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1 Einleitung

Unvollständige Datenmatrizen sind ein Phänomen, welches in vielen Datenanalysesi-
tuationen auftritt. So fanden Lang und Little (2018, S. 285) bei einer Untersuchung
von 169 empirischen Arbeiten, dass in 84 % der untersuchten Beiträge unvollständige
Datenmatrizen aufgetreten sind. Dieser hohe Anteil an unvollständigen Datenmatrizen
in empirischen Arbeiten wird auch von weiteren Studien gestützt (vgl. Abschnitt 2.1).
Backhaus und Blechschmidt (2009, S. 266) behaupten sogar, dass praktisch keine reale
Datenmatrix ohne fehlende Werte, welche auch als Missing Data (MD) bezeichnet
werden, existiere. Unvollständige Datenmatrizen sind in der Realität also eher die
Regel als die Ausnahme. Problematisch an diesen ist, dass die meisten Verfahren zur
Datenanalyse bei fehlenden Werten nicht direkt anwendbar sind. Vor der eigentlichen
Datenanalyse muss folglich eine Strategie zum Umgang mit den fehlenden Werten
festgelegt werden (vgl. Schafer und Graham, 2002, S. 147; van Buuren, 2018, S. 3–6;
Little und Rubin, 2020, S. 4).
In der Literatur existiert eine Vielzahl an Verfahren zum Umgang mit fehlenden

Werten, welche auch als MD-Verfahren bezeichnet werden. Bankhofer (1995, S. 89)
teilt diese Verfahren in Anlehnung an Beale und Little (1975, S. 130), Frane (1976,
S. 409) und Schwab (1991, S. 4) in fünf Kategorien ein: Eliminierungsverfahren,
Imputationsverfahren, Parameterschätzverfahren, multivariate Analyseverfahren und
Sensitivitätsbetrachtung. Von diesen fünf Kategorien haben nur die Imputations-
verfahren das Ziel eine vervollständigte Datenmatrix bereitzustellen, die mithilfe
herkömmlicher Verfahren zur Datenanalyse ausgewertet werden kann, ohne ursprüng-
lich erhobene Einträge von der weiteren Analyse auszuschließen. Die Verfahren aus
den anderen Kategorien löschen entweder ein Teil der Daten oder sind nur für spezielle
Problemstellungen geeignet (vgl. Bankhofer, 1995, S. 90). Die Vorteile von Imputati-
onsverfahren gegenüber den Verfahren aus den anderen Kategorien sind somit ihre
Universalität und Flexibilität. Jedoch ist bei der Anwendung von Imputationsver-
fahren zu beachten, dass eine vervollständigte Datenmatrix nicht einer vollständig
beobachteten Datenmatrix entspricht. Vielmehr kann es durch das verwendete Imputa-
tionsverfahren zu Verzerrungen kommen (vgl. Dempster und Rubin, 1983, S. 8; Schafer
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1 Einleitung

und Graham, 2002, S. 159; Little und Rubin, 2020, S. 67). Aus diesem Grund ist die
eingehende Untersuchung eines Imputationsverfahrens vor dessen Einsatz notwendig,
um die erzielbare Güte des jeweiligen Verfahrens beurteilen zu können.
Zur Beurteilung der Güte von Imputationsverfahren werden in der Literatur zwei

Wege beschritten. Zum einen sind analytische Betrachtungen einzelner Verfahren
unter Annahme gewisser Randbedingungen wie die Verteilung der Datenmatrix und
Ausfallmechanismus möglich (vgl. z. B. Ford, 1983, S. 190–196; Rao, 1996, S. 499–506;
Little und Rubin, 2020, S. 85–95). Zum anderen können Imputationsverfahren mithilfe
von Simulationsstudien miteinander verglichen werden (vgl. z. B. Roth, 1994, S. 540–
545; Tsikriktsis, 2005, S. 57–58; Aittokallio, 2010, S. 257–259 und Kapitel 5). Die
analytische Betrachtung ist häufig nur für einfache Imputationsverfahren oder unter re-
lativ restriktiven Annahmen möglich. Für komplexere Imputationsverfahren und/oder
komplexere Datensituationen sind analytische Ergebnisse teilweise nur schwer zu
erzielen oder existieren überhaupt nicht (vgl. Solaro et al., 2018, S. 3589). Theoretische
Aussagen sind in diesen Fällen daher häufig lückenhaft (vgl. z. B. Andridge und Little,
2010, S. 49). In Simulationen können hingegen auch komplexere Imputationsverfahren
und Datensituationen integriert werden. Ferner können durch den direkten Vergleich
Verfahren gefunden werden, die sich bei gegebenen Randbedingungen besonders gut
zur Imputation eignen. Dies ermöglicht einen sehr flexiblen Vergleich verschiedener
Imputationsverfahren (vgl. Solaro et al., 2018, S. 3589).

Bisher fehlt jedoch eine umfassende Übersicht über bereits existierende Simulations-
studien, weshalb eine Einordnung und Bewertung von Imputationsverfahren häufig
schwierig ist. Die Ziele dieser Arbeit sind auf diese Einordnung und Bewertung von
Imputationsverfahren ausgerichtet. Zunächst soll ein Überblick über Imputations-
verfahren gegeben werden, um eine solide Basis für alle weiteren Betrachtungen zu
schaffen. Anschließend sollen existierende Simulationsstudien zum Gütevergleich von
Imputationsverfahren analysiert und deren Ergebnisse aufbereitet sowie eventuell
vorhandene Lücken im Vergleich von Imputationsverfahren aufgedeckt werden. Darauf
aufbauend soll ein Teil dieser Lücken mithilfe einer eigenen Simulationsstudie geschlos-
sen werden. Auf diesem Weg soll die vorliegende Arbeit einen Beitrag dazu leisten,
einen Überblick über bestehende Imputationsverfahren und deren Güte zu ermöglichen.
Um einen besseren Überblick über Imputationsverfahren im Allgemeinen zu erhalten,
werden in der Arbeit Verfahren, die nur für spezielle Datenmatrizen anwendbar sind,
nicht betrachtet. Hierunter fallen insbesondere Verfahren für longitudinale Datenma-
trizen. Außerdem werden keine Verfahren betrachtet, die speziell an Missing not at
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Random (MNAR)-Daten angepasst sind, da diese normalerweise explizite Annahmen
über den Ausfallmechanismus benötigen (vgl. Schafer und Graham, 2002, S. 171).
Der Aufbau der Arbeit richtet sich nach den vorher genannten Zielen. Im Vorfeld

wird zusätzlich in Abschnitt 2.1 untersucht, inwiefern unvollständige Datenmatrizen
in der Realität auftreten. Neben dem reinen Erkenntnisgewinn soll dieser Abschnitt
zur Beschäftigung mit MD-Verfahren im Allgemeinen und Imputationsverfahren im
Besonderen motivieren und somit auch die Relevanz des Themas mit begründen.
Darüber hinaus werden im zweiten Kapitel Theorien zur Beschreibung unvollständiger
Datenmatrizen vorgestellt, welche für die weitere Untersuchung von Imputationsver-
fahren wichtig sind. Das Kapitel 3 gibt dann einen Überblick über die verschiedenen
MD-Verfahrenskategorien. Dies dient zum einen der Einordnung der Imputationsver-
fahren und zum anderen schafft es die Grundlagen für einige Imputationsverfahren,
die auf anderen MD-Verfahren basieren. Danach werden im Kapitel 4 verschiedene
Imputationsverfahren beschrieben. In diesem Kapitel werden auch einige theoretische
Eigenschaften der Verfahren mitbetrachtet, sofern diese bekannt sind. Anschließend
werden im Kapitel 5 existierende Simulationsstudien zum Vergleich von Imputati-
onsverfahren analysiert und die Ergebnisse der Studien aggregiert. Ein Teil der bei
dieser Aggregation gefundenen Lücken wird mithilfe der Simulationsstudie im Ka-
pitel 6 geschlossen. Zum Abschluss werden im Kapitel 7 die Ergebnisse der Arbeit
zusammengefasst und ein Ausblick gegeben.
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2 Unvollständige Datenmatrizen und
ihre Beschreibung

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen für die weitere Arbeit gelegt.
Bevor dies geschieht, wird in Abschnitt 2.1 untersucht, inwiefern unvollständige Da-
tenmatrizen überhaupt ein reales Problem sind. Diese Betrachtung wird zeigen, dass
unvollständige Datenmatrizen in der empirischen Forschung häufig vorkommen. Daher
ist die Beschäftigung mit unvollständigen Datenmatrizen und MD-Verfahren nicht nur
von theoretischem Interesse, sondern in der Realität häufig auch eine Notwendigkeit.
Die Erkenntnisse des Abschnitts 2.1 dienen als Motivation für die weitere Arbeit. In
Abschnitt 2.2 werden dann grundlegende Definitionen und Annahmen dargestellt,
auf die in den folgenden Kapiteln immer wieder zurückgegriffen wird. Da die Aus-
wahl geeigneter Imputationsverfahren bzw. MD-Verfahren unter anderem von dem
vorliegenden Ausfallmuster und Ausfallmechanismus abhängt, werden diese beiden
Konzepte in den Abschnitten 2.3 und 2.4 beschrieben.

2.1 Unvollständige Datenmatrizen: Ein reales
Problem?

Dem Phänomen unvollständiger Datenmatrizen kann sich auf unterschiedlichen Wegen
genähert werden. Zunächst können Gründe bzw. Ursachen für das Fehlen von Werten
in Datenmatrizen dargestellt und untersucht werden (vgl. z. B. Schnell, 1986, S. 24–56;
Bankhofer, 1995, S. 8–12; McKnight et al., 2007, S. 54–57). Dieser Weg ist insbesondere
sinnvoll, um fehlende Werte zu vermeiden, indem mögliche Ursachen für das Fehlen
direkt im Datenanalyseprozess verhindert oder zumindest abgemildert werden können.
Jedoch bezweifeln unter anderem Schafer und Graham (2002, S. 150), dass jemals alle
Ursachen für fehlende Werte aufgezählt werden können. Wenn es jedoch nicht einmal
möglich ist, die Ursachen überhaupt vollständig aufzulisten, ist eine Verhinderung
aller dieser Ursachen nahezu unmöglich. Aus diesem Grund wird im Folgenden nicht
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weiter auf die Ursachen für das Fehlen von Werten in Datenmatrizen eingegangen.
Vielmehr wird in diesem Abschnitt analysiert, inwiefern unvollständige Datenmatrizen
bei realen empirischen Untersuchungen auftreten.
In der Literatur existieren verschiedene Quellen, die das Auftreten von fehlenden

Werten in empirischen Untersuchungen analysieren. In der Tabelle 2.1 ist eine Auswahl
solcher Quellen zusammen mit deren zentralen Erkenntnissen über das Auftreten
von fehlenden Werten in Datenmatrizen dargestellt. Ferner wird in der Tabelle 2.1
für jede Quelle die Datengrundlage erfasst. Hierbei wird die Anzahl an untersuchten
Artikeln sowie der Zeitabschnitt, aus dem die Artikel stammen, und weitere Details
zu den Veröffentlichungen in der Spalte „Datengrundlage“ angegeben. In der Spalte
„Artikel mit fehlenden Werten“ wird dargestellt, in wie vielen der untersuchten Artikel
unvollständige Datenmatrizen vorgekommen sind. In der letzten Spalte werden Infor-
mationen über den Anteil an unvollständigen Objekten angegeben, die in den Quellen
enthalten sind. Da die Daten aus unterschiedlichen Veröffentlichungen stammen und
die Autoren unterschiedliche Schwerpunkte legen, variiert die Art der Angaben in
dieser Spalte.
Die meisten Untersuchungen in der Tabelle 2.1 stammen aus dem medizinischen

Bereich. Jedoch existieren mit Bodner (2006) und Peugh und Enders (2004) auch zwei
Studien aus dem Gebiet der Sozialwissenschaften. Die Anzahl der untersuchten Artikel
pro Quelle liegt im Bereich von 77 bis 285 und die Artikel stammen meist aus einer
oder wenigen ähnlichen Zeitschriften aus einem Zeitraum von ein oder zwei Jahren.
Nur die Untersuchung von Peugh und Enders (2004) weist einen deutlich größeren
Umfang auf, da sie über 1500 Artikel verteilt auf 24 Zeitschriften im Abstand von 4
Jahren betrachtet. Der Anteil an Artikeln, die auf mindestens einer unvollständigen
Datenmatrix basieren, variiert von 16 % (Peugh und Enders, 2004) bis zu 95 % (Bell
et al., 2014), wobei in sieben der zehn Quellen über 50 % der Artikel mindestens eine
unvollständige Datenmatrix enthalten. Die Autoren klassifizieren dabei in der Regel nur
Datenmatrizen als unvollständig, bei denen sie aufgrund der Angaben sicher feststellen
können, dass sie unvollständig sind. Jedoch existieren häufig zusätzlich Artikel, aus
denen nicht klar hervorgeht, ob fehlende Werte aufgetreten sind oder nicht. So geben
z. B. Díaz-Ordaz et al. (2014, S. 594) an, dass neben den 48 % der Artikel, bei denen
mit Sicherheit unvollständige Datenmatrizen vorgekommen sind, bei weiteren 31 % der
Artikel nicht eindeutig festgestellt werden kann, ob fehlende Werte aufgetreten sind.
Aufgrund weiterer Betrachtungen kommen Díaz-Ordaz et al. (2014, S. 594) zu dem
Schluss, dass vermutlich ca. 72 % der Artikel auf mindestens einer unvollständigen
Datenmatrix basieren, obwohl dies nur bei 48 % der Artikel deutlich angegeben ist.
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2.1 Unvollständige Datenmatrizen: Ein reales Problem?

Quelle Datengrundlage
Artikel mit
fehlenden
Werten

Anteil Objekte mit
fehlenden Werten

Lang und
Little (2018)

169 Artikel aus Prevention
Science von Februar 2013
bis Juli 2015

84 %
(142 von 169) nicht untersucht

Fiero et al.
(2016)

86 Artikel über Cluster
Randomized Trials von
August 2013 bis Juli 2014

93 %
(80 von 86)

0,5 % bis 90 %,
Median: 19 %

Bell et al.
(2014)

77 Artikel aus vier
medizinischen Zeitschriften
von Juli bis Dezember 2013

95 %
(73 von 77)

0% bis 70 %,
Median: 9 %

Díaz-Ordaz
et al. (2014)

132 Artikel einer
PubMed-Suche vom Juni
2012

48 %
(63 von 132)

1 % bis 47 %,
Median: 13 %

Little et al.
(2014)

80 Artikel aus Journal of
Pediatric Psychology aus
2012

56 %
(45 von 80) bis zu 65 %

Eekhout et al.
(2012)

285 Artikel aus drei
epidemiologischen
Zeitschriften in 2010

92 %
(262 von 285)

1% bis 82 %,
Mittelwert: 26 %

Karahalios
et al. (2012)

82 Kohortenstudien von
2000 bis 2009

80 %
(66 von 82) 2% bis 65 %

Bodner
(2006)

181 zufällige
sozialwissenschaftliche
Artikel aus 1999

38 %
(69 von 181) nicht untersucht

Burton und
Altman
(2004)

100 Artikel zur
Krebsforschung aus 2002

81 %
(81 von 100)

max. 72 %
fehlende Werte in
einer Variable

Peugh und
Enders (2004)

989 Artikel aus 1999 und
545 Artikel aus 2003 aus
insg. 24 Zeitschriften

1999: 16 %
(160 von 989)
2003: 42 %
(229 von 545)

1999:
1 % bis 67 %
Mittelwert: 7,6 %
2003:
nicht untersucht

Tabelle 2.1: Fehlende Werte in empirischen Untersuchungen
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Auch Peugh und Enders (2004, S. 539) gehen davon aus, dass die angegebenen 16 %
im Jahr 1999 vermutlich eine starke Unterschätzung des Auftretens fehlender Werte
darstellen. Sie merken unter anderem an, dass bei der unkommentierten Verwendung
einer Analyse der vollständigen Objekte im Nachhinein nicht feststellbar ist, dass
ursprünglich fehlende Wert in der Datenmatrix vorkamen. Auch Bodner (2006, S. 677)
kommentiert sein Ergebnis mit den Worten, dass die gefundene Anzahl Artikel mit
fehlenden Werten als optimistische Einschätzung verstanden werden sollte. Dies zeigt,
dass die in der Tabelle 2.1 angegebenen Werte das Auftreten fehlender Werte eher
unterschätzt und in der Realität vermutlich noch mehr Artikel auf Datenmatrizen
mit fehlende Werten basieren.
Die Werte in der letzten Spalte „Anteil Objekte mit fehlenden Werten“ der Ta-

belle 2.1 zeigen, dass der Anteil fehlender Werte bei den einzelnen Datenmatrizen
sehr unterschiedlich ausfällt. So werden vereinzelt Datenmatrizen mit bis zu 90 %
unvollständigen Objekten beobachtet und in den meisten Untersuchungen werden
Datenmatrizen mit über 50 % unvollständigen Objekten gefunden. Der Median des
Merkmals Anteil Objekte mit fehlenden Werten, sofern dieser angegeben ist, liegt in
den Untersuchungen zwischen 9 % und 19 %. Häufig sind also mindestens 10 % der
Objekte in einer Datenmatrix unvollständig. Ferner kann davon ausgegangen werden,
dass ähnlich wie bei der Anzahl der Artikel mit fehlenden Werten auch in dieser
Spalte eher eine Unterschätzung als eine Überschätzung vorliegt. Insgesamt kann also
festgehalten werden, dass unvollständige Datenmatrizen nicht nur ein theoretisches
Konstrukt sind, sondern auch in vielen empirischen Untersuchungen offensichtlich ein
Problem darstellen.

2.2 Grundlegende Definitionen und Annahmen
In diesem Abschnitt werden zunächst die grundlegenden Definitionen und Annah-
men festgelegt, auf denen die weitere Arbeit basiert. Der Ausgangspunkt für die
Betrachtungen dieser Arbeit ist stets eine Datenmatrix

A = (aik)n×m =


a11 . . . a1m
... ...

an1 . . . anm

 . (2.1)

Die Zeilen der Matrix A repräsentieren dabei Objekte und die Spalten Merkmale (vgl.
Bankhofer, 1995, S. 2). Die Matrix A ist stets vollständig, im Sinne, dass für jeden
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Eintrag von A ein Wert existiert, unabhängig davon, ob er beobachtet wird oder nicht
(vgl. Little und Rubin, 2020, S. 8). Welche Werte von A beobachtet werden, wird
mithilfe einer Indikatormatrix

V = (vik)n×m =


v11 . . . v1m
... ...

vn1 . . . vnm

 mit vik =

1 falls aik beobachtet

0 sonst
(2.2)

beschrieben (vgl. Bankhofer, 1995, S. 6; Little und Rubin, 2020, S. 8–9).1

Insbesondere zur Beschreibung der Ausfallmechanismen werden A und V als Matri-
zen von Zufallsvariablen aufgefasst. Dabei wird angenommen, dass sich ihre Verteilung
anhand eines parametrischen Modells mit existierender Wahrscheinlichkeitsdichte-
bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion beschreiben lässt (vgl. Bankhofer, 1995, S. 7):

• Für die Datenmatrix A sei eine Dichte- bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion mit
dem zugehörigen Parameter θ durch f (A | θ) = f (A, θ) gegeben.

• Für die MD-Indikatormatrix M sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion mit dem
zugehörigen Parameter φ durch f (V |φ) = f (V , φ) gegeben.

2.3 Ausfallmuster
Ein Aspekt bei der Analyse von unvollständigen Datenmatrizen stellt das Ausfallmuster
dar. Es beschreibt, an welchen Stellen der Datenmatrix fehlende Werte auftreten (vgl.
z. B. Enders, 2010, S. 2–5; van Buuren, 2018, S. 105–106; Little und Rubin, 2020,
S. 8–13). Einige der wichtigsten Ausfallmuster sind in der Abbildung 2.1 beispielhaft
visualisiert. Der nicht beobachtete Teil der Datenmatrix A ist in den einzelnen
Darstellungen grau hervorgehoben.

Bei einem univariaten Muster, dargestellt in der Abbildung 2.1a, fehlen nur in einem
Merkmal Werte. Dieses Muster kann beispielsweise bei Experimenten auftreten, in
denen die Merkmale a1 bis a3 vom Forscher festgelegte Designvariablen sind und a4 die
abhängige Variable ist. In der Landwirtschaft können z. B. a1 bis a3 Saatgutvariante,
verwendeter Dünger und Bewässerung sowie a4 der Ernteertrag sein. Falls auf manchen

1 Die Matrix V müsste eigentlich „Vorhandenmatrix“ heißen, da der Wert vik = 1 das Vorhandensein
des Wertes aik anzeigt (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 8–9). Dieser Begriff existiert im Deutschen
jedoch de facto nicht und V wird normalerweise als Indikatormatrix oder MD-Indikatormatrix
bezeichnet (vgl. z. B. Bankhofer, 1995, S. 6; Decker und Wagner, 2008, S. 56; Backhaus und
Blechschmidt, 2009, S. 268).
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a1 a2 a3 a4

(a) Univariat

a1 a2 a3 a4

(b) Unit Nonresponse

a1 a3a2 a4

(c) Monoton

a1 a2 a3 a4

(d) File Matching

a4a3a1 a2

(e) Planned MD

a1 a2 a3 a4

(f) Allgemein

Abbildung 2.1: Ausfallmuster (in Anlehnung an Enders, 2010, S. 4 und Little und
Rubin, 2020, S. 9)

Feldern eine Ernte z. B. aufgrund einer Naturkatastrophe nicht möglich war, fehlen
die entsprechenden Werte im Merkmal a4 (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 9–10). Falls
in mehr als einem Merkmal fehlende Werte auftreten, heißt das Muster multivariat
(vgl. van Buuren, 2018, S. 105). Folglich sind mit Ausnahme der Abbildung 2.1a alle
in der Abbildung 2.1 gezeigten Muster multivariat.
Im Gegensatz zum univariaten Muster fehlen beim Unit Nonresponse Muster

(Abbildung 2.1b) für einen Teil der Objekte alle Merkmale, die nicht schon im Vorfeld
bekannt waren. Ein Beispiel hierfür sind Telefonumfragen, bei denen für alle Personen
z. B. die Telefonnummer und die Adresse bekannt sind, jedoch einige Personen nicht
abnehmen. Für diese Personen fehlen dann die Werte in allen anderen Merkmalen in
der Datenmatrix (vgl. Enders, 2010, S. 3).
Das monotone Muster in der Abbildung 2.1c ist typisch für longitudinale Daten.

Dabei repräsentieren die Indizes 1 bis 4 aufeinanderfolgende Zeitpunkte, zu denen die
Merkmale erhoben werden. Ein typisches Problem bei longitudinalen Untersuchungen
ist der Umzug von Teilnehmern, wodurch für diese ab einem gewissen Zeitpunkt keine
Daten mehr vorliegen. Wenn dies der einzige Grund für fehlende Werte ist, dann
weist ein Objekt, das ab einen Zeitpunkt k das erste Mal keinen beobachteten Wert
mehr aufweist, auch für alle folgenden Zeitpunkte keinen Wert mehr auf. Hierdurch
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entsteht (bei geeigneter Sortierung der Merkmale) ein monotones Muster (vgl. Little
und Rubin, 2020, S. 10–11).
Bei der Zusammenführung von Datenmatrizen mit unterschiedlichen Merkmalen

kann ein Muster wie in Abbildung 2.1d resultieren. Das visualisierte Muster entsteht,
wenn zwei Matrizen zusammengeführt werden, wobei in der ersten die Merkma-
le a1, a2, a3 und in der zweiten die Merkmale a1, a4 vorhanden sind. Da die Merkma-
le a2, a3, a4 nur in einer Matrix vorkommen, werden sie nie gemeinsam beobachtet.
Bei diesem Muster ist es daher nicht möglich, gewisse Zusammenhänge zwischen a4

und den Merkmalen a2, a3 direkt anhand der zusammengeführten Datenmatrix zu
untersuchen (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 12).
Ein Muster wie in der Abbildung 2.1e ist normalerweise das Resultat von einem

Planned Missing Data Design. Hierbei werden jedem Teilnehmer nur ein Teil der
Fragen aus einem Fragenpool vorgelegt. Das Muster in der Abbildung 2.1e basiert auf
einem sogenannten Three Form Design. Bei diesem Design wird ein Teil der Fragen (a1)
allen Teilnehmern gestellt. Von den restlichen drei Frageblöcken a2, a3 und a4 erhält
jeder Teilnehmer zwei. Das erste Drittel der Teilnehmer erhält die Fragen a1,a3,a4,
das nächste Drittel die Fragen a1,a2, a4 und das letzte Drittel die Fragen a1,a2,a3 (vgl.
Graham et al., 1996, S. 198–199; Graham et al., 2006, S. 325–327).

Alle vorherigen Muster können theoretisch als Spezialfälle des allgemeinen Musters in
der Abbildung 2.1f angesehen werden. Dieses Muster erlaubt, dass an jeder beliebigen
Stelle der Datenmatrix fehlende Werte auftreten (vgl. Schafer und Graham, 2002,
S. 150).2 Dieses Muster ist laut Enders (2010, S. 4) in der Realität vermutlich am
häufigsten anzutreffen.

Die Ausfallmuster können bei der Verfahrensauswahl relevant sein, da insbesondere
für univariate und monotone Muster spezielle MD-Verfahren existieren. So widmen
sowohl Little und Rubin (2020, S. 29–45) als auch van Buuren (2018, S. 63–103) den
Verfahren für univariate Muster ein ganzes Kapitel. Ferner erlaubt ein monotones
Ausfallmuster in manchen Fällen eine weniger rechenintensive Auswertung der Daten
als ein (beliebiges) allgemeines Muster (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 8). Jedoch
spielen die Ausfallmuster heute keine so große Rolle mehr, da viele moderne Verfahren
mit beliebigen Ausfallmustern umgehen können und auch die Rechenkapazitäten
erheblich gestiegen sind (vgl. Enders, 2010, S. 5).

2 Alternative Definitionen in der Literatur sprechen nur von einem allgemeinen Muster, wenn kein
monotones Ausfallmuster vorliegt (vgl. van Buuren, 2018, S. 105).
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2 Unvollständige Datenmatrizen und ihre Beschreibung

2.4 Ausfallmechanismen
Neben dem Ausfallmuster ist bei der Analyse unvollständiger Datenmatrizen insbeson-
dere der zugrundeliegende Ausfallmechanismus relevant. Dieser beschreibt, inwieweit
das Fehlen von Werten von der Datenmatrix A abhängt (vgl. Enders, 2010, S. 5;
Little und Rubin, 2020, S. 13). Das Konzept der Ausfallmechanismen geht auf die
Veröffentlichung von Rubin (1976) zurück. Rubin (1976, S. 582) definierte in seiner
ursprünglichen Arbeit die beiden Ausfallmechanismen Missing at Random (MAR)
und Observed at Random (OAR). Jedoch hat sich in der neueren Literatur eine
Dreiteilung in Missing Completely at Random (MCAR), Missing at Random (MAR)
und Missing not at Random (MNAR) etabliert (vgl. z. B. Little und Rubin, 2002,
S. 11–12; Schafer und Graham, 2002, S. 151–152; Enders, 2010, S. 5–12; van Buuren,
2018, S. 8–9; Little und Rubin, 2020, S. 13–14). Genau genommen gibt es für jeden
dieser drei Ausfallmechanismen zwei Formen, zwischen denen in der Literatur jedoch
stellenweise nicht explizit unterschieden wird (vgl. Seaman et al., 2013, S. 257–260).
Auf die Unterschiede zwischen diesen beiden Formen wird im Anhang A genauer
eingegangen.

Die Definition der Ausfallmechanismen in den Abschnitten 2.4.1 bis 2.4.3 geschieht
zunächst in Anlehnung an Little und Rubin (2002, S. 11–12), da in den meisten
Simulationsstudien diese Formen der Ausfallmechanismen simuliert werden.3 Unter
anderem wird aus diesem Grund im weiteren Verlauf der Arbeit stets von diesen
Formen der Ausfallmechanismen ausgegangen, sofern nichts anderes angemerkt ist. Da
im weiteren Verlauf der Arbeit viele Simulationsstudien zur Güteuntersuchung von Im-
putationsverfahren analysiert werden, wird in den Abschnitten 2.4.1 bis 2.4.3 anhand
von Beispielen erläutert, wie die jeweiligen Ausfallmechanismen im Rahmen von Simu-
lationen realisiert werden können.4 Außerdem wird für diese Simulationsmöglichkeiten
die jeweils resultierende Wahrscheinlichkeitsfunktion für die MD-Indikatormatrix
angegeben. Diese Angabe fehlt häufig in der Literatur zur Simulation von Ausfallme-
chanismen, da der Fokus meist auf der rechentechnischen Generierung des Ausfalls
und nicht auf der stochastischen Natur des Mechanismus liegt (vgl. z. B. Schouten
et al., 2018, S. 2909–2924; Santos et al., 2019, S. 11651–11666). Neben diesen Simulati-
onsmöglichkeiten werden die Auswirkungen der Ausfallmechanismen auf die Daten
3 Deshalb wird die 2. Auflage von Little und Rubin (2002, S. 11–12) und nicht die 3. Auflage (Little

und Rubin, 2020) verwendet, in der die Definitionen der Ausfallmechanismen abgewandelt wurden.
Auf die Unterschiede zwischen diesen Definitionen wird im Anhang A genauer eingegangen.

4 Alle in den Beispielen erläuterten Möglichkeiten zur Generierung fehlender Werte (und noch
weitere) werden im R-Paket missMethods (Rockel, 2020) bereitgestellt und können so ohne weiteren
Implementierungsbedarf z. B. in Simulationen direkt eingesetzt werden.
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2.4 Ausfallmechanismen

anhand einer Stichprobe aus dem American Community Survey (ACS) Public Use
Microdata Sample (PUMS) verdeutlicht, zu der weitere Details im Anhang B zu
finden sind.

2.4.1 Missing Completely at Random (MCAR)

Die Daten werden von Little und Rubin (2002, S. 12) als Missing Completely at
Random (MCAR) bezeichnet, wenn

f (V |A, φ) = f (V |φ) ∀A, φ (2.3)

gilt, also die Verteilung der MD-Indikatormatrix unabhängig von der Datenmatrix A ist.
Das Fehlen der Werte in A hängt folglich nicht von den Werten in A ab – unabhängig
davon, ob die Werte beobachtet werden oder nicht (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 12).

Beispiel 2.1 (Simulation: MCAR mit erwarteter Ausfallrate)
Eine Möglichkeit einen MCAR-Ausfallmechanismus mit einem univariaten Ausfall-
muster zu simulieren, ist ein Merkmal k zu wählen und eine Ausfallwahrschein-
lichkeit p ∈ [0; 1] festzulegen, die angibt, wie groß der (erwartete) Anteil fehlender
Werte im Merkmal k ist. Für jedes Objekt i wird dann eine Bernoulli-Zufallszahl
aus einer B(1; p)-Verteilung gezogen. Der Wert aik wird genau dann gelöscht, wenn
diese Zufallszahl 1 ist (vgl. Twala, 2009, S. 388; Santos et al., 2019, S. 11654). Als
Wahrscheinlichkeitsfunktion für die MD-Indikatormatrix ergibt sich bei einem solchen
Ausfallmechanismus

f (V | p) =
n∏

i=1

p1−vik (1− p)vik
∏
l 6=k

vil

 . (2.4)

Der hintere Teil (∏l 6=k vil) im Produkt stellt sicher, dass nur im Merkmal k fehlende
Werte auftreten. Der vordere Teil (p1−vik (1 − p)vik) in dem Produkt ist für ein Ob-
jekt i betrachtet die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Bernoulli-Zufallsvariable. Daher
ist die Gesamtzahl an fehlenden Werten im Merkmal k als Summe von Bernoulli-
Zufallsvariablen eine B(n; p)-verteilte Zufallsvariable. Entsprechend ist die erwartete
Anzahl fehlender Werte im Merkmal k bei einem solchen Ausfallmechanismus np und
der erwartete Anteil np

n = p.
Das beschriebene Vorgehen zur Simulation eines univariaten MCAR-Ausfalls lässt

sich auch zur Erzeugung von multivariaten Ausfallmustern verallgemeinern. Dafür
wird für jedes Merkmal k der Datenmatrix A eine Ausfallwahrscheinlichkeit pk ∈ [0; 1]
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2 Unvollständige Datenmatrizen und ihre Beschreibung

festgelegt, wodurch der Vektor p = (p1, . . . , pm) mit merkmalsweisen Ausfallwahr-
scheinlichkeiten entsteht. Nun wird für jeden Eintrag aik in der Datenmatrix eine
Zufallszahl aus einer B(1; pk)-Verteilung gezogen. Wie im univariaten Fall wird der
Wert aik genau dann gelöscht, wenn die Zufallszahl gleich 1 ist (vgl. Twala, 2009,
S. 388; Santos et al., 2019, S. 11656, welche von einem konstanten pk für alle Merkmale
ausgehen). Für diesen Ausfallmechanismus resultiert

f (V |p) =
n∏

i=1

m∏
k=1

p1−vik
k (1− pk)vik (2.5)

als Wahrscheinlichkeitsfunktion für die MD-Indikatormatrix. Die Anzahl an fehlenden
Werten im Merkmal k ist wie vorher eine B(n; pk)-verteilte Zufallsvariable und die
Gesamtanzahl fehlender Werte in der Datenmatrix ist die Summe dieser m Zufallsva-
riablen.
Beispiel 2.2 (Simulation: MCAR mit fester Ausfallrate)
Um die Variabilität des Anteils fehlender Werte im Beispiel 2.1 zu umgehen, können
für jedes Merkmal k genau [npk ] Werte gelöscht werden, wobei [npk ] die nächste ganze
Zahl zu npk ist. Für die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Indikatormatrix gilt dann

f (V | p) =


∏m

k=1

(
n

[npk ]

)−1
falls ∀k ∈ {1, . . . ,m} : ∑n

i=1(1− vik) = [npk ]

0 sonst,
(2.6)

da es für jedes Merkmal k genau
(

n
[npk ]

)
Möglichkeiten gibt, die fehlenden Werte zu

erzeugen. Die Bedingung ∀k ∈ {1, . . . ,m} : ∑n
i=1(1−vik) = [npk ] sichert, dass in jedem

Merkmal k genau [npk ] Werte fehlen, da mittels ∑n
i=1(1− vik) die Anzahl fehlender

Werte im Merkmal k berechnet wird.
Beispiel 2.3 (Reale Datenmatrix: MCAR)
Die Auswirkungen eines MCAR-Ausfallmechanismus werden anhand der eingangs
erwähnten ACS PUMS Stichprobe beispielhaft verdeutlicht. Dazu wird eine Stichprobe
von 200 Amerikanern aus der 2015er ACS verwendet. Details zur ACS und der
Stichprobe befinden sich im Anhang B. Aus der ursprünglichen Datenmatrix werden
zufällig 50 der 200 Werte im Merkmal Einkommen gelöscht. Der Ausfallmechanismus
entspricht also dem im Beispiel 2.2. Die Wirkung des MCAR-Ausfallmechanismus wird
in der Abbildung 2.2 visualisiert. Im linken Teil der Abbildung 2.2 sind die 50 Objekte
mit fehlenden Werten im Merkmal Einkommen durch Kreuze gekennzeichnet, während
die 150 vollständig beobachteten Objekte durch Kreise symbolisiert werden. Im rechten
Teil der Abbildung 2.2 sind nur noch die 150 vollständig beobachteten Objekte dargestellt.
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2.4 Ausfallmechanismen

Beim Vergleich des Streudiagramms der 150 vollständig beobachteten Objekten mit dem
Streudiagramm der vollständigen Stichprobe zeigt sich keine offensichtlich erkennbare
Verzerrung in den beiden Merkmalen.
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Abbildung 2.2: ACS-Stichprobe: MCAR

2.4.2 Missing at Random (MAR)

Der MCAR-Ausfallmechanismus stellt einen Spezialfall des MAR-Mechanismus dar. Im
Gegensatz zu MCAR erlaubt MAR, dass das Fehlen der Werte von den beobachteten
Werten Aobs abhängt. Die exakte Definition nach Little und Rubin (2002, S. 12) lautet:
Die Daten werden als MAR bezeichnet, wenn

f (V |A, φ) = f (V |Aobs, φ) ∀Amis, φ (2.7)

gilt. Die Verteilung der MD-Indikatormatrix kann also von den beobachteten Wer-
ten Aobs, aber nicht von den fehlenden Werten Amis abhängen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Wert fehlt, ist folglich von den unbeobachteten Werten (stochastisch) unab-
hängig, kann aber von den beobachteten Werten beeinflusst werden (vgl. Little und
Rubin, 2002, S. 12).
Aus einem Vergleich der Definitionen von MCAR und MAR folgt, dass beim

Vorliegen von MCAR-Daten auch die Bedingungen des MAR-Ausfallmechanismus
erfüllt sind. Dies unterstreicht nochmals die Tatsache, dass MCAR ein Spezialfall von
MAR ist (vgl. Schafer und Graham, 2002, S. 151). Entsprechend sind die Beispiele 2.1
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2 Unvollständige Datenmatrizen und ihre Beschreibung

bis 2.3 auch Beispiele für einen MAR-Ausfallmechanismus. Wenn in Simulationsstudien
von MAR-Daten die Rede ist, werden hiermit normalerweise jedoch Daten gemeint,
welche nur die MAR-, aber nicht die MCAR-Bedingung erfüllen. Im Folgenden werden
daher noch Beispiele für MAR-Ausfallmechanismen gegeben, die in der Regel keine
MCAR-Daten erzeugen.
Beispiel 2.4 (Simulation: MAR als Zensierung)
Eine Möglichkeit, einen MAR-Ausfallmechanismus zu simulieren, ist ein Merkmal γ
festzulegen, welches den Ausfall in einem anderen Merkmal η, η 6= γ, steuert. Wenn
das Merkmal γ mindestens ordinales Skalenniveau besitzt, kann ein Grenzwert u für
das Merkmal γ festgelegt werden, mit dessen Hilfe die Werte im Merkmal η gelöscht
werden. Bei einem „Zensierungs-MAR-Mechanismus“ werden dabei im Merkmal η
genau bei den Objekten Werte gelöscht, deren Wert im Merkmal γ kleiner als der
Grenzwert u ist. Diese Art des MAR-Ausfallmechanismus ist insofern determinis-
tisch, dass beim gleichzeitigen Fixieren der Datenmatrix, der Merkmale γ und η

sowie des Grenzwerts stets dieselben Werte gelöscht werden. Entsprechend ist die
Wahrscheinlichkeitsfunktion für die Indikatormatrix 1, falls nur im Merkmal η Werte
entsprechend des Zensierungsmechanismus fehlen und 0 sonst. Twala (2009, S. 389)
verwendet als Grenzwert z. B. ein Fraktil und kann so anhand der Wahl des Fraktils
den Anteil fehlender Werte im Merkmal η steuern. Die beschriebene univariate Version
des Ausfallmechanismus lässt sich durch mehrfache Anwendung auf unterschiedliche
Merkmalspaare γ, η zu einem multivariaten Ausfallmechanismus erweitern. Hierbei
muss darauf geachtet werden, dass alle ausfallsteuerenden Merkmale stets vollständig
bleiben, da ansonsten kein MAR-Ausfallmechanismus mehr vorliegt (vgl. Twala, 2009,
S. 389; Santos et al., 2019, S. 11655, 11657–11658).

Beispiel 2.5 (Simulation: MAR1:x)
Ein Möglichkeit unterschiedlich starke Formen eines MAR-Ausfallmechanismus zu
simulieren, ist die Verwendung eines MAR1:x-Designs.5 Wie im Beispiel 2.4 werden
die Objekte anhand eines Merkmals γ und einem zugehörigen Grenzwert u in zwei
Gruppen geteilt. Anstatt jedoch die Werte aller Objekte in einer Gruppe zu löschen,
kann die Anzahl fehlender Werte in den beiden Gruppen unterschiedlich hoch gewählt
werden. Sei dazu n1 die Anzahl Objekte, deren Ausprägung im ausfallsteuerenden
Merkmal γ kleiner als der Grenzwert u ist, und c1 die (gewünschte) Anzahl fehlender
Werte dieser Objekte im Merkmal η. Analog sind n2 = n − n1 die Anzahl Objekte in
der zweiten Gruppe und c2 die Anzahl fehlender Werte in dieser Gruppe. Dann lässt
5 Die Ideen für diesen Mechanismus basieren auf Rieger et al. (2010, S. 5) und Joenssen (2015,

S. 115, 117–118), die Spezialformen dieses Algorithmus entwickelt haben.
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2.4 Ausfallmechanismen

sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion für V unter der Annahme, dass das Merkmal γ
quantitativ ist, darstellen als

f (V | aγ, u, n1, c1, c2) =



(
n1
c1

)−1(n−n1
c2

)−1
falls

n∑
i=1

h1(aiγ) = c1,

n∑
i=1

h2(aiγ) = c2 und

∀i,k 6= η : vik = 1
0 sonst,

mit h1(aiγ) = (1− viη)1(−∞,u)(aiγ) und h2(aiγ) = (1− viη)1[u,∞)(aiγ).

(2.8)

Die beiden Binomialkoeffizienten geben die Anzahl Möglichkeiten an, genau c1 aus n1

Werten bzw. genau c2 aus n2 = n − n1 Werten zu löschen. Ferner sichern die ersten
beiden Summenbedingungen, dass exakt c1 Werte in der ersten sowie c2 Werte in der
zweiten Gruppe gelöscht werden. Der Ausdruck 1(−∞,u)(aiγ) ist dabei die Indikator-
funktion, die den Wert 1 annimmt, falls aiγ ∈ (−∞, u) ist, und sonst 0 ist. Die letzte
Bedingung ∀i,k 6= η : vik = 1 gibt an, dass in den anderen Merkmalen mit Ausnahme
des Merkmals η keine Werte fehlen dürfen.

Anstatt die Anzahlen c1 und c2 direkt zu steuern, können diese auch anhand des
Verhältnisses c1

n1
: c2

n2
zwischen den Anteilen unvollständiger Objekte in den beiden

Gruppen festgelegt werden. Durch das Setzen von 1 : x = c1
n1

: c2
n2

kann mithilfe von
x die Stärke des Ausfallmechanismus gesteuert werden.6 Der Ausfallmechanismus
kann dabei als umso stärker eingestuft werden, je stärker das Verhältnis 1 : x vom
Verhältnis 1 : 1 abweicht (vgl. Joenssen, 2015, S. 117–118).

Beispiel 2.6 (Reale Datenmatrix: MAR)
In Anlehnung an den im Beispiel 2.5 beschriebenen Ausfallmechanismus werden aus
der Datenmatrix im Anhang B zufällig bei 10 Personen unterhalb des Medianalters
von 52,5 Jahren und bei 40 Personen oberhalb des Medianalters die Einkommenswerte
gelöscht. Das Ergebnis der Löschung ist in der Abbildung 2.3 dargestellt. Durch die
stärkere Löschung bei Personen mit hohem Alter werden tendenziell höhere Einkom-
menswerte gelöscht, da ältere Personen im Durchschnitt etwas höhere Einkommen
erhalten. Aufgrund des verhältnismäßig schwachen Zusammenhangs zwischen Alter und
Einkommen ist der Effekt auf die Einkommensdaten nur relativ schwach ausgeprägt.

6 Bei der Wahl von x muss beachtet werden, dass c1 und c2 ganzzahlig sein müssen und n1 und n2
anhand des Grenzwerts u definierte Größen sind, also nur durch eine Variation von u aber nicht
von x geändert werden können.
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Abbildung 2.3: ACS-Stichprobe: MAR

2.4.3 Missing Not at Random (MNAR)

Falls die Verteilung von V von den unbeobachteten Werten Amis abhängt, liegt ein
MNAR-Ausfallmechanismus vor (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 12). In diesem Fall
hängt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert fehlt, von den unbeobachteten Werten
ab (vgl. Graham, 2009, S. 552). Aus dem Vergleich der Definitionen von MAR und
MNAR folgt, dass entweder ein MAR- oder ein MNAR-Ausfallmechanismus vorliegt.
Daher kann MNAR auch als „nicht MAR“ interpretiert werden, was auch die z. B.
von Little und Rubin (2002, S. 12) verwendeten Bezeichnung Not Missing at Random
erklärt (vgl. auch Little und Rubin, 2020, S. xi).

Beispiel 2.7 (Simulation: MNAR)
Die in den Beispielen 2.4 und 2.5 beschriebenen Möglichkeiten zur Simulation von
MAR-Daten können durch eine einfache Anpassung zur Simulation von MNAR-Daten
verwendet werden. Dazu wird in den beiden Beispielen einfach γ = η gesetzt (und die
weiteren Ausführungen dort sinngemäß angepasst), wodurch das Fehlen von Werten
in einem Merkmal direkt von den Werten im Merkmal abhängt. In gewisser Weise
steuert das Merkmal, in dem die fehlenden Werte erzeugt werden, den Ausfall selbst
(vgl. Twala, 2009, S. 389; Santos et al., 2019, S. 11659).

Beispiel 2.8 (Reale Datenmatrix: MNAR)
Das Beispiel 2.6 wird nun durch die im Beispiel 2.7 angesprochene Anpassung modifi-
ziert, sodass anstatt MAR- nun MNAR-Daten erzeugt werden. Dazu werden aus der
Datenmatrix im Anhang B zufällig bei 10 Personen unterhalb des Medianeinkommens
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2.4 Ausfallmechanismen

und bei 40 Personen oberhalb des Medianeinkommens die Einkommenswerte gelöscht.
Der Ausfallmechanismus ist folglich ein MNAR-Mechanismus, da das Fehlen der Werte
im Merkmal Einkommen von den Werten selbst abhängt. Das Ergebnis der Löschung
ist in der Abbildung 2.4 dargestellt. Durch die beschriebene Löschung kommt es zu
einer stärkeren Unterschätzung der Einkommenshöhe und der Einkommensvariabilität
als im vorherigen MAR Beispiel.
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Abbildung 2.4: ACS-Stichprobe: MNAR

Zusammenfassend sind die für die Ausfallmechanismen entscheidenden Zusammen-
hänge in der Abbildung 2.5 nochmals grafisch dargestellt.7 Die Ausfallmechanismen
werden darüber definiert, inwiefern die Größen φ,Aobs,Amis die Verteilung von V
beeinflussen. Hierfür gibt es drei unterschiedliche Möglichkeiten. Falls eine der drei
Variablen Einfluss auf die Verteilung von V haben darf, wird dies durch einen ein-
fachen Pfeil visualisiert. Falls eine Beziehung vorliegen muss, wird dies durch einen
dicken Pfeil verdeutlicht. Wenn keine Beziehung zwischen V und einer der anderen
Variablen zulässig ist, wird dies durch ein großes Kreuz durch den Pfeil symboli-
siert. Das Entscheidende bei den Definitionen der Ausfallmechanismen ist, welche
Größen die Verteilung von V nicht beeinflussen darf bzw. beeinflussen muss. Dies
wird insbesondere bei dem Vergleich von MCAR und MAR sowie MAR und MNAR
in der Abbildung 2.5 nochmals deutlich. So ist jeder MCAR-Ausfallmechanismus

7 Die Idee für die grafische Darstellung der Ausfallmechanismen stammt aus Schafer und Graham
(2002, S. 152) und Enders (2010, S. 12), welche jedoch andere Schwerpunkte bzw. Darstellungsfor-
men wählen.
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2 Unvollständige Datenmatrizen und ihre Beschreibung

zwar ein MAR-Ausfallmechanismus, aber ein MAR-Ausfallmechanismus ist nie ein
MNAR-Ausfallmechanismus.
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Abbildung 2.5: Grafische Darstellung der Ausfallmechanismen
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3 Missing-Data-Verfahren

Bevor im Kapitel 4 detailliert auf die verschiedenen Möglichkeiten zur Imputation
unvollständiger Datenmatrizen eingegangen wird, soll zunächst ein genereller Über-
blick über die verschiedenen Verfahren zum Umgang mit fehlenden Werten gegeben
werden. Dieser dient zum einen der Einordnung der Imputationsverfahren und zum
anderen existieren wichtige Querverbindungen zwischen Imputationsverfahren und
anderen MD-Verfahren. Die Einteilung der MD-Verfahren erfolgt in Anlehnung an
Bankhofer (1995, S. 89) in die folgenden fünf Kategorien: Eliminierungsverfahren,
Imputationsverfahren, Parameterschätzverfahren, multivariate Analyseverfahren und
Sensitivitätsbetrachtung. Da die Zuordnung einiger Verfahren in die Kategorien nicht
eindeutig ist, erfolgt die Einteilung nach der Intention des jeweiligen Verfahrens (vgl.
Bankhofer, 1995, S. 90). Jeder Verfahrenskategorie ist im Folgenden ein eigener Ab-
schnitt gewidmet, in dem die grundlegenden Ideen und Eigenschaften der jeweiligen
Kategorie erläutert werden.

3.1 Eliminierungsverfahren
Bei den Eliminierungsverfahren werden Objekte oder Merkmale mit fehlenden Werten
von der Analyse ausgeschlossen. Hierbei wird zwischen der Analyse der vollständigen
Objekte bzw. Merkmale und der Analyse der verfügbaren Objekte bzw. Merkmale
unterschieden. Die vier verschieden Grundverfahren und die zugehörigen englischen
Bezeichnungen sind in der Tabelle 3.1 dargestellt (vgl. Bankhofer, 1995, S. 102). Diese
vier Verfahren werden in den folgenden Abschnitten genauer dargestellt, da sie auch
im Rahmen einiger Imputationsverfahren eingesetzt werden. Darüber hinaus gehende
Ansätze wie Möglichkeiten zur Kombination der Verfahren sind z. B. bei Dempster
(1971, S. 343) und Bankhofer (1995, S. 103) zu finden.
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3 Missing-Data-Verfahren

Objekte Merkmale

vollständige
Analyse der vollständigen
Objekte (complete-case
analysis)

Analyse der vollständigen
Merkmale (complete-variable
analysis)

verfügbare
Analyse der verfügbaren
Objekte (available-case
analysis)

Analyse der verfügbaren
Merkmale (available-variable
analysis)

Tabelle 3.1: Eliminierungsverfahren

3.1.1 Objekteliminierung

Im Rahmen der Objekteliminierung wird zwischen der Analyse der vollständigen
Objekte und der Analyse der verfügbaren Objekte unterschieden. Bei der Analyse der
vollständigen Objekte (complete-case analysis oder auch listwise deletion) werden alle
Objekte mit mindestens einem fehlenden Wert aus der Datenmatrix entfernt. Hierdurch
entsteht eine reduzierte Datenmatrix, die nur noch vollständig beobachtete Objekte
enthält (vgl. z. B. Enders, 2010, S. 39). Wenn die Datenmatrix so sortiert wird, dass die
vollständigen Objekte in den ersten $ Zeilen stehen und die unvollständigen Objekte
in den nachfolgenden n −$ Zeilen enthalten sind, dann lässt sich die Datenmatrix
folgendermaßen partitionieren (vgl. Bankhofer, 1995, S. 91):

A = (aik)n×m =
Aobs

Amis

 =
 (aik)$×m

(aik)(n−$)×m

 (3.1)

Die Untermatrix Aobs enthält alle vollständigen Objekte und die Untermatrix Amis

alle Objekte mit mindestens einem fehlenden Wert. Im Rahmen einer Analyse der
vollständigen Objekte wird nur die Untermatrix Aobs der ursprünglichen Datenmatrix A
verwendet (vgl. Bankhofer, 1995, S. 91).

Die Vorteile dieses Verfahrens sind zum einen die einfache Anwendbarkeit und
zum anderen, dass eine Datenmatrix ohne fehlende Werte resultiert, die dann mit
herkömmlichen Analysemethoden ausgewertet werden kann (vgl. Little und Rubin,
2020, S. 47). Jedoch führt die Analyse der vollständigen Objekte zu einem Informati-
onsverlust durch den Ausschluss der unvollständigen Objekte. Dies ist insbesondere
problematisch, wenn viele Merkmale von fehlenden Werten betroffen sind. Falls bei-
spielsweise in 12 Merkmalen unabhängig voneinander jeweils 5 % der Objekte fehlende
Werte aufweisen, sind im Durchschnitt nur 0,9512 ≈ 54 % der Objekte vollständig.
Diese Verkleinerung des Stichprobenumfangs (im Beispiel fast eine Halbierung) kann
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3.1 Eliminierungsverfahren

unter anderem zu einem erheblichen Verlust an statistischer Macht bei Tests führen
(vgl. Enders, 2010, S. 40; Little und Rubin, 2020, S. 47–48).

Dieser übermäßige Ausschluss von Objekten ist nicht nur ein Problem in der Theorie,
sondern tritt auch in der Praxis auf. So berichten King et al. (2001, S. 49, 52), dass
in Studien aus dem Bereich Politikwissenschaften durchschnittlich 50 % der Objekte
fehlende Werte aufweisen und im schlechtesten Fall sogar bis zu 90 % der Objekte
unvollständig sind. Auch wenn andere Studien den mittleren Anteil unvollständi-
ger Objekte eher geringer einschätzen (vgl. Tabelle 2.1), bleibt der Datenverlust in
einzelnen Studien doch ein erhebliches Problem.

Eine unverzerrte Parameterschätzung bei einer Analyse der vollständigen Objekte
ist bei Vorliegen eines MCAR-Ausfallmechanismus gewährleistet (vgl. Little und
Rubin, 2020, S. 48). Jedoch sind auch mildere Bedingungen für unverzerrte Parame-
terschätzungen bei der Analyse der vollständigen Objekte herleitbar (vgl. Galati und
Seaton, 2016, S. 1529–1530). Falls die Voraussetzungen für unverzerrte Schätzungen
jedoch nicht eingehalten werden, kann selbst die Schätzung univariater Parameter
bei eigentlich vollständig beobachteten Merkmalen verzerrt werden. Dies ist gut im
Beispiel 3.1 zu sehen (vgl. auch Enders, 2010, S. 39–40; Little und Rubin, 2020, S. 48).
Hier wird der Mittelwert des Merkmals Alter, welches für alle Objekte vollständig
beobachtet ist, durch die Löschung aller unvollständigen Objekte sowohl bei einem
MAR- als auch bei einem MNAR-Ausfallmechanismus verzerrt. Diese Verzerrung tritt
weder bei einer Analyse der verfügbaren Objekte noch bei einem Imputationsverfahren
auf, da diese keinerlei Änderungen am Merkmal Alter vornehmen.

Beispiel 3.1 (Analyse der vollständigen Objekte)
Die Auswirkungen einer Analyse der vollständigen Objekte werden anhand der Da-
tenmatrix aus dem Anhang B demonstriert. Dabei werden 1.000 Simulationsläufe mit
jeweils einem MCAR-, MAR- und MNAR-Ausfallmechanismus, wie sie in den Bei-
spielen 2.3, 2.6 und 2.8 beschrieben sind, durchgeführt. Weitere Details zur Simulation
sind im Anhang B zu finden. Die resultierenden mittleren Parameterschätzungen sind
in der Tabelle 3.2 gegeben.

Es zeigt sich, dass alle Parameterschätzungen bei MCAR mit den Originalwerten
aus der vollständigen Datenmatrix nahezu übereinstimmen, während sie bei MAR und
MNAR verzerrt sind. Insbesondere sind auch die univariaten Parameterschätzungen
des Merkmals Alter verzerrt, obwohl dieses Merkmal vollständig beobachtet ist. Jedoch
führt die Analyse der Untermatrix Aobs dazu, dass auch in diesem Merkmal nur
die Objekte analysiert werden, die in allen Merkmalen vollständig sind, wodurch die
Verzerrungen resultieren.
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3 Missing-Data-Verfahren

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 35,6 31,4
Einkommen: Median 23,5 23,6 21,8 15,5
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,2 42,9 41,2
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,17 0,20 0,18
Alter: Mittelwert 50,1 50,1 46,8 49,2
Alter: Median 52,5 52,2 47,0 51,2
Alter: Standardabweichung 19,6 19,6 19,4 20,2

Tabelle 3.2: ACS-Stichprobe: Analyse der vollständigen Objekte

Bei einer genaueren Analyse der Verzerrungen zeigen sich die Auswirkungen der
simulierten MAR- bzw. MNAR-Ausfallmechanismen. Der MAR-Ausfallmechanismus
führt verstärkt zu fehlenden Werten bei älteren Personen, wodurch das mittlere Alter
und das Median-Alter sowie die Standardabweichung unterschätzt werden. Aufgrund
des leicht positiven Zusammenhangs zwischen Alter und Einkommen werden auch
das mittlere Einkommen und das Median-Einkommen sowie die Standardabweichung
des Einkommens unterschätzt. Entsprechend erklären sich auch die Unterschätzungen
der Mittelwerte und Mediane beim simulierten MNAR-Ausfallmechanismus, wobei
aufgrund der Löschung höherer Einkommenswerte das Merkmal Einkommen stärker
betroffen ist. Die Überschätzung der Standardabweichung im Merkmal Alter beim
MNAR-Ausfallmechanismus erscheint auf den ersten Blick erstaunlich. Da jedoch
keine lineare Beziehung zwischen Alter und Einkommen vorliegt, sondern die ho-
hen Einkommenswerte insbesondere im „mittleren Altersbereich“ auftreten, werden
durch den MNAR-Ausfallmechanismus vermehrt Werte bei Personen aus dieser Al-
tersschicht gelöscht, wodurch die Überschätzung der Standardabweichung im Merkmal
Alter resultiert.

Im Gegensatz zur Analyse der vollständigen Objekte, bei der alle unvollständigen
Objekte gelöscht werden, werden bei der Analyse der verfügbaren Objekte alle jeweils
für eine Analyse verfügbaren Objekte herangezogen. Das Ziel dieses Vorgehens ist,
den übermäßigen Datenverlust zu verringern, der durch eine Eliminierung aller unvoll-
ständigen Objekte entsteht. So werden beispielsweise zur Berechnung von univariaten
Statistiken oder zur Schätzung von Randverteilungen eines Merkmals alle Objekte
verwendet, die im jeweiligen Merkmal keine fehlenden Werte aufweisen (vgl. Little
und Rubin, 2020, S. 61).
Bei der Berechnung von Kovarianzmatrizen auf Basis der verfügbaren Objekte

kann es passieren, dass die resultierende Matrix nicht positiv semidefinit ist. Dies
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3.1 Eliminierungsverfahren

kann bei nachfolgenden Analysen problematisch sein, da z. B. negative Eigenwerte
bei einer Eigenwertzerlegung auftreten können, was unter anderem bei der Faktoren-
und Diskriminanzanalyse zu Problem führen kann (vgl. Bankhofer, 1995, S. 96).
Durch geeignete Glättungsverfahren lässt sich jedoch die positive Semidefinitheit
der Kovarianzmatrix herstellen (vgl. z. B. Schwertman und Allen, 1979, S. 187–188;
Schnell, 1986, S. 86; Bankhofer, 1995, S. 96-97). Ferner können auch Korrelationen
außerhalb des Intervalls [−1; 1] resultieren (vgl. Enders, 2010, S. 41; Little und Rubin,
2020, S. 62). Dieses Problem kann durch angepasste Berechnungen der Varianzen bei
der Bestimmung der Korrelationen vermieden werden. Falls die Korrelation zwischen
zwei Merkmalen k und l bestimmt werden soll, können die Varianzen im Nenner der
Korrelationsformel anhand der paarweise für k und l vorhanden Objekte berechnet
werden, wodurch gewährleistet wird, dass alle Korrelationen im Intervall [−1; 1]
liegen (vgl. Matthai, 1951, S. 148–149; Little und Rubin, 2020, S. 62). Weitere
Berechnungsmöglichkeiten für die Korrelationsmatrix anhand der verfügbaren Objekte
und deren Eigenschaften sind z. B. bei Bankhofer (1995, S. 93–94) und den dort
angegebenen Quellen zu finden.
Ein Vorteil der Analyse der verfügbaren Objekte gegenüber der Eliminierung

aller unvollständigen Objekte ist, dass in der Regel mehr Objekte zur Berechnung
statistischer Kennwerte zur Verfügung stehen (vgl. Enders, 2010, S. 40–41). Ferner
kann keine Verzerrung univariater Statistiken vollständig beobachteter Merkmale
durch den unnötigen Ausschluss von Objekten auftreten, unabhängig davon, welcher
Ausfallmechanismus auftritt. Dies zeigt sich auch beim Vergleich der Ergebnisse
des Merkmals Alter in der Tabelle 3.2 mit der Tabelle 3.3. Im Allgemeinen sind
Parameterschätzungen bei der Analyse der verfügbaren Objekte nur unverzerrt, wenn
ein MCAR-Ausfallmechanismus vorliegt (vgl. Enders, 2010, S. 41).

Beispiel 3.2 (Analyse der verfügbaren Objekte)
Die Auswirkungen einer Analyse der verfügbaren Objekte werden wieder anhand der
Datenmatrix aus dem Anhang B demonstriert. Dabei werden erneut 1.000 Simulati-
onsläufe mit jeweils einem MCAR-, MAR- und MNAR-Ausfallmechanismus, wie sie
in den Beispielen 2.3, 2.6 und 2.8 beschrieben sind, durchgeführt. Die resultierenden
mittleren Parameterschätzungen sind in der Tabelle 3.3 gegeben. Die Korrelation wird
dabei anhand der paarweise vorhandenen Objekte berechnet.

Wie bei der Analyse der vollständigen Objekte stimmen alle Parameterschätzungen
bei MCAR mit den Originalwerten aus der vollständigen Datenmatrix nahezu überein.
Ferner sind die Verzerrungen der Schätzwerte für das Merkmal Einkommen und die
Korrelation zwischen Einkommen und Alter bei MAR und MNAR vergleichbar zu den

25



3 Missing-Data-Verfahren

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 35,6 31,4
Einkommen: Median 23,5 23,6 21,8 15,5
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,2 42,9 41,2
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,17 0,20 0,18
Alter: Mittelwert 50,1 50,1 50,1 50,1
Alter: Median 52,5 52,5 52,5 52,5
Alter: Standardabweichung 19,6 19,6 19,6 19,6

Tabelle 3.3: ACS-Stichprobe: Analyse der verfügbaren Objekte

Verzerrungen der Analyse der vollständigen Objekte im Beispiel 3.1. Jedoch stimmen
die Schätzungen der univariaten Statistiken, abweichend zur Analyse der vollständigen
Objekte, im Merkmal Alter immer mit den Ergebnissen der vollständigen Datenmatrix
überein, da für diese immer alle Objekte der ursprünglichen Datenmatrix verwendet
werden.

3.1.2 Merkmalseliminierung

Bei der Merkmalseliminierung werden anstatt unvollständiger Objekte unvollständige
Merkmale von der Analyse ausgeschlossen. Wie bei der Objekteliminierung wird bei
der Merkmalseliminierung zwischen der Analyse der vollständigen und der verfügbaren
Merkmale unterschieden. Der Ansatz der Merkmalseliminierung wird in der Literatur
weniger Beachtung geschenkt, da vermutlich meist davon ausgegangen wird, dass alle
Merkmale, die erhoben wurden, auch analysiert werden sollen (vgl. Bankhofer, 1995,
S. 98). Dennoch ist die Merkmalseliminierung für einige Imputationsverfahren, welche
z. B. Distanzen anhand der verfügbaren Merkmale bestimmen, von Bedeutung. Aus
diesem Grund werden die beiden generellen Ansätze zur Merkmalseliminierung und
insbesondere die Distanzberechnung anhand der verfügbaren Merkmale im Folgenden
dargestellt.

Wenn alle Merkmale mit fehlenden Werten von der Analyse ausgeschlossen werden,
so wird dieses Vorgehen als Analyse der vollständigen Merkmale (complete varia-
ble analysis) bezeichnet. Analog zur Analyse der vollständigen Objekte kann die
Datenmatrix in diesem Fall durch eine geeignete Sortierung der Merkmale in die Form

A = (aik)n×m = (Aobs,Amis) =
(
(aik)n×q, (aik)n×(m−q)

)
(3.2)
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3.1 Eliminierungsverfahren

gebracht werden. Dabei besteht die Untermatrix Aobs aus den q vollständig beobach-
teten Merkmalen und Amis aus den m − q unvollständigen Merkmalen. Anhand der
Matrix Aobs können nun z. B. Distanzen oder Klassen mithilfe üblicher Verfahren für
vollständige Daten bestimmt werden (vgl. Wishart, 1978, S. 281; Bankhofer, 1995,
S. 98).
Anstatt nur die vollständigen Merkmale bei einer Analyse zu verwenden, ist es

auch möglich (ähnlich wie beim Übergang zwischen der Analyse der vollständigen
Objekte zur Analyse der verfügbaren Objekte), die jeweils verfügbaren Merkmale
heranzuziehen. Eine solche Analyse der verfügbaren Merkmale kann insbesondere zur
Distanzberechnung eingesetzt werden. Im Bereich der Lp-Distanzen wurden drei solcher
Anpassungen zur Berechnung der Distanz zwischen zwei Objekten bei unvollständigen
Datenmatrizen von Dixon (1979, S. 618–619) vorgestellt (vgl. auch Aste et al., 2015,
S. 4). Im Detail schlägt Dixon (1979, S. 618–619) folgende Möglichkeiten vor:

• Einfaches Ignorieren der Merkmale, die nicht bei beiden Objekten vollständig
sind (diese Idee ist auch schon bei Wishart (1978, S. 281–282) zu finden).

• Ignorieren der Merkmale, die nicht bei beiden Objekten vollständig sind, aber
Erhöhung der Distanz um den Faktor Anzahl Merkmale in der Datenmatrix di-
vidiert durch die Anzahl der zur Berechnung der Distanz verwendeten Merkmale
(diese Vorgehen ist ähnlich zu Gower (1971, S. 859)).

• Berechnung eines Mittelwertes der merkmalsweisen Distanzen über alle beob-
achteten Objekte in einem unvollständigen Merkmal und Verwendung dieses
Mittelwerts, falls die Distanz in einem Merkmal aufgrund eines unvollständigen
Objektes nicht berechnet werden kann.

Dixon (1979, S. 618–619) stellt seine Ansätze nur für eine ungewichtete City-Block-
Distanz bzw. eine ungewichtete euklidische Distanz vor. Bankhofer (1995, S. 99–100)
führt einen Korrekturfaktor im allgemeineren Kontext von gewichteten Lp-Distanzen
ein. Er schlägt vor, die Distanz zwischen zwei Objekten i und j anhand der Formel

d(i,j) =
 |M |
|Mij |

∑
k∈Mij

αk · |aik − ajk |p
 1

p

(3.3)

zu berechnen. Dabei sind Mij = {k : vik = 1 ∧ vjk = 1} die Menge der gemeinsam
beobachteten Merkmale der Objekte i und j, α1, . . . , αm nicht-negative Gewichte
für die einzelnen Merkmale und p steuert, wie stark der Einfluss der absoluten
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Differenzen ist. Dasselbe Vorgehen kann auch bei der linearhomogenen Aggregation
von merkmalsweisen Distanzen dk(i,j) verwendet werden (vgl. Gower, 1971, S. 859;
Wishart, 1985, S. 126–128; Wishart, 1986, S. 454–457; Bankhofer, 1995, S. 100):

d(i,j) = |M |
|Mij |

∑
k∈Mij

αk · dk(i,j). (3.4)

Streng genommen handelt es sich bei den durch die Gleichungen (3.3) und (3.4)
definierten Funktionen nicht zwingend um eine Distanzfunktion, da die so berechne-
ten Werte die Dreiecksungleichung verletzen können (vgl. Bankhofer, 1995, S. 101).
Um dieses Problem zu lösen, stellt Bankhofer (1995, S. 101–102) zwei Ansätze zur
Glättung der Distanzmatrix vor. Er weist jedoch auch darauf hin, dass die Verlet-
zung der Dreiecksungleichung im Vergleich zur nicht positiven Semidefinitheit bei
Kovarianzmatrizen nicht von entscheidender Bedeutung ist.

3.2 Imputationsverfahren
In diesem Abschnitt wird zunächst festgelegt, was im Rahmen dieser Arbeit un-
ter einem Imputationsverfahren verstanden wird. Anschließend werden verschiedene
Einteilungsmöglichkeiten, die gleichzeitig wichtige Eigenschaften von Imputationsver-
fahren sind, vorgestellt. Die Darstellung einzelner Imputationsverfahren geschieht im
Kapitel 4.
Unter Imputationsverfahren werden in Anlehnung an Ford (1983, S. 186), Schafer

und Graham (2002, S. 158), Andridge und Little (2010, S. 40) sowie Little und Rubin
(2020, S. 24) Verfahren verstanden, die (unbeobachtete) Werte in einer Datenma-
trix ersetzen, wobei normalerweise das Ziel ist, eine vervollständigte Datenmatrix
zu erzeugen. Die durch ein Imputationsverfahren erzeugten Werte werden auch als
Imputationswerte bezeichnet. Dabei ist die Berechnungsvorschrift eines Imputations-
werts zunächst nicht relevant, sondern kann von Verfahren zu Verfahren variieren.
Neben dem Begriff Imputationsverfahren werden im Deutschen auch die Bezeich-
nungen Ersetzungs-, Ergänzungs- oder Vervollständigungsverfahren bzw. -techniken
verwendet (vgl. Schnell, 1986, S. 92; Bankhofer, 1995, S. 104).

Bei einer Imputation werden normalerweise nur die unbeobachteten Werte durch
Imputationswerte ersetzt. Dazu bestimmen die Imputationsverfahren in der Regel für
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jeden unbeobachteten Wert aik aus der Datenmatrix A einen Imputationswert aimp
ik .

Anschließend geben die Verfahren eine vervollständigte Matrix

Averv = (averv
ik )n×m (3.5)

zurück, welche dieselben Dimensionen wie A besitzt. Für die vervollständigte Daten-
matrix Averv werden normalerweise alle beobachteten Werte aus A übernommen und
nur die unbeobachteten Werte durch Imputationswerte ersetzt, also

averv
ik =

aik falls vik = 1

aimp
ik falls vik = 0

, (3.6)

wodurch eine Datenmatrix Averv ohne fehlende Werte resultiert (vgl. z. B. Bankhofer,
1995, S. 104–105; Little und Rubin, 2020, S. 24).

In der Literatur existieren verschiedene Einteilungsmöglichkeiten für Imputations-
verfahren. Die Verfahren werden unter anderem unterteilt in bzw. nach

• single und multiple Imputationsverfahren (vgl. z. B. Rubin, 1987, S. 15; Enders,
2010, S. 42; Little und Rubin, 2020, S. 67),

• deterministische und stochastische Verfahren (vgl. z. B. Santos, 1981, S. 140;
Brick und Kalton, 1996, S. 227; Chauvet et al., 2011, S. 459),

• der Verwendung von Informationen anderer Merkmale für die Imputation (vgl.
z. B. Santos, 1981, S. 140; Schnell, 1986, S. 95, 97; Waal et al., 2011, S. 225–226),

• explizite und implizite Modellierung der Zusammenhänge in der Datenmatrix
(vgl. z. B. Sande, 1982, S. 148; Little und Rubin, 2020, S. 67–69),

• Annahmen an den Ausfallmechanismus (vgl. z. B. Sande, 1982, S. 148; Bankhofer,
1995, S. 105),

• Verfahren, die beobachtete oder berechnete Werte imputieren (vgl. Laaksonen,
2003, S. 1009–1010),

• dem Ursprung der Verfahren (vgl. z. B. Schnell, 1986, S. 97; Aittokallio, 2010,
S. 255; García-Laencina et al., 2010, S. 264; Jerez et al., 2010, S. 107–109),

• dem Skalenniveau der zu imputierenden Variable und der Hilfsvariablen (vgl. z. B.
van Buuren und Groothuis-Oudshoorn, 2011, S. 16; Stekhoven und Bühlmann,
2012, S. 112).
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Die Unterscheidung zwischen single und multiple Imputation ist eng verknüpft mit
dem Namen Rubin. Rubin hat die Ideen für die multiplen Imputationsverfahren in
seinen Zeitschriftenaufsätzen (Rubin, 1977, 1978) zunächst entwickelt und anschlie-
ßend in seinem Buch (Rubin, 1987) umfassend dargestellt. Im Gegensatz zur single
Imputation werden bei der multiplen Imputation für jeden fehlenden Wert mehrere
Imputationswerte erzeugt. Unter gewissen Annahmen an das Imputationsmodell und
den Ausfallmechanismus (Rubin (1987, S. 118–119) spricht in diesem Zusammenhang
auch von „proper imputation“) kann mithilfe der multiplen Imputation der Standard-
fehler für einen Parameterschätzer nahezu unverzerrt geschätzt werden. Im Gegensatz
dazu tendieren die single Imputationsverfahren bei undifferenzierter Anwendung von
Analysemethoden für vollständige Daten zu einer Unterschätzung der Standardfehler
(vgl. Schafer und Graham, 2002, S. 165–166). Jedoch merken unter anderem Marker
et al. (2002, S. 332–333) an, dass die Findung eines Imputationsverfahrens, das „pro-
per“ im Sinne von Rubin ist, in der Realität sehr schwierig sein kann. Die Verwendung
irgendeiner Form von multipler Imputation ist also nicht ausreichend, um statistisch
korrekte Auswertungen zu erreichen (vgl. auch Fay, 1992, S. 229–232). Gleichzeitig
geht durch die Verwendung multipler Imputationsverfahren ein großer Vorteil der
Imputationsverfahren verloren: Die zur Verfügungsstellung von einer Datenmatrix,
die mit herkömmlichen Analyseverfahren analysiert werden kann (vgl. Särndal, 1992,
S. 243). Ferner existieren neben der multiplen Imputation weitere Ansätze, um „kor-
rekte“ Standardfehler zu erhalten (vgl. z. B. Rao und Shao, 1992; Durrant, 2009,
S. 299; Kim und Rao, 2009, S. 917; Little und Rubin, 2020, S. 85–95).

Bei dem Begriffspaar deterministisch und stochastisch kann zwischen einer strikten
und einer weiter gefassten Definition des Begriffs deterministisch unterschieden werden.
Deterministische Verfahren im strikten Sinne erzeugen für dieselbe Datenmatrix bei
beliebigen Wiederholungen stets exakt dieselben Imputationswerte. Im Gegenzug
werden alle Verfahren, die dies nicht gewährleisten, als stochastisch bezeichnet. Eine
solche strikte Definition von deterministischen Verfahren verwenden z. B. Bello (1994,
S. 454), Longford (2005, S. 40) und Chauvet et al. (2011, S. 459). Hingegen fassen
unter anderem Santos (1981, S. 140), Kalton und Kasprzyk (1986, S. 8) sowie Brick
und Kalton (1996, S. 227) die Definition von deterministischen Imputationsverfahren
weiter. Sie bezeichnen nur Verfahren als stochastisch, die ein stochastisches Residuum
zu einem vorher „deterministisch“ bestimmten Wert hinzuaddieren. Durch diese
Definition lassen sie auch für deterministische Verfahren zu, dass z. B. im Rahmen
der Parameterschätzung für ein Imputationsmodell eine stochastische Komponente
existiert. Bei dieser weiter gefassten Definition ist es also auch bei deterministischen
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3.2 Imputationsverfahren

Imputationsverfahren möglich, dass sich die Imputationswerte bei einer erneuten
Anwendung des Verfahrens auf dieselbe Datenmatrix ändern. Laaksonen (2006, S. 340)
unterscheidet aus diesem Grund explizit zwischen der Stochastizität bei den Modellen
und der Imputation selbst.

Außerdem können die Imputationsverfahren danach differenziert werden, ob sie für
die Imputation eines Merkmals zusätzliche Informationen aus anderen Merkmalen
nutzen oder nicht (vgl. Santos, 1981, S. 140; Waal et al., 2011, S. 225–226). Ein
Merkmal, das zur Imputation eines anderen Merkmals verwendet wird, wird auch
als Hilfsvariable (auxiliary variable) bezeichnet (vgl. Brick und Kalton, 1996, S. 227–
228). Verfahren, die keine Hilfsvariablen zur Imputation verwenden, ziehen keine
Informationen aus den anderen Merkmalen der Datenmatrix. Schnell (1986, S. 95)
bezeichnet sie daher auch als nicht-informative Ersetzungstechniken.
Des Weiteren werden Imputationsverfahren nach ihrem zugrunde liegenden Im-

putationsmodell differenziert. Dabei wird zwischen Verfahren unterschieden, welche
die Merkmalszusammenhänge explizit modellieren, und solchen, welche die Zusam-
menhänge nur implizit modellieren (vgl. Sande, 1982, S. 148; Little und Rubin, 2020,
S. 67–69). Ein Beispiel für ein explizites Imputationsverfahren ist die lineare Regressi-
onsimputation. Bei dieser wird für die Variablenzusammenhänge ein lineares Modell
unterstellt und dieses Modell zur Imputation verwendet. Hingegen verwenden z. B.
Hot-Deck-Verfahren die Zusammenhänge zwischen den Variablen nur implizit. Einem
Hot-Deck-Verfahren liegt folglich kein explizites Modell (z. B. lineare Zusammenhänge
zwischen den Variablen) zugrunde (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 67–69). Das Modell
wird vielmehr implizit durch das gewählte Imputationsverfahren festgelegt (vgl. auch
Särndal, 1992, S. 243).
Der zugrundeliegende Ausfallmechanismus spielt für die Wahl eines geeigneten

MD-Verfahrens häufig eine Rolle. Aus diesem Grund können die Verfahren auch nach
den Annahmen an den zugrundeliegenden Ausfallmechanismus eingeteilt werden (vgl.
Sande, 1982, S. 148; Bankhofer, 1995, S. 105). Eine Sonderstellung nehmen dabei
meist Verfahren ein, die mit MNAR-Daten umgehen können (vgl. z. B. Schafer und
Graham, 2002, S. 171–173; Kim und Shao, 2014, S. 123–144; Little und Rubin, 2020,
S. 351–403).
Ferner können die Verfahren nach den möglichen Ausprägungen der Imputations-

werte differenziert werden. Ein Teil der Verfahren imputiert nur Werte, die entweder in
der vorliegenden oder einer ähnlichen Datenmatrix bereits vorhanden sind. Klassische
Beispiele hierfür sind die Hot- und Cold-Deck-Verfahren (vgl. Andridge und Little,
2010, S. 40–41). Andere Verfahren „berechnen“ die Imputationswerte, sodass auch
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Werte imputiert werden können, die nicht beobachtet wurden. Ein Beispiel hierfür
sind die Regressionsimputationsverfahren. Auf der einen Seite können durch diese
Berechnungen unplausible Werte, wie z. B. ein negatives Alter oder Gewicht, entstehen.
Auf der anderen Seite kann ein Imputationsverfahren, das nur beobachtete Werte als
Imputationswerte zulässt, nachteilig sein, wenn nicht alle möglichen Werte beobachtet
wurden (vgl. Laaksonen, 2003, S. 1009–1010).

Eine weitere Einteilungsmöglichkeit für Imputationsverfahren besteht darin, sie
nach ihrem Ursprung zu differenzieren (vgl. Aittokallio, 2010, S. 255). So grenzt bereits
Schnell (1986, S. 97) Verfahren, die aus der angewandten Forschungsstatistik kommen,
von Verfahren ab, die hauptsächlich in der amtlichen Statistik angewendet werden.
Unter letztere fallen vor allem die Cold- und Hot-Deck-Verfahren. Die Verfahren
aus der angewandten Forschungsstatistik bezeichnet Schnell (1986, S. 97) auch als
multivariate Ersetzungstechniken, da sie unmittelbar auf traditionellen multivariaten
Methoden basieren. Ferner können von diesen eher statistisch geprägten Verfahren
auch die auf Methoden des maschinellen Lernens basierenden Imputationsverfahren
abgegrenzt werden (vgl. García-Laencina et al., 2010, S. 264).
In der praktischen Anwendung eines Imputationsverfahrens ist insbesondere re-

levant, welche Skalenniveaus die zu imputierenden Datenmatrizen besitzen dürfen.
So existieren Imputationsverfahren, wie z. B. die lineare Regressionsimputation, die
nur quantitative Merkmale imputieren können und zunächst auch nur quantitati-
ve Hilfsvariablen einsetzen können. Andere Verfahren, wie z. B. das von Favre et al.
(2005) vorgeschlagene, sind rein auf qualitative Merkmale spezialisiert (vgl. Favre
et al., 2005, S. 412). Es existieren jedoch auch Verfahren, wie z. B. missForest, die
auch mit gemischten Datenmatrizen umgehen können (vgl. Stekhoven und Bühlmann,
2012, S. 113).

Die hier vorgestellten Einteilungsmöglichkeiten stellen wesentliche Eigenschaften
von Imputationsverfahren dar. Sie werden daher im Kapitel 4, in dem die einzelnen
Imputationsverfahren dargestellt werden, eine wichtige Rolle spielen. Dort werden
auch einige Eigenschaften, die zu Abgrenzungen innerhalb einer Verfahrenskategorie
dienen, noch einmal detaillierter aufgegriffen.

3.3 Parameterschätzverfahren
In diesem Abschnitt werden in Anlehnung an Bankhofer (1995, S. 155) Verfahren
dargestellt, die anhand einer unvollständigen Datenmatrix unbekannte Parameter
direkt schätzen. In der statistischen Literatur wird der Begriff der Parameterschätzver-
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fahren normalerweise wesentlich weiter gefasst, da alle Methoden darunterfallen, die
zur Schätzung von Parametern dienen (vgl. z. B. Fahrmeir et al., 2016, S. 348–356). In
der modernen Literatur gibt es zwei verbreitete Ansätze, die zur Parameterschätzung
bei unvollständigen Datenmatrizen eingesetzt werden: Zum einen Full Information
Maximum Likelihood (FIML) und zum anderen der Expectation Maximization (EM)
Algorithmus (vgl. z. B. Enders, 2010, S. 86–87; Graham, 2012, S. 53; Newman, 2014,
S. 390). Beide Ansätze basieren auf Likelihood-Funktionen und werden insbesondere
zur Bestimmung von Maximum Likelihood (ML) Parameterschätzwerten anhand
unvollständiger Datenmatrizen verwendet. Daher wird im Folgenden zunächst etwas
Theorie zu Likelihood-Funktionen bei fehlenden Werten dargestellt und anschließend
in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 genauer auf FIML und den EM-Algorithmus
eingegangen.

Im Fall einer vollständig beobachteten Datenmatrix, also wenn A = Aobs ist, kann ei-
ne Likelihood-Funktion f (A | θ) aufgestellt werden. Sie ist definiert als f (A | θ) = f (A, θ).
Die Likelihood-Funktion entspricht folglich der Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunkti-
on f (A, θ), wobei sie als Funktion in θ bei gegebenen beobachteten Werten A aufgefasst
werden kann. Mithilfe der Likelihood-Funktion können insbesondere ML-Schätzwerte
bestimmt werden. Dabei wird ein Schätzwert θ̂ML als ML-Schätzwert bezeichnet, wenn

f (A | θ̂ML) ≥ f (A | θ) ∀θ ∈ Ωθ (3.7)

gilt, also θ̂ML ein Maximum der Likelihood-Funktion ist (vgl. Fisher, 1922, S. 323–324;
Fahrmeir et al., 2016, S. 348–349; Bamberg et al., 2017, S. 143).

Falls Werte in der Datenmatrix A unbeobachtet sind, ist eine Inferenz anhand der
Likelihood-Funktion f (A | θ) für vollständig beobachtete Datenmatrizen aufgrund der
fehlenden Werte in A nicht mehr direkt möglich. Vielmehr liegt nun eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion f (A,V , θ, φ) der Daten A und der MD-
Indikatormatrix V vor. Diese hängt zusätzlich zu Aobs und θ von den unbeobachteten
Werten Amis, der MD-Indikatormatrix V und dem Nuisance-Parameter8 φ ab. Um
zur Verteilung der beobachteten Werte zu kommen, werden zunächst die fehlenden
Werte Amis aus f (A,V , θ, φ) herausintegriert (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 119):

Lgem (θ, φ) =
∫

f (A,V , θ, φ)dAmis. (3.8)

8 Dieser Parameter ist normalerweise nicht von primärem Interesse und wird daher als Nuisance-
Parameter bezeichnet, was frei übersetzt „störender Parameter“(Rüger, 1996, S. 245) bedeutet.
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Bei gegebenen beobachteten Daten Aobs und MD-Indikatormatrix V ist die Glei-
chung (3.8) eine Funktion in (θ,φ) und kann als gemeinsame Likelihood-Funktion
von (θ,φ) aufgefasst werden (vgl. Seaman et al., 2013, S. 262; Little und Rubin, 2020,
S. 133, 351).
Häufig ist die Modellierung der gemeinsamen Verteilung von A und V und damit

die Verwendung der in Gleichung (3.8) gegebenen Likelihood-Funktion schwierig (vgl.
Little und Rubin, 2020, S. 133). Falls jedoch der Ausfallmechanismus ignorierbar ist,
kann auf eine Modellierung der gemeinsamen Verteilung von A und V verzichtet
werden. In diesem Fall können inferenzielle Aussagen anhand der deutlich einfacher
zu modellierenden Likelihood-Funktion

Lign(θ) =
∫
f (A | θ)dAmis, (3.9)

welche auch manchmal als ignorierbare Likelihood bezeichnet wird, abgeleitet werden
(vgl. Little und Rubin, 2020, S. 133). Insbesondere ist der Ausfallmechanismus igno-
rierbar, falls die Werte MAR sind und weitere eher technische Bedingungen erfüllen.
Details zu den konkreten Bedingungen hängen von der gewählten Form der Inferenz
ab und sind unter anderem bei Seaman et al. (2013, S. 262–265) sowie Little und
Rubin (2020, S. 133–136) zu finden.9

3.3.1 Full Information Maximum Likelihood

Der Ansatz von FIML um einen Maximum-Likelihood-Schätzer für θ zu bestimmen,
ist die direkte Maximierung der Likelihood-Funktion aus der Gleichung (3.9). Dieser
Ansatz geht unter anderem auf Lord (1955) und Anderson (1957) zurück, die ihn für
die Parameterschätzungen bei bi- und multivariat normalverteilten Zufallsvariablen
entwickelten (vgl. Enders, 2010, S. 86). Im Falle multivariat normalverteilter Daten
kann der Beitrag zur Log-Likelihood-Funktion eines Objektes i mittels

logLi =− mi

2 log(2π)− 1
2 log (|ΣMi ,Mi |)

− 1
2
(
aMi − µMi

)T
Σ−1

Mi ,Mi

(
aMi − µMi

) (3.10)

9 Außerdem ist je nach gewählter Inferenzform ein everywhere MAR-Ausfallmechanismus (wie in
Gleichung (2.7) definiert) notwendig oder ein realised MAR-Ausfallmechanismus (wie in Glei-
chung (A.2) definiert) ausreichend (vgl. Seaman et al., 2013, S. 262–265; Little und Rubin, 2020,
S. 133–136).
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ausgedrückt werden (vgl. Enders, 2010, S. 88). Dabei enthält die Menge Mi die
Indizes der beobachteten Merkmale im Objekt i und mi ist die Anzahl beobachteter
Merkmale im Objekt i. Entsprechend sind ΣMi ,Mi die Teilkovarianzmatrix zwischen
den beobachteten Merkmalen im Objekt i, µMi die Erwartungswerte der beobachteten
Merkmale und aMi die beobachteten Werte im Objekt i. In die Gleichung (3.10) fließen
also alle beobachteten Informationen des Objekts i ein (vgl. Wothke, 2000, S. 201;
Savalei und Rhemtulla, 2012, S. 484–490; Nicholson et al., 2017, S. 146; Lang und
Little, 2018, S. 289).
Die ignorierbare Log-Likelihood-Funktion ergibt sich dann als Summe der Log-

Likelihood Beiträge der einzelnen Objekte (vgl. Enders, 2001, S. 134):

logLign(µ,Σ) =
n∑

i=1
logLi . (3.11)

Für die Bestimmung des Maximums von Gleichung (3.11) gibt es im Falle fehlender
Werte keine einfachen geschlossenen Ausdrücke. Daher erfolgt die Ermittlung der
ML-Schätzwerte für den Erwartungswertvektor µ und die Kovarianzmatrix Σ meist
iterativ mit nummerischen Methoden, z. B. mittels Newton-Raphson-Algorithmus (vgl.
Allison, 2003, S. 550).

3.3.2 EM-Algorithmus

Eine Alternative zu der direkten Maximierung der Likelihood-Funktion Lign(θ) mittels
FIML ist der EM-Algorithmus, der die Likelihood-Funktion Lign(θ) über den „Umweg“
der Likelihood-Funktion für vollständige Daten zu maximieren versucht. Der Name
EM-Algorithmus geht auf die Arbeit von Dempster et al. (1977) zurück, die den
EM-Algorithmus zum ersten Mal in großer Allgemeinheit darstellen.10 Spezialfälle
des Algorithmus sind aber schon länger bekannt (vgl. z. B. die Abhandlungen zur
Historie des EM-Algorithmus bei Meng und van Dyk (1997, S. 511–512), McLachlan
und Krishnan (2008, S. 29–31) sowie Little und Rubin (2020, S. 188)). Da der EM-
Algorithmus auch Basis für einige Imputationsverfahren ist (vgl. Abschnitt 4.3.3), wird
10 Die Bezeichnung „EM-Algorithmus“ ist eigentlich irreführend. Genau genommen handelt es

sich bei „dem EM-Algorithmus“ nicht um eine programmierbare Abfolge von Befehlen, sondern
um ein prinzipielles Vorgehen, das für konkrete Anwendungen in unterschiedliche Algorithmen
mündet. Daher ist es an dieser Stelle genau genommen nicht korrekt von „dem EM-Algorithmus“
zu sprechen (vgl. Dempster et al., 1977, S. 6). Trotzdem hat sich dieser Sprachgebrauch sowohl
in der englischen (vgl. z. B. Schafer und Graham, 2002, S. 163; McLachlan und Krishnan, 2008,
S. 18–20; Enders, 2010, S. 103–105; Little und Rubin, 2020, S. 187–188), als auch in der deutschen
Literatur (vgl. z. B. Bankhofer, 1995, S. 160–166; Decker und Wagner, 2008, S. 73–74; Backhaus
und Blechschmidt, 2009, S. 272) durchgesetzt und wird daher auch im Folgenden verwendet.
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er im Folgenden genauer dargestellt. Zunächst wird das Prinzip des EM-Algorithmus
kurz erläutert. Anschließend wird auf die bekannteste Form des EM-Algorithmus –
der EM-Algorithmus für multivariat normalverteilte Daten – genauer eingegangen.
Da die Likelihood-Funktion Lign(θ) meist vom Ausfallmuster abhängt, ist ihre

Maximierung häufig schwieriger als die Maximierung der Likelihood-Funktion im
Falle vollständiger Daten (vgl. Enders, 2010, S. 88–95). Der EM-Algorithmus geht
daher einen „Umweg“ über die Likelihood-Funktion für vollständige Daten, indem
er zunächst die fehlenden Beiträge Amis zur Likelihood-Funktion f (θ |Aobs,Amis) –
exakter: die fehlenden Beiträge von Amis zu einer suffizienten Statistik für θ – anhand
einer aktuellen Parameterschätzung θ(t) für θ „imputiert“. Anschließend maximiert
der EM-Algorithmus f (θ |Aobs,Amis), so als ob die fehlenden Werte bekannt wären,
wodurch ein neuer Parameterschätzwert θ(t+1) für θ gefunden wird. Nun imputiert
der EM-Algorithmus erneut die fehlenden Beiträge zur Likelihood-Funktion anhand
des aktualisierten Parameterschätzwertes θ(t+1) für θ. Daraufhin maximiert er wieder
f (θ |Aobs,Amis), wodurch ein neuer Parameterschätzwert für θ gefunden wird. Zwischen
diesen beiden Schritten iteriert der Algorithmus bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist.
Der erste der beiden Schritte, bei dem die Werte „imputiert“ werden, heißt Expectation-
Schritt oder kurz E-Schritt; der zweite Schritt wird auch als Maximization-Schritt
oder kurz M-Schritt bezeichnet. Aus diesen Bezeichnungen leitet sich der Name des
Algorithmus ab (vgl. Schafer und Graham, 2002, S. 163; Little und Rubin, 2020,
S. 187–189).

Da der EM-Algorithmus mit einem E-Schritt beginnt, benötigt er Startwerte für θ,
um den ersten E-Schritt durchführen zu können. Little und Rubin (2020, S. 251–252)
schlagen vor, die Startwerte mittels Schätzung anhand eines Eliminierungsverfahrens
oder anhand einer imputierten Datenmatrix zu bestimmen. Sie empfehlen weiterhin,
mehrere Startwerte zu verwenden, da das Resultat des EM-Algorithmus von diesen
abhängen kann (vgl. auch Wu, 1983, S. 102; Nader et al., 2011, S. 334; Feng und
Shaotong, 2013, S. 578). Ferner kann auch durch eine geeignete (erneute) Wahl von
Startwerten die Konvergenzgeschwindigkeit des EM-Algorithmus erhöht werden (vgl.
Kuroda et al., 2015, S. 1052). Das Bemerkenswerte am EM-Algorithmus ist, dass er
in vielen Fällen mindestens zu einem lokalen Maximum oder zu einem Sattelpunkt
der Likelihood-Funktion Lign(θ) führt, obwohl Lign(θ) im Algorithmus nicht direkt
vorkommt (vgl. Dempster et al., 1977, S. 10; McLachlan und Krishnan, 2008, S. 79–80).

Die konkrete Umsetzung des EM-Prinzips wird nun unter der Annahme einer
multivariaten Normalverteilung der Datenmatrix A dargestellt. Die Parametermenge
der multivariaten Normalverteilung ist θ = (µ,Σ) und im Weiteren ist θ(t) = (µ(t),Σ(t))
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die Parameterschätzung des EM-Algorithmus für den t-ten E-Schritt. Eine suffiziente
Statistik für (µ,Σ) ist (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 250):

( n∑
i=1

aik , k = 1, . . . ,m;
n∑

i=1
aikail , k,l = 1, . . . ,m

)
. (3.12)

In einem E-Schritt werden die Werte

E
( n∑

i=1
aik

∣∣∣Aobs, θ
(t)
)

=
n∑

i=1
a(t)

ik , k = 1, . . . ,m (3.13)

und

E
( n∑

i=1
aikail

∣∣∣Aobs, θ
(t)
)

=
n∑

i=1

(
a(t)

ik a(t)
il + c(t)

kli

)
, k,l = 1, . . . ,m (3.14)

berechnet (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 250–251). Dabei ist a(t)
ik der Erwartungswert

von aik gegeben den beobachteten Werten Aobs unter der Bedingung, dass θ =
θ(t) ist. Falls aik beobachtet ist, entspricht der bedingte Erwartungswert gerade
dem beobachteten Wert. Im Falle, dass der Wert aik unbeobachtet ist, wird der
Erwartungswert anhand der aktuellen Parameterschätzwerte θ(t) und den beobachteten
Werten aMi im Objekt i mittels

E
(
aik

∣∣∣Aobs, θ
(t)
)

= µ
(t)
k + Σ(t)

k,M i

(
Σ(t)

M i ,M i

)−1 (
aMi − µ(t)

M i

)
(vik = 0) (3.15)

berechnet (vgl. Johnson und Wichern, 2007, S. 252). In der Gleichung (3.15) sind µ(t)
k

bzw. µ(t)
M i der aktuell geschätzte Erwartungswert im Merkmal k bzw. der Vektor mit

den aktuell geschätzten Erwartungswerten in den im Objekt i beobachteten Merk-
malen. Ferner enthält der Vektor Σ(t)

k,M i die aktuell geschätzten Kovarianzen zwischen
dem Merkmal k und den beobachteten Merkmalen im Objekt i. Die Matrix Σ(t)

M i ,M i

ist die Teilmatrix der Kovarianzmatrix Σ(t), welche die Koeffizienten zwischen den
beobachteten Merkmalen M i im Objekt i enthält. Insgesamt ergibt sich folglich (vgl.
auch Bankhofer, 1995, S. 163):

a(t)
ik =

µ
(t)
k + Σ(t)

k,M i

(
Σ(t)

M i ,M i

)−1 (
aMi − µ(t)

M i

)
falls vik = 0,

aik falls vik = 1.
(3.16)

Der Korrekturfaktor c(t)
kli in der Gleichung (3.14) ist 0, falls mindestens einer der

beiden Werte aik oder ail beobachtet ist. Falls beide Werte unbeobachtet sind, entspricht
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c(t)
kli der Kovarianz zwischen aik und ail gegeben den beobachteten Werten Aobs und
unter der Bedingung, dass θ = θ(t) ist:

Cov
(
aik , ail |Aobs, θ

(t)
)

= γkl . (3.17)

Hierbei stammt γkl aus der Matrix Γ = (γkl)m×m, die anhand der Indizes der beobach-
teten und unbeobachteten Merkmale im Objekt i partitioniert werden kann, sodass
ΓM i ,Mi

,ΓMi ,M i
,ΓMi ,Mi jeweils Nullmatrizen der passenden Dimensionen sind und

ΓM i ,M i
= Σ(t)

M i ,M i
−
(

Σ(t)
M i ,Mi

(
Σ(t)

Mi ,Mi

)−1
Σ(t)

Mi ,M i

)
(3.18)

ist. Dabei enthält Mi bzw. M i die Indizes der beobachteten bzw. unbeobachteten
Merkmale im Objekt i. Folglich ist ΓM i ,Mi

die Teilmatrix von Γ, welche die Einträge
zwischen den unbeobachteten Merkmalen M i (zeilenweise) und den beobachteten
Merkmalen Mi (spaltenweise) enthält. Analog sind die anderen Teilmatrizen definiert
(vgl. Johnson und Wichern, 2007, S. 252–254).

Nach dem Ende eines E-Schrittes schließt sich ein M-Schritt an. In diesem werden
anhand der für die suffizienten Statistiken mittels der Gleichungen (3.13) und (3.14)
berechneten Werte neue Parameterschätzwerte θ(t+1) = (µ(t+1),Σ(t+1)) bestimmt (vgl.
Little und Rubin, 2020, S. 251):

µ
(t+1)
k = 1

nE
( n∑

i=1
aik

∣∣∣Aobs, θ
(t)
)

= 1
n

n∑
i=1

a(t)
ik

σ
(t+1)
kl = 1

nE
( n∑

i=1
aikail
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− µ(t+1)

k µ
(t+1)
l

= 1
n

n∑
i=1

[(
a(t)

ik − µ
(t+1)
k

) (
a(t)

il − µ
(t+1)
l

)
+ c(t)

kli

]
(3.19)

Der Algorithmus wechselt nun zwischen diesen beiden Schritten so lange hin und her,
bis die Abweichungen zwischen θ(t) und θ(t+1) eine vorgegebene Schranke unterschreiten
oder ein anderes Abbruchkriterium erfüllt ist (vgl. Bankhofer, 1995, S. 163; Little
und Rubin, 2020, S. 187–188). Eine effiziente Implementierung des beschriebenen EM-
Algorithmus für multivariat normalverteilte Daten ist z. B. mittels Sweep-Operator
möglich (vgl. Schafer, 1997, S. 166–169).

Beispiel 3.3 (EM-Algorithmus)
Analog zu den Beispielen 3.1 und 3.2 werden nun die Parameter mithilfe des EM-
Algorithmus für multivariat normalverteilte Daten anhand der simulierten unvollständi-
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gen Datenmatrizen aus Anhang B geschätzt. Die resultierenden Parameterschätzungen
sind in der Tabelle 3.4 angegeben.11 Bei den MCAR-Datenmatrizen stimmen die
Parameterschätzungen mit Ausnahme des Medians gut mit den Originalwerten überein.
Jedoch wird bei MAR nur noch der Erwartungswert (annähernd) korrekt geschätzt
und bei MNAR nur die Korrelation. Selbst dieses einfache Beispiel zeigt, dass die
Übertragbarkeit der theoretisch sehr guten Eigenschaften des EM-Algorithmus auf die
Ergebnisse entscheidend von der Übereinstimmung der Daten mit den Annahmen
abhängen können. Die verzerrten Parameterschätzungen bei MAR und die allgemeine
Überschätzung des Medians sind vermutlich auf die relativ deutliche Abweichung der
Daten von der multivariaten Normalverteilung zurückzuführen.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,0 42,8 41,0
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,17 0,21 0,18

Tabelle 3.4: ACS-Stichprobe: EM-Algorithmus

3.4 Anpassung von Analyseverfahren
Die meisten Analyseverfahren setzen eine vollständige Datenmatrix voraus (vgl. Schafer
und Graham, 2002, S. 147). Anstatt eine solche vollständige Datenmatrix im Vorfeld
durch z. B. ein Eliminierungs- oder Imputationsverfahren zu schaffen, können auch
Analyseverfahren so modifiziert werden, dass sie eine unvollständige Datenmatrix
direkt verarbeiten können. Der Aufwand für eine solche Modifikation ist abhängig
vom betrachteten Verfahren. Ferner ist meist für jedes Verfahren eine spezifische
Modifikation notwendig (vgl. Bankhofer, 1995, S. 168; Decker und Wagner, 2008, S. 65).
Im Folgenden werden für verschiedene Verfahren einige Anpassungsmöglichkeiten kurz
vorgestellt.

11 Unter der Annahme einer Normalverteilung stimmt der Median mit dem Erwartungswert überein,
weshalb der geschätzte Erwartungswert in der Tabelle 3.4 als Schätzwert für den Median verwendet
wird.
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3 Missing-Data-Verfahren

Im Rahmen der Hauptkomponentenanalyse schlägt Wiberg (1976, S. 230) zur
Bestimmung der Faktorwertematrix X = (xil)n×t und der Faktorladungsmatrix F =
(fkl)m×t bei der Verwendung von t Faktoren vor, anstatt des Optimierungsproblems

n∑
i=1

m∑
k=1

(
aik −

t∑
l=1

fklxil

)2

→ min (3.20)

für vollständige Datenmatrizen im Fall fehlender Werte das angepasste Optimierungs-
problem ∑

i,k:vik=1

(
aik −

t∑
l=1

fklxil

)2

→ min (3.21)

zu lösen. Das Ziel der Gleichung (3.20) ist eine möglichst gute Approximation aller
Werte aus A durch XFT . Hingegen strebt die Gleichung (3.21) eine möglichst gute
Approximation der beobachteten Werte an (vgl. auch Bankhofer, 1995, S. 176).
Algorithmen zur Lösung des Optimierungsproblems (3.21) sind z. B. bei Wiberg
(1976, S. 231–233), Grung und Manne (1998, S. 127–132) sowie Ilin und Raiko (2010,
S. 1964–1965) zu finden.
Eine Verallgemeinerung dieser Methode ist die Verwendung einer gewichteten

Approximation
n∑

i=1

m∑
k=1

wik

(
aik −

t∑
l=1

fklxil

)2

→ min, (3.22)

wobei für einen unbeobachteten Wert vik = 0 das Gewicht wik = 0 gesetzt wird (vgl.
Gabriel und Zamir, 1979, S. 489). Als Alternative zur Ignorierung der fehlenden Werte
im Optimierungsproblem der Gleichung (3.20) existieren auch iterative Algorithmen,
welche die fehlenden Werte mehrmals imputieren und so X und F iterativ bestimmen
(vgl. Kiers, 1997, S. 254; Josse und Husson, 2016, S. 7).

Darüber hinaus existieren auch für die lineare Regression Vorschläge, um die
Parameter direkt anhand einer unvollständigen Datenmatrix zu schätzen. So schlagen
z. B. Afifi und Elashoff (1967, S. 15) vor, im Falle einer einfachen linearen Regression
mit den Parametern β0, βl die Abweichungsquadratsumme mittels

∑
i∈Nkl

(aik − (β0 + βlail))2 +
∑

i∈N k∩Nl

(a•k − (β0 + βlail))2 +
∑

i∈Nk∩N l

(aik − (β0 + βla•l))2 (3.23)

zu berechnen. Dabei enthalten die Mengen Nk ,Nl die Indizes der Objekte mit be-
obachteten Werten im Merkmal k bzw. l sowie N k ,N l die Indizes der Objekte mit
unbeobachteten Werten im Merkmal k bzw. l. In der Gleichung (3.23) werden a•k
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3.4 Anpassung von Analyseverfahren

und a•l als zusätzliche Optimierungsparameter angesehen. Nun werden die Parame-
terschätzungen für a•k , a•l , β0 und βl so gewählt, dass sie die Quadratsumme in der
Gleichung (3.23) minimieren. Im Falle der einfachen Regression lassen sich für die
Parameterschätzwerte explizite Formeln angeben (vgl. Afifi und Elashoff, 1967, S. 16).
Dieser Ansatz zur Anpassung der Abweichungsquadratsumme ist prinzipiell auch
auf multiple Regressionsmodelle übertragbar. Die explizite Angabe der Formeln wird
jedoch mit zunehmender Variablenanzahl schnell unübersichtlich (vgl. Bankhofer,
1995, S. 178–180).

Durch Anpassungen können fehlende Werte auch im Rahmen der Clusteranalyse be-
rücksichtigt werden. So beschreibt z. B. Chi et al. (2016) eine Möglichkeit zur direkten
Verwendung einer unvollständigen Datenmatrix im Rahmen des KMEANS-Verfahrens.
Des Weiteren gibt es auch Ansätze, welche die fehlenden Werte als Optimierungspara-
meter ansehen. Hierdurch werden anstelle fester Imputationswerte, wie sie bei einer
normalen Imputation der Datenmatrix im Voraus zu einer Clusteranalyse resultie-
ren würden, die Imputationswerte über mehrere Verfahrensiterationen im Laufe des
Clusterverfahrens angepasst (vgl. Kim et al., 2007, S. 108–109). Andere Ansätze im
Rahmen der Clusteranalyse betrachten die direkte Verwendung von unvollständigen
Distanzmatrizen (vgl. z. B. Gaul und Schader, 1994, S. 171–192; Bankhofer, 1995,
S. 168–172).

Neben diesen Anpassungen für klassische multivariate Analysemethoden existieren
auch Anpassungen für Methoden des maschinellen Lernens. Beispielsweise imple-
mentieren Breiman et al. (1984, S. 142–143) beim Classification and Regression Tree
(CART) Algorithmus sogenannte Surrogate Splits, um mit fehlenden Werten nach der
Erstellung des Baums umgehen zu können. Die Idee eines Surrogate Splits ist, dass
falls bei einem Objekt das in einem Knoten eigentlich zur Unterteilung verwendete
Merkmal k nicht beobachtet ist, stattdessen ein Ersatzmerkmal zur Unterteilung zu
verwenden. Dieses Ersatzmerkmal sollte zu einer möglichst ähnlichen Unterteilung
wie das nicht beobachtete Merkmal k führen (vgl. Breiman et al., 1984, S. 140–141).
Für Support Vector Machines schlagen Pelckmans et al. (2005, S. 685) ein zur Anpas-
sung der Gleichung (3.21) ähnliches Vorgehen vor. Sie passen die Berechnung einer
Verlustfunktion so an, dass diese auch für fehlende Werte möglich ist (vgl. Pelckmans
et al., 2005, S. 685–687). Anschließend konstruieren sie anhand dieser angepassten
Verlustfunktion eine Support Vector Machine (vgl. Pelckmans et al., 2005, S. 687–689).
Für neuronale Netze schlagen Sharpe und Solly (1995, S. 75) vor, für jedes Muster
fehlender Werte ein separates Netz zu trainieren. Dieses Vorgehen führt jedoch bei
vielen verschiedenen Mustern fehlender Werte zu sehr vielen Netzen. Daher schlagen
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3 Missing-Data-Verfahren

Juszczak und Duin (2004, S. 96) vor, für jedes unabhängige Merkmal ein neuronales
Netz zu trainieren. Anschließend wird jedes Objekt mit fehlenden Werten nur durch
die neuronalen Netze prognostiziert, für welche das Objekt Beobachtungen aufweist.
Die Prognose dieser Netze wird dann mittels einer Aggregationsregel (z. B. Mittelwert
der Netzoutputs) zu einem Wert zusammengefasst.

Auch wenn diese beiden Vorschläge von Sharpe und Solly (1995, S. 75) und Juszczak
und Duin (2004, S. 96) ursprünglich für neuronale Netze erfolgten, so sind beide
Vorgehensweisen prinzipiell auf andere Analyseverfahren anwendbar. Auch die zuvor
vorgestellten Anpassungen basieren zum Teil auf ähnlichen Konzepten. So ändern z. B.
die Vorschläge von Afifi und Elashoff (1967, S. 15), Wiberg (1976, S. 230), Gabriel und
Zamir (1979, S. 489) und Pelckmans et al. (2005, S. 685) die Zielfunktion des jeweiligen
Verfahrens so ab, dass diese auch bei fehlenden Werten definiert ist. Ein anderes
Konzept ist die Verwendung von redundanten Informationen in der Datenmatrix.
Dies geschieht entweder explizit, wie z. B. bei Surrogate Splits, oder wird implizit
unterstellt. Die beiden Konzepte Anpassung einer Zielfunktion und Verwendung von
redundanten Informationen sind prinzipiell auch auf weitere Verfahren übertragbar.
Gleichzeitig verdeutlicht dieser Abschnitt aber, dass selbst bei einer Übertragung eines
bekannten Prinzips meist eine spezielle Anpassung für jedes Verfahren notwendig ist.

3.5 Sensitivitätsbetrachtungen
Normalerweise ist das Ziel aller bisher beschriebenen MD-Verfahren genau eine voll-
ständige Datenmatrix bzw. einen Satz von geschätzten Parametern zu liefern. Dieses
einzelne Resultat hängt dabei unter anderem von dem gewählten MD-Verfahren und
dem vorliegenden Ausfallmechanismus ab. Insbesondere der letzte Punkt ist in der
Praxis problematisch, da anhand der beobachteten Daten normalerweise nicht eindeu-
tig auf den Ausfallmechanismus geschlossen werden kann (vgl. Schafer und Graham,
2002, S. 152; Molenberghs et al., 2008, S. 374–376). Daher ist ein Ziel der Sensitivi-
tätsanalyse, den Einfluss des unterstellten Ausfallmechanismus und des gewählten
MD-Verfahrens auf die Datenanalyse zu untersuchen (vgl. Bankhofer, 1995, S. 181).
Zur Sensitivitätsanalyse gibt es verschiedene Strategien. Eine Möglichkeit ist die

Verwendung einer multiplen Imputation. Mithilfe dieser können auch verschiedene
MNAR-Ausfallmechanismen modelliert und so die Sensitivität der Ergebnisse für eine
Abweichung zu einem MAR-Ausfallmechanismus untersucht werden (vgl. Carpenter
und Kenward, 2015, S. 435–467). Ein weiterer Ansatz ist die Verwendung unterschied-
licher MD-Methoden auf derselben Datenmatrix, um die Abhängigkeit der Ergebnisse
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3.5 Sensitivitätsbetrachtungen

von der MD-Methode zu überprüfen (vgl. Bankhofer, 1995, S. 184–185). Alternativ
kann auch mit sogenannten Worst- und Best-Case-Szenarien gearbeitet werden. Dabei
werden im einfachsten Fall die unbeobachteten Werte durch den jeweils kleinsten oder
größten beobachteten Wert ersetzt. Anschließend werden die resultierenden Analy-
seergebnisse miteinander verglichen. Falls beide Ergebnisse ähnlich sind, wird von
einem geringen Einfluss der fehlenden Werte ausgegangen. Falls beide Ergebnisse sich
stark unterscheiden, ist eine Interpretation schwierig (vgl. Bankhofer, 1995, S. 185;
Pedersen et al., 2017, S. 161).

Beispiel 3.4 (Worst- und Best-Case-Szenario)
Die Sensitivitätsanalyse mittels Worst- und Best-Case-Szenario wird anhand der ACS-
Datenmatrix aus dem Anhang B verdeutlicht. In der Abbildung 3.1 sind die aus den
beiden Szenarien resultierenden Imputationswerte dargestellt. Sie entsprechen jeweils
dem minimalen bzw. maximalen beobachteten Einkommen. Insbesondere die Imputation
des höchsten beobachteten Einkommens führt zu einer bereits optisch erkennbaren
starken Abweichung zur ursprünglichen Datenmatrix (vgl. auch Abbildung B.1 im
Anhang B). Auch die Ergebnisse in den Tabellen 3.5 und 3.6 zeugen von einer
deutlichen Verzerrung. So wird bei der Imputation des minimalen Einkommens bei
allen simulierten Ausfallmechanismen der Median um mehr als die Hälfte unterschätzt.
Auch die anhand der vervollständigten Datenmatrizen berechneten Mittelwerte sind
deutlich zu niedrig. Bei der Imputation des maximalen Einkommens wird hingegen
sowohl das mittlere Einkommen als auch die Standardabweichung um mehr als das
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Abbildung 3.1: ACS-Stichprobe: Worst-/Best-Case-Analyse
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Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 27,9 26,7 23,6
Einkommen: Median 23,5 11,2 10,1 9,2
Einkommen: Standardabweichung 44,2 41,5 40,2 38,2
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,14 0,05 0,13

Tabelle 3.5: ACS-Stichprobe: Imputation des minimalen Einkommens

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 106,6 100,7 97,2
Einkommen: Median 23,5 42,0 39,9 33,2
Einkommen: Standardabweichung 44,2 126,5 119,1 119,8
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,05 0,33 0,12

Tabelle 3.6: ACS-Stichprobe: Imputation des maximalen Einkommens

Doppelte überschätzt. Beide untersuchten extremen Szenarien führen also zu teilweise
erheblich verzerrten Parameterschätzwerten und sind daher für eine Imputation in den
vorliegenden Fällen ungeeignet. Ferner zeigen diese Betrachtungen, dass die Resultate
deutlich vom gewählten Imputationsverfahren abhängen können.
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4 Imputationsverfahren für
unvollständige Datenmatrizen

Die Einteilung der Imputationsverfahren in diesem Kapitel erfolgt in Anlehnung an
Schnell (1986, S. 97), García-Laencina et al. (2010, S. 264) und Jerez et al. (2010,
S. 107–109) nach dem Ursprung der Verfahren. Bereits Schnell (1986, S. 97) merkt
an, dass diese Einteilungsmöglichkeit der Verfahren eine gewisse Willkür besitzt, da
viele Verfahren als Spezialformen einer multiplen Regression aufgefasst werden können
(vgl. auch Santos, 1981, S. 140–141; Waal et al., 2011, S. 255–261). Die nachfolgende
Zuordnung der Verfahren in die jeweiligen Kategorien besitzt daher eine gewisse
Subjektivität, da alternative Zuordnungen für einige Verfahren denkbar wären. In
Zweifelsfällen wird sich daher an den Zuordnungen von Schnell (1986), Bankhofer
(1995)12 und García-Laencina et al. (2010) orientiert. Der große Vorteil bei dieser Ein-
teilung ist, dass Verfahren nicht mehrfach nur mit leichten Abwandlungen dargestellt
werden müssen. Gleichzeitig sind die Verfahren innerhalb einer Gruppe häufig sehr
ähnlich, da sie oft auf gemeinsame Wurzeln bzw. Ideen zurückgehen. Ferner können
alleine aus praktischen Gründen nie alle existierenden Imputationsverfahren (oder
auch nur Verfahrensgruppen) in einer Arbeit dargestellt werden. Aus diesem Grund
wird sich bei der Auswahl der dargestellten Verfahren und Verfahrensgruppen unter
anderem an der Verbreitung13 der Verfahren bzw. Verfahrensgruppen orientiert. Die
Darstellung der Imputationsverfahren wird partiell durch in der Literatur existierende
Erweiterungsvorschläge ergänzt. Darüber hinaus werden stellenweise auch weitere
denkbare Anpassungsmöglichkeiten vorgestellt. Außerdem werden Auswirkungen der
Imputationsverfahren beispielhaft anhand der ACS-Stichprobe demonstriert, sofern

12 Auch wenn Bankhofer (1995, S. 105) die Imputationsverfahren nicht nach dem Ursprung der
Verfahren, sondern nach Annahmen an den Ausfallmechanismus einteilt, resultiert im Endeffekt
eine ähnliche Gliederung der Verfahren wie bei Schnell (1986).

13 Ein generelles Maß, wie verbreitet einzelne Verfahren oder Verfahrensgruppen sind, ist nicht ohne
Weiteres zu finden. Als Behelfsgröße wird daher im Folgenden die Häufigkeit der Verfahren bzw.
Verfahrensgruppen in den im Kapitel 5 untersuchten Simulationsstudien verwendet.
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dies möglich und sinnvoll ist. Weitere Details zu den Beispielen sind im Anhang B zu
finden.
In Abschnitt 4.1 werden in Anlehnung an Bankhofer (1995, S. 105–106) zunächst

einfache Imputationsverfahren vorgestellt. Eine Zuordnung dieser Verfahren in eine
der anderen Verfahrenskategorien ist aufgrund ihrer Einfachheit bzw. teilweise auch
aufgrund ihres ungeklärten Ursprungs nicht sinnvoll bzw. möglich. Nach diesen Ver-
fahren werden mit Hot- und Cold-Deck-Verfahren in Abschnitt 4.2 die sogenannten
Deck-Verfahren dargestellt, die ihren Ursprung in den amtlichen Statistikbehörden
haben. Daraufhin folgen in Abschnitt 4.3 die multivariaten Imputationsverfahren, die
auf multivariaten Analysemethoden basieren. Von diesen eher traditionellen Verfah-
renskategorien werden noch die auf Methoden des maschinellen Lernens basierenden
Imputationsverfahren abgegrenzt, welche in Abschnitt 4.4 vorgestellt werden (vgl.
García-Laencina et al., 2010, S. 264; Jerez et al., 2010, S. 107–109). Zum Abschluss
des Kapitels wird in Abschnitt 4.5 noch auf den generellen Aufbau von Imputations-
verfahren eingegangen.

4.1 Einfache Imputationsverfahren
Im Folgenden werden zunächst einfache Imputationsverfahren dargestellt, welche
verhältnismäßig leicht Imputationswerte liefern (vgl. Bankhofer, 1995, S. 106). Die
Abgrenzung dieser Verfahren zu den anderen Imputationsverfahren ist relativ will-
kürlich und ein großer Teil der Verfahren kann auch als (einfacher) Spezialfall der
Regressionsimputation aufgefasst werden (vgl. z. B. Santos, 1981, S. 140–141; Waal
et al., 2011, S. 255–261). Bei der Zuordnung eines Verfahrens zu dieser Gruppe wird
sich daher vor allem an Bankhofer (1995, S. 106–112) orientiert.

4.1.1 Deduktive Imputation und Expertenschätzungen

Die deduktive Imputation und die Expertenschätzungen haben unter den Imputations-
verfahren in gewisser Weise eine Sonderrolle, da das Wissen von Menschen sehr direkt
zur Bestimmung von Imputationswerten genutzt wird. Dabei wird unter einer deduk-
tiven Imputation die Möglichkeit einer logischen Ableitung des Imputationswerts für
einen fehlenden Wert verstanden. Ein Beispiel für eine mögliche deduktive Imputation
ist ein fehlender Wert im Merkmal Schwangerschaft bei einer männlichen Person.
Hier kann aufgrund eines logischen Schlusses die Ausprägung „Schwanger = Nein“
imputiert werden (vgl. Waal et al., 2011, S. 24). Ein weiteres Beispiel, bei dem eine
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deduktive Imputation eingesetzt werden kann, ist das Fehlen einer Summenvariable,
für die alle Summenbestandteile bekannt sind (vgl. Kalton und Kasprzyk, 1982, S. 23).
Allgemein basiert die deduktive Imputation auf Konsistenzregeln bzw. Redundanzen
in der Datenmatrix, welche von Experten aufgestellt bzw. identifiziert werden. Dabei
geht die deduktive Imputation normalerweise davon aus, dass die vorhandenen Werte
korrekt sind (vgl. van der Loo und de Jonge, 2011, S. 6; Waal et al., 2011, S. 302).
Offensichtlich imputiert die deduktive Imputation, wenn die Annahmen korrekt

sind, stets den „richtigen“ Wert für einen fehlenden Wert. Sie ist also normalerweise
das beste Imputationsverfahren, wenn sie anwendbar ist (vgl. Kalton und Kasprzyk,
1986, S. 6; Waal et al., 2011, S. 301–302). Jedoch ist die eindeutige logische Ableitung
von Imputationswerten häufig nicht möglich. Deshalb schlagen Kalton und Kasprzyk
(1982, S. 23) vor, die deduktive Imputation so zu erweitern, dass ein Wert auch
dann als Imputationswert verwendet wird, wenn auf ihn zwar nicht logisch eindeutig
geschlossen werden kann, der Wert aber sehr wahrscheinlich ist. Andere Autoren wie
Brick und Kalton (1996, S. 226) sprechen auch dann bereits von einer deduktiven
Imputation, wenn der Imputationswert nur mit einer sehr hohen Sicherheit aber
nicht mit Gewissheit aus den vorhandenen Daten bestimmt werden kann. In diesem
Bereich verschwimmt der Übergang zwischen einer deduktiven Imputation und einer
klassischen Imputation anhand von Expertenschätzungen, bei der ein Experte anhand
der vorliegenden Informationen für jeden fehlenden Wert einen Imputationswert
schätzt (vgl. auch Schnell, 1986, S. 96).

Bankhofer (1995, S. 111–112) merkt an, dass die Idee der Expertenschätzung einer
Imputation mittels Regressionsanalyse ähnelt, da der Mensch einen funktionalen
Zusammenhang zwischen den beobachteten Informationen und den fehlenden Werte
schätzt. Im Gegensatz zur Regressionsanalyse vermeiden gute Expertenschätzungen
jedoch unplausible Werte (vgl. Longford, 2005, S. 47–48). Problematisch an der Impu-
tation durch Expertenschätzungen ist, dass dieses Vorgehen für große Datenmatrizen
mit vielen fehlenden Werten sehr aufwendig ist. Ferner sind die imputierten Werte
immer subjektiver Natur, da ihnen keine formale Prozedur zugrunde liegt (vgl. Bank-
hofer, 1995, S. 112). Daher kommt z. B. Bankhofer (1995, S. 112) zu dem Schluss,
dass Expertenschätzungen eher ungeeignet zur Ersetzung fehlender Werte sind.

4.1.2 Imputation eines vorgegebenen Werts

Eine der einfachsten Möglichkeiten, fehlende Werte zu ersetzen, ist alle mit einem
vorgegebenen Wert zu imputieren. Als vorgegebener Wert wird in der Literatur für
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kardinale Daten beispielsweise eine Null verwendet (vgl. z. B. Ouyang et al., 2004,
S. 917; Wong et al., 2007, S. 1003). Eine weitere Möglichkeit stellt die bereits in
Abschnitt 3.5 erwähnte und anhand der ACS-Stichprobe demonstrierte Imputation
eines Best- oder Worst-Case-Werts für alle fehlenden Werte in einem Merkmal dar.
So kann z. B. bei Testergebnissen entweder die maximal oder minimal zu erreichende
Punktzahl als Imputationswert verwendet werden (vgl. z. B. Béland et al., 2018, S. 183;
Cetin-Berber et al., 2019, S. 496).
Wenn die Imputation eines vorgegebenen Werts nicht im Zuge einer Sensitivi-

tätsanalyse verwendet wird, gibt es neben der offensichtlichen Einfachheit dieses
Imputationsverfahrens diverse Nachteile. So kann die Verteilung eines Merkmals mit
fehlenden Werten durch die Imputation nur eines einzelnen Werts ähnlich wie bei der
im Folgenden dargestellten Lageparameterimputation stark verzerrt werden. Ferner
nutzt dieses Verfahren keine in der Datenmatrix eventuell vorhandenen Informationen
über die fehlenden Werte (vgl. z. B. Troyanskaya et al., 2001, S. 521; Faisal und Tutz,
2017, S. 95). Diese Verfahren sind daher normalerweise nicht empfehlenswert.

4.1.3 Lageparameterimputation

Vermutlich eines der bekanntesten Imputationsverfahren ist die Lageparameterim-
putation. Bei dieser werden alle fehlenden Werte in einem Merkmal k durch einen
geeigneten Lageparameter ersetzt. Welcher Lageparameter geeignet ist, ist unter ande-
rem von dem Skalenniveau des zu imputierenden Merkmals abhängig. So kommt im
Fall nominaler Daten häufig der Modus als Lageparameter in Betracht, während bei
ordinalen Daten zusätzlich der Median und bei quantitativen Daten das arithmetische
Mittel oder auch das geometrische Mittel verwendet werden kann (vgl. Bankhofer,
1995, S. 106–107; Bamberg et al., 2017, S. 16–17). Die Idee der Lageparameterimpu-
tation geht laut Bankhofer (1995, S. 106) und Enders (2010, S. 42) vermutlich auf
Wilks (1932) zurück. Wilks (1932) ersetzt im Rahmen von Parameterschätzungen
die fehlenden Werte durch das arithmetische Mittel, bevor die Parameter geschätzt
werden (vgl. auch Bankhofer, 1995, S. 106).

Bei der Lageparameterimputation wird im einfachsten Fall der gewählte Lagepara-
meter anhand der nk beobachteten Werte im Merkmal k bestimmt. Alle fehlenden
Werte im Merkmal k werden dann durch diesen Wert ersetzt. Zum Beispiel werden im
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Fall einer Imputation des arithmetischen Mittels die fehlenden Werte aik im Merkmal k
durch den Mittelwert aobs

k der beobachteten Werte im Merkmal k

aimp
ik = aobs

k = 1
nk

∑
i∈Nk

aik . (4.1)

ersetzt. In der Gleichung (4.1) ist Nk = {i ∈ N : vik = 1} die Indexmenge der beob-
achteten Werte bei Merkmal k (vgl. z. B. Bankhofer, 1995, S. 106–107; Little und
Rubin, 2020, S. 69).
Ein Problem bei der Imputation eines Lageparameters ist, dass die Verteilung

des imputierten Merkmals häufig verzerrt wird. So führt z. B. die Imputation des
arithmetischen Mittels im Normalfall zu einer Unterschätzung der Varianzen, wenn
diese mittels Schätzfunktionen für vollständige Datenmatrizen ermittelt werden. Unter
der Annahme eines MCAR-Ausfallmechanismus existieren angepasste Parameter-
schätzfunktionen für die Varianz und Kovarianzen, welche diese Verzerrung aufheben
können (vgl. Bello, 1993b, S. 857; Little und Rubin, 2020, S. 69–70). Jedoch erscheint
fraglich, inwieweit diese in der Realität eingesetzt werden. Ferner können auch viele
weitere Schätzfunktionen für vollständige Daten, wie z. B. die für Quantile, Schiefe
oder Wölbung, durch die Imputation eines Lageparameters verzerrt werden, wie z. B.
Little und Rubin (2020, S. 69–70) anmerken und auch im nachfolgenden Beispiel 4.1
zu sehen ist.
Beispiel 4.1 (Mittelwert- und Medianimputation)
Die Auswirkungen einer Mittelwert- und einer Medianimputation werden wieder an-
hand der ACS-Stichprobe (Anhang B) demonstriert. Zunächst sind in der Abbildung 4.1
die resultierenden vervollständigten Datenmatrizen basierend auf der unvollständigen
ACS-Stichprobe des Anhangs B dargestellt. Deutlich erkennbar ist die verringerte
Variabilität im Merkmal Einkommen, da beide Verfahren alle fehlenden Werte mit je-
weils einem einzigen Wert imputieren. Ferner sind die durch die Mittelwertimputation
imputierten Werte größer als die der Medianimputation.

Die Auswirkungen der beiden Imputationsverfahren auf die Parameterschätzungen
sind in den Tabellen 4.1 und 4.2 dargestellt. In den Tabellen ist gut zu erkennen, dass
bei dem simulierten MCAR-Ausfallmechanismus der Mittelwert bei der Mittelwert-
imputation und der Median bei der Medianimputation unverzerrt geschätzt werden
können, da diese jeweils dem Schätzwert der beobachteten Werte (nahezu) entsprechen.
Jedoch werden selbst unter MCAR alle anderen Parameterschätzungen verzerrt. Insbe-
sondere verzerrt die Mittelwertimputation den Median und die Medianimputation den
Mittelwert, wie aus den beiden Tabellen 4.1 und 4.2 deutlich hervorgeht. Außerdem sind
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Abbildung 4.1: ACS-Stichprobe: Lageparameterimputation

in den Tabellen auch eine Verringerung der Variabilität und eine Unterschätzung der
Korrelation bei beiden Verfahren zu beobachten. Falls kein MCAR-Ausfallmechanismus
vorliegt, sind alle Parameterschätzwerte verzerrt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 35,6 31,4
Einkommen: Median 23,5 37,2 35,6 31,2
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,2 37,1 35,7
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,15 0,17 0,16

Tabelle 4.1: ACS-Stichprobe: Mittelwertimputation

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 33,8 32,1 27,5
Einkommen: Median 23,5 23,6 21,8 15,5
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,7 37,6 36,3
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,15 0,13 0,15

Tabelle 4.2: ACS-Stichprobe: Medianimputation

Neben der bisher dargestellten merkmalsweisen Imputation eines Lageparameters
existieren auch Ansätze zur objekt- bzw. skalenweisen Imputation eines Lageparame-
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ters. So kann z. B. ein fehlender Werte aik in einem Objekt i durch den Mittelwert ai,obs

der beobachteten Werte desselben Objekts imputiert werden

aimp
ik = ai,obs = 1

mi

∑
k∈Mi

aik . (4.2)

Dabei sind Mi = {k ∈ M : vik = 1} und mi die Indizes bzw. die Anzahl der beob-
achteten Werte bei Objekt i (vgl. z. B. Ware et al., 1993, S. 6:16; Downey und King,
1998, S. 177; Béland et al., 2016, S. 59). Eine objekt- oder skalenweise Imputation
eines Lageparameters ist jedoch nur sinnvoll, wenn alle in die Berechnung des Im-
putationswerts in der Gleichung (4.2) einfließenden Merkmale dasselbe Konzept in
einer ähnlichen Skalierung messen (vgl. Downey und King, 1998, S. 177). Ähnliches
gilt für die Ersetzung aller fehlenden Werte durch den Mittelwert aller beobachteten
Werte Aobs (vgl. Bankhofer, 1995, S. 108).

Eine Kombination der merkmals- und objektweisen Mittelwertimputation stellt die
Two-Way Imputation dar. Bei dieser wird ein fehlender Wert aik durch

aimp
ik = ai,obs + aobs

k − Aobs (4.3)

ersetzt (vgl. Bernaards und Sijtsma, 2000, S. 331). Die Idee der Two-Way Imputation
ist die gleichzeitige Berücksichtigung eines Zeilen- und Spalteneffekts ähnlich einer
zweifaktoriellen Varianzanalyse (vgl. Bernaards und Sijtsma, 2000, S. 333).

4.1.4 Zufallszahlenimputation

Bei der Zufallszahlenimputation wird jeder fehlende Wert durch eine Zufallszahl ersetzt.
Für die Generierung der Zufallszahlen bzw. zur Festlegung der Verteilung, aus der die
Zufallszahlen zur Imputation gezogen werden, gibt es verschiedene Möglichkeiten (vgl.
Santos, 1981, S. 140–141; Schnell, 1986, S. 95; Bankhofer, 1995, S. 109; Chen et al.,
2000, S. 1155):

• Für jedes Merkmal mit fehlenden Werten wird eine Verteilung spezifiziert und
aus dieser Verteilung wird mittels Zufallszahlengenerator für jeden fehlenden
Wert eine Zufallszahl gezogen und diese als Imputationswert verwendet.

• Für jeden fehlenden Wert in einem Merkmal wird zufällig ein beobachteter Wert
aus diesem Merkmal imputiert.
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4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

• Für jedes unvollständige Objekt (Empfängerobjekt) wird ein vollständiges Objekt
(Spenderobjekt) ausgewählt und alle fehlenden Werte im Empfängerobjekt
werden durch die beobachteten Ausprägungen im Spenderobjekt ersetzt.

Die letzten beiden Methoden sind Spezialformen einer Hot-Deck-Imputation und
werden daher in Abschnitt 4.2.1 genauer betrachtet. Bei der ersten Methode ist eine
wichtige Frage, wie die Verteilung, aus der die Imputationswerte gezogen werden,
spezifiziert wird. Im einfachsten Fall ist die Verteilung bekannt (vgl. Bankhofer, 1995,
S. 109). Falls dies nicht der Fall ist, gibt es verschiedene Methoden eine geeignete
Verteilung zu schätzen, z. B. mittels Kerndichteschätzer, welche beispielsweise in
Fahrmeir et al. (2016, S. 91–94) dargestellt werden.

Beispiel 4.2 (Zufallszahlenimputation)
Zur Verdeutlichung der Zufallszahlenimputation werden anhand des ersten Vorgehens
die fehlenden Werte in der Datenmatrix aus Abschnitt B imputiert. Als einfaches
Modell zur Modellierung der Einkommensverteilung wird die Lognormalverteilung
herangezogen (vgl. Schwarze und Elsas, 2013, S. 121).14 Jedoch weist die Lognormal-
verteilung nur für positive Werte eine positive Dichte auf. Da in der Datenmatrix
jedoch auch Personen ohne Einkommen (mit einem beobachteten Einkommen von
0) existieren, ist die Anwendung der Lognormalverteilung nicht direkt möglich. Um
dieses Problem zu lösen und das Modell gleichzeitig einfach zu halten, wird nur zwi-
schen Personen mit und ohne Einkommen unterschieden, wobei für Personen mit
positivem Einkommen davon ausgegangen wird, dass ihr Einkommen lognormalverteilt
ist. Für das Merkmal Einkommen wird also eine Mischverteilung bestehend aus einer
Einpunktverteilung (bei 0) und einer Lognormalverteilung spezifiziert. Die zugehörige
Verteilungsfunktion lautet

F(x) = χ1F1(x) + χ2F2(x), (4.4)

wobei χ1 der Mischungskoeffizient für die Einpunktverteilung (vgl. z. B. Toutenburg
und Heumann, 2008, S. 70) mit der Verteilungsfunktion

F1(x) =

0 für x < 0

1 für x ≥ 0
(4.5)

14 Der Ansatz, Einkommenswerte als lognormalverteilt zu betrachten, geht gemäß Cowell und
Flachaire (2015, S. 373) auf Gibrat (1931) zurück. Für weitere Ansätze, die auch genauere
Modellierung erlauben, sei auf z. B. Cowell und Flachaire (2015, S. 369–392) verwiesen.
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ist und χ2 der Mischungskoeffizient für die Lognormalverteilung (vgl. z. B. Hedderich
und Sachs, 2020, S. 288) mit der Verteilungsfunktion F2 mit zugehöriger Dichte

f2(x) =


1

σx
√

2π · e
− (ln x−µ)2

2σ2 für x > 0

0 für x ≤ 0
(4.6)

ist.
Bei dieser Spezifikation entspricht der Mischungskoeffizient der Einpunktvertei-

lung χ1 dem Anteil der Personen, die kein Einkommen haben, und χ2 dem Anteil der
Personen mit Einkommen, also ist χ2 = 1 − χ1. Der Mischungskoeffizient χ1 wird
durch die relative Häufigkeit der Personen ohne Einkommen geschätzt. Die Parameter
der Lognormalverteilung für Personen mit positivem Einkommen werden anhand der
beobachteten positiven Einkommen mittels ML-Methode geschätzt (vgl. z. B. Johnson
et al., 1994, S. 220). Nachdem so aus den beobachteten Daten die Verteilung für das
Merkmal Einkommen geschätzt ist, wird aus dieser Verteilung für jeden fehlenden
Wert eine Zufallszahl gezogen.

Das Resultat einer solchen Imputation ist in der Abbildung 4.2 dargestellt. Im
Vergleich zur Lageparameterimputation zeigt die Abbildung 4.2, dass die Zufalls-
zahlenimputation die Variabilität im Merkmal Einkommen besser widerspiegelt und
gleichzeitig plausible Werte imputiert. Jedoch zeigen die Ergebnisse in der Tabelle 4.3,
dass die gewählte Spezifikation der Einkommensverteilung nicht korrekt ist. So führt
die Imputation bei einem MCAR-Ausfallmechanismus zu einer Überschätzung des
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Abbildung 4.2: ACS-Stichprobe: Zufallszahlenimputation
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4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

mittleren Einkommens und der Variabilität. Gleichzeitig wird das Medianeinkommen
unterschätzt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 39,3 38,0 33,1
Einkommen: Median 23,5 22,5 20,8 15,7
Einkommen: Standardabweichung 44,2 56,6 57,0 51,2
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,11 0,14 0,13

Tabelle 4.3: ACS-Stichprobe: Zufallszahlenimputation

4.1.5 Imputation des Verhältnisschätzers

Falls ein Merkmal k mit fehlenden Werten kardinales Skalenniveau besitzt und ein
weiteres kardinales Hilfsmerkmal l ∈ M , l 6= k, in der Datenmatrix existiert, können
unter gewissen Voraussetzungen die fehlenden Werte in k durch einen Verhältnis-
schätzer ersetzt werden. Für die Beschreibung des Verhältnisschätzers sei wieder
Nk = {i ∈ N : vik = 1} die Indexmenge der Objekte, die im Merkmal k einen be-
obachteten Wert aufweisen. Falls für alle Objekte, die im Merkmal k beobachtete
Werte aufweisen, auch Beobachtungen im Merkmal l vorhanden sind – falls also die
Bedingung Nk ⊂ Nl erfüllt ist – kann der Verhältnisschätzer mittels

aRatio
k = 1

|Nl |
·

∑
j∈Nk

ajk∑
j∈Nk

ajl

∑
j∈Nl

ajl (4.7)

berechnet werden (vgl. Ford, 1976, S. 324; Bankhofer, 1995, S. 108).
In der alternativen Schreibweise des Verhältnisschätzers (vgl. Ford, 1976, S. 324)

aRatio
k =

1
|Nl |

∑
j∈Nl

ajl

1
|Nk |

∑
j∈Nk

ajl
· 1
|Nk |

∑
j∈Nk

ajk = aobs
l

1
|Nk |

∑
j∈Nk

ajl
· aobs

k (4.8)

wird deutlich, dass der Verhältnisschätzer eine Korrektur der Mittelwertimputation
vornimmt. Im Fall Nk = Nl entspricht die Imputation des Verhältnisschätzers der
Mittelwertimputation. Folglich können sich gegenüber der Mittelwertimputation nur
Vorteile ergeben, wenn im Hilfsmerkmal l mehr Werte beobachtet sind als im Merk-
mal k. Im Idealfall ist das Merkmal l vollständig beobachtet. Ferner sollte bei der
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Auswahl des Hilfsmerkmals auf eine möglichst hohe Korrelation zum zu imputierenden
Merkmal k geachtet werden (vgl. Bankhofer, 1995, S. 108).

Beispiel 4.3 (Imputation des Verhältnisschätzers)
Auch die Imputation des Verhältnisschätzers soll anhand der ACS-PUMS-Stichpro-
be (Anhang B) verdeutlicht werden. Da die Imputation des Verhältnisschätzers eine
Art Korrektur der Mittelwertschätzung darstellt, ist ein Vergleich der Ergebnisse
beider Verfahren interessant. Beim Vergleich der Abbildung 4.3 mit der Abbildung 4.1
sind kaum Abweichungen zwischen der Mittelwertimputation und der Imputation des
Verhältnisschätzers erkennbar.
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Abbildung 4.3: ACS-Stichprobe: Imputation des Verhältnisschätzers

Der Vergleich der MCAR-Spalte in der Tabelle 4.4 mit der zugehörigen Spalte in der
Tabelle 4.1 zeigt, dass die nahezu identischen Resultate in den Abbildungen 4.3 und
4.1 nicht nur zufällig sind. Diese beiden Spalten enthalten exakt die gleichen Werte.
Auch der Vergleich der MNAR-Spalten zeigt, dass beide Verfahren auch in diesem
Fall zu nahezu identischen Ergebnissen führen. Nur beim MAR-Ausfallmechanismus
unterscheiden sich beide Verfahren. Die Imputation des Verhältnisschätzers schätzt

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 36,2 31,6
Einkommen: Median 23,5 37,2 38,0 31,7
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,2 37,1 35,7
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,15 0,18 0,17

Tabelle 4.4: ACS-Stichprobe: Imputation des Verhältnisschätzers
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das mittlere Einkommen besser als die Mittelwertimputation, führt aber gleichzeitig zu
einer noch stärkeren Überschätzung des Medianeinkommens. Ferner macht die MAR-
Spalte der Tabelle 4.4 deutlich, dass auch unter einem MAR-Ausfallmechanismus die
Imputation des Verhältnisschätzers alle betrachteten Parameterschätzungen verzerrt.

Falls die Bedingung Nk ⊂ Nl verletzt ist, ist die Berechnung eines Imputationswerts
mittels der Gleichung (4.7) nicht mehr möglich. Eine mögliche Anpassung ist in diesem
Fall anstatt der in k beobachteten Objekte der Menge Nk die gemeinsam in k und
l beobachteten Objekte der Menge Nkl = Nk ∩ Nl = {i : vik = 1 ∧ vil = 1} zur
Berechnung zu verwenden. Hierdurch ergibt sich der Imputationswert für die Objekte
mit fehlenden Werten mit

aimp
ik = 1

|Nl |
·

∑
j∈Nkl

ajk∑
j∈Nkl

ajl

∑
j∈Nl

ajl . (4.9)

Die Gleichung (4.9) enthält den ursprünglichen Verhältnisschätzer aus der Glei-
chung (4.7) als Spezialfall, da aus Nk ⊂ Nl direkt Nk ∩ Nl = Nk folgt.

4.2 Deck-Verfahren
Die Deck-Verfahren haben ihre Ursprünge in der amtlichen Statistik und werden dort
schon sehr lange eingesetzt (vgl. z. B. U.S. Bureau of the Census, 1961, S. LXXXV;
Ono und Miller, 1969, S. 277; Andridge und Little, 2010, S. 41). Bei den Deck-
Verfahren werden klassischerweise beobachtete Werte zur Imputation verwendet. Je
nachdem, ob die beobachteten Werte aus derselben Datenmatrix oder aus einer anderen
Datenmatrix stammen, wird zwischen Hot- bzw. Cold-Deck-Verfahren unterschieden.
Im Folgenden werden zunächst in Abschnitt 4.2.1 die Hot-Deck-Verfahren beschrieben,
die zur Imputation Werte aus derselben Datenmatrix verwenden. Anschließend wird
in Abschnitt 4.2.2 auf die historisch gesehen eigentlich älteren Cold-Deck-Verfahren
eingegangen.

4.2.1 Hot-Deck-Verfahren

Der Begriff Hot-Deck geht zurück auf die Zeit, als Daten noch in Form von Lochkarten
verarbeitet wurden. Die Lochkarten werden bei der Bearbeitung warm und eine aktuelle
Datenmatrix, die gerade in Bearbeitung ist, wird daher als Hot-Deck bezeichnet. Falls
ein fehlender Wert durch einen Wert aus dem aktuellen Lochkartenstapel (aktuellen
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Datenmatrix) ersetzt wird, spricht man daher auch von einer Hot-Deck-Imputation.
Die Prägung des Begriffs Hot-Deck geht zurück auf das U.S. Census Bureau, welches
ab 1962 fehlende Werte bei der Current Population Survey durch Werte aus derselben
Umfrage ersetzte und so bis heute verfährt (vgl. Ono und Miller, 1969, S. 277; U.S.
Census Bureau, 2002, S. 9-2; Andridge und Little, 2010, S. 41; van Buuren, 2018, S. 30;
U.S. Census Bureau, 2021). Bei einem Hot-Deck-Verfahren wird ein Objekt, dessen
Werte zur Ersetzung fehlender Werte verwendet werden, auch als Spender (Donor)
und ein Objekt, dessen fehlende Werte ersetzt werden, auch als Empfänger (Recipient)
bezeichnet (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 40–41; Joenssen, 2015, S. 64).
In der Literatur gibt es keine einheitliche Definition des Begriffs Hot-Deck. Daher

unterscheiden sich auch die Ansichten, welche Imputationsverfahren unter den Begriff
Hot-Deck fallen (vgl. Ford, 1983, S. 185; Little und Rubin, 2002, S. 66; Joenssen, 2015,
S. 63–67). Ein Aspekt, der in fast allen Definitionen von Hot-Deck-Verfahren zu finden
ist, ist die Verdopplung beobachteter Werte aus derselben Datenmatrix zur Ersetzung
fehlender Werte. Autoren wie Ford (1983, S. 186), Sande (1983, S. 341), Schafer und
Graham (2002, S. 159) und Enders (2010, S. 49) definieren Hot-Deck-Verfahren alleine
anhand dieser Verdopplungseigenschaft. Sie sehen folglich alle Verfahren, die fehlende
Werte in einer Datenmatrix durch beobachtete Werte derselben Datenmatrix ersetzen,
als Hot-Deck-Verfahren an, unabhängig davon, wie die Zuordnung der Spender- und
Empfängerobjekte geschieht.

Andere Autoren wie Andridge und Little (2010, S. 40–41), Waal et al. (2011, S. 249),
Joenssen (2015, S. 67) und Little und Rubin (2020, S. 76) betonen zusätzlich, dass
für ein Empfängerobjekt ähnliche Objekte als Spender fungieren. Sie verwenden bei
ihren Definitionen den Begriff Ähnlichkeit allgemein und lassen so unterschiedliche
Möglichkeiten zur Spezifizierung von Ähnlichkeiten zu. Eine weitere Gruppe von
Autoren legt in ihrer Definition fest, dass die Ähnlichkeiten zwingend in Form von
Imputationsklassen abgebildet werden müssen (vgl. z. B. Chapman, 1976, S. 245–246;
Bankhofer, 1995, S. 120; Brick und Kalton, 1996, S. 228–229). Diese Gruppe bezeichnet
nur Verfahren, die innerhalb von Imputationsklassen Verdopplungen vornehmen, als
Hot-Deck-Verfahren.
Die Definitionen innerhalb dieser drei Gruppen sind nicht komplett identisch,

sondern unterscheiden sich teilweise in anderen Aspekten. Ferner scheinen auch einige
Autoren aus der Gruppe, die Ähnlichkeiten zwischen Spender und Empfänger fordern,
diese Forderung in ihrer weiteren Betrachtung zu vernachlässigen. So führen sowohl
Waal et al. (2011, S. 259) als auch Little und Rubin (2020, S. 77) das (einfache)
Random Hot-Deck als ein Beispiel für Hot-Deck-Verfahren auf. Beim Random Hot-
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Deck wird ein fehlender Wert zufällig durch einen beobachteten Wert ersetzt, wobei
jedes Objekt mit beobachteten Werten dieselbe Wahrscheinlichkeit besitzt als Spender
ausgewählt zu werden (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 77). Inwieweit sich Spender und
Empfänger ähneln, wird also bei diesem Verfahren vernachlässigt.15 Um dieses Problem
zu vermeiden, werden im Folgenden alle Verfahren, die zur Ersetzung fehlender Werte
in einer Datenmatrix beobachtete Werte aus derselben Datenmatrix verwenden, als
Hot-Deck-Verfahren bezeichnet.
Beispiel 4.4 (Einfaches Random Hot-Deck)
Bei einem MCAR-Ausfallmechanismus ist das einfache Random Hot-Deck in der
Lage, den Erwartungswert unverzerrt zu schätzen (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 77).
Dies zeigt sich sowohl in der Abbildung 4.4 als auch in den Simulationsergebnis-
sen in der Tabelle 4.5, die auf der ACS-Stichprobe aus dem Anhang B basieren.
Auch die anderen univariaten Statistiken werden in der ACS-Stichprobe beim MCAR-
Ausfallmechanismus nahezu unverzerrt geschätzt. Jedoch führt das Random Hot-Deck
zu einer Unterschätzung des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen, da dieser Zu-
sammenhang bei der Imputation nicht berücksichtigt wird. Diese Vernachlässigung ist
in der Abbildung 4.4 anhand der relativ hohen imputierten Einkommenswerte bei nied-
rigem Alter zu sehen. In den Simulationsergebnissen spiegelt sich diese Tatsache in der
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Abbildung 4.4: ACS-Stichprobe: Einfaches Random Hot-Deck

15 Unter der Annahme, dass alle potenzielle Spender zum Empfänger gleich ähnlich sind, würde
ein solches einfaches Random Hot-Deck Ähnlichkeiten korrekt berücksichtigen. Diese Annahme
erscheint jedoch in den meisten Fällen nicht plausibel und wird auch weder von Little und Rubin
(2020, S. 77) noch von Waal et al. (2011, S. 259) getroffen.
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unterschätzten Korrelation wider. Ferner führt das Random Hot-Deck im Beispiel bei
einem MAR- und MNAR-Ausfallmechanismus zu verzerrten Parameterschätzungen.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 35,5 31,5
Einkommen: Median 23,5 23,6 21,8 15,9
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,0 42,7 41,1
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,13 0,15 0,14

Tabelle 4.5: ACS-Stichprobe: Einfaches Random Hot-Deck

4.2.1.1 Berücksichtigung von Ähnlichkeiten

Auch wenn die vorherige Definition für ein Hot-Deck-Verfahren keine Ähnlichkeit
zwischen Spender und Empfänger fordert, so nehmen doch die meisten Hot-Deck-
Verfahren eine Zuordnung anhand von Ähnlichkeiten vor. Im Folgenden werden
solche Möglichkeiten zur Berücksichtigung von Ähnlichkeiten zwischen Spendern und
Empfängern dargestellt. In Anlehnung an Andridge und Little (2010, S. 42) wird in
diesem Abschnitt zunächst davon ausgegangen, dass nur ein Merkmal mit fehlenden
Werten vorliegt. Anpassungen für multivariate Ausfallmuster werden im nachfolgenden
Abschnitt 4.2.1.2 diskutiert.

Eine Möglichkeit zur Berücksichtigung von Ähnlichkeiten stellen Imputationsklas-
sen dar, die im Englischen auch als adjustment cells bezeichnet werden (vgl. Brick
und Kalton, 1996, S. 228; Andridge und Little, 2010, S. 42). Im einfachsten Fall
werden die Objekte anhand eines vollständig beobachteten Hilfsmerkmals in Klassen
eingeteilt. Bei einem qualitativen Merkmal kann dazu z. B. jeder Ausprägung eine
Klasse zugeordnet werden. Falls das Hilfsmerkmal quantitativ ist, kann es zunächst
klassiert werden (vgl. Bankhofer, 1995, S. 113). Zur Bildung von Imputationsklassen
können auch mehrere Hilfsmerkmale herangezogen werden. In diesem Fall kann eine
Kreuzklassifikation anhand aller Hilfsmerkmale vorgenommen werden (vgl. Andridge
und Little, 2010, S. 42). Alternativ können die Imputationsklassen mithilfe der Score
Methode gebildet werden. Hierbei wird versucht, Objekte mit möglichst ähnlichen
Antwortwahrscheinlichkeiten oder möglichst ähnlichen geschätzten Merkmalsausprä-
gungen in Klassen einzuteilen (vgl. Little, 1986, S. 146; Eltinge und Yansaneh, 1997,
S. 34; Haziza und Beaumont, 2007, S. 33–34). Ferner können mithilfe von Entschei-
dungsbaumverfahren Imputationsklassen konstruiert werden (vgl. Brick und Kalton,

59
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1996, S. 228). Jedoch ist diese Konstruktionsart laut Andridge und Little (2010, S. 43)
nicht weit verbreitet.
Zur Konstruktion von Imputationsklassen sollten Variablen verwendet werden,

die hoch mit dem Merkmal mit fehlenden Werten und mit der zum Merkmal mit
fehlenden Werten zugehörigen Spalte in der MD-Indikatormatrix korreliert sind (vgl.
Ford, 1983, S. 186; Little und Vartivarian, 2005, S. 164). Unabhängig von der Auswahl
der Hilfsmerkmale und der Konstruktionsvorschrift für die Imputationsklassen sollten
die resultierenden Imputationsklassen nicht zu wenige Objekte umfassen. Ansonsten
kann es vorkommen, dass innerhalb einer Klasse entweder kein geeigneter Spender
vorhanden ist oder einzelne Objekte sehr häufig als Spender fungieren (vgl. Andridge
und Little, 2010, S. 42–43).

Nachdem die Objekte in Imputationsklassen eingeteilt wurden, kann die Zuordnung
eines Spenders zu einem Empfänger zufällig innerhalb einer Klasse erfolgen (vgl.
Andridge und Little, 2010, S. 42). Diese Hot-Deck-Form wird auch als Random
Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen bezeichnet (vgl. Schulte Nordholt, 1998,
S. 161; Haziza und Beaumont, 2007, S. 26). Alternativ zur zufälligen Zuordnung
können auch die Objekte vorher sortiert werden und dann (objektweise) sequentiell16

abgearbeitet werden. Bei diesem (objektweisen) sequentiellen Hot-Deck werden die
Objekte in der Reihenfolge, in der sie in der Datenmatrix nach erfolgter Sortierung
vorkommen, imputiert. Für ein Objekt mit fehlenden Werten dient dabei der direkte
Vorgänger innerhalb der Imputationsklasse als Spender. Falls dieser als Spender
ungeeignet ist, wird dessen Vorgänger auf die Eignung als Spender überprüft. Es
werden so lange Vorgänger überprüft, bis entweder ein geeigneter Spender gefunden
wurde oder kein Vorgänger in der Imputationsklasse mehr vorhanden ist (vgl. Schulte
Nordholt, 1998, S. 161). Sowohl in diesem Fall als auch im Falle, dass bei einem
Random Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen kein geeigneter Spender vorliegt,
wird entweder ein Startwert verwendet (zur Bestimmung von Startwerten vgl. z. B.
Chapman, 1976, S. 246; Kalton und Kasprzyk, 1982, S. 23 und Fay, 1999, S. 113)
oder es werden Imputationsklassen zusammengelegt (vgl. z. B. Kalton und Kish, 1981,
S. 149; Andridge und Little, 2010, S. 42).

16 Der Begriff sequentiell wird im Deutschen bei Imputationsverfahren zum einen im Zusammenhang
mit einer Objektreihenfolge (vgl. Schnell, 1985, S. 53–54; Schnell, 1986, S. 109–110) und zum
anderen bei der Imputation mehrerer Merkmale mit fehlenden Werten verwendet (vgl. Bankhofer,
1995, S. 123; Joenssen, 2015, S. 99; Münnich et al., 2015, S. 276). Falls aus dem Kontext nicht direkt
ersichtlich ist, welche Hot-Deck-Form gemeint ist, werden gegebenenfalls die Begriffe objektweise
sequentiell und merkmalsweise sequentiell verwendet.
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Beispiel 4.5 (Random Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen)
Um eine Random Hot-Deck-Imputation innerhalb von Klassen anhand der ACS-
Datenmatrix (Anhang B) durchführen zu können, muss das Merkmal Alter zunächst
in Klassen eingeteilt werden. Als Klassenanzahl wird vier gewählt und auf Basis
der Spannweite des Merkmals Alter werden vier gleichlange Intervalle konstruiert.
Innerhalb dieser vier Imputationsklassen wird anschließend ein Random Hot-Deck
durchgeführt. Das Imputationsergebnis für die Beispiel-MCAR-Datenmatrix ist in der
Abbildung 4.5 dargestellt.
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Abbildung 4.5: ACS-Stichprobe: Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen

Beim Vergleich der Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigt sich, dass die Random Hot-
Deck-Imputation innerhalb von Klassen die Zusammenhänge zwischen Alter und
Einkommen besser als das einfache Random Hot-Deck berücksichtigt. Dies zeigen auch
die in der Tabelle 4.6 dargestellten Simulationsergebnisse. Die Korrelation zwischen
Einkommen und Alter wird bei allen drei simulierten Ausfallszenarien unverzerrt
geschätzt. Ferner sind auch die restlichen Parameterschätzungen bei den simulierten
MCAR- und MAR-Mechanismen nahezu unverzerrt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,2 32,1
Einkommen: Median 23,5 23,7 23,7 16,6
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,1 43,9 41,7
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,18 0,18 0,18

Tabelle 4.6: ACS-Stichprobe: Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen
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Anstatt der Verwendung von Imputationsklassen können Ähnlichkeiten zwischen
Spender und Empfänger auch mithilfe von Distanzen berücksichtigt werden. Dazu
werden zunächst Distanzen zwischen einem Empfänger und allen möglichen Spendern
berechnet. Hierzu existieren verschiedene Ansätze. Es können Distanzen anhand der
oben beschriebenen Imputationsklassen mithilfe von

d(i,j) =

0, falls i und j derselben Klasse angehören

1, falls i und j unterschiedlichen Klassen angehören
(4.10)

berechnet werden (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 79). Alternativ schlagen Andridge
und Little (2010, S. 44) vor, die maximale Abweichung in allen gemeinsam beobachteten
Merkmalen zu verwenden:

d(i,j) = max
k∈Mij

|aik − ajk | . (4.11)

Andridge und Little (2010, S. 44) und auch schon Sande (1983, S. 344) empfehlen, die
Merkmale vor der Berechnung der Distanz (4.11) zu standardisieren. Ferner schlägt
Sande (1983, S. 344) vor, die Wichtigkeit der Merkmale mithilfe von zusätzlichen
Gewichten wk abzubilden:

d(i,j) = max
k∈Mij

wk |aik − ajk | . (4.12)

Die obigen Ansätze lassen sich durch die Verwendung von gewichteten Lp-Distanzen,
die in Abschnitt 3.1.2 beschrieben sind, verallgemeinern (vgl. Joenssen, 2015, S. 79).
Eine weitere Möglichkeit stellt die Verwendung einer Mahalanobis-Distanz dar, welche
laut Kalton (1983, S. 76) und Little (1988, S. 291) erstmals von Vacek und Takamaru
(1980, S. 326) vorgeschlagen wurde.

Des Weiteren schlägt Little (1988, S. 291–292), basierend auf einer Idee von Rubin
(1986, S. 91–92), mit dem Predictive Mean (Matching)17 einen Ansatz zur Distanz-
bestimmung vor, der die Zusammenhänge zwischen dem Merkmal mit fehlenden
Werten und den vollständig beobachteten Merkmalen in den Fokus stellt. Bei der
Distanzberechnung mithilfe von Predictive Mean wird zunächst ein Regressionsmodell
geschätzt, bei dem das Merkmal mit fehlenden Werten als abhängige und die voll-
ständig beobachteten Merkmale als unabhängige Variablen fungieren. Anschließend

17 Beim Predictive Mean Matching verwendet Little (1988, S. 291–292) stets das Objekt mit der
geringsten Distanz als Spender. Die berechnete Distanz wird von ihm später als Predictive Mean
bezeichnet (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 69; Andridge und Little, 2010, S. 44).

62



4.2 Deck-Verfahren

werden die geschätzten Werte für das Merkmal mit fehlenden Werten (â1k , . . . , ânk)T

zur Distanzberechnung verwendet (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 44):

d(i,j) = (âik − âjk)2 (4.13)

Nachdem eine Distanzfunktion ausgewählt und die Distanzen berechnet sind, kann
mit ihrer Hilfe die Zuordnung der Spenderobjekte zu den Empfängerobjekten vorgenom-
men werden. Für die konkrete Zuordnung existieren in der Literatur unterschiedliche
Ansätze. Im einfachsten Fall wird das Objekt als Spender verwendet, welches die
geringste Distanz zum Empfänger besitzt. Falls mehrere Objekte dieselbe „geringste“
Distanz zum Empfänger besitzen, kann ein Spender zufällig aus diesen Objekten
ermittelt werden (vgl. Chen und Shao, 2000, S. 113). Diese Art des Hot-Decks wird
auch als Nearest-Neighbour Hot-Deck bezeichnet (vgl. Andridge und Little, 2010,
S. 44). Anstelle des nächsten Nachbarn können auch die k nächsten Nachbarn den
Spenderpool bilden, aus dem zufällig ein Spender ausgewählt wird (vgl. Sande, 1983,
S. 343). Eine Diskussion zur Auswahl eines geeigneten Wertes für k ist z. B. bei
Joenssen (2015, S. 74–75) zu finden.

Eine weitere Möglichkeit ist die Festlegung eines Schwellwerts d0 für die maximale
Distanz zwischen Spender und Empfänger. Alle vollständigen Objekte j mit d(i,j) < d0

bilden dann einen Spenderpool für das Empfängerobjekt i. Die Zuordnung des Spenders
kann dann durch zufällige Auswahl eines Objektes aus dem Spenderpool erfolgen
(vgl. Andridge und Little, 2010, S. 44; Little und Rubin, 2020, S. 78–79). Ein weiterer
Ansatz besteht darin, die Wahrscheinlichkeit für die Auswahl eines Objektes als
Spender abhängig von seiner Distanz zum Empfänger zu machen. Siddique und Belin
(2008, S. 86–87) schlagen hierfür vor, die Wahrscheinlichkeit proportional zur Inversen
der Distanz zwischen potenziellem Spender und Empfänger zu wählen. Anschließend
wird mithilfe dieser Wahrscheinlichkeitsfunktion ein Spender zufällig ermittelt.

Beispiel 4.6 (Nearest-Neighbour Hot-Deck)
Die Ergebnisse eines Nearest-Neighbour Hot-Decks sind in der Abbildung 4.6 für die
Datenmatrix aus dem Anhang B dargestellt. Die Abbildung 4.6 zeigt deutlich, dass
die Imputation fehlender Werte durch benachbarte beobachtete Werte erfolgt: Jeder
Stern (Imputationswert) liegt auf einer Höhe mit einem nicht weit entfernten Kreis
(beobachteter Wert). In vielen Fällen liegt eine Beobachtung mit demselben Alter vor,
die direkt zur Imputation verwendet wird. In der Abbildung 4.6 sind solche Objektpaare
daran erkennbar, dass ein Sternmittelpunkt auf einem Kreismittelpunkt liegt.
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Abbildung 4.6: ACS-Stichprobe: Nearest-Neighbour Hot-Deck

Die Simulationsergebnisse sind in der Tabelle 4.7 wiedergegeben. Das Nearest-
Neighbour Hot-Deck führt in allen Fällen zu einer verzerrten Schätzung der univariaten
Parameter. Es überschätzt bei den simulierten MCAR- und MAR-Ausfallmechanismen
den Mittelwert, Median und die Standardabweichung.18 Nur die Korrelation wird
bei diesen Ausfallmechanismen (nahezu) unverzerrt geschätzt. Im Fall der MNAR
fehlenden Werte wird das mittlere Einkommen und das Medianeinkommen, wie auch
bei den anderen Hot-Deck-Verfahren, unterschätzt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 38,9 39,7 34,9
Einkommen: Median 23,5 24,7 24,8 18,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 47,5 48,8 47,0
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,18 0,19 0,20

Tabelle 4.7: ACS-Stichprobe: Nearest-Neighbour Hot-Deck

4.2.1.2 Hot-Deck bei multivariaten Ausfallmustern

Die bisherigen Beschreibungen gehen davon aus, dass nur ein Merkmal mit fehlenden
Werten existiert. Falls jedoch mehrere Merkmale fehlende Werte aufweisen, also ein
18 Da die verzerrten Parameterschätzungen, insbesondere für MCAR fehlende Werte, zunächst

auffällig erscheinen, wurden die Ergebnisse noch einmal durch eine Erhöhung der Simulationsläufe
auf 10.000 Wiederholungen überprüft, wobei jedoch keine relevanten Abweichungen erkennbar
waren. Ferner konnten die Ergebnisse auch mit der Funktion kNN aus dem R-Paket VIM (Kowarik
und Templ, 2016) repliziert werden.
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multivariates Ausfallmuster vorliegt, müssen gewisse Verfahrensanpassungen vorge-
nommen werden. In der Hot-Deck-Literatur werden verschiedene Vorgehensweisen
zur Imputation bei multivariaten Ausfallmustern beschrieben. Zunächst wird bei
multivariaten Ausfallmustern grundsätzlich zwischen (merkmalsweise) sequentiellen
und simultanen Hot-Deck-Verfahren unterschieden.19 Ferner kann zwischen iterativen
und nicht-iterativen Verfahren differenziert werden (vgl. Joenssen, 2015, S. 98–99).
Diese Begriffe werden im Folgenden erläutert.

Die (merkmalsweise) sequentiellen Hot-Deck-Verfahren erstellen für jedes Merkmal
mit fehlendenWerten ein eigenes (implizites) Imputationsmodell. Die Merkmale werden
dann sequentiell in einer vorgegebenen Reihenfolge imputiert. Hierdurch können für ein
Objekt mit fehlenden Werten mehrere unterschiedliche Spender zum Einsatz kommen
(vgl. Joenssen, 2015, S. 99). Im Gegensatz dazu verwenden simultane Verfahren für
ein Objekt mit fehlenden Werten nur einen einzigen Spender, mit dessen Hilfe alle
fehlenden Werte im Empfänger simultan ersetzt werden (vgl. Bankhofer, 1995, S. 123).
Andridge und Little (2010, S. 48) weisen darauf hin, dass auch eine Kombination von
simultanem und sequentiellem Vorgehen möglich ist. So können zunächst Gruppen
von Merkmalen gebildet werden, welche dann sequentiell abgearbeitet werden, wobei
alle Merkmale innerhalb einer Gruppe simultan imputiert werden.

Bei Hot-Deck-Verfahren kann ferner zwischen iterativen und nicht-iterativen Verfah-
ren unterschieden werden. Die Idee für iterative Hot-Deck-Verfahren geht auf Judkins
et al. (1993, S. 459–460) und England et al. (1994, S. 409–410) zurück (vgl. Andridge
und Little, 2010, S. 48). Beide beschreiben die Anwendung eines iterativen Hot-Decks
anhand eines Beispiels. Diese Ideen werden in Judkins (1998, S. 145) zum cyclic
m-partition Hot-Deck ausgebaut.20 Beim cyclic m-partition Hot-Deck werden zunächst
die fehlenden Werte mithilfe einer einfachen Methode ersetzt (vgl. auch Andridge und
Little, 2010, S. 48–49). Anschließend werden die ursprünglich fehlenden Werte mithilfe
eines sequentiellen Hot-Decks imputiert. Bei der Imputation eines Merkmals werden
dabei alle anderen Merkmale als vollständig bzw. vervollständigt betrachtet. Nachdem
alle Merkmale mit fehlenden Werten auf diese Art imputiert wurden, wiederholt sich
der Vorgang. Zur Imputation wird dabei immer die Datenmatrix mit den zuletzt
imputierten Werten als Grundlage verwendet. Die Imputation der einzelnen Variablen

19 Diese Unterscheidung zwischen simultanen und sequentiellen Hot-Deck-Verfahren erfolgt hier
in Anlehnung an Bankhofer (1995, S. 123) und Joenssen (2015, S. 99–103). Andere Autoren
wie Schnell (1985, S. 53–54) grenzen zwar auch simultane und sequentielle Hot-Deck-Verfahren
voneinander ab, definieren die Begriffe aber anders (vgl. auch Schnell, 1986, S. 109–110).

20 Judkins (1998, S. 145) spricht von einem „cyclic n-partition hotdeck“, wobei n die Anzahl an
Merkmalen bei Judkins (1998, S. 145) ist, wofür in dieser Arbeit das Symbol m verwendet wird.
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wird so lange durchgeführt bis eine Art „Konvergenz“ erreicht ist (vgl. Judkins, 1998,
S. 145). Andridge und Little (2010, S. 49) merken an, dass sowohl die Wahl eines
geeigneten Maßes zur Messung von „Konvergenz“ schwierig ist, als auch, dass unklar
ist, ob diese Form des Hot-Decks überhaupt konvergiert (vgl. auch Joenssen, 2015,
S. 105).

4.2.1.3 Mehrfache Verwendung von Spendern

Ein weiterer Aspekt, der Auswirkungen auf Hot-Deck-Verfahren besitzt, ist die Be-
schränkung der Spendehäufigkeit eines Objektes, die auch als Donor-Limit bezeichnet
wird. Die Ideen hinter diesem Vorgehen sind, den Einfluss einzelner Objekte auf das
Imputationsergebnis zu begrenzen und der Versuch die Imputationsvarianz zu verrin-
gern (vgl. Kalton und Kish, 1981, S. 147; Joenssen, 2015, S. 106). Jedoch weist bereits
Sande (1983, S. 344) darauf hin, dass durch eine Beschränkung der Spendehäufigkeit
zwar die Imputationsvarianz verringert werden kann, aber dies gleichzeitig zu einer
erhöhten Verzerrung führen kann. Die Beschränkung der Spendehäufigkeit stellt also
ein Verzerrung-Varianz-Dilemma dar. Das Ziel muss also stets sein, dass die Varianz
durch die Beschränkung stärker sinkt als die dadurch auftretende Verzerrung (vgl.
James et al., 2021, S. 33–36).

Umfangreiche Simulationen zur Untersuchung der Beschränkung der Spendehäu-
figkeit wurden von Joenssen und Bankhofer (2012) und Joenssen (2015, S. 111–172)
durchgeführt. Basierend auf seinen Simulationsergebnissen kommt Joenssen (2015,
S. 177) zu dem Schluss, dass die Sinnhaftigkeit einer Beschränkung der Spendehäufig-
keit unter anderem von dem Ausfallmechanismus und dem Anteil fehlender Werte
abhängt. Er empfiehlt, die Spendehäufigkeit bei weniger als 25 % fehlender Werte
stets zu beschränken.
Bei seinen Untersuchungen geht Joenssen (2015, S. 112) davon aus, dass Spender-

und Empfängermenge disjunkt sind. Ferner verlangt das Optimierungsproblem bei
Joenssen (2015, S. 112), dass für jedes Empfängerobjekt derselbe Pool an potenziellen
Spendern verwendet wird. Diese Anforderungen werden jedoch nicht von allen Hot-
Deck-Formen erfüllt. Insbesondere können unter diesen Annahmen nur vollständige
Objekte spenden, da alle unvollständigen Objekte stets Teil der Empfängermenge sein
müssen, damit sie imputiert werden können. Das Optimierungsproblem in Joenssen
(2015, S. 112) lässt sich jedoch auch für den Fall, dass unvollständige Objekte als
Spender infrage kommen und der Pool an potenziellen Spendern vom Empfängerobjekt
abhängt, verallgemeinern. Diese Verallgemeinerung wird im Folgenden motiviert und
mündet im Optimierungsproblem (4.20).
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Als Vorarbeit wird zunächst auf den Bereich eingegangen, aus dem das Donor-
Limit dl gewählt werden kann, sodass eine vollständige Imputation aller unvoll-
ständigen Objekte möglich ist. Dazu wird ein Optimierungsproblem aufgestellt, wel-
ches – falls eine vollständige Imputation möglich ist – unter anderem eine untere
Schranke dlmin für die Wahl des Donor-Limits dl liefert. Des Weiteren enthält die
Lösung dieses Optimierungsproblems eine mögliche Spender-Empfänger-Zuordnung,
die für jede Wahl eines Donor-Limits dl ≥ dlmin eine zulässige Lösung des Hot-Deck-
Optimierungsproblems (4.20) darstellt. Ferner wird sich zeigen, dass eine vollständige
Imputation aller fehlenden Werte im Rahmen des Hot-Deck-Optimierungsproblems,
falls sie überhaupt möglich ist, genau dann erfolgen kann, wenn das gewählte Donor-
Limit dl im Bereich [dlmin,∞) liegt.
Für die Bestimmung des minimalen Donor-Limits dlmin sei Empf die Menge aller

Empfängerobjekte. In der Regel entspricht Empf der Menge der unvollständigen
Objekte, also Empf = {i ∈ N |∃k ∈ M : vik = 0}. Für jedes Empfängerobjekt j ∈ Empf
umfasst SPj die Menge aller potenziellen Spender. Bei einem simultanen Hot-Deck, bei
dem auch unvollständige Objekte als Spender zugelassen werden, kann diese Menge
z. B. als

SPj = {i ∈ N |∀k ∈ M : vjk = 0 =⇒ vik = 1} (4.14)

definiert werden. Die Bedingung ∀k ∈ M : vjk = 0 =⇒ vik = 1 stellt sicher, dass jedes
Merkmal, welches im Objekt j einen fehlenden Wert aufweist (vjk = 0), im Objekt i
beobachtet wurde (vik = 1). Falls alternativ nur alle vollständigen Objekte als Spender
zugelassen werden, ist die Spendermenge für alle unvollständigen Objekte j ∈ Empf
identisch: SPj = {i ∈ N |∀k ∈ M : vik = 1}.

Für die Definition des Optimierungsproblems wird zusätzlich die Indikatorvariable xij

benötigt, die angibt, ob Objekt i als Spender für Objekt j fungiert. Dabei ist xij = 1,
falls Objekt i seine Werte Objekt j spendet, und ansonsten Null. Hiermit lässt sich
zunächst ein binäres Optimierungsproblem zur Bestimmung des kleinsten Donor-
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Limits dlmin aufstellen, bei dem die vollständige Imputation der unvollständigen
Datenmatrix gewährleistet wird:

min dl (4.15)
unter

∑
j∈N

xij ≤ dl ∀i ∈ N (4.16)

∑
i∈SPj

xij = 1 ∀j ∈ Empf (4.17)

n∑
i=1

n∑
j=1

xij = |Empf | (4.18)

xij ∈ {0,1} ∀(i,j) ∈ N × N (4.19)

Die n Bedingungen (4.16) führen dazu, dass kein Objekt häufiger als dl als Spender
verwendet wird. Die zweite Art von Nebenbedingungen (4.17) gewährleistet, dass jedem
Empfängerobjekt genau ein Spender aus der zugehörigen Spendermenge zugeordnet
wird. Die letzte Bedingung (4.18) stellt sicher, dass nur genau so viele Objekte als
Spender ausgewählt werden, wie Empfänger existieren. Diese Zeile ist notwendig, da
ansonsten nicht sinnvolle Lösungen existieren können, bei denen z. B. ein vollständiges
Objekt i für sich selbst spendet, falls für dieses Objekt die maximale Anzahl an Spende-
möglichkeiten bei der Nebenbedingung ∑n

j=1 xij ≤ dl noch nicht voll ausgeschöpft
ist.

Das Problem (4.15) - (4.19) besitzt genau dann eine Lösung, wenn für alle Empfän-
gerobjekte j ∈ Empf mindestens ein potenzieller Spender existiert (vgl. Anhang C).
Falls das Optimierungsproblem eine Lösung besitzt, enthält die Menge der Optimal-
lösungen alle möglichen Spender-Empfänger-Zuordnungen, die das minimale Donor-
Limit dlmin einhalten. Falls der Zulässigkeitsbereich des Problems leer ist, ist eine
vollständige Imputation aller fehlenden Werte mittels der gewählten Hot-Deck-Form
– unabhängig von der Wahl des Donor-Limits – nicht möglich. Eine Lösung für das
binäre Optimierungsproblem (4.15) - (4.19), sofern sie existiert, kann z. B. mithilfe des
Branch&Bound-Verfahrens ermittelt werden (vgl. z. B. Domschke et al., 2015, S. 140–
146). Im Spezialfall, dass nur alle vollständigen Objekte als Spender zugelassen werden
(SPj = {i ∈ N |∀k ∈ M : vik = 1} für alle j ∈ Empf ), ergibt sich das minimal mögliche
Donor-Limit dlmin als aufgerundeter Quotient zwischen der Anzahl der Empfängerob-
jekte geteilt durch die Anzahl der vollständigen Objekte:

⌈
|Empf |

n−|Empf |

⌉
(vgl. Joenssen,

2015, S. 112). Falls auch unvollständige Objekte als Spender zugelassen werden, ist
die Angabe einer solchen Formel im Allgemeinen nicht mehr möglich und das minimal
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mögliche Donor-Limit dlmin muss mithilfe des Optimierungsproblems (4.15) - (4.19)
bestimmt werden.

Das von Joenssen (2015, S. 112) aufgestellte Hot-Deck-Optimierungsproblem, wel-
ches von disjunkten Spender- und Empfängermengen ausgeht, hat das Ziel im Rahmen
eines Nearest-Neighbour Hot-Decks eine Spender-Empfänger-Zuordnung zu finden,
deren Summe an Distanzen zwischen Spendern und Empfängern möglichst klein ist.
Dieses Optimierungsproblem kann mithilfe der vorherigen Überlegungen auch für
nicht disjunkte Spender- und Empfängermengen und unterschiedliche potenzielle
Spenderpools verallgemeinert werden:

min
n∑

i=1

n∑
j=1

xijdij

unter
∑
j∈N

xij ≤ dl ∀i ∈ N

∑
i∈SPj

xij = 1 ∀j ∈ Empf

n∑
i=1

n∑
j=1

xij = |Empf |

xij ∈ {0,1} ∀(i,j) ∈ N × N

(4.20)

Die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems (4.15) - (4.19) und des Optimie-
rungsproblems (4.20) sind identisch. Der einzige Unterschied ist, dass im Optimie-
rungsproblem (4.15) - (4.19) das Donor-Limit dl die zu minimierende Variable ist,
während dl im Hot-Deck-Optimierungsproblem (4.20) ein vorgegebener/festgelegter
Wert ist. Daher besitzt das Problem (4.20) genau dann eine Lösung, wenn dl ≥ dlmin

ist, wobei dlmin die optimale Lösung für dl aus dem Problem (4.15) - (4.19) ist.21

Durch die Wahl eines kleinen Donor-Limits im Optimierungsproblem (4.20) lässt sich
die Imputationsvarianz verringern, was jedoch, wie bereits am Anfang des Abschnitts
ausgeführt, zu einer erhöhten Verzerrung führen kann. Umgekehrt führt die Wahl eines
großen Donor-Limits zu einer höheren Varianz bei niedrigerer Verzerrung. Welche
Wahl von dl optimal ist, kann nicht direkt aus dem Optimierungsproblem (4.20)
abgeleitet werden.

21 Falls eine Lösung für dl < dlmin existieren würde, würde die gefundene Lösung gleichzeitig
auch die Nebenbedingungen (4.16) - (4.19) erfüllen, im Widerspruch dazu, dass dlmin optimal
ist. Umgekehrt seien die x∗

ij eine Optimallösung des Problems (4.15) - (4.19). Dann sind diese x∗
ij

eine zulässige Lösung des Optimierungsproblems (4.20), wenn dl ≥ dlmin , da sie offensichtlich alle
Nebenbedingungen erfüllen.
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4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

Anstatt das Problem (4.20) für ein vorgegebenes Donor-Limit dl aufzustellen, bietet
es sich daher unter dem Gesichtspunkt des Verzerrung-Varianz-Dilemmas an, dass
Donor-Limit dl als Variable zu betrachten und einen Bestrafungsterm λdl für ein zu
hohes Donor-Limit in die Zielfunktion mit aufzunehmen, wodurch die zu minimierende
Zielfunktion n∑

i=1

n∑
j=1

xijdij + λdl (4.21)

resultiert. Dieses Vorgehen ähnelt der Regularisierung von Regressionsmodellen (vgl.
z. B. James et al., 2021, S. 237–251). Anstatt der festen Vorgabe eines Donor-Limits –
wie im Optimierungsproblem (4.20) – wird das Donor-Limit dl bei der Verwendung
der Zielfunktion (4.21) selbst als zu optimierender Parameter angesehen. Die Wahl
des Donor-Limits wird durch den Tuning-Parameter λ gesteuert. Ein hohes λ führt
zu einem geringen Donor-Limit, während ein kleines λ in einem hohen Donor-Limit
resultiert. Ein weiterer Vorteil der Zielfunktion (4.21) ist, dass für jede Wahl von λ
stets zulässige Lösungen existieren, sofern für jedes Empfängerobjekt mindestens ein
Spenderobjekt existiert. Die vorherige Bestimmung eines minimalen Donor-Limits
bzw. die Erhöhung des Donor-Limits, falls das Optimierungsproblem (4.20) für eine
zu kleine Wahl von dl keine Lösung besitzt, entfällt also bei der Verwendung der
Zielfunktion (4.21). Vielmehr resultiert stets eine (unter der Berücksichtigung von λ)
optimale Zuordnung der Spender zu den Empfängern.

4.2.1.4 Weitere Aspekte

Es existieren neben den bereits vorgestellten Aspekten weitere, die Einfluss auf
die Hot-Deck-Imputation haben. So wird in der Literatur grundsätzlich zwischen
deterministischen und stochastischen Formen der Hot-Deck-Imputation unterschieden
(vgl. z. B. Andridge und Little, 2010, S. 41; Joenssen, 2015, S. 92). Ein weiterer
Aspekt, der die Hot-Deck-Verfahren beeinflussen kann, ist die Berücksichtigung von
Designgewichten bei der Imputation (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 46–47). Dieser
Ansatz lässt sich relativ einfach bei Random Hot-Deck-Verfahren umsetzen, indem
die Auswahlwahrscheinlichkeiten für die potenziellen Spender proportional zu ihren
Gewichten gewählt werden (vgl. Rao und Shao, 1992, S. 816).

Die theoretischen Eigenschaften von Hot-Deck-Verfahren sind in der Literatur nicht
vollständig untersucht (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 49). Die nachfolgenden
Eigenschaften sind eine Zusammenfassung von Andridge und Little (2010, S. 49–55),
wo auch weitere Details zu finden sind. Über das einfache Random Hot-Deck ist
bekannt, dass es bei einem MCAR-Ausfallmechanismus eine unverzerrte Schätzung
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des Erwartungswertes garantiert (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 49). Sowohl das
Random Hot-Deck innerhalb von Imputationsklassen als auch das Nearest-Neighbour
Hot-Deck führen auch bei gewissen Formen von MAR zu konsistenten Schätzungen
des Erwartungswertes. Ferner ist das Nearest-Neighbour Hot-Deck unter gewissen
Annahmen auch bei einem MAR-Ausfallmechanismus in der Lage, die Quantile und
Verteilungen konsistent und asymptotisch unverzerrt zu schätzen (für Details siehe
Chen und Shao (2000)). Alle Formen des Hot-Decks tendieren zu einer Unterschätzung
der Unsicherheit bei Parameterschätzungen, falls die vervollständigte Datenmatrix
ausgewertet wird, als wenn sie vollständig beobachtet wäre. Andridge und Little (2010,
S. 51–55) erläutern drei generelle Möglichkeiten, um diesem Problem zu begegnen,
wobei sie schlussendlich empfehlen, entweder Resampling Methoden oder Multiple
Imputationsverfahren zu verwenden (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 60–61).
Allgemein ist für eine gute Hot-Deck-Imputation insbesondere die Verfügbarkeit

geeigneter Spenderobjekte entscheidend. Die Abbildung 4.7 zeigt, dass dies selbst bei
Vorliegen eines MAR-Ausfallmechanismus problematisch sein kann. Als Ausfallmecha-
nismus wurde unterstellt, dass der y-Wert eines Objektes genau dann unbeobachtet
ist, wenn der x-Wert größer als 0 ist. In der Abbildung 4.7 werden die Objekte mit
fehlenden Werten durch Kreuze dargestellt. Für Objekte mit hohem x-Wert existieren
keine geeigneten Spender, da die beobachteten y-Werte zur Imputation dieser Objekte
zu gering sind (vgl. Andridge und Little, 2010, S. 50). Falls keine solch extreme Form
eines Ausfallmechanismus vorliegt, ist insbesondere die Stichprobengröße entscheidend
für eine Hot-Deck-Imputation, da mit steigendem Stichprobenumfang mehr Spender
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Abbildung 4.7: Problematische Spenderwahl bei MAR-Ausfallmechanismus
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zur Verfügung stehen, was die Imputation verbessert (vgl. Andridge und Little, 2010,
S. 51).

4.2.2 Cold-Deck-Verfahren

Im Gegensatz zu Hot-Deck-Verfahren verwenden Cold-Deck-Verfahren zur Imputation
einer Datenmatrix Informationen aus einer anderen Datenmatrix (vgl. Ford, 1983,
S. 186). Die Cold-Deck-Verfahren können als ein Vorgänger der Hot-Deck-Verfahren
angesehen werden. Bevor das U.S. Census Bureau für den Census of Population Hot-
Deck-Verfahren einsetzte, verwendete es beobachtete Werte aus dem jeweils vorherigen
Census zur Imputation (vgl. U.S. Bureau of the Census, 1961, S. LXXXV). Ford (1983,
S. 186) fasst die Definition von Cold-Deck-Verfahren relativ weit, da er neben der
Nutzung von beobachteten Werten auch die Verwendung von Beziehungen aus einer
anderen Datenmatrix zur Imputation zulässt. Andere Autoren wie z. B. Chapman
(1976, S. 245), Andridge und Little (2010, S. 41) und Little und Rubin (2020, S. 69)
setzen – ähnlich wie bei Hot-Deck-Verfahren – die Verwendung eines beobachteten
Wertes zur Imputation voraus.

Das Finden von geeigneten Imputationswerten kann (analog zu Hot-Deck-Verfahren)
mithilfe von Ähnlichkeitsbeziehungen erfolgen. Hierbei wird in der Literatur unter
anderem die Verwendung von Imputationsklassen erwähnt (vgl. Chapman, 1976, S. 245;
Kalton, 1983, S. 69). Dies setzt im Allgemeinen voraus, dass die Merkmale, welche zur
Bildung von Imputationsklassen bzw. zur Berechnung von Distanzen verwendet werden,
in beiden Datenmatrizen vorhanden sind. Insbesondere bei Zeitreihen bzw. Panels
kann zur Imputation auch der beobachtete Wert für ein Objekt zu einem vorherigen
Zeitpunkt verwendet werden. Als Verbesserung hierfür schlägt Schulte Nordholt (1998,
S. 160) vor, einen zeitlichen Trend bei der Imputation zu berücksichtigen. Falls z. B.
das beobachtete Einkommen im Durchschnitt um 2 % im Vergleich zum letzten
beobachteten Zeitpunkt gestiegen ist, sollten die beobachteten Werte zur Imputation
um 2 % erhöht werden.
Theoretische Eigenschaften von Cold-Deck-Verfahren sind laut Little und Rubin

(2020, S. 69) entweder offensichtlich oder nicht bekannt. Als Kritik an Cold-Deck-
Verfahren ist unter anderem aufzuführen, dass die Werte aus einem vorherigen Unter-
suchungszeitpunkt nicht mehr repräsentativ für den aktuellen Zeitpunkt sein können
(vgl. Kalton, 1983, S. 69–70). Dieser Kritikpunkt kann zwar durch die von Schulte
Nordholt (1998, S. 160) vorgeschlagene Anpassung in manchen Fällen abgemildert
werden, jedoch stellen die imputierten Werte dann nicht mehr unbedingt beobachtete
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Werte dar. Ferner können die benötigte „kalte“ Datenmatrix und die an sie gestellte
Anforderungen (z. B. vorhandene Merkmale, Repräsentativität) problematisch sein
(vgl. Bankhofer, 1995, S. 120). Dies alles lässt einige Autoren schlussfolgern, dass die
Methode in der Realität vermutlich eher selten angewendet wird und veraltet ist (vgl.
Kalton, 1983, S. 69–70; Lessler und Kalsbeek, 1992, S. 214; Bankhofer, 1995, S. 120;
Rässler, 2000, S. 72; Messingschlager, 2012, S. 12).

4.3 Multivariate Imputationsverfahren
In diesem Abschnitt werden verschiedene Möglichkeiten zur Imputation mittels multiva-
riater Analyseverfahren dargestellt. Hierbei wird die Darstellung auf die verbreitetsten
Verfahren Imputation mittels Regressionsanalyse (Abschnitt 4.3.1), Hauptkomponen-
tenanalyse und Singulärwertzerlegung (Abschnitt 4.3.2) sowie die EM-Imputation
(Abschnitt 4.3.3) beschränkt. Darüber hinaus existieren in der Literatur noch weite-
re Vorschläge zur Anwendung multivariater Verfahren zur Imputation. So schlagen
z. B. Wilkinson (1958) und Rubin (1972) die Anwendung einer Varianzanalyse zur
Imputation fehlender Werte vor (vgl. auch Bankhofer, 1995, S. 134–139). Ferner stellt
Bankhofer (1995, S. 139–141) einen Ansatz vor, wie mithilfe der Diskriminanzanalyse
Imputationswerte bestimmt werden können. Details zu diesen Verfahren können in
den genannten Quellen gefunden werden.

4.3.1 Imputation mittels Regressionsanalyse

Die Imputation mittels Regressionsanalyse, die auch als Regressionsimputation be-
zeichnet wird (vgl. z. B. Göthlich, 2009, S. 125; Münnich et al., 2015, S. 272), gehört
zu den bekanntesten MD-Methoden.22 Sie wird in der Literatur sehr häufig erwähnt,
wobei meist nur die Imputation mittels linearer Regression dargestellt wird (vgl.
Bankhofer, 1995, S. 126). Unter anderem weisen Bankhofer (1995, S. 126) und Little
und Rubin (2020, S. 71) darauf hin, dass für eine Imputation grundsätzlich auch
nichtlineare Regressionsmodelle infrage kommen.

Die Grundideen einer Imputation mittels Regressionsanalyse lassen sich gut anhand
eines univariaten Ausfallmusters bei einer ausschließlich quantitativen Datenmatrix
verdeutlichen. Im Folgenden wird zunächst davon ausgegangen, dass nur das Merkmal k

22 Bankhofer (1995, S. 126) weist darauf hin, dass die Regressionsanalyse im eigentlichen Sinn nicht
multivariat ist. Jedoch ordnet Bankhofer (1995, S. 126) die Imputation mittels Regressionsanalyse
aufgrund ihrer Bedeutung unter die multivariaten Verfahren ein, was auch mit der Zuordnung in
Schnell (1986, S. 116–118) übereinstimmt, weshalb diese Zuordnung hier beibehalten wird.
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fehlende Werte besitzt. Zur Imputation der fehlenden Werte im Merkmal k wird zu
Beginn ein Regressionsmodell aufgestellt, in dem das Merkmal k als abhängige Variable
und die restlichen Merkmale als erklärende Variablen fungieren. Häufig wird hierfür
das lineare Modell

ak = β0 + a1β1 + · · ·+ ak−1βk−1 + ak+1βk+1 + · · ·+ amβm + ε, (4.22)

bestehend aus den Merkmalsvektoren ak , a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . am sowie den Regres-
sionskoeffizienten β0, . . . , βk−1, βk+1, . . . , βm und dem Residuum ε, verwendet (vgl.
Little und Rubin, 2020, S. 71). Die Parameterschätzwerte β̂0, . . . , β̂k−1, β̂k+1, . . . , β̂m

werden anhand der vollständig beobachteten Objekte ermittelt und können dann zur
Imputation eingesetzt werden. Die deterministische Regressionsimputation ersetzt
einen fehlenden Wert aik durch (vgl. z. B. Bankhofer, 1995, S. 126; Little und Rubin,
2020, S. 71)

aimp
ik = β̂0 + ai1β̂1 + · · ·+ ai,k−1β̂k−1 + ai,k+1β̂k+1 + · · ·+ ai,mβ̂m. (4.23)

Die stochastische Regressionsimputation addiert zu dem Wert aus der Gleichung (4.23)
noch ein Residuum εik hinzu (vgl. Little und Rubin, 2020, S. 73):

aimp
ik = β̂0 + ai1β̂1 + · · ·+ ai,k−1β̂k−1 + ai,k+1β̂k+1 + · · ·+ ai,mβ̂m + εik . (4.24)

Das Residuum εik wird häufig aus einer Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und
Varianz entsprechend der geschätzten Residualvarianz des Modells (4.22) gezogen.
Die stochastische Regressionsimputation bildet die Variation im Merkmal k durch
die Addition des Residuums besser ab als die deterministische Regressionsimputation
(vgl. Little und Rubin, 2020, S. 73).

Die Schätzung der Parameter von Gleichung (4.22) erfolgt im Normalfall mithilfe
der Methode der kleinsten Quadrate. Details zu diesem Schätzverfahren sind z. B.
bei Bankhofer und Vogel (2008, S. 227–234) und Fahrmeir et al. (2009, S. 90–92)
zu finden. Bankhofer (1995, S. 127) merkt an, dass nicht alle Merkmale in das
Modell 4.22 mit einbezogen werden müssen. Er schlägt vor, dass z. B. anhand des
Determinationskoeffizienten oder von Signifikanztests ein geeignetes Modell ausgewählt
werden kann. Anstatt dieser Auswahlkriterien können auch andere Gütemaße wie das
Akaike oder bayessche Informationskriterium verwendet werden (vgl. James et al.,
2021, S. 232–235). Diese Auswahlkriterien können auch im Rahmen einer Stepwise
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Selection verwendet werden, die z. B. Frane (1976, S. 411) zur Findung eines geeigneten
Imputationsmodells vorschlägt.

Beispiel 4.7 (Deterministische Regressionsimputation)
Auch die Auswirkungen einer Regressionsimputation werden beispielhaft anhand der
ACS-Stichprobe (Anhang B) demonstriert. In der Abbildung 4.8 sind die imputierten
Werte bei der Verwendung einer deterministischen linearen Regressionsimputation
dargestellt. Die Werte liegen alle exakt auf der anhand der vollständigen Objekte
geschätzten Regressionsgeraden. Sie spiegeln dadurch die ursprüngliche Variabilität im
Merkmal Einkommen nicht wider. Dies zeigen auch die Ergebnisse der Simulation in
der Tabelle 4.8. Auch wird der lineare Zusammenhang zwischen Alter und Einkommen
durch eine exakte Positionierung der Imputationswerte auf der Regressionsgeraden
überschätzt. Jedoch ist bei dem MCAR- und MAR-Mechanismus der Mittelwert im
Merkmal Einkommen (nahezu) unverzerrt.
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Abbildung 4.8: ACS-Stichprobe: Deterministische Regressionsimputation

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 32,0 34,6 25,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,4 37,4 35,8
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,20 0,24 0,21

Tabelle 4.8: ACS-Stichprobe: Deterministische Regressionsimputation
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Beispiel 4.8 (Stochastische Regressionsimputation)
In der Abbildung 4.9 und in der Tabelle 4.9 sind die Ergebnisse einer stochastischen
Regressionsimputation der ACS-Stichprobe (Anhang B) dargestellt. Beim Vergleich
mit der deterministischen Regressionsimputation in der Abbildung 4.8 zeigt sich, dass
die imputierten Werte nicht mehr direkt auf der Regressionsgerade liegen, sondern um
diese streuen. Dies führt dazu, dass die ursprüngliche Variabilität in der Datenmatrix
besser abgebildet wird. Gleichzeitig ist aus der Abbildung 4.9 ersichtlich, dass aus
einer Regressionsimputation auch unplausible Werte resultieren können. Ein Teil der
imputierten Werte ist negativ, obwohl alle beobachteten Einkommenswerte in der
Stichprobe nichtnegativ sind.
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Abbildung 4.9: ACS-Stichprobe: Stochastische Regressionsimputation

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 27,0 26,5 19,6
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,3 43,0 41,3
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,17 0,21 0,18

Tabelle 4.9: ACS-Stichprobe: Stochastische Regressionsimputation

In der Tabelle 4.9 ist zu sehen, dass die stochastische Regressionsimputation –
analog zur deterministischen Regressionsimputation – sowohl bei einem MCAR als
auch bei einem MAR-Ausfallmechanismus den Mittelwert (nahezu) nicht verzerrt.
Durch die zusätzliche Streuung sind die Schätzwerte für die Standardabweichung und
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die Korrelation bei der stochastischen Regressionsimputation weniger stark verzerrt
als bei einer deterministischen Regressionsimputation.

4.3.1.1 Die Methode von Buck und ihre Erweiterungen

Wenn kein univariates Ausfallmuster vorliegt, lässt sich das Modell (4.22) nicht direkt
anwenden, da eventuell mehr als ein Wert eines Objektes unbeobachtet ist. Eine Er-
weiterung der deterministischen Regressionsimputation zur Imputation multivariater
Ausfallmuster stellt die Methode von Buck (1960, S. 303) dar. Bei dieser wird die
Datenmatrix zunächst in zwei Teilmatrizen, welche die unvollständigen bzw. voll-
ständigen Objekte enthalten, unterteilt. Anschließend werden für jedes unvollständig
beobachtete Objekt i eigene Regressionsmodelle, die auf das Ausfallmuster des Ob-
jekts angepasst sind, aufgestellt. Dazu wird für jedes im Objekt i nicht beobachtete
Merkmal k das Modell

ak = β0 +
∑

l∈Mi

alβl + ε (4.25)

aufgestellt, bei dem alle im Objekt i beobachteten Merkmale (zusammengefasst in
der Indexmenge Mi) als unabhängige Variablen verwendet werden. Die Parameter des
Modells werden dann mithilfe der vollständig beobachteten Objekte geschätzt und
abschließend wird der Wert

aimp
ik = β̂0 +

∑
l∈Mi

al β̂l (4.26)

imputiert (vgl. Buck, 1960, S. 303).
Eine Limitation der Methode von Buck (1960) ist die ausschließliche Verwendung

der vollständigen Objekte zur Parameterschätzung. Hierdurch können in den unvoll-
ständigen Objekten enthaltene Informationen nicht zur Imputation genutzt werden.
Ferner benötigt die Methode von Buck (1960) eine Mindestzahl vollständiger Ob-
jekte, da ansonsten die Schätzung der Regressionsmodelle nicht möglich ist. Diese
Mindestzahl hängt von dem vorliegenden Ausfallmuster ab, da zur Schätzung eines
Regressionsmodells mindestens so viele Objekte benötigt werden, wie unabhängige
Variablen im Modell vorkommen (vgl. Bankhofer, 1995, S. 130). Darüber hinaus sollten
für gute Parameterschätzungen deutlich mehr Objekte als zu schätzende Parameter
vorhanden sein, wodurch die empfehlenswerte Anzahl an Objekte noch einmal erhöht
wird (vgl. Gleason und Staelin, 1975, S. 236–237; James et al., 2021, S. 225–226).

Diese Limitation versuchen Gleason und Staelin (1975, S. 236–237) durch ihre
Anpassung der Methode von Buck (1960) zu umgehen. Sie verwenden dieselben Re-
gressionsmodelle wie in der Methode von Buck, führen die Schätzung der Modelle
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jedoch nicht mehr anhand der vollständigen Objekte durch, sondern imputieren zu-
nächst für alle fehlenden Werte den beobachteten Merkmalsmittelwert und verwenden
die so vervollständigte Datenmatrix zur Schätzung der Regressionskoeffizienten (vgl.
Gleason und Staelin, 1975, S. 236–237; Bankhofer, 1995, S. 130). Alternativ schlagen
Gleason und Staelin (1975, S. 236–237) basierend auf der Idee von Glasser (1964,
S. 835–836) auch vor, eine Kovarianzmatrix anhand der verfügbaren Objekte zu
berechnen und anschließend mithilfe dieser Kovarianzmatrix die Regressionsparameter
zu schätzen. Nach ihren Untersuchungen beider Varianten empfehlen Gleason und
Staelin (1975, S. 242–243) die Mittelwertimputation bei wenig Objekten und geringer
Korrelation, während sie bei vielen Objekten und stärkeren Korrelationen die Methode
basierend auf der Analyse der verfügbaren Objekte präferieren.

Eine andere Modifikation der Methode von Buck, um die vorher genannte Limitation
auf die vollständig beobachteten Objekte zu umgehen, schlagen Chan und Dunn (1972,
S. 474) vor. Bei ihrer Anpassung ersetzen Chan und Dunn (1972, S. 474) zunächst
die fehlenden Werte in allen Objekten mit nur einem fehlenden Wert anhand der
Methode von Buck. Anschließend ersetzen sie die fehlenden Werte in allen Objekten
mit genau zwei fehlenden Werten, wobei auch die bereits vervollständigten Objekte
mit zur Schätzung der Regressionskoeffizienten herangezogen werden. Im nächsten
Schritt werden alle Objekte mit drei fehlenden Werten imputiert, wobei wiederum
alle bereits imputierten und vollständigen Objekte zur Parameterschätzung verwendet
werden. Dieses Vorgehen wird fortgesetzt, bis alle fehlenden Werte imputiert sind,
wobei für jede Ersetzung die Methode von Buck angewendet wird.

Eine weitere Methode, die große Ähnlichkeiten zur Methode von Buck (1960) und
den beiden Anpassungen von Gleason und Staelin (1975) sowie Chan und Dunn (1972)
aufweist, ist die Methode von Walsh (1961). Ihre Beschreibung ist relativ umfangreich
(vgl. Gleason und Staelin, 1975, S. 232), weshalb auf eine Darstellung verzichtet
wird. Weitere Details zu dieser Methode können direkt bei Walsh (1961) oder z. B.
bei Bankhofer (1995, S. 131–133) gefunden werden. Bei ungünstigen Ausfallmustern
müssen bei der Methode von Buck (1960) und deren Modifikationen vergleichsweise
viele Regressionsmodelle geschätzt werden (vgl. Bankhofer, 1995, S. 129–133). Bei der
Methode von Buck (1960) und der Modifikation von Gleason und Staelin (1975) lassen
sich die benötigten Parameterschätzwerte jedoch sehr einfach mithilfe des Sweep-
Operators berechnen, wodurch die Anzahl an zu schätzenden Parametern zumindest
bei diesen Methoden unter Rechenzeitaspekten unproblematisch ist (vgl. Buck, 1960,
S. 303; Little und Rubin, 2020, S. 72). Durch die Anpassungen von Gleason und Staelin
(1975) oder Chan und Dunn (1972) bzw. bei der Methode von Walsh (1961) werden
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für die Schätzung der Regressionsmodelle mehr Informationen aus den verfügbaren
Objekten genutzt, als dies bei der ursprünglichen Methode von Buck (1960) der Fall
ist. Jedoch sind sowohl bei der Anpassung von Chan und Dunn (1972) als auch bei
der Methode von Walsh (1961) die Parameterschätzungen vieler Regressionsmodelle
abhängig von bereits vorher geschätzten Regressionsmodellen, wodurch Verzerrungen
bei den Parameterschätzungen auftreten können (vgl. Bankhofer, 1995, S. 133).

4.3.1.2 Iterative Ansätze

Eine weitere Möglichkeit zur Imputation mittels Regressionsanalyse bei multivaria-
ten Ausfallmustern stellen iterative Ansätze dar. Der erste Ansatz dieser Art ist
gemäß Anderson et al. (1983, S. 458) die Methode von Federspiel et al. (1959).23 Bei
dieser Methode wird die Datenmatrix A zunächst mithilfe eines einfachen Imputa-
tionsverfahrens vervollständigt. Federspiel et al. (1959, S. 49) sprechen in diesem
Zusammenhang auch von Initialwerten für die fehlenden Werte und schlagen vor,
diese Initialwerte anhand einer Mittelwertimputation für jedes Merkmal mit fehlenden
Werten zu generieren. Anschließend werden die fehlenden Werte sukzessive für jedes
Merkmal k ∈ {1, . . . ,m}, beginnend mit dem kleinsten Index imputiert. Der Impu-
tationswert für einen fehlenden Wert aik im Merkmal k wird analog zur univariaten
deterministischen Regressionsimputation mittels Gleichung (4.23) berechnet.

Die Parameter der Gleichung (4.23) werden immer anhand der zuletzt vervollstän-
digten Datenmatrix geschätzt. Für das erste Merkmal mit fehlenden Werten wird
also die Datenmatrix mit den Initialwerten verwendet. Für das zweite Merkmal mit
fehlenden Werten wird die Datenmatrix verwendet, die aus der Regressionsimputa-
tion des ersten Merkmals und der Mittelwertimputation der restlichen Merkmale
besteht. Nun wird so lange über die Merkmale mit fehlenden Werten iteriert, bis
sich die neu imputierten Werte von den vorherigen Imputationswerten nicht mehr
unterscheiden (vgl. Federspiel et al., 1959, S. 49–52). Anstatt der strikten Gleichheit
der Imputationswerte, wie sie formal bei Federspiel et al. (1959, S. 51) gefordert wird,
kann ein Schwellwert festgelegt werden und falls die Änderung der Imputationswerte
kleiner als dieser Schwellwert ist, wird das Verfahren abgebrochen (vgl. Jackson, 1968,

23 Federspiel et al. (1959, S. 49–52) bezeichnen die Methode in ihrer Originalarbeit als „The Greenberg
Procedure“. In späteren Veröffentlichungen wird die Methode jedoch nach Federspiel et al. (1959)
zitiert (vgl. Jackson, 1968, S. 837; Anderson et al., 1983, S. 458; Bankhofer, 1995, S. 127–128),
da die angegebene Originalquelle von Greenberg (ein Arbeitsbericht der Universität von North
Carolina aus dem Jahr 1957) vermutlich schon zur damaligen Zeit nicht mehr verfügbar war.
Im Folgenden wird die Methode daher im Einklang mit der zitierten Literatur als Methode von
Federspiel et al. (1959) bezeichnet und nach Federspiel et al. (1959) zitiert.

79



4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

S. 839; Bankhofer, 1995, S. 127). Die Konvergenz der Methode von Federspiel ist zwar
noch nicht formal bewiesen, jedoch zeigt Bankhofer (1995, S. 127–129) anhand von
Analogien zu anderen Imputationsverfahren auf, dass die Konvergenz gesichert sein
sollte.
Alternativ zur Methode von Federspiel et al. (1959) schlagen Gleason und Staelin

(1975, S. 238) vor, ihre Abwandlung der Methode von Buck (1960) iterativ anzuwenden.
Finkbeiner (1979, S. 413) stellt bei seiner Untersuchung der iterativen Anwendung
basierend auf der Idee von Gleason und Staelin (1975, S. 238) fest, dass die Impu-
tationswerte teilweise nicht konvergieren, sondern zwischen zwei unterschiedlichen
Werten alternieren. Das Problem tritt bei der Untersuchung von Finkbeiner (1979,
S. 413) nur bei Datenmatrizen mit wenigen Objekten auf. Sobald genügend Objekte
vorhanden sind, konnte Finkbeiner (1979, S. 413) keine Probleme mit der Konvergenz
der Imputationswerte beobachten.
Die bisher beschriebenen Formen der iterativen Regressionsimputation sind deter-

ministischer Natur. Gold und Bentler (2000, S. 332–333) schlagen eine iterative Form
der stochastischen Regressionsimputation vor. Zur initialen Vervollständigung der
Datenmatrix verwenden sie ein einfaches Random Hot-Deck. Anschließend werden
in jedem Merkmal k die fehlenden Werte anhand des Modells (4.24) der univariaten
stochastischen Regressionsimputation ersetzt. Die Parameterschätzwerte basieren
dabei zunächst für alle Merkmale auf der initial imputierten Datenmatrix. Erst nach-
dem alle Merkmale einmal mithilfe des Modells (4.24) imputiert wurden, wird diese
Datenmatrix zur Schätzung der Parameter in der darauffolgenden Iteration verwendet.
Im Gegensatz zur Methode von Federspiel et al. (1959) werden also zunächst alle Merk-
male einmal imputiert, bevor die so entstandene Datenmatrix zur Parameterschätzung
der darauffolgenden Iteration verwendet wird. Hierdurch ist die Imputationsreihenfolge
der Merkmale irrelevant. Für die stochastische Komponente εik des Modells (4.24) ver-
wenden Gold und Bentler (2000, S. 332) beobachtete Residuen zwischen Schätzwerten
basierend auf dem linearen Modell und den beobachteten Werten. Da eine Konvergenz
der Imputationswerte aufgrund deren Stochastizität nicht zu erwarten ist, brechen
Gold und Bentler (2000, S. 333) die Imputation nach 3 Iterationen ab. Weitere Ansätze,
mit denen unter anderem auch eine iterative (stochastische) Regressionsimputation
durchgeführt werden kann, werden in Abschnitt 4.3.1.5 dargestellt.

4.3.1.3 Adaptive Regressionsimputation

Eine Methode, die ursprünglich aus dem Bereich Microarray-Analyse stammt, und
sich dort bewährt hat (vgl. z. B. Brock et al., 2008; Celton et al., 2010; Oh et al., 2011,
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S. 85), ist die adaptive Regressionsimputation.24 Sie basiert auf der Arbeit von Bø
et al. (2004), in welcher sie im Sprachgebrauch der Microarray-Analyse definiert ist.
Um die Methode zu verallgemeinern, werden im Folgenden die Begriffe Zeile anstatt
Gene und Spalte an Stelle von Array verwendet. Eine Diskussion, inwieweit diese
Übertragung der Begriffe adäquat ist, wird am Ende des Abschnitts erfolgen, da dies
sinnvoller nach der Beschreibung des Verfahrens geschehen kann.

Bei der adaptiven Regressionsimputation werden Imputationswerte aus zwei Verfah-
ren kombiniert. Im ersten Schritt wird eine „Zeilenimputation“ (Bezeichnung bei Bø
et al. (2004): LSimpute gene) durchgeführt. Die Imputationswerte dieses Verfahrens
fließen zum einen in den endgültigen Imputationswert der adaptiven Regressionsimpu-
tation ein und werden zum anderen auch im Rahmen des zweiten Imputationsverfah-
rens, der „Spaltenimputation“ (Bezeichnung bei Bø et al. (2004): LSimpute array),
verwendet. Nach dem Abschluss beider Imputationsverfahren wird für jeden einzelnen
zu imputierenden Wert ein Gewichtungskoeffizient zur Aggregation beider Resultate
bestimmt. Die Bestimmung der Gewichte wird dabei an die Datenmatrix „adaptiert“
und erklärt damit den Namen des Verfahrens. Die einzelnen Schritte werden im
Folgenden genauer dargestellt.

Bei der „Zeilenimputation“ wird die Datenmatrix zeilenweise durchgegangen. Fehlt
der Wert aik in der Zeile i, werden die κ Zeilen mit der höchsten absoluten Korrelation
zur Zeile i, die im Merkmal k keinen fehlenden Wert aufweisen, bestimmt. Die
Berechnung der Zeilenkorrelationen erfolgt anhand der paarweise verfügbaren Werte.
Sei Nκ,ik die Indexmenge der κ Zeilen mit der höchsten Korrelation. Dann wird
anhand jeder Zeile j ∈ Nκ,ik ein einfaches lineares Regressionsmodell basierend auf den
paarweise verfügbaren Werten geschätzt. In diesen Modellen fungiert die Zeile i als
abhängige und die Zeile j als unabhängige Variable. Anhand dieser Regressionsmodelle
werden κ Imputationswerte für den fehlenden Wert aik erzeugt. Die κ Imputationswerte
werden anhand der Gewichte

wj =

(
r2

ij
1−r2

ij+ε

)2

∑
l∈Nκ,ik

(
r2

il
1−r2

il+ε

)2 , (j ∈ Nκ,ik) (4.27)

zu einem Imputationswert für aik linear aggregiert. In der Gleichung (4.27) ist rij

die Korrelation zwischen den Zeilen i und j sowie ε = 10−6 eine Konstante, die eine

24 In dem ursprünglichen Beitrag von Bø et al. (2004) trägt das hier beschriebene Verfahren den
Namen LSimpute adaptive. In späteren Arbeiten wird diese Methode auch als least squares
adaptive bezeichnet (vgl. z. B. Brock et al., 2008; Chiu et al., 2013).
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Division durch Null verhindert, falls die Zeilen i und j perfekt korreliert sind. Der
Zähler des Doppelbruches führt dazu, dass Imputationswerte basierend auf Zeilen
mit hoher absoluter Korrelation bei der Aggregation stärker als Imputationswerte
aus Zeilen mit niedrigerer absoluter Korrelation gewichtet werden. Der Nenner des
Doppelbruches dient der Normierung der Gewichte, sodass sie in Summe eins ergeben.
Für die Wahl von κ schlagen Bø et al. (2004) den Wert 10 vor, da dieser bei ihren
Experimenten gute Resultate erzielte. Sie weisen jedoch auch darauf hin, dass für
andere Datenmatrizen andere Werte für κ besser geeignet sein können.

Der zweite Schritt der adaptiven Regressionsimputation stellt die „Spaltenimputati-
on“ dar. Zu Berechnung der Imputationswerte wird für jedes Objekt i die Datenma-
trix A anhand der beobachteten und unbeobachteten Merkmale im Objekt i partitio-
niert. Dazu enthalten die MengenMi = {k ∈ M : vik = 1} undM i = {k ∈ M : vik = 0}
die Indizes der beobachteten bzw. unbeobachteten Merkmale im Objekt i. Nun ist die
Spaltenimputation für die unbeobachteten Werte aM i im Objekt i definiert als

aM i = aM i + SM i ,Mi
S−1

Mi ,Mi

(
aMi − aMi

)
. (4.28)

In der Gleichung (4.28) sind aMi , aMi und aM i Spaltenvektoren, welche die beobachteten
Werte im Objekt i, sowie den Mittelwert der beobachteten bzw. der unbeobachteten
Merkmale im Objekt i enthalten. Ferner sind SM i ,Mi

und SMi ,Mi die Untermatrizen
der Kovarianzmatrix S , welche die Kovarianzen zwischen den Merkmalen M i und Mi

bzw. Mi und Mi enthalten. Die Kovarianzmatrix S und die Mittelwerte aMi sowie aM i

werden dabei anhand der mittels Zeilenimputation imputierten Matrix berechnet (vgl.
Bø et al., 2004).

Die imputierten Werte der adaptiven Regressionsimputation werden anhand eines
gewichteten Mittelwerts des Zeilen- aZImp

ik und des Spaltenimputationswerts aSImp
ik

berechnet:
aimp

ik = wik · aZImp
ik + (1− wik)aSImp

ik . (4.29)

Zur Berechnung des Gewichtes wik werden zunächst 5 % der beobachteten Wer-
te aus der unvollständigen Datenmatrix mithilfe eines MCAR-Ausfallmechanismus
gelöscht. Anschließend werden diese gelöschten Werte einmal mittels Zeilen- und
einmal mittels Spaltenimputation ersetzt. Anhand dieser imputierten Werte der
Zeilenimputation aZImp,hilf

jl bzw. der Spaltenimputation aSImp,hilf
jl werden die Feh-

ler eZImp
jl = aZImp,hilf

jl − aobs
jl bzw. eSImp

jl = aSImp,hilf
jl − aobs

jl für jeden der gelöschten
beobachteten Werte aobs

jl berechnet. Daraufhin wird für jeden gelöschten beobach-
teten Wert aobs

jl die maximale absolute Korrelation, die bei der Zeilenimputation
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verwendet wurde, rmax,hilf ,jl ermittelt. Um das Gewicht wik zur Berechnung des finalen
Imputationswerts aimp

ik zu bestimmen, wird auch für aik der maximale absolute Kor-
relationskoeffizient rmax,ik , der bei der Zeilenimputation verwendet wurde, bestimmt.
Nun wird das optimale Gewicht wik anhand der Hilfsimputationswerte mit ähnlich
hoher maximaler absoluter Korrelation wie rmax,ik bestimmt. Dazu werden alle Hilfs-
imputationswerte mit rmax,hilf ,jl ∈ [rmax,ik − 0,05, rmax,ik + 0,05] verwendet. Wenn die
Indizes dieser Hilfsimputationswerte in der Menge25

Rik = {(j,l) ∈ N ×M : rmax,hilf ,jl ∈ [rmax,ik − 0,05, rmax,ik + 0,05]} (4.30)

zusammengefasst sind, dann lautet das Optimierungsproblem zur Bestimmung von
wik :

min
∑

(j,l)∈Rik

(
wikeZImp

jl + (1− wik)eSImp
jl

)2

unter wik ∈ [0,1]
(4.31)

Anhand des so bestimmten Gewichtes wik wird der finale Imputationswert der ad-
aptiven Regressionsimputation mittels Gleichung (4.29) berechnet (vgl. Bø et al.,
2004).

Wie bereits in der Einleitung angemerkt, stammt die adaptive Regressionsimputation
aus dem Bereich der Microarray-Analyse. In diesem Bereich repräsentieren üblicherwei-
se die Zeilen einer Matrix die Gene und die Spalten enthalten die Informationen über
die Arrays bzw. die Proben eines Experiments (vgl. z. B. Ouyang et al., 2004, S. 917;
Kim et al., 2005, S. 187; Aittokallio, 2010, S. 256; Liew et al., 2011, S. 499). Anhand
dieses Aufbaus einer Datenmatrix erscheint es zunächst naheliegend, die Methode
LSimpute gene als Zeilenimputation bzw. LSimpute array als Spaltenimputation zu
definieren. Auf der anderen Seite wird bei einer Betrachtung des zugrundeliegenden
Vorgangs der Datenerhebung deutlich, dass bei einem Microarray-Experiment die
Arrays die Merkmalsträger/Objekte und die Gene die Merkmale darstellen. Daher
erscheint es auch möglich LSimpute gene als „Merkmalsimputation“ und LSimpu-
te array als „Objektimputation“ aufzufassen. Hierdurch müssten beide Methoden
genau umgekehrt zur Definition in diesem Abschnitt zugeordnet werden, da die Daten-
matrix A in den Zeilen die Objekte und in den Spalten die Merkmale enthält. Beim
Studium von Bø et al. (2004) stellt sich heraus, dass Bø et al. (2004) die Zuordnung
der einfachen Regression für die Zeilen und die multiple Regression für die Spalten

25 Falls weniger als 100 Hilfswerte die Bedingung rmax,ik ± 0,05 erfüllen, wird der Bereich so lange
vergrößert, bis mindestens 100 Werte zur Verfügung stehen (vgl. Bø et al., 2004).
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anhand der Dimensionalität der Datenmatrix vorgenommen haben und nicht anhand
einer Objekt/Merkmalsüberlegung. Da im Rahmen von Microarray-Experimenten
normalerweise die Zeilenanzahl deutlich größer als die Spaltenanzahl ist (vgl. Butte,
2002, S. 951), wie auch stillschweigend in dieser Arbeit für die Datenmatrix A meist
angenommen, erscheint es folglich sinnvoll LSimpute gene als Zeilenimputation und
LSimpute array als Spaltenimputation aufzufassen.

4.3.1.4 Lokale Regressionsimputation

Bei einer lokalen Regressionsimputation werden anstelle aller verfügbaren Objekte nur
die κ Objekte, die zum zu imputierenden Objekt am ähnlichsten sind, zur Schätzung
der Regressionskoeffizienten verwendet. Zur Bestimmung der κ ähnlichsten Objekte
zu einem Objekt i mit fehlenden Werten muss zunächst ein geeigneter Distanz- bzw.
Ähnlichkeitsindex gewählt werden. Kim et al. (2005, S. 188) verwenden hierfür unter
anderem die euklidische Distanz

d(i,j) =
√∑

k∈Mi

(aik − ajk)2, (4.32)

wobei sie zur Berechnung nur die Merkmale der Menge Mi verwenden, die bei Objekt i
beobachtet sind. Damit bei der Berechnung in der Gleichung (4.32) keine fehlenden
Werte im Objekt j auftreten, schlagen Kim et al. (2005, S. 190) vor, entweder die
fehlenden Werte im Objekt j zunächst anhand der beobachteten Merkmalsmittelwerte
zu imputieren oder nur vollständige Objekte zur Imputation zuzulassen. Allgemeiner
kann auch eine gewichtete Lp-Distanz anhand der paarweise verfügbaren Merkmale
bei Objekt i und j verwendet werden, welche in Abschnitt 3.1.2 erläutert wurde.
Falls gemischt-skalierte Datenmatrizen vorliegen, können die vorherigen Ansätze

nicht direkt eingesetzt werden. Eine Möglichkeit ist, die Daten neu zu kodieren, sodass
die vorherigen Methoden verwendet werden können. Vorschläge für eine entsprechende
Codierung sind z. B. bei Graham (2009, S. 562–563), Fahrmeir et al. (2009, S. 80–83)
und Joenssen (2015, S. 86–87) zu finden. Alternativ können auch zunächst geeignete
merkmalsspezifische Distanzindizes dk(i,j) berechnet und diese mittels einer linearen
homogenen Aggregation, wie in Abschnitt 3.1.2 dargestellt, aggregiert werden.

Sobald die κ nächsten Nachbarn zu einem Objekt i bestimmt sind, werden diese in
einer Matrix Ai zusammengefasst. Die Matrix Ai wird dabei als vollständig angesehen,
da entweder nur vollständige Objekte als Nachbarn verwendet werden oder die fehlen-
den Werte der Nachbarn im Vorfeld imputiert werden (vgl. Kim et al., 2005, S. 190).
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Anhand der Matrix Ai wird nun ein multivariates Regressionsmodell für die fehlenden
Werte aik̄1 , . . . , aik̄m̄i

im Objekt i geschätzt, sodass die fehlenden Werte anhand der
folgenden Gleichung imputiert werden können:

aimp
ik̄1

= β01 + β11aik1 + · · ·+ βmi ,1aikmi

aimp
ik̄2

= β02 + β12aik1 + · · ·+ βmi ,2aikmi

...
aimp

ik̄m̄i
= β0m̄i + β1m̄iaik1 + · · ·+ βmi ,m̄iaikmi

(4.33)

Dabei sind k1, . . . , kmi die Indizes der im Objekt i beobachteten Merkmale und
k̄1, . . . , k̄m̄i die Indizes der nicht beobachteten Merkmale im Objekt i. Die Koeffizien-
ten jeder Zeile aus der Gleichung (4.33) können dabei mittels multipler Regression
geschätzt werden (vgl. Kim et al., 2005, S. 189–190; Johnson und Wichern, 2007,
S. 387–389).
Für die Bestimmung von κ schlagen Kim et al. (2005, S. 191) vor, einen oder

mehrere bekannte Werte zu löschen. Diese gelöschten Werte werden dann mittels
lokaler Regressionsimputation mit verschiedenen Werte für κ imputiert. Anschließend
wird der Wert für κ für die Imputation der unvollständigen Datenmatrix verwendet,
welcher das „beste“ Ergebnis liefert. Jedoch stellen Brock et al. (2008) bei ihrer
Untersuchung fest, dass die so ausgewählten Werte für κ stark variieren können.

Als Alternative zu der obigen Definition der lokalen Regression bei der die κ nächsten
Objekte und alle Merkmale zur Imputation verwendet werden, schlagen Kim et al.
(2005, S. 189) auch vor, nur die κ nächsten Merkmale und alle Objekte zur Imputation
zu verwenden. Eine denkbare Anpassung der lokalen Regressionsimputation ist eine
Veränderung der Definition von „lokal“. Anstatt einer festen Anzahl κ an Nachbarn
auszuwählen und anschließend eine parametrische Regression durchzuführen, wäre
es auch möglich, einen nichtparametrischen Regressionsansatz zu wählen. Dies wäre
z. B. mithilfe einer lokalen Regression oder mithilfe von Splines möglich (für Details
zu diesen Verfahren siehe z. B. Fahrmeir et al., 2009 und James et al., 2021).
Beispiel 4.9 (Lokale Regressionsimputation)
Zur Veranschaulichung einer lokalen Regressionsimputation wird eine solche für
die ACS-Stichprobe des Anhangs B durchgeführt. Da es sich hierbei nur um ein
Beispiel handelt, wurde zur Demonstration willkürlich κ = 10 gewählt und es werden
stets nur vollständige Objekte zur Schätzung der Regressionskoeffizienten verwendet.
In der Abbildung 4.10 ist die lokale Struktur der Imputationswerte gut erkennbar.
Im Vergleich zur deterministischen Regressionsimputation (Abbildung 4.8) werden
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hierdurch insbesondere für Personen über 70 sinnvollerer Imputationswerte generiert.
Jedoch könnte eine höhere Wahl von κ insbesondere im mittleren Altersbereich zu
plausibleren Werten führen.
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Abbildung 4.10: ACS-Stichprobe: Lokale Regressionsimputation

Die Ergebnisse der Beispielsimulation anhand der Stichprobe aus dem Anhang B
sind in der Tabelle 4.10 gegeben. Es zeigt sich, wie bei den beiden anderen Ansätzen
zur Regressionsimputation, eine relativ gute Schätzung des mittleren Einkommens bei
MCAR und MAR bei einer gleichzeitigen Überschätzung des Median-Einkommens.
Ähnlich wie bei der deterministischen Regressionsimputation wird auch in diesem Fall
die Standardabweichung unter- und die Korrelation überschätzt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,5 37,4 33,0
Einkommen: Median 23,5 29,5 29,7 23,1
Einkommen: Standardabweichung 44,2 39,7 38,6 37,1
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,20 0,21 0,20

Tabelle 4.10: ACS-Stichprobe: Lokale Regressionsimputation

4.3.1.5 Weitere Ansätze und Imputation qualitativer Daten

Zusätzlich zu den bereits vorgestellten Möglichkeiten existieren in der Literatur
Erweiterungen der beschriebenen Verfahren und weitere Ansätze, um mithilfe von
Regressionsmodellen zu imputieren. So schlägt z. B. Haitovsky (1968, S. 68) vor, die
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MD-Indikatorvariablen mit in die Regressionsimputationsmodelle mitaufzunehmen.
Ein anderer Ansatz ist z. B. die iterative Anwendung der lokalen Regression (vgl.
Cai et al., 2006, S. 938–941). Neben den Erweiterungen der Regressionsimputation
existieren auch Verfahren, deren primäres Ziel Parameterschätzungen sind, die jedoch
in diesem Rahmen auf Formen der Regressionsimputation zurückgreifen. Hierunter
zählen nach Bankhofer (1995, S. 133–134) insbesondere die Methode von Yates (1933)
und die Barlett’s ANCOVA Methode (1937). Da diese Methoden ursprünglich nicht
zum Imputieren gedacht sind, wird auf eine detaillierte Darstellung verzichtet.
Die bisher vorgestellten Verfahren gehen fast ausschließlich davon aus, dass eine

rein quantitative Datenmatrix zur Imputation vorliegt. Es existieren jedoch auch
Möglichkeiten zur Imputation mittels Regression bei qualitativen oder gemischten
Datenmatrizen. Eine solche Möglichkeit zur Imputation quantitativer und gemischter
Datenmatrizen ist die Imputation and Variance Estimation Software (IVEware) von
Raghunathan et al. (2016), die auf der Veröffentlichung von Raghunathan et al. (2001)
basiert. Bei IVEware wird abhängig vom Skalenniveau der zu imputierenden Variable
ein geeignetes Regressionsmodell verwendet (vgl. Raghunathan et al., 2001, S. 87;
Templ et al., 2011, S. 2795):

• ein lineares Regressionsmodell bei quantitativen Merkmalen,

• ein logistisches Regressionsmodell bei binären Merkmalen,

• ein multinomiales oder generalisiertes logistisches Regressionsmodell bei einer
kategorialen Variablen,

• eine Poisson-Regression bei Zähldaten und

• ein Zwei-Phasen-Ansatz bei semi-quantitativen Merkmalen.

Die fehlenden Werte werden bei IVEware mittels eines iterativen Ansatzes imputiert.
Dabei werden zunächst die Parameter des jeweiligen Regressionsmodells aus einer
geeigneten Verteilung gezogen (Details hierzu sind bei Raghunathan et al. (2001,
S. 94) zu finden) und anschließend wird eine stochastische Regressionsimputation
durchgeführt. Die Merkmale werden bei IVEware in einer festen Reihenfolge impu-
tiert, wobei als unabhängige Merkmale nur vollständig beobachtete und bereits im
selben Schritt imputierte Merkmale verwendet werden (vgl. Raghunathan et al., 2001,
S. 87). Daher benötigt IVEware keine Initialwerte für die fehlenden Werte, jedoch
werden für die Imputation eines Merkmals eventuelle nicht alle in der Datenmatrix
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vorhandenen Informationen genutzt (vgl. Templ et al., 2011, S. 2796). Die Imputati-
onsreihenfolge legen Raghunathan et al. (2001, S. 87) anhand der Anteile fehlender
Werte in den Merkmalen fest. IVEware imputiert sequentiell immer das Merkmal
mit dem geringsten Anteil fehlender Werte, wobei bereits in der aktuellen Iteration
imputierte Merkmale als vollständig angesehen werden. Der Algorithmus bricht ab,
sobald sich entweder die Imputationswerte stabilisieren oder eine vorgegebene Anzahl
an Iterationen durchlaufen wurde (vgl. Raghunathan et al., 2001, S. 87).

Als Verbesserung von IVEware stellen Templ et al. (2011, S. 2796) den Algorithmus
Iterative Robust Model-based Imputation (IRMI) vor. Bei IRMI werden zunächst
Initialwerte für alle fehlenden Werte mithilfe eines einfachen Imputationsverfahrens
bestimmt. Anschließend werden die Merkmale in derselben Reihenfolge wie bei IVE-
ware imputiert, jedoch werden stets alle Merkmale bis auf das zu imputierende als
Regressoren im Modell verwendet. Ferner erlaubt IRMI den Einsatz robuster Regres-
sionsverfahren, um das Imputationsergebnis bei Datenmatrizen mit Ausreißern zu
verbessern (vgl. Templ et al., 2011, S. 2796). In der Simulation von Templ et al. (2011,
S. 2799–2805) ist IRMI IVEware stets ebenbürtig oder überlegen.
Einen noch generelleren Ansatz als IVEware und IRMI stellt Fully Conditional

Specification (FCS)26 dar. Bei diesem Ansatz, der zunächst allgemein beschrieben
wird, werden sowohl die Imputationswerte als auch die zur Imputation verwende-
ten Parameter aus einer Verteilung gezogen. In jeder Iteration t werden dabei die
Merkmale sequentiell abgearbeitet. Für das erste Merkmal werden zunächst die zur
Imputation benötigten Parameter θ(t)

1 aus der Verteilung P
(
θ1 | aobs

1 ,Averv,(t−1)
(−1)

)
gezo-

gen. Dabei sind aobs
1 die beobachteten Werte im ersten Merkmal und Averv,(t−1)

(−1) die
aus der vorherigen Iteration t − 1 resultierende Datenmatrix ohne das erste Merkmal.
Anschließend werden die fehlenden Werte im ersten Merkmal amis

1 durch Zufallszahlen
aus der Verteilung P

(
amis

1 | aobs
1 ,Averv,(t−1)

(−1) , θ
(t)
1

)
ersetzt. Dieser Vorgang wird nun der

Reihe nach für alle Merkmale von 1 bis m durchgeführt. Für das k-te Merkmal wird
also zunächst θ(t)

k aus der bedingten Verteilung P
(
θk | aobs

k ,Averv,(t−1)
(−k)

)
gezogen und

anschließend werden die fehlenden Werte im Merkmal k durch Zufallszahlen aus der
Verteilung P

(
amis

k | aobs
k ,Averv,(t−1)

(−k) , θ
(t)
k

)
ersetzt. Nachdem alle Merkmale abgearbeitet

sind, werden die Imputationswerte und die beobachteten Werte in einer neuen vervoll-
ständigten Datenmatrix Averv,(t) zusammengefasst (vgl. Brand, 1999, S. 52–56; van
Buuren et al., 2006, S. 1052; van Buuren, 2007, S. 227).

26 Die Beschreibung des Ansatzes basiert auf van Buuren et al. (2006, S. 1052) und van Buuren
(2007, S. 227). Verschiedene Ideen der Methode existierten jedoch auch schon vorher (vgl. van
Buuren (2018, S. 119–120) und die darin angegebenen Quellen).
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Das Verfahren iteriert so lange, bis entweder eine vorgegebene Anzahl an Iterationen
durchlaufen wurde oder ein anderes Abbruchkriterium erfüllt ist (vgl. van Buuren,
2018, S. 126). In vielen Fällen sind laut Brand (1999, S. 128) 5 Iterationen ausreichend.
Jedoch weist van Buuren (2018, S. 126–129) darauf hin, dass unter anderem bei
sehr hohen Korrelationen oder einem sehr großen Anteil fehlender Werte eine höhere
Anzahl Iterationen notwendig sein kann. Jedoch sind selbst in den extremen Beispielen
von van Buuren (2018, S. 126–129) ca. 15 bis 20 Iterationen ausreichend. Neben der
Vorgabe für die Anzahl an Iterationen benötigt das Verfahren noch Startwerte für die
erste vervollständigte Datenmatrix. Diese werden z. B. beim Multivariate Imputation
by Chained Equations (MICE) Algorithmus, welcher auf dem FCS-Ansatz beruht,
mithilfe eines einfachen Random Hot-Decks bestimmt (vgl. van Buuren, 2018, S. 120).
Um die beschriebene allgemeine Form der FCS z.B. zur Imputation mittels li-

nearer Regression verwenden zu können, werden zum einen geeignete Verteilun-
gen für die Parameter und zum anderen Berechnungsvorschriften zur Bestimmung
der Imputationswerte benötigt. Mögliche Verteilungen, aus der im Rahmen einer
linearen Regressionsimputation die benötigten Parameter θ(t)

1 , . . . , θ(t)
m gezogen wer-

den, sind bei Brand (1999, S. 96–98) zu finden. Nachdem die Parameter θ(t)
k ={

β
(t)
k0 , β

(t)
k1 , . . . , β

(t)
k,k−1, β

(t)
k,k+1, . . . β

(t)
km, σ

(t)
k

}
in der Iteration t gezogen wurden, kann im

Rahmen einer stochastischen linearen Regressionsimputation ein Imputationswert
mittels

aimp,(t)
ik = β

(t)
k0 +

m∑
l=1
l 6=k

averv,(t−1)
il β

(t)
kl + εik (4.34)

berechnet werden. Dabei ist εik eine Zufallszahl, die aus der N (0, σ(t)
k )-Verteilung

gezogen wird, und averv,(t−1)
il der Eintrag für Objekt i im Merkmal l aus der in der

vorherigen Iteration t − 1 vervollständigten Matrix Averv,(t−1) (vgl. Brand, 1999, S. 97;
van Buuren et al., 2006, S. 1063).

FCS kann neben der hier vorgestellten Anwendung zur stochastischen Regressi-
onsimputation auch für viele andere multivariate Verfahren verwendet werden (vgl.
z. B. van Buuren, 2018, S. 119–123). Wie aus den Beschreibungen deutlich wird, sind
IVEware und IRMI eng verwandt mit FCS. Daher sieht van Buuren (2018, S. 119–120)
auch IVEware als einen Spezialfall bzw. Vorgänger von FCS an. In der Tat erlaubt
FCS den Einsatz derselben Regressionsmodelle zur Imputation wie IVEware. Auf-
grund der allgemeineren Definition ist jedoch auch ein Einsatz weiterer bzw. anderer
Regressionsmodelle bei FCS zur Imputation möglich. So wäre z. B. der Einsatz einer
Gamma-Regression (vgl. Fahrmeir et al., 2009, S. 217) zur Imputation eines positiv
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stetigen Merkmals denkbar. Allgemeiner erlaubt FCS den Einsatz eines speziell auf
die Verteilung des zu imputierenden Merkmals zugeschnittenen Modells (vgl. van
Buuren, 2018, S. 164). Durch FCS können folglich (fast) beliebige Kombinationen
von Regressionsmodellen zur Imputation verwendet werden, wodurch annähernd jede
Datenmatrix mittels Regressionsimputation vervollständigt werden kann.

4.3.2 Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse und
Singulärwertzerlegung

Die Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse und die Imputation mittels Singu-
lärwertzerlegung werden in einem Abschnitt dargestellt, da sie sehr eng miteinander
verwandt sind. Diese enge Verwandtschaft resultiert unter anderem daraus, dass eine
Hauptkomponentenanalyse mithilfe einer Singulärwertzerlegung durchgeführt werden
kann (vgl. z. B. Gerbrands, 1981; Hastie et al., 2009, S. 535; Josse und Husson, 2016,
S. 1–2).27 Ferner ist eine exakte Abgrenzung zwischen beiden Verfahrenstypen nicht
immer möglich, wie z. B. das im Weiteren vorgestellt Verfahren von Gleason und
Staelin (1975) zeigt. Im gesamten Abschnitt wird davon ausgegangen, dass eine rein
quantitative Datenmatrix A erhoben wurde, da dies Voraussetzung für eine Hauptkom-
ponentenanalyse bzw. Singulärwertzerlegung ist. Erweiterungen für kategoriale bzw.
gemischte Datenmatrizen sind z. B. bei Audigier et al. (2016, S. 7–12) und Husson
et al. (2019, S. 553–557) zu finden.

4.3.2.1 Verfahren ohne Regularisierung

Die erste Idee zur Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse geht vermutlich
auf Dear (1959)28 zurück. Bei der Methode von Dear (1959) werden die Einträge der
unvollständigen Datenmatrix zunächst mittels

ãik =


aik−ak√skk

falls vik = 1

0 falls vik = 0
, ak = 1

|Nk |
∑

j∈Nk

ajk , skk = 1
|Nk |

∑
j∈Nk

(ajk − ak)2 (4.35)

standardisiert und vervollständigt, indem fehlende Werte in der standardisierten
Matrix durch 0 ersetzt werden. Anhand der Matrix Ã = (ãik)n×m wird anschließend

27 Details zu den Grundlagen der Hauptkomponentenanalyse und der Singulärwertzerlegung bei
vollständigen Daten und ihre Verwandtschaft sind z. B. bei Jolliffe (2002) und Hastie et al. (2009,
S. 534–541) zu finden.

28 Zitiert nach Timm (1970, S. 419–421), Chan und Dunn (1972, S. 474), Bankhofer (1995, S. 142–143)
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eine Korrelationsmatrix geschätzt, welche zur Berechnung des ersten Faktorladungs-
vektors f 1 = (f11, . . . , fm1)T und der ersten Hauptkomponente x1 = (x11, . . . ,xn1)T

verwendet wird. Anhand dieser beiden Vektoren ergibt sich mittels

ˆ̃A = x1(f 1)T (4.36)

eine Schätzung der standardisierten Datenmatrix. Indem die Standardisierung rück-
gängig gemacht wird, können die fehlenden Werte in A durch

aimp
ik = ak +√skk · ˆ̃aik . (4.37)

imputiert werden.
Die Methode von Dear kann auf zwei Arten relativ einfach erweitert werden. So

können zum einen anstatt der Verwendung nur einer Hauptkomponente mehrere
Hauptkomponenten verwendet werden. Zum anderen kann die Anwendung iterativ
erfolgen, sodass anhand der imputierten Werte die Hauptkomponenten erneut geschätzt
werden, mit deren Hilfe wiederum neue Imputationswerte berechnet werden können.
Diese Iteration wird so lange wiederholt, bis z. B. die Abweichungen zwischen den
Imputationswerten zweier aufeinanderfolgender Imputationen eine gewisse Schwelle
unterschreiten (vgl. Bello, 1993b, S. 860; Bankhofer, 1995, S. 144).
In der Methode von Gleason und Staelin (1975) werden beide Erweiterungen

berücksichtigt (vgl. auch Bankhofer, 1995, S. 144). Gleason und Staelin (1975, S. 232)
unterteilen die standardisierte Datenmatrix Ã zunächst in zwei Untermatrizen

Ã =
(
Ãmis, Ãobs

)
=
(
(ãik)n×(m−q) , (ãik)n×q

)
, (4.38)

wobei Ãobs die q vollständig beobachteten Merkmale und Ãmis die m−q Merkmale mit
fehlenden Werten enthält. Die Matrix Ã kann mithilfe der Singulärwertzerlegung29 als

Ã = UΛFT (4.40)

29 Jede Matrix A lässt sich mittels Singulärwertzerlegung in

A = UΛFT (4.39)

zerlegen, wobei U und F orthogonale Matrizen sind und Λ = diag(λ1, . . . , λm) eine Diagonalmatrix
ist. Die Werte λ1, . . . , λm werden auch als Singulärwerte bezeichnet und ihr Quadrat entspricht den
Eigenwerten von ATA. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Singulärwerte absteigend
sortiert sind, das heißt λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm (vgl. z. B. Hastie et al., 2009, S. 535; Arens et al., 2018,
S. 800).
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geschrieben werden, wobei Λ = diag(λ1, . . . , λm) eine Diagonalmatrix mit den Wurzeln
der Eigenwerte der zu Ã gehörenden Kovarianzmatrix ist sowie F die dazugehörigen
Eigenvektoren enthält und für U gilt (vgl. Gleason und Staelin, 1975, S. 233):

U = ÃFΛ−1. (4.41)

Zur Approximation von Ã und damit auch zur Imputation der fehlenden Werte
verwenden Gleason und Staelin (1975, S. 233) nur die t größten Eigenwerte, die auf
der Hauptdiagonale der t× t Untermatrix Λ(t) von Λ stehen. Entsprechend enthält
F (t) nur die ersten t Eigenvektoren aus F . Analog zur Gleichung (4.41) resultiert dann
U (t) = ÃF (t)Λ(t)−1. Dies führt zur Approximation

ˆ̃A = U (t)Λ(t)F (t)T =
(
ÃF (t)Λ(t)−1)Λ(t)F (t)T = ÃF (t)F (t)T

, (4.42)

wobei der hintere Term durch Einsetzen von U (t) = ÃF (t)Λ(t)−1 und Vereinfachen
entsteht (vgl. Gleason und Staelin, 1975, S. 233). In der Gleichung (4.42) wird nun im
hinteren Term in Ã =

(
Ãmis, Ãobs

)
die Matrix Ãmis durch ˆ̃Amis ersetzt. Anschließend

wird diese Gleichung nach ˆ̃Amis aufgelöst, wodurch Imputationswerte für die standar-
disierte Datenmatrix berechnet werden können.30 Durch Rücktransformation dieser
Werte können nun Imputationswerte für die fehlenden Werte in A bestimmt werden
(vgl. Gleason und Staelin, 1975, S. 233–234; Bankhofer, 1995, S. 144–145).

Die gewählte Beschreibung der Methode von Gleason und Staelin (1975) ist durch
die Singulärwertzerlegung von Ã motiviert. Aufgrund der engen Verwandtschaft mit
der Hauptkomponentenanalyse kann die Methode von Gleason und Staelin (1975) auch
als Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse interpretiert werden (vgl. Gleason
und Staelin, 1975, S. 234) und wird so z. B. von Bankhofer (1995, S. 144–145) darge-
stellt. Die Methode von Gleason und Staelin (1975) kann also sowohl als Imputation
mittels Hauptkomponentenanalyse als auch als Imputation mittels Singulärwertzer-
legung verstanden werden. In Erweiterung dieser Grundvariante schlagen Gleason
und Staelin (1975, S. 238) vor, das Verfahren iterativ anzuwenden. Dazu werden die
Imputationswerte des vorherigen Durchlaufs zur Bestimmung der Kovarianzmatrix
(und damit zur Bestimmung der Singulärwertzerlegung) in der nächsten Iteration
verwendet. Nach dem Ende der Iteration müssen die Werte der resultierenden Matrix

30 Details zur Lösung dieses linearen Gleichungssystems sind bei Gleason und Staelin (1975, S. 234–
235) und Bankhofer (1995, S. 145) zu finden.
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zur Imputation wieder wie in der Gleichung (4.37) rücktransformiert werden (vgl.
Bankhofer, 1995, S. 145).
Eine weitere Möglichkeit zur Imputation mittels Singulärwertzerlegung stellt die

Methode von Krzanowski (1988) dar. Zur Beschreibung der Methode wird zunächst
davon ausgegangen, dass nur ein Wert aik in der Matrix fehlt und die restlichen
Werte beobachtet sind. In diesem Fall wird als Erstes die Zeile i aus der Matrix A
gelöscht. Die hieraus resultierende (vollständige) Matrix A(−i) wird anschließend
mittels Singulärwertzerlegung zerlegt:

A(−i) = Ū Λ̄F̄T (4.43)

Auch die (vollständige) Matrix A(−k), die alle Spalten aus A bis auf die k-te Spalte
enthält, wird zerlegt:

A(−k) = Ũ Λ̃F̃T (4.44)

Da für die Zerlegungen in den Gleichungen (4.43) und (4.44) unterschiedliche Aus-
gangsmatrizen verwendet werden, können jeweils unterschiedliche Matrizen Ū , Λ̄, F̄
und Ũ , Λ̃, F̃ resultieren. Der Imputationswert für den fehlenden Wert aik wird dann
anhand der Einträge aus diesen Matrizen mittels

aimp
ik =

m−1∑
τ=1

√
λ̄τ λ̃τ ũiτ f̄kτ , (4.45)

berechnet (vgl. Krzanowski, 1988, S. 35). Durch dieses Vorgehen verwendet Krzanowski
(1988, S. 35) anders als Gleason und Staelin (1975) stets alle bei seiner Methode
verfügbaren Singulärwerte.31

Falls die Datenmatrix A mehr als einen fehlenden Wert enthält, werden nach Krz-
anowski (1988, S. 35) zunächst alle fehlenden Werte in A mit einer anderen Methode
(z. B. Mittelwertimputation) imputiert. Anschließend wird das vorher beschriebenen
Verfahren iterativ angewendet bis sich die Imputationswerte nicht mehr wesentlich
ändern. Dafür müssen für jeden fehlenden Wert stets die beiden Matrizenzerlegun-
gen (4.43) und (4.44) neu berechnet werden (vgl. Krzanowski, 1988, S. 35). Bei Gleason
und Staelin (1975) werden hingegen alle fehlenden Werte in der Matrix A anhand
einer Zerlegung berechnet und erst nachdem alle Werte einmal imputiert wurden, ist
eine erneute Singulärwertzerlegung notwendig. Eine offensichtliche Anpassung der

31 Durch das Löschen einer Spalte (A(−k)) stehen nur m − 1 Singulärwerte zur Verfügung.
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Methode nach Krzanowski (1988, S. 35) ist, anstatt aller verfügbaren Singulärwerte –
ähnlich der Methode von Gleason und Staelin (1975) – nur die t größten zu verwenden.
Eine Methode, die als eine Art rechentechnische Vereinfachung der Methode von

Krzanowski (1988) angesehen werden kann, ist die Imputation mittels Singulärwertzer-
legung nach Troyanskaya et al. (2001).32 Troyanskaya et al. (2001, S. 522) imputieren
zunächst alle fehlenden Werte mittels Mittelwertimputation. Anschließend zerlegen
sie die resultierende vervollständigte Datenmatrix Averv mittels Singulärwertzerlegung
in Averv = UΛFT und imputieren anhand der ersten t Singulärwerte die fehlenden
Werte in A durch

aimp
ik =

t∑
τ=1

λτuiτ fkτ . (4.46)

Im Gegensatz zur Methode von Krzanowski (1988), bei der für jeden fehlenden Wert
eine eigene Singulärwertzerlegung vorgenommen wird,33 sind die Matrizen U ,Λ und
F bei der Methode von Troyanskaya et al. (2001) für alle fehlenden Werte gleich.
Hierdurch ist deutlich weniger Rechenzeit notwendig, da für eine Imputation aller
fehlenden Werte nur eine Singulärwertzerlegung vorgenommen werden muss. Nachdem
alle fehlenden Werte imputiert wurden, wiederholen Troyanskaya et al. (2001) die
Singulärwertzerlegung anhand der erhaltenen vervollständigten Datenmatrix und
imputieren erneut. Sie stoppen das Verfahren, sobald die Änderungen zwischen zwei
imputierten Matrizen kleiner als ein vorgegebener Schwellwert wird (vgl. Troyanskaya
et al., 2001, S. 521–522).
Die Methode von Troyanskaya et al. (2001) und ein Teil der anderen vorgestellten

Verfahren bzw. deren Erweiterungen benötigen als Vorgabe die Anzahl t an Fak-
toren bzw. Singulärwerten. Dazu existieren in der Literatur verschiedene Ansätze.
Bankhofer (1995, S. 145) schlägt vor, die Anzahl abhängig vom Erklärungsanteil der
herangezogenen Faktoren zu machen. Troyanskaya et al. (2001, S. 523) variieren die
Anzahl t in ihrer Beispieluntersuchung und wählen dann das t aus, welches zu den
besten Imputationsergebnissen führt. In ihrer Untersuchung ist dies bei der Wahl
von t ≈ 0,2 · m der Fall. Laut Ilin und Raiko (2010, S. 1975) ist Kreuzvalidierung

32 Die Gemeinsamkeiten zwischen der Methode von Troyanskaya et al. (2001) und Krzanowski (1988)
werden bei ihrer Analyse deutlich, auch wenn Troyanskaya et al. (2001) nicht auf Krzanowski
(1988) verweist.

33 In der Gleichung (4.45) werden die Werte λτ , uiτ , fkτ für jeden fehlenden Wert einzeln geschätzt,
da der Wert aik als fehlend betrachtet wird, wodurch eine direkte Zerlegung von A nicht möglich
ist. Als Schätzwerte werden in der Gleichung (4.45)

√
λ̄τ λ̃τ für λτ , ũiτ für uiτ und f̄kτ für fkτ

verwendet. Krzanowski (1988, S. 35) begründet diese Wahl der Schätzwerte, indem er anmerkt, dass
ũiτ , f̄kτ die maximalen Informationen über uiτ , fkτ enthalten und

√
λ̄τ λ̃τ einen guten Kompromiss

zur Schätzung von λτ darstellt.
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der unkomplizierteste Weg um t zu bestimmen, wofür Josse und Husson (2016, S. 8)
drei Möglichkeiten vorschlagen (vgl. auch Bro et al., 2008; Josse und Husson, 2012b,
S. 1872–1874).34

Beispiel 4.10 (Imputation mittels Singulärwertzerlegung)
Die Auswirkungen einer Imputation mittels Singulärwertzerlegung nach Troyanskaya
et al. (2001) wird anhand der ACS-Stichprobe des Anhangs B verdeutlicht, wobei t = 1
gewählt wird. In der Abbildung 4.11 ist gut erkennbar, dass, ähnlich wie bei der determi-
nistischen Regressionsimputation, alle imputierten Werte auf einer Geraden liegen. In
dieser Datenmatrix ist die Steigung dieser Geraden bei der Imputation mittels Singu-
lärwertzerlegung erheblich größer als bei der deterministischen Regressionsimputation
(vgl. Abbildung 4.8).
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Abbildung 4.11: ACS-Stichprobe: Imputation mittels Singulärwertzerlegung

Durch die große Steigung der Gerade resultiert in der Simulation (Tabelle 4.11)
eine deutliche Überschätzung der Standardabweichungen und Korrelationen bei allen
Ausfallmechanismen. Insgesamt sind in der Tabelle 4.11 alle Parameterschätzungen
bis auf der Mittelwert bei MCAR verzerrt.

34 Josse und Husson (2016, S. 8) haben bei ihrem Vorschlag zwar nicht die eigentliche Imputation,
sondern die Schätzung von Parametern im Sinn. Jedoch verwenden sie die so ermittelten Werte
für t auch im Rahmen von Imputationen (vgl. Josse und Husson, 2016, S. 11–12).
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Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,1 47,8 34,5
Einkommen: Median 23,5 26,0 33,6 19,8
Einkommen: Standardabweichung 44,2 65,1 59,9 55,7
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,49 0,51 0,46

Tabelle 4.11: ACS-Stichprobe: Imputation mittels Singulärwertzerlegung

4.3.2.2 Verfahren mit Regularisierung

Eine Weiterentwicklung der bisher vorgestellten Verfahren stellt die Methode von
Josse et al. (2009)35 dar, welche eine Regularisierung bei der Berechnung der Impu-
tationswerte vorsieht.36 Bei dieser Methode wird zunächst die nicht-standardisierte
Datenmatrix A z. B. mithilfe einer Mittelwertimputation vervollständigt. Anschließend
wird die so erhaltene Datenmatrix Averv zentriert und eine Singulärwertzerlegung
durchgeführt, aus der wieder Matrizen U ,Λ,F resultieren. In Ergänzung der Glei-
chung (4.46) führen Josse et al. (2009) einen zusätzlichen Strafterm für das Rauschen
innerhalb der Daten ein, wodurch die (zentrierten) Imputationswerte verkleinert
werden (vgl. Josse und Husson, 2016, S. 7):

ˆ̆aik =
t∑

τ=1

(
λτ −

s2
Rausch
λτ

)
uiτ fkτ . (4.47)

Die Rauschvarianz s2
Rausch wird mittels

s2
Rausch =

∥∥∥Averv − UΛFT
∥∥∥2

nm − nt−mt + t2
(4.48)

berechnet (vgl. Josse und Husson, 2016, S. 7). Anschließend werden die Werte ˆ̆aik

dezentriert und diese dezentrierten Werte werden für die ursprünglich fehlenden Werte
in A eingesetzt (vgl. Josse und Husson, 2012a, S. 89). Die so erhaltene Matrix wird
erneut zentriert und die Imputationswerte mittels Gleichung (4.47) abermals berechnet.
Diese Schritte werden so lange wiederholt bis die Änderungen der Imputationswerte

35 Die Quelle Josse et al. (2009) ist französisch. Daher wird die Methode gemäß den (englischen)
Quellen Josse und Husson (2012a, S. 88–90) und Josse und Husson (2016, S. 7) dargestellt. Das
Ziel des Algorithmus von Josse et al. (2009) ist eine Schätzung der Hauptkomponenten bzw.
der Faktorladungen (vgl. Josse und Husson, 2016, S. 5). Die Methode kann jedoch auch als
Imputationsverfahren verwendet werden.

36 Die Arbeit von Josse et al. (2009) enthält keinen direkten Verweis auf eine der vorherigen
Primärquellen. Die Verwandtschaft der Methoden wird aber im Folgenden deutlich werden.
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zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationen unter einen vorgegebenen Schwellwert
fallen (vgl. Josse und Husson, 2016, S. 7).
Der Vorteil der Methode von Josse et al. (2009) gegenüber den Methoden des

vorherigen Abschnitts ist, dass eventuell vorhandenes Rauschen in der Datenmatrix
durch die Regularisierung keine so starken Auswirkungen auf die Schätzung der
Hauptkomponenten und Faktorladungen und damit auch auf die Imputationswerte
besitzt (vgl. Josse und Husson, 2012a, S. 89). Falls das Rauschen sehr stark ist,
entspricht die Methode von Josse et al. (2009) nahezu der Mittelwertimputation
(vgl. Josse und Husson, 2012a, S. 90). Falls das Rauschen jedoch gering ist, werden
die Strafterme s2

Rausch
λτ

klein (vgl. Josse und Husson, 2012a, S. 89–90) und (unter
Vernachlässigung der Datenvorverarbeitung) resultieren praktisch dieselben Werte wie
bei der Gleichung (4.46).

Eine weitere Möglichkeit zur Verwendung einer Regularisierung stellt die Imputation
mittels „soft-thresholded“ Singulärwertzerlegung von Mazumder et al. (2010) dar.
Mazumder et al. (2010) gehen zunächst vom Optimierungsproblem

1
2

∑
i,k:vik=1

(aik − oik)2 + l ‖O‖∗ → min (4.49)

aus, wobei die Schatten-Norm ‖O‖∗ als die Summe der Singulärwerte der Matrix O =
(oik)n×m definiert ist, l ein Bestrafungsparameter darstellt und die Matrix O die
gesuchten Imputationswerte enthält. Für das Optimierungsproblem (4.49) entwickeln
sie einen iterativen, auf einer Singulärwertzerlegung basierenden Algorithmus, den
sie softImpute37 nennen (vgl. Mazumder et al., 2010, S. 2291–2292; Hastie et al.,
2015, S. 3367–3368). Im Prinzip iteriert softImpute zur Bestimmung einer optimalen
Matrix O zwischen den folgenden zwei Schritten (vgl. Mazumder et al., 2010, S. 2291–
2292; Hastie et al., 2015, S. 3368):

1. Ersetzen der fehlenden Werte in A durch die aktuellen Schätzwerte aus Ô. Die
resultierende Matrix wird mit Â bezeichnet.

2. Aktualisieren der Schätzwerte für Ô mithilfe einer soft-thresholded Singulär-
wertzerlegung von Â. Dazu wird zunächst die Singulärwertzerlegung von Â
bestimmt:

Â = UΛFT (4.50)

37 Ursprünglich wurde der Algorithmus von Mazumder et al. (2010, S. 2291–2292) SOFT-IMPUTE
getauft. Jedoch änderten sie die Bezeichnung später in der R-Implementierung zu softImpute (vgl.
Hastie und Mazumder, 2015; Hastie et al., 2015, S. 3367–3368).
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Anschließend werden die Singulärwerte λ1, . . . λm um l verringert bzw. Null
gesetzt, falls sie kleiner als l sind. Die hieraus resultierenden Werte

λ̃k = (λk − l)+ =

λk − l falls λk − l ≥ 0,

0 sonst
(4.51)

werden in der Diagonalmatrix Λ̃ = diag
(
λ̃1, . . . , λ̃m

)
gesammelt und anhand

dieser wird Ô aktualisiert:
Ô = U Λ̃FT (4.52)

Die Iteration endet sobald die Änderungen der Werte in Ô zweier aufeinanderfolgenden
Iterationen unter eine vorgegebene Schranke fallen. Als Startwert für O wird die
Nullmatrix verwendet (vgl. Mazumder et al., 2010, S. 2292). Abweichend von der
prinzipiellen Darstellung setzt der Algorithmus von Mazumder et al. (2010, S. 2292)
bei der Berechnung der Zerlegungen und Speicherung der Matrizen zwei auf der
speziellen Struktur der Matrizen basierende Anpassungen ein, um die Berechnungen
zu beschleunigen. Hierdurch können auch sehr große Matrizen mithilfe des Algorithmus
verhältnismäßig schnell imputiert werden (vgl. Mazumder et al., 2010, S. 2309–2311).
Details hierzu sind bei Mazumder et al. (2010, S. 2292–2296) und Hastie et al. (2015,
S. 3368) zu finden. Hastie et al. (2015) stellen mit softImpute-ALS eine Anpassung
des ursprünglichen softImpute-Algorithmus von Mazumder et al. (2010) zur Lösung
des Optimierungsproblems (4.49) vor, der bei großen Datenmatrizen zu weiteren
Geschwindigkeitsvorteilen führt.
Laut Josse und Husson (2016, S. 24) ähnelt softImpute der von Josse et al. (2009)

vorgeschlagenen Imputation mittels regularisierter iterativer Hauptkomponentenanaly-
se. Beide Verfahren unterscheiden sich nur in der Form der Regularisierung. Während
softImpute alle Singulärwerte um einen festen Wert l reduziert, verkleinert die Metho-
de von Josse et al. (2009) durch den Strafterm s2

Rausch
λτ

größere Singulärwerte schwächer
als kleinere (vgl. Verbanck et al., 2015, S. 473–474). Verbanck et al. (2015, S. 474–476)
zeigen ferner, dass die von Josse et al. (2009) verwendete Regularisierung auch sehr
ähnlich zum bayesschen Ansatz von Oba et al. (2003) ist, der im nächsten Abschnitt
vorgestellt wird.

Beispiel 4.11 (Singulärwertzerlegung mit Regularisierung)
Die Auswirkungen einer Imputation mittels Singulärwertzerlegung nach Josse et al.
(2009) wird anhand der ACS-Stichprobe des Anhangs B verdeutlicht, wobei t = 1
gewählt wird. Die Imputationswerte in der Abbildung 4.12 besitzen im Vergleich zur
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Imputation ohne Regularisierung eine erheblich geringere Streuung und ähneln sehr
stark den Imputationswerten der deterministischen Regressionsimputation. Auch die
Ergebnisse der Beispielsimulation in der Tabelle 4.12 sind praktisch identisch zur
deterministischen Regressionsimputation.
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Abbildung 4.12: ACS-Stichprobe: Imputation mittels Singulärwertzerlegung mit Re-
gularisierung

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 32,0 34,6 25,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,4 37,4 35,8
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,20 0,24 0,21

Tabelle 4.12: ACS-Stichprobe: Imputation mittels Singulärwertzerlegung mit Regula-
risierung

4.3.2.3 Bayesscher Ansatz

Ein bayesscher Ansatz zur Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse wird von
Oba et al. (2003) vorgeschlagen. Dazu gehen sie zunächst von einem probabilistischen
Modell für die Hauptkomponentenanalyse aus, welches von Tipping und Bishop (1999a,
S. 446–452) bzw. Tipping und Bishop (1999b, S. 614–615) entwickelt wurde (vgl. Oba
et al., 2003, S. 2089–2090):

ai = x iF (t) + εi . (4.53)
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Hierbei sind ai und x i die i-te Zeile aus A bzw. X (t), F (t) die Faktorladungsmatrix mit
t Spalten und εi eine (m-dimensionale) Störgröße. Für x i und εi wird angenommen,
dass sie t- bzw. m-dimensional multivariat normalverteilt sind (vgl. Oba et al., 2003,
S. 2090). Durch diese Annahmen kann eine vollständige Log-Likelihood für eine
Beobachtung ai angegeben werden (vgl. Oba et al., 2003, S. 2090). Nun wird noch
zusätzlich eine geeignete a priori Dichte f (θ) für die Parametermenge θ angenommen,
welche Oba et al. (2003, S. 2090) so wählen, dass sie nahezu einer nicht-informativen
a priori-Verteilung entsprechen. Die a posteriori Dichte ist dann proportional zum
Produkt aus der Likelihood-Funktion und der a priori Dichte:

f (θ,X |A) ∝ f (A,X | θ)f (θ). (4.54)

Aufgrund fehlender Werte in A kann die in Gleichung (4.54) gegebene a posteriori
Dichte jedoch nicht direkt maximiert werden, um Schätzwerte für die Parameter θ zu
erhalten. Eine Maximierung ist jedoch mithilfe des variational Bayes Algorithmus von
Attias (1999) möglich, welcher von Oba et al. (2003, S. 2090–2091) verwendet wird und
dessen Prinzip dem EM-Algorithmus ähnelt. Nachdem auf diese Weise Schätzwerte
für die unbekannten Parameter θ gefunden wurden, werden die fehlenden Werte durch
ihre Erwartungswerte unter der geschätzten a posteriori Verteilung ersetzt (vgl. Oba
et al., 2003, S. 2091).
Wie bei den meisten der bereits vorgestellten Methoden zur Imputation mittels

Hauptkomponentenanalyse bzw. Singulärwertzerlegung muss für die Imputation mit-
tels bayesscher Hauptkomponentenanalyse die Anzahl der verwendeten Hauptkom-
ponenten t festgelegt werden. Oba et al. (2003, S. 2092) bestimmen in ihrer Arbeit t
mittels Ausprobieren. Sie vergleichen dabei gleichzeitig die Auswirkungen der Wahl
von t zwischen ihrer Methode und der Imputation mittels Singulärwertzerlegung
nach Troyanskaya et al. (2001). In ihren Untersuchungen ist die Wahl von t bei der
Imputation mittels Singulärwertzerlegung ohne Regularisierung wesentlich entschei-
dender als bei der Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenanalyse. Die
Ergebnisse der Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenanalyse werden in
ihrer Untersuchung durch eine Erhöhung von t immer besser bzw. zumindest nicht
wesentlich schlechter, wobei die Verbesserung ab einem gewissen t nur noch marginal
ausfällt. Hingegen existiert für die Imputation mittels Singulärwertzerlegung nach
Troyanskaya et al. (2001) ein Optimum für t und wenn dieses überschritten wird,
werden die Imputationsergebnisse wieder wesentlich schlechter (vgl. Oba et al., 2003,
S. 2092). Diese Ergebnisse verdeutlichen noch einmal die Wichtigkeit der Wahl des
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Parameters t zumindest für die nicht bayesschen Formen der Imputation mittels
Hauptkomponentenanalyse bzw. Singulärwertzerlegung ohne Regularisierung.

Um den Bogen noch einmal über alle Methoden zur Imputation mittels Singulärwert-
zerlegung bzw. Hauptkomponentenanalyse zu spannen, hilft die Beobachtung, dass die
Vorgabe einer festen Anzahl t an zu verwendenden Singulärwerten bzw. Hauptkom-
ponenten auch als „hard thresholding“ bezeichnet wird (vgl. Mazumder et al., 2010,
S. 2297–2298; Verbanck et al., 2015, S. 473). Die Methoden ohne Regularisierung bzw.
ohne bayesschen Ansatz, die eine feste Anzahl an Faktoren t verwenden, können also
auch als „thresholding“-Methoden interpretiert werden. Bei diesen Methoden kann die
Wahl von t entscheidenden Einfluss auf das Imputationsergebnis haben, wie z. B. die
Ergebnisse von Oba et al. (2003, S. 2092) und Mazumder et al. (2010, S. 2303–2306)
zeigen. Anstatt eine solche “harte“ Grenze an Faktoren bzw. Singulärwerten vorzuge-
ben, kann alternativ mittels Regularisierung oder bayesschen Ansätzen der Einfluss
weniger wichtiger Faktoren begrenzt werden. Die Ergebnisse von Oba et al. (2003,
S. 2092) und Mazumder et al. (2010, S. 2303–2306) deuten darauf hin, dass hierdurch
die Wahl von t deutlich weniger wichtig wird, so lange t nur groß genug gewählt
wird. Zusammen mit den bereits diskutierten Ähnlichkeiten der Methoden zeigt sich,
dass zwischen vielen Methoden zur Imputation mittels Singulärwertzerlegung bzw.
Hauptkomponentenanalyse viele Gemeinsamkeiten existieren. Entscheidender als die
konkrete Wahl einer Methode erscheint daher, ob irgendeine Form der Regularisierung
eingesetzt wird und – insbesondere wenn keine Regularisierung verwendet wird – wie
viele Faktoren bzw. Singulärwerte zur Imputation verwendet werden.
Beispiel 4.12 (Bayesscher Ansatz)
Auch der bayesscher Ansatz zur Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse von
Oba et al. (2003) wird anhand der ACS-Stichprobe des Anhangs B verdeutlicht, wobei
zum besseren Vergleich mit den vorherigen Beispielen erneut t = 1 gewählt wird. Die
Imputationswerte in der Abbildung 4.12 sind nahezu identisch mit denen der Imputation
nach Josse et al. (2009) im Beispiel 4.11. Auch die Ergebnisse der Beispielsimulation

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 36,6 31,7
Einkommen: Median 23,5 32,2 34,2 25,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,4 37,3 35,8
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,20 0,23 0,20

Tabelle 4.13: ACS-Stichprobe: Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenana-
lyse
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in der Tabelle 4.13 sind praktisch identisch zur Imputation nach Josse et al. (2009).
Beim Vergleich des Beispieles 4.11 mit diesem zeigt sich also auch die Ähnlichkeit des
bayesschen Ansatzes und der Imputation mit Regularisierung.

0

100

200

300

25 50 75

Alter

E
in

ko
m

m
en

 in
 T

sd
. $

Werte

beobachtet

imputiert

Abbildung 4.13: ACS-Stichprobe: Imputation mittels bayesscher Hauptkomponenten-
analyse

4.3.3 EM-Imputation

Der EM-Algorithmus wurde in Abschnitt 3.3.2 bereits als Methode zur Bestimmung
von Maximum Likelihood Parameterschätzwerten bei fehlenden Werten vorgestellt.
Der Algorithmus ist also in seiner ursprünglichen Form nicht zur Imputation, sondern
zur Parameterschätzung gedacht (vgl. Dempster et al., 1977, S. 1). Es gibt jedoch
mehrere Möglichkeiten, wie mithilfe des EM-Algorithmus Imputationswerte abgeleitet
werden können. Diese werden im Folgenden dargestellt.

Eine Möglichkeit zur Ableitung von Imputationswerten ist, die Werte des letzten
E-Schrittes aus der Gleichung (3.16) als Imputationswerte zu verwenden (vgl. z. B.
Bello, 1993b, S. 859; Bello, 1995, S. 49; Catellier et al., 2005, S. 558). Alternativ kann
auch nach dem eigentlichen Ende des EM-Algorithmus (der letzte Schritt ist ein M-
Schritt) noch ein weiterer E-Schritt durchgeführt und diese Werte als Imputationswerte
verwendet werden (vgl. Ding und Ross, 2012, S. 924). Da die Werte in einem E-Schritt
anhand der Schätzwerte für µ,Σ des vorhergehenden M-Schrittes berechnet werden
und sich die Werte im letzten und vorletzten M-Schritt normalerweise fast nicht
mehr unterscheiden, werden auch die resultierenden Imputationswerte beider obiger
Vorgehen ähnlich sein.
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Eine weitere Möglichkeit, um Imputationswerte zu erhalten, ist anhand der EM-
Parameterschätzungen Regressionsmodelle für die fehlenden Werte zu schätzen und an-
hand dieser die Werte zu imputieren (vgl. Liu et al., 2012, S. 1579). Hierbei werden die
Parameterschätzungen des letzten M-Schrittes für die Schätzung der β-Koeffizienten
verwendet. Da die Berechnung der Werte im E-Schritt anhand der Gleichung (3.16)
auch als lineare Regression aufgefasst werden kann (vgl. Schafer, 1997, S. 157),
entsprechen die Imputationswerte bei Verwendung eines Regressionsmodells den Im-
putationswerten bei der Durchführung eines weiteren E-Schrittes.

Die vorher beschriebenen Vorgehensweisen zur Bestimmung von Imputationswerten
haben gemeinsam, dass sie – ähnlich wie die deterministische Regressionsimputation –
die Variabilität der Daten unterschätzen (vgl. Hippel, 2004, S. 163). Dieses Problem
kann – analog zum Übergang von der deterministischen zur stochastischen Regres-
sionsimputation – durch das Hinzufügen eines zufälligen Fehlers verringert werden.
Für die Verteilung des Fehlers wird normalerweise eine multivariate Normalverteilung
mit Erwartungswert Null verwendet (vgl. Barzi und Woodward, 2004, S. 37–38). Als
Kovarianzmatrix wird die Untermatrix ΣM i ,M i

von Σ herangezogen (vgl. Johnson und
Wichern, 2007, S. 160–161). Aus dieser multivariaten Normalverteilung wird dann
ein Zufallsvektor gezogen und dieser wird zu dem ursprünglichen Imputationsvektor
addiert. Dieses Vorgehen zur Imputation kann analog als Ziehen der Imputationswerte
aus einer geschätzten Verteilung unter der Annahme einer multivariaten Normalvertei-
lung für die Datenmatrix A angesehen werden. Auf diese Art wird es unter anderem
von Twala (2009, S. 379) beschrieben.

Beispiel 4.13 (EM-Imputation)
Die Auswirkungen einer deterministischen und einer stochastischen EM-Imputati-
on werden wieder anhand der ACS-Stichprobe (Anhang B) demonstriert. Zunächst
sind in der Abbildung 4.14 die imputierten Werte für beide Verfahren dargestellt. Es
wird deutlich, dass bei der deterministischen EM-Imputation alle Werte wie bei der
deterministischen Regressionsimputation auf einer Geraden liegen. Dies überrascht
aufgrund der oben beschriebenen engen Verwandtschaft beider Verfahren nicht. Beim
Übergang zur stochastischen EM-Imputation schwanken die Werte wieder um die
Gerade.

Die Auswirkungen der beiden Imputationsverfahren auf die Parameterschätzungen
sind in den Tabellen 4.14 und 4.15 zu erkennen. Beim Vergleich der Tabelle 4.14 mit
der zur deterministischen Regressionsimputation gehörenden Tabelle 4.8 fällt auf, dass
keinerlei Abweichungen zwischen beiden Verfahren existieren. Auch der Vergleich der
stochastischen EM-Imputation (Tabelle 4.15) mit der stochastischen Regressionsimpu-

103



4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

deterministisch stochastisch
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Abbildung 4.14: ACS-Stichprobe: EM-Imputation

tation (Tabelle 4.9) zeigt nur geringe Unterschiede zwischen beiden Verfahren. Die
stochastische EM-Imputation unterschätzt jedoch bei allen drei Ausfallmechanismen
die Standardabweichung im Merkmal Einkommen etwas stärker als die stochastische
Regressionsimputation.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 32,0 34,6 25,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,4 37,4 35,8
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,20 0,24 0,21

Tabelle 4.14: ACS-Stichprobe: Deterministische EM-Imputation

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,2 37,1 31,8
Einkommen: Median 23,5 27,0 26,6 19,6
Einkommen: Standardabweichung 44,2 44,1 42,8 41,1
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,18 0,21 0,18

Tabelle 4.15: ACS-Stichprobe: Stochastische EM-Imputation
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4.4 Imputation mittels Verfahren des maschinellen
Lernens

Dieser Abschnitt ist den Möglichkeiten zur Imputation mithilfe von Verfahren des
maschinellen Lernens gewidmet. Im Folgenden werden die verbreitetsten Verfahren aus
diesem Bereich dargestellt. Hierunter fällt die Imputation mittels k-Nächste-Nachbarn
(Abschnitt 4.4.1), Entscheidungsbaumverfahren (Abschnitt 4.4.2) und Clustering (Ab-
schnitt 4.4.3). Neben diesen drei Kategorien existieren in der Literatur noch weitere
Vorschläge zur Anwendung von Verfahren des maschinellen Lernens zur Imputation.
So gibt es verschiedene Ideen, um mithilfe von neuronalen Netzen Imputationswerte zu
bestimmen, über die z. B. García-Laencina et al. (2010, S. 269–272) eine gute Übersicht
geben. Ferner existieren Vorschläge, mithilfe von Support Vector Machines Daten-
matrizen zu imputieren (vgl. z. B. Honghai et al., 2005, S. 582–584; Yang et al., 2011,
S. 252–255). Das grundsätzliche Vorgehen bei diesen Vorschlägen ähnelt häufig einem
in den Abschnitten 4.4.1 bis 4.4.3 dargestellten Imputationsverfahren. Der einzige
wesentliche Unterschied ist meist, dass neuronale Netze bzw. Support Vector Machines
anstatt von k-Nächste-Nachbarn oder Entscheidungsbäumen zur Bestimmung der
Imputationswerte eingesetzt werden.

4.4.1 Imputation mittels k-Nächste-Nachbarn

Die Idee der Imputation mittels k-Nächste-Nachbarn (kNN) ist, für die Imputation
eines Objekts mit fehlenden Werten κ möglichst ähnliche Objekte zu finden und
mithilfe dieser ähnlichen Objekte die fehlenden Werte zu ersetzen. Die Imputation
mittels kNN steht folglich in enger Verwandtschaft zu den Hot-Deck-Verfahren, bei
denen die Spenderauswahl auf Ähnlichkeiten basiert (vgl. Jerez et al., 2010, S. 110;
Kowarik und Templ, 2016, S. 6). Die meisten dieser Hot-Deck-Verfahren können
daher als ein Spezialfall der Imputation mittels kNN angesehen werden. Anders als
die Hot-Deck-Verfahren setzt jedoch die Imputation mittels kNN nicht voraus, dass
der Imputationswert einem beobachteten Wert entsprechen muss, da z. B. auch ein
gewichteter Mittelwert der nächsten Nachbarn als Imputationswert verwendet werden
kann (vgl. Troyanskaya et al., 2001, S. 521). Um Dopplungen zu vermeiden, werden im
Folgenden nur Möglichkeiten zur Imputation mittels kNN vorgestellt, die nicht bereits
in Abschnitt 4.2.1 über Hot-Deck-Verfahren dargestellt wurden. Allgemein existiert die
Idee zur Verwendung ähnlicher Objekte zur Bestimmung von Imputationswerten schon
relativ lange und ist z. B. bereits bei Ford (1976, S. 326) und Lee et al. (1976, S. 539,
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541) zu finden. Auch wurde eine Form des distanzbasierten Hot-Decks spätestens seit
Ende der 1970-iger Jahre bei Statistics Canada eingesetzt (vgl. Colledge et al., 1978,
S. 433; Sande, 1979a38; Sande, 1979b, S. 246). In aktuellen Publikationen wird bei
der Grundform der Imputation mittels kNN jedoch häufig Troyanskaya et al. (2001,
S. 521) (vgl. z. B. Brás und Menezes, 2007, S. 274–275; Branden und Verboven, 2009,
S. 8; Oh et al., 2011, S. 78; Penone et al., 2014, S. 962; Pan et al., 2015, S. 616) und
seltener auch Batista und Monard (2003, S. 522–523) (vgl. z. B. Luengo et al., 2010,
S. 407; García-Laencina et al., 2010, S. 269; Zhang et al., 2012, S. 2841) zitiert.
Bei der einfachsten Form der Imputation mittels kNN wird die Datenmatrix A in

zwei Teilmatrizen Aobs und Amis eingeteilt, welche die vollständig bzw. unvollständig
beobachteten Objekte aus A enthalten. Zur Bestimmung der Imputationswerte für
die unvollständigen Objekte in Amis werden dann nur Objekte aus Aobs, also nur
vollständige Objekte, zugelassen (vgl. Lee et al., 1976, S. 541). Für ein Objekt i mit
fehlenden Werten werden dazu die κ Objekte aus Aobs mit der geringsten Distanz zum
Objekt i ermittelt.39 Anschließend wird bei der Vervollständigung eines quantitativen
Merkmals der Mittelwert dieser nächsten Nachbarn imputiert (vgl. Ford, 1976, S. 326;
Lee et al., 1976, S. 541). Anstatt der Verwendung eines einfachen Mittelwertes schlagen
Troyanskaya et al. (2001, S. 521) vor, einen gewichteten Mittelwert der nächsten
Nachbarn zu imputieren, wobei die Gewichte anhand der Distanzen zum Objekt mit
fehlenden Werten festgelegt werden. Zur Imputation eines qualitativen Merkmals kann
z. B. der Modus der nächsten Nachbarn verwendet werden (vgl. Batista und Monard,
2003, S. 522).

Um mehr Objekte zur Bestimmung der Imputationswerte verfügbar zu haben,
schlagen Kim et al. (2004) vor, die Objekte nach dem Anteil fehlender Werte zu
ordnen. Anschließend werden die Objekte sequentiell beginnend mit dem Objekt mit
dem geringsten Anteil fehlender Werte abgearbeitet. Bereits imputierte Objekte werden
bei dem Vorschlag von Kim et al. (2004) zusätzlich zu den vollständig beobachteten
Objekten zur Bestimmung der Imputationswerte verwendet.
Diese Idee, mehr Objekte zur Bestimmung der Imputationswerte zur Verfügung

zu haben, führen Brás und Menezes (2007, S. 275) für eine ausschließlich quantita-
tive Datenmatrix weiter, indem sie eine iterative Form der Imputation mittels kNN
entwickeln. Dazu ersetzen sie zunächst alle fehlenden Werte mithilfe einer Mittelwert-
imputation, wodurch die vervollständigte Datenmatrix Averv,(0) entsteht. Anschließend
38 Zitiert nach Sande (1979b, S. 246).
39 Die Distanzberechnung basiert z. B. auf der Analyse der verfügbaren Merkmale, wobei unvoll-

ständige Merkmale ohne Korrektur ignoriert werden (vgl. z. B. Brás und Menezes, 2007, S. 274).
Details zu dieser Art der Distanzberechnung sind in Abschnitt 3.1.2 zu finden.
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werden die Objekte mit ursprünglich fehlenden Werten in jeder Iteration t = 1,2, . . .
sequentiell imputiert, wobei die nächsten Nachbarn und die Imputationswerte anhand
der vervollständigten Datenmatrix Averv,(t−1) der vorhergehenden Iteration bestimmt
werden. Nach Abschluss des Iterationsschrittes t steht eine neue vervollständigte
Datenmatrix Averv,(t) zur Verfügung. Falls die Summe der quadratischen Abweichun-
gen zwischen den Werten in Averv,(t−1) und Averv,(t) eine vorher festgelegte Schranke
unterschreitet, endet das Verfahren und gibt Averv,(t) als vervollständigte Datenmatrix
zurück. Ansonsten wird ein neuer Iterationsschritt angestoßen (vgl. Brás und Menezes,
2007, S. 275). Diese iterative Imputation mittels kNN von Brás und Menezes (2007,
S. 275) weist starke Parallelen zum cyclic m-partition Hot-Deck von Judkins (1998,
S. 145) auf, welches in Abschnitt 4.2.1.2 vorgestellt wurde.

In den Arbeiten von Troyanskaya et al. (2001, S. 521) sowie Brás und Menezes (2007,
S. 275) wird eine ungewichtete euklidische Distanz anhand der verfügbaren Merkmale
berechnet. Anstatt dieser Distanzen können auch die in Abschnitt 4.2.1.1 vorgeschlage-
nen Distanzberechnungen zur Bestimmung der nächsten Nachbarn verwendet werden.
Alternativ schlagen Huang und Lee (2004, S. 242–243) vor, die nächsten Nachbarn
mithilfe der Grey-Theorie zu bestimmen. Ein weiterer Vorschlag von García-Laencina
et al. (2009, S. 1486–1487) ist, die gemeinsamen Informationen von Merkmalen bei
der Bestimmung der Distanzen zu berücksichtigen. Diese beiden Vorschläge werden
von Pan et al. (2015, S. 619–621) kombiniert, indem sie Merkmalsgewichte basierend
auf der gemeinsamen Information in die Grey-Theorie miteinbeziehen.

Ähnlich wie bei der auf Distanzen basierenden Hot-Deck-Imputation beeinflusst die
Wahl des Parameters κ das Imputationsergebnis (vgl. z. B. Beretta und Santaniello,
2016). Ansätze zur Wahl von κ sind beispielsweise bei Joenssen (2015, S. 74–75) und
Pan et al. (2015, S. 617) und den dort zitierten Quellen zu finden. Insgesamt gesehen
lassen sich viele Ergebnisse und Ideen, die in Abschnitt 4.2.1 vorgestellt werden, auch
auf die Imputation mittels kNN übertragen.

Beispiel 4.14 (Imputation mittels kNN)
Zur Demonstration der Imputation mittels kNN wird erneut die ACS-Stichprobe aus
dem Anhang B verwendet. In der Abbildung 4.15 ist das Resultat einer Imputation
mittels kNN unter Verwendung einer euklidischen Distanz und der Imputation eines
ungewichteten Mittelwerts der 10 nächsten Nachbarn dargestellt. Die Abbildung 4.15
weist große Ähnlichkeiten zur Abbildung 4.6 des Nearest-Neighbour Hot-Decks auf.
Die auffälligsten Unterschiede sind, dass zum einen die imputierten Werte selten
exakt beobachteten Werten entsprechen und zum anderen durch die Verwendung des
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Mittelwerts bei der 58 Jahre alten Person kein so großer Einkommenswert wie bei der
Verwendung des Nearest-Neighbor Hot-Decks imputiert wird.
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Abbildung 4.15: ACS-Stichprobe: Imputation mittels k-Nächste-Nachbarn

Die Ergebnisse der Simulation sind in der Tabelle 4.16 dargestellt. Die Ergebnisse
zeigen, dass die Imputation mittels kNN in diesem Fall als eine Mischform der Mittel-
wertimputation und des Nearest-Neighbour Hot-Decks aufgefasst werden kann. Ähnlich
wie die Mittelwertimputation tendiert die Imputation mittels kNN zu einer guten
Schätzung des Mittelwertes, gleichzeitig überschätzt sie außer bei Vorliegen des MNAR-
Ausfallmechanismus aber den Median, da das Merkmal Einkommen rechtsschief ist.
Die Standardabweichung wird in allen Fällen unterschätzt und die Korrelation etwas
überschätzt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,6 37,4 32,8
Einkommen: Median 23,5 29,7 29,5 23,1
Einkommen: Standardabweichung 44,2 39,7 38,6 37,0
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,21 0,21 0,20

Tabelle 4.16: ACS-Stichprobe: Imputation mittels kNN

4.4.2 Imputation mittels Entscheidungsbäumen

Es gibt unterschiedliche Möglichkeiten, Entscheidungsbäume im Rahmen einer Impu-
tation einzusetzen. So können Entscheidungsbäume zur Konstruktion von Imputati-
onsklassen verwendet werden (vgl. z. B. Kalton und Kasprzyk, 1982, S. 28; Kalton,
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1983, S. 84–85; Creel und Krotki, 2006, S. 2884–2885). Der Fokus dieses Abschnitts
liegt jedoch darauf, wie Entscheidungsbäume direkt zur Imputation fehlender Wer-
te eingesetzt werden können. Dabei wird zwischen der Verwendung von einzelnen
Entscheidungsbäumen und Verfahren basierend auf einer Kombination von mehreren
Entscheidungsbäumen (sogenannte Ensemble-Methoden) unterschieden.

4.4.2.1 Imputation mittels einzelner Bäume

Um mithilfe von einzelnen Entscheidungsbäumen eine Datenmatrix zu imputieren,
wird im einfachsten Fall für jedes Merkmal k mit fehlenden Werten ein Entschei-
dungsbaum anhand der Objekte konstruiert, die im Merkmal k beobachtete Werte
besitzen. Anschließend werden die fehlenden Werte im Merkmal k mithilfe des so
konstruierten Entscheidungsbaums prognostiziert (vgl. Quinlan, 1986, S. 96–97). Bei
diesem Vorgehen ist unter anderem relevant, ob die bereits imputierten Werte für
die Konstruktion der weiteren Entscheidungsbäume verwendet werden und wenn dies
der Fall ist, in welcher Reihenfolge die Merkmale imputiert werden (vgl. Lobo und
Numao, 1999, S. 500). Lobo und Numao (1999, S. 500) schlagen vor, die Reihenfolge
von der Stärke des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen mit fehlenden Werten
und einer Klassenvariable abhängig zu machen. Dies setzt jedoch voraus, dass eine
solche Klassenvariable überhaupt existiert. Einen allgemeineren Ansatz verfolgen Con-
versano und Siciliano (2009, S. 365-371). Sie sortieren die Datenmatrix so um, dass die
Objekte und die Merkmale in der Datenmatrix nach aufsteigender Anzahl fehlender
Werte geordnet sind. Nun imputieren sie die Matrix zeilenweise. Sie verwenden als
unabhängige Variablen stets alle Merkmale, die vollständig oder bereits vervollständigt
sind. Als Anpassung dieses Vorgehens schlagen z. B. D’Ambrosio et al. (2012, S. 232)
vor, nur die Merkmale nach der Anzahl fehlender Werte zu sortieren und anschließend
die Datenmatrix merkmalsweise beginnend mit dem Merkmal mit dem geringsten
Anteil fehlender Werte zu imputieren. D’Ambrosio et al. (2012, S. 232) verwenden
dabei nur die vollständigen und bereits imputierten Merkmale zur Konstruktion der
Bäume.

Manche Entscheidungsbaumalgorithmen können auch unvollständige Datenmatrizen
direkt verarbeiten (vgl. z. B. Breiman et al., 1984, S. 140–143; Quinlan, 1993, S. 27–
33; Hothorn et al., 2006, S. 658). Daher ist es theoretisch nicht notwendig, bei der
Verwendung dieser Algorithmen für die Konstruktion der Bäume nur Objekte zu
verwenden, die in allen einbezogenen Merkmalen vollständig (bzw. vervollständigt)
sind. Jedoch deuten die Ergebnisse von Feelders (1999, S. 334), Batista und Monard
(2003, S. 526–527) sowie Saar-Tsechansky und Provost (2007, S. 1651) darauf hin,
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dass eine Imputation im Vorfeld zu besseren Ergebnissen als die Verwendung der
internen MD-Techniken der Entscheidungsbäume führt. Aus diesem Grund kann
es auch bei Entscheidungsbaumalgorithmen, die unvollständige Objekte verarbeiten
können, sinnvoll sein, bei der Konstruktion eines Baums ausschließlich vollständige
bzw. vervollständigte Merkmals-Objekt-Kombinationen zu verwenden.

4.4.2.2 Imputation mittels Ensemble-Methoden

Anstatt die fehlenden Werte mit einzelnen Bäumen zu imputieren, können auch
Ensemble-Methoden zur Imputation herangezogen werden. Das verbreitetste Imputa-
tionsverfahren40, welches zur Imputation Entscheidungsbaum-Ensembles einsetzt, ist
missForest. Es wurde von Stekhoven und Bühlmann (2012) entwickelt und basiert auf
Random Forest (Breiman, 2001). Der Ablauf einer Imputation mittels missForest ist
als Struktogramm in der Abbildung 4.16 dargestellt und wird zunächst überblicksartig
beschrieben. Anschließend wird auf einige Details genauer eingegangen. Ein Teil der
folgenden Beschreibung kann nicht direkt aus der Veröffentlichung von Stekhoven
und Bühlmann (2012) entnommen werden, sondern basieren auf der Analyse des
Quellcodes des zugehörigen R-Pakets missForest (Stekhoven, 2013) in der offiziellen
CRAN-Version 1.4.

Initiale Imputation der fehlenden Werte und speichern in Averv
neu

Setze M sort
mis als Indizes der Merkmale mit fehlenden Werten sortiert

nach Anzahl fehlender Werte im Merkmal (aufsteigend)
Solange bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist

Averv
alt = Averv

neu

Für k in M sort
mis

Konstruiere Random Forest anhand von
(
aobs

k ,Aobs
k

)
Imputiere amis

k anhand von Amis
k

Aktualisiere Werte in Averv
neu anhand von imputierten Werten für

amis
k

Abbruch durch Iterationsbeschränkung

ja nein
Rückgabe von Averv

neu Rückgabe von Averv
alt

Abbildung 4.16: missForest Algorithmus (in Anlehnung an Stekhoven und Bühlmann
(2012, S. 113) und Stekhoven (2013))

40 Basierend auf der Analyse im Kapitel 5.
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Im ersten Schritt werden für die fehlenden Werte in der Datenmatrix A initiale Werte
imputiert. Hierfür verwendet missForest eine merkmalsweise Mittelwertimputation
für quantitative Merkmale und eine merkmalsweise Modusimputation für qualitative
Merkmale (vgl. Stekhoven und Bühlmann, 2012, S. 113; Stekhoven, 2013). Anschließend
werden die Indizes der Merkmale mit fehlenden Werten nach der Anzahl fehlender
Werte in den Merkmalen aufsteigend sortiert und in der Variable M sort

mis gespeichert.
Nach dieser Initialisierungsphase werden so lange Imputationen durchgeführt bis
mindestens ein Abbruchkriterium erfüllt ist. Dazu wird zunächst die in der vorherigen
Iteration imputierte Datenmatrix (bzw. in der ersten Iteration die initial imputierte
Datenmatrix) in einer Variable gespeichert, die in der Abbildung 4.16 mit Averv

alt

bezeichnet wird. Anschließend werden die Merkmale in der durch M sort
mis vorgegebenen

Reihenfolge sequentiell imputiert. Die so erhaltenen Imputationswerte überschreiben
die Imputationswerte der vorherigen Iteration (bzw. der initialen Imputation) in
Averv

neu . Nachdem die Iteration durch die Erfüllung mindestens eines Abbruchkriteriums
beendet ist, wird eine imputierte Datenmatrix zurückgegeben (vgl. Stekhoven und
Bühlmann, 2012, S. 113).
Einige Details dieses generellen Ablaufs werden nun genauer dargestellt. Für die

Imputation eines Merkmals k mit fehlenden Werten wird die jeweils aktuelle vervoll-
ständigte Datenmatrix Averv

neu in vier Teile geteilt. Dazu werden als Erstes die Zeilen
der Datenmatrix in zwei Gruppen unterteilt. Die erste Gruppe („obs“-Gruppe) enthält
alle Objekte, die im Merkmal k in der Datenmatrix A ursprünglich beobachtete Werte
besitzen. Die zweite Gruppe („mis“-Gruppe) besteht aus den Objekten, die in der
Datenmatrix A ursprünglich fehlende Werte im Merkmal k aufweisen. Nun werden die
Werte im Merkmal k anhand dieser beiden Gruppe in einen beobachteten Teil aobs

k und
in einen unbeobachteten Teil amis

k unterteilt. Analog werden die Werte aller anderen
Merkmale (mit Ausnahme des Merkmals k) in einen beobachteten Teil, zusammen-
gefasst in der Matrix Aobs

k , und in einen unbeobachteten Teil, zusammengefasst in
der Matrix Amis

k , unterteilt. Nach dieser Unterteilung wird anhand der Datenma-
trix

(
aobs

k ,Aobs
k

)
ein Random Forest konstruiert, wobei der Vektor aobs

k als abhängige
Variable fungiert. Anschließend werden mithilfe des so konstruierten Random Forests
und der Matrix Amis

k die im Merkmal k (ursprünglich) fehlenden Werte imputiert.
Jedes Mal, nachdem alle Merkmale mit fehlenden Werten einmal imputiert wurden,

werden die Abbruchkriterien überprüft. Das erste Abbruchkriterium ist die maximale
Anzahl an Iterationen, wobei eine Iteration als ein Durchlauf der „Solange bis ein
Abbruchkriterium erfüllt ist“-Schleife definiert ist (vgl. Stekhoven, 2013). Wenn die
Schleife aufgrund der Erreichung der maximalen Iterationsanzahl verlassen wird, wird
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Averv
neu als imputierte Datenmatrix zurückgegeben. Neben der Anzahl an Iterationen

wird nach jedem Durchlauf dieser Schleife auch überprüft, ob die Unterschiede zwi-
schen Averv

neu und Averv
alt im Vergleich zu den Unterschieden der vorherigen Iteration

zugenommen haben (Details zur Berechnung der Unterschiedlichkeit sind bei Stekho-
ven und Bühlmann (2012, S. 113) zu finden). Falls dies der Fall ist, wird die Iteration
beendet und Averv

alt als imputierte Datenmatrix zurückgegeben (vgl. Stekhoven und
Bühlmann, 2012, S. 113; Stekhoven, 2013).
In Erweiterung der von Stekhoven und Bühlmann (2012) bzw. Stekhoven (2013)

ursprünglich veröffentlichen Form von missForest schlagen Ramosaj und Pauly (2019,
S. 1749–1750) vor, anstatt der einfachen Bootstrapsamples gewichtete Bootstrap-
samples für die Konstruktion der Entscheidungsbäume zu verwenden. Ferner stellen
Ramosaj und Pauly (2019, S. 1745–1747) auch die Verwendung von zwei verschiedenen
Formen von geboosteten Entscheidungsbäumen (anstatt von Random Forest) zur
Imputation der Werte vor. Dazu ersetzen sie im missForest Algorithmus einfach die
Konstruktion eines Random Forests durch die Konstruktion geboosteter Entscheidungs-
bäume. Weitere Ansätze zur Imputation mithilfe von Entscheidungsbaum-Ensembles
sind bei Tang und Ishwaran (2017, S. 364–367) und den dort enthaltenen Quellen zu
finden.
Beispiel 4.15 (Imputation mittels missForest)
Zur Demonstration der Imputation mittels missForest wird erneut die ACS-Stichprobe
aus dem Anhang B verwendet. In der Abbildung 4.17 ist das Resultat der Imputation
mittels missForest für die Beispieldatenmatrix zu sehen. Optisch sind die imputierten
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Abbildung 4.17: ACS-Stichprobe: Imputation mittels missForest
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Werte ähnlich wie bei den lokalen Verfahren. Auch die Ergebnisse in der Tabelle 4.17
sind ähnliche wie z. B. die Resultate der Imputation mittels kNN, jedoch verzerrt die
Imputation mittels missForest die meisten Parameter etwas weniger stark.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 37,3 37,3 32,8
Einkommen: Median 23,5 27,0 27,4 21,0
Einkommen: Standardabweichung 44,2 40,5 39,7 38,0
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,19 0,20 0,21

Tabelle 4.17: ACS-Stichprobe: Imputation mittels missForest

4.4.3 Imputation mittels Clustering

In diesem Abschnitt werden Imputationsverfahren vorgestellt, die auf Clustering
basieren. Unter Clusteranalyse-Verfahren werden in diesem Zusammenhang Verfahren
verstanden, die das Ziel haben, Objekte in Klassen oder Gruppen zusammenzufassen
(vgl. z. B. Bankhofer und Vogel, 2008, S. 173; James et al., 2021, S. 516). Im ersten
Teil des Abschnitts wird auf die Imputation mittels partitionierender Verfahren
eingegangen, wobei insbesondere verschiedene Imputationsmöglichkeiten mithilfe von
KMEANS vorgestellt werden. Anschließend werden im zweiten Teil Möglichkeiten zur
Imputation mittels Clustering vorgestellt, die probabilistische Modelle zum Finden
der Klassen verwenden.
Li et al. (2004, S. 574–575) führen eine Imputation mithilfe von KMEANS durch,

indem sie zunächst zufällig K vollständige Objekte als Klassenzentren auswählen
und anschließend iterativ die Klassenzuordnung wie bei einem normalen KMEANS-
Verfahren mit vollständigen Objekten (vgl. z. B. James et al., 2021, S. 517–521)
aktualisieren. Nachdem auf diese Weise K Gruppen gefunden wurden, ersetzen sie die
fehlenden Werte in einem Objekt anhand der Ausprägungen des nächsten Nachbarn
innerhalb der Gruppe (vgl. Li et al., 2004, S. 574). Aus der Beschreibung bei Li et al.
(2004, S. 574–575) geht nicht hervor, wie mit den fehlendenWerten während der Cluster-
Phase oder bei der Bestimmung des nächsten Nachbarn umgegangen wird. Zhang et al.
(2006, S. 1081) verwenden z. B. in der Cluster-Phase nur vollständige Objekte und
ordnen die unvollständigen Objekte erst im Nachgang der nächstgelegenen Gruppe zu.
Dieses Vorgehen setzt jedoch voraus, dass mindestens K vollständige Objekte in der
Datenmatrix vorhanden sind.

113



4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

Anstatt die Werte des nächsten Nachbarn innerhalb einer Klasse zur Imputation
zu verwenden, können auch die Klassenmittelwerte imputiert werden (vgl. Raja
und Thangavel, 2020, S. 4365–436641). Eine Kombination dieser beiden Ideen stellt
in gewisser Weise die Verwendung von Kernfunktionen zur Bestimmung einer Art
gewichteten Mittelwert als Imputationswerts dar. So schlagen Zhang et al. (2006,
S. 1082) und Zhang et al. (2008a, S. 131–132) vor, einen fehlenden Wert im Merkmal k
des Objekts i, welches zur Klasse Kp gehört, durch

aimp
ik =

∑
j∈Kp vjkajk

∏
l∈M\k K

(ail−ajl
h

)
∑

j∈Kp vjk
∏

l∈M\k K
(ail−ajl

h

)
+ n−2

(4.55)

zu imputieren. In der Gleichung (4.55) ist K eine Kernfunktion und h die Bandbreite.
Durch die Gleichung (4.55) werden alle im Merkmal k beobachteten Werte von Objek-
ten, die zur Klasse Kp gehören, zur Imputation des fehlenden Werts berücksichtigt.
Diese beobachteten Werte werden mithilfe der Kernfunktion K gewichtet, wodurch in
gewisser Weise ein gewichteter Mittelwert der beobachteten Werte imputiert wird (der
Term n−2 dient der Vermeidung eines Nenners, der gleich Null ist, und beeinflusst das
Ergebnis für große n kaum). Als Kernfunktion verwenden Zhang et al. (2006, S. 1082)
und Zhang et al. (2008a, S. 132) einen Gauß-Kern. Die Bandbreite h bestimmen sie
mithilfe von Kreuzvalidierung (vgl. Zhang et al., 2006, S. 1083; Zhang et al., 2008a,
S. 133–134). Falls in mehreren Merkmalen fehlende Werte auftreten, werden die feh-
lenden Werte zunächst mithilfe einer merkmalsweisen Mittelwertimputation ersetzt
und anschließend die Merkmale sequentiell imputiert (vgl. Zhang et al., 2006, S. 1083).
Anstatt den Imputationswert aus der Gleichung (4.55) direkt zu verwenden, schlagen
Zhang et al. (2006, S. 1082) auch noch vor, ein Residuum zu addieren, um so ein
stochastisches Imputationsverfahren zu erhalten.
Es existieren in der Literatur weitere Vorschläge zur Imputation mittels parti-

tionierender Clusteranalyse-Verfahren. So schlagen Li et al. (2004, S. 575–576) die
Verwendung von Fuzzy KMEANS anstatt von KMEANS vor. Da in diesem Fall ein Ob-
jekt nicht mehr eindeutig einem Cluster zugeordnet wird, sondern Zugehörigkeitsgrade
zu allen Klassen besitzen, imputieren Li et al. (2004, S. 575–576) einen anhand der
Zugehörigkeitsgrade gewichteten Mittelwert der Klassenzentren. Hingegen verwenden

41 Raja und Thangavel (2020, S. 4365–4366) schreiben diese Idee eigentlich Suguna und Thanushkodi
(2011) zu. Jedoch verwenden Suguna und Thanushkodi (2011, S. 217–218) nicht den Klassenmittel-
wert zur Imputation, sondern weisen den fehlenden Werten verschiedene „mögliche“ Werte zu und
kontrollieren, ob ein Objekt mit diesen Werten der richtigen Klasse zugeordnet wird. Der erste
„mögliche“ Wert, der ein Objekt der richtigen Klasse zuordnet, wird dann als Imputationswert
verwendet.
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Raja und Thangavel (2020, S. 4368, 4371) Rough KMEANS, um Imputationswerte
zu bestimmen. Unter anderem von Zhang et al. (2006, S. 1082) wird angemerkt, dass
anstatt KMEANS auch andere partitionierende Verfahren zur Klassifikation verwendet
werden könnten, um so z. B. die Wahl der Klassenanzahl K umgehen zu können.

Ein weiterer Ansatz zur Imputation mittels Clustering ist die Verwendung von
Verfahren, die auf probabilistischen Modellen basieren. Dafür werden unter anderem
von Ouyang et al. (2004) und Di Zio et al. (2007) gaußsche Mischverteilungsmodelle ver-
wendet. Bei dem von Ouyang et al. (2004) vorgeschlagenen GMCimpute-Algorithmus
werden als Erstes alle vollständigen Objekte mithilfe des iterativen Klassifikations-EM-
Algorithmus von Banfield und Raftery (1993) in K Klassen eingeteilt. Anschließend
werden die fehlenden Werte durch bedingte Erwartungswerte (gegeben den beobachte-
ten Werten und den geschätzten Parametern) ersetzt. Nach dieser Initialisierungsphase
werden auf Basis der vervollständigten Datenmatrix die Objekte wiederum in Klassen
eingeteilt und basierend auf dieser Klassifikation werden die fehlenden Werte erneut
imputiert. Der Algorithmus führt diese beiden Schritte so lange iterativ aus, bis sich die
Klassenzugehörigkeit der Objekte nicht mehr ändert. Sobald dies der Fall ist, wird für
jeden fehlenden Wert ein vorläufiger Imputationswert aimp,K

ik gespeichert. Diesen Vor-
gang führt der Algorithmus für unterschiedliche Anzahlen an Klassen K = 1, . . . , Kmax

durch, woraus die vorläufigen Imputationswerte aimp,1
ik , aimp,2

ik , . . . , aimp,Kmax
ik resultieren.

Der endgültige Imputationswert für einen fehlenden Wert ist dann der Mittelwert
dieser vorläufigen Imputationswerte (vgl. Ouyang et al., 2004, S. 918–919):

aimp
ik = 1

Kmax

Kmax∑
K=1

aimp,K
ik . (4.56)

Bis zu welcher maximalen Anzahl an Klassen Kmax vorläufige Imputationswerte er-
mittelt werden, muss bei der Verwendung des Algorithmus von Ouyang et al. (2004)
vorgegeben werden (vgl. Ouyang et al., 2004, S. 918). Ouyang et al. (2004, S. 920–921)
bestimmen den Wert empirisch und wandeln ihn stellenweise sogar bei derselben
Datenmatrix je nach Anteil fehlender Werte ab.
Alternativ zum Vorgehen von Ouyang et al. (2004) verwenden Di Zio et al. (2007)

den EM-Algorithmus von Hunt und Jorgensen (2003) zur Schätzung der Parameter
der gaußschen Mischverteilungsmodelle. Der Vorteil des EM-Algorithmus von Hunt
und Jorgensen (2003) ist, dass er mit unvollständigen Datenmatrizen umgehen kann.
Auf diese Weise können die Parameter der gaußschen Mischverteilung direkt aus der
unvollständigen Datenmatrix ermittelt werden, wodurch ein iteratives Vorgehen mit
Imputation und erneuter Klassifikation wie bei Ouyang et al. (2004) entfällt. Nachdem
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4 Imputationsverfahren für unvollständige Datenmatrizen

auf diese Weise Schätzwerte für die Mischverteilungsparameter vorliegen, werden
bei der Vorgehensweise von Di Zio et al. (2007) die fehlenden Werte entweder als
Erwartungswert der unvollständigen Einträge42 (gegeben den beobachteten Wert und
der geschätzten Verteilungsparameter) imputiert oder durch Zufallszahlen ersetzt,
die aus der geschätzten Mischverteilung gezogen werden (vgl. Di Zio et al., 2007,
S. 5306–5308).

Neben den hier vorgestellten Methoden zur Imputation mittels Clustering existieren
in der Literatur noch weitere Ansätze. So verwenden z. B. Samad und Harp (1992,
S. 206), Fessant und Midenet (2002, S. 303) und Latif und Mercier (2010, S. 190)
selbstorganisierende Karten und Wong et al. (2007, S. 1001–1002) einen multi-stage
Ansatz zur Klassifikation. Jedoch sind die Ideen zur Imputation meist ähnlich zu einem
der bereits dargestellten Verfahren und nur das verwendete Clusteranalyse-Verfahren
unterscheidet sich.
Beispiel 4.16 (Imputation mittels GMCimpute)
Zur Demonstration der Imputation mittels GMCimpute (Ouyang et al., 2004) wird
erneut die ACS-Stichprobe aus dem Anhang B verwendet. In der Abbildung 4.18 ist
das Resultat der Imputation mittels GMCimpute bei der Verwendung von Kmax = 4 für
die Beispieldatenmatrix zu sehen. Im Vergleich zu den anderen Imputationsverfahren
ist die relativ geringe Streuung der Imputationswerte auffällig. Dies zeigt sich auch bei
den Simulationsergebnissen in der Tabelle 4.18, in der die Standardabweichung stärker
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Abbildung 4.18: ACS-Stichprobe: Imputation mittels GMCimpute

42 Diese Idee zur Imputation wird auch schon bei Ghahramani und Jordan (1994, S. 124) erwähnt.
Jedoch führen Ghahramani und Jordan (1994) diese nicht weiter aus, da sie nur Parameterschät-
zungen und nicht an der Bestimmung von Imputationswerten interessiert sind.
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4.5 Genereller Aufbau von Imputationsverfahren

als z. B. bei missForest oder der stochastischen Regressionsimputation unterschätzt
wird. Auch die übrigen Parameterschätzwerte sind meist verzerrt.

Original MCAR MAR MNAR
Einkommen: Mittelwert 37,2 34,0 33,0 28,2
Einkommen: Median 23,5 25,7 25,7 18,2
Einkommen: Standardabweichung 44,2 38,9 37,7 36,3
Korrelation: Einkommen, Alter 0,18 0,19 0,16 0,17

Tabelle 4.18: ACS-Stichprobe: Imputation mittels GMCimpute

4.5 Genereller Aufbau von Imputationsverfahren
Neben den bisher in diesem Kapitel dargestellten Verfahren existieren in der Literatur
noch viele weitere Vorschläge für Imputationsverfahren. Viele dieser im Zuge der
Literaturrecherche gefundenen Imputationsverfahren, die in diesem Kapitel nicht
dargestellt werden, weisen eine große Ähnlichkeit zu einem dargestellten Imputati-
onsverfahren auf. Dies liegt daran, dass viele Verfahren im generellen Aufbau große
Gemeinsamkeiten aufweisen bzw. nur unterschiedliche Ausprägungen in gewissen
Kernkategorien vorweisen. Dieser generelle Aufbau von Imputationsverfahren wird in
diesem Abschnitt dargestellt.43

Das zentrale Element eines Imputationsverfahrens ist das zur Modellierung der Zu-
sammenhänge verwendete Verfahren, welches im Folgenden inneres Verfahren genannt
wird. Diese inneren Verfahren sind häufig bekannte multivariate Analyseverfahren
oder Verfahren aus dem Bereich des maschinellen Lernens, wie z. B. lineare Regression
oder Entscheidungsbäume. Der Ursprung des inneren Verfahrens ist jedoch meist
nicht entscheidend für den weiteren Aufbau eines Imputationsverfahrens. Hierfür ist
eine Unterscheidung zwischen inneren Verfahren, die direkt Prognosewerte liefern
können, und solchen, die dies nicht können, entscheidender. Die inneren Verfahren
des ersten Typs modellieren die Zusammenhänge zwischen einem (oder mehreren)
unabhängigen Merkmal(en) und einem (oder mehreren) abhängigen Merkmal(en) in
einer Datenmatrix direkt, wodurch sie Prognosewerte für das abhängige Merkmal

43 Viele in diesem Abschnitt zusammenfassend dargestellte Aspekte sind bereits in anderen Quellen zu
finden. Jedoch betrachten diese Quellen nur einzelne Aspekte oder Teile des generellen Aufbaus von
Imputationsverfahren. Die größte Ähnlichkeit zum hier vorgestellten Ansatz, Imputationsverfahren
zu beschreiben, haben vermutlich die Darstellungen des MICE-Algorithmus (vgl. van Buuren und
Groothuis-Oudshoorn, 2011, S. 15–16; van Buuren, 2018, S. 120–121).
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(die abhängigen Merkmale) berechnen können. Ein Beispiel für ein solches Verfahren
ist die lineare Regression. Bei der zweiten Art von inneren Verfahren existiert keine
direkt in der Datenmatrix vorhandene abhängige Variable. Unter diese Kategorie fällt
z. B. die Hauptkomponentenanalyse. Im Bereich des maschinellen und statistischen
Lernens werden Verfahren der ersten Kategorie dem Bereich des überwachten Lernens
zugeordnet, während die Verfahren der zweiten Kategorie dem unüberwachten Lernen
angehören (vgl. z. B. James et al., 2021, S. 26–28).

Die Bestimmung eines Imputationswerts aimp
ik läuft bei der Verwendung eines inneren

Verfahrens aus dem Bereich des überwachten Lernens normalerweise so ab, dass
zunächst ein Modell „geschätzt“ wird, in dem das Merkmal k als abhängiges Merkmal
fungiert. Anschließend werden diesem Modell die Werte des Objekts i übergeben und
ein Wert für aimp

ik „prognostiziert“.44 Diese generelle Beschreibung ist zunächst relativ
vage, da für die konkrete Spezifizierung eines Imputationsverfahrens weitere Aspekte
festgelegt werden müssen:

• Initiale Imputation: Werden die fehlenden Werte zunächst einmalig durch
initiale Imputationswerte ersetzt?

• Iterativ: Wird die Bestimmung der Imputationswerte wiederholt?

• Reihenfolge: In welcher Reihenfolge werden die Zeilen und Spalten imputiert?

• Unabhängige Merkmale: Welche Merkmale fließen als unabhängige Merkmale
in die Modelle ein?

• Verwendete Werte: Welche Werte werden für die „Schätzung“ der Modelle
und für die „Prognose“ der Imputationswerte verwendet?

• Stochastizität: Wird bei der „Prognose“ ein stochastischer Fehler berücksich-
tigt oder nicht?

Diese weiteren Aspekte beeinflussen sich zum Teil gegenseitig und können auch Un-
teraspekte besitzen. So ist z. B. bei iterativen Verfahren festzulegen, welche Kriterien,
wie beispielsweise die Änderung der Imputationswerte oder die maximale Anzahl an
Iterationen, alles zu einem Abbruch der Iteration führen können und gegebenenfalls

44 Die Begriffe Schätzen und Prognose stehen in Anführungszeichen, da sie bei einer Imputation leicht
andere Bedeutung als bei normalen Prognosevorgängen haben können. So wird beispielsweise als
Imputationswert nicht unbedingt der beste Wert im Sinne einer klassischen Prognose verwendet,
sondern es kann ein stochastischer Fehler hinzugefügt werden (vgl. auch van Buuren, 2018,
S. 55–57).
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welche imputierte Datenmatrix anschließend zurückgegeben wird. Jedoch handelt es
sich hierbei häufig eher um technische Details als um entscheidende Eigenschaften der
Imputationsverfahren.
Die weiteren Aspekte bilden die Struktur eines Imputationsverfahrens. Mit dieser

Struktur lässt sich der generelle Ablauf eines Imputationsverfahrens unter Vernachläs-
sigung des inneren Verfahrens beschreiben. In vielen Fällen ist es möglich, die Struktur
eines Imputationsverfahrens beizubehalten und das innere Verfahren durch fast jedes
andere Verfahren (unter Berücksichtigung von Anforderungen an die Skalenniveaus)
aus dem Bereich des überwachten Lernens zu ersetzen. So lassen sich z. B. die in
Abschnitt 4.3.1 beschriebenen Imputationsverfahren mittels linearer Regression durch
eine Verwendung von Regressionsbäumen oder Random Forests anstatt einer Re-
gression in Imputationsverfahren mittels Entscheidungsbäumen umwandeln. Es wäre
aber genauso gut möglich, die lineare Regression durch neuronale Netze zu ersetzen,
wodurch jeweils eine Imputation mittels neuronaler Netze resultieren würde. Auch
wenn das innere Verfahren also ein zentrales Element eines spezifischen Imputati-
onsverfahrens darstellt und großen Einfluss auf die resultierenden Imputationswerte
haben kann, so sind doch viele unterschiedliche innere Verfahren im Rahmen der
Struktur eines Imputationsverfahrens denkbar und möglich.

Die Ausführungen zur Struktur der Imputationsverfahren und der weiteren Aspekte
gelten bei der Verwendung eines inneren Verfahrens aus dem Bereich des unüber-
wachten Lernens in ähnlicher Form. Jedoch werden bei einem inneren Verfahren aus
dem Bereich des unüberwachten Lernens häufig zunächst die Zusammenhänge der
Datenmatrix als Ganzes modelliert. Anschließend muss festgelegt werden, wie anhand
dieser Zusammenhänge Imputationswerte bestimmt werden können. Bei Repräsentati-
onsverfahren, die eine Approximation der ursprünglichen Datenmatrix ermöglichen,
wie z. B. die Hauptkomponentenanalyse, ist dieser Schritt relativ einfach, da diese
Verfahren in gewisser Weise „Prognosewerte“ für die ganze Datenmatrix liefern können.
Bei anderen Verfahren, die Parameter oder andere zusammenfassende Ergebnisse
der Datenmatrix bereitstellen, werden die Imputationswerte normalerweise anhand
dieser Parameter geschätzt (z. B. EM-Imputation oder die Verfahren von Ouyang
et al. (2004) und Di Zio et al. (2007)) oder eine Zuordnung zu einer oder mehreren
repräsentativen Einheiten vorgenommen, anhand derer ein Imputationswert ermittelt
werden kann (z. B. bei manchen Formen der KMEANS-Imputation).

Viele Imputationsverfahrensgruppen, die ein gemeinsames inneres Verfahren aufwei-
sen, haben eine ähnliche Evolution durchlaufen. Der Ursprung ist häufig ein relativ
einfaches Imputationsverfahren, welches anschließend weiterentwickelt wird. Dies
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zeigt sich z. B. sehr prototypenhaft bei der Imputation mittels k-Nächste-Nachbarn.
Zunächst verwendet das Vorgehen von Lee et al. (1976) nur vollständige Objekte
zur Bestimmung der Imputationswerte. Anschließend versuchen Kim et al. (2004)
durch die Mitverwendung von bereits imputierten Objekten und einer Anpassung
der Imputationsreihenfolge mehr Objekte zur Bestimmung der Imputationswerte zur
Verfügung zu haben. Im nächsten Schritt schlagen dann Brás und Menezes (2007) vor,
die Imputation iterativ durchzuführen, wofür sie zusätzlich initiale Imputationswerte
bestimmen. Parallel dazu werden „neue“ Imputationsverfahren entwickelt, indem
Modifikationen am inneren Verfahren vorgenommen werden (vgl. z. B. Huang und
Lee, 2004, S. 242–243; García-Laencina et al., 2009, S. 1486–1487; Pan et al., 2015,
S. 619–621).

Unter anderem aufgrund dieser ähnlichen Evolution der Gruppen lassen sich für viele
Imputationsverfahren andere Imputationsverfahren finden, die eine identische oder
zumindest sehr ähnliche Struktur besitzen, aber ein anderes inneres Verfahren einsetzen.
Unter Vernachlässigung des inneren Verfahrens existieren also immer wieder ähnliche
Strukturen bei unterschiedlichen Imputationsverfahren. Mit diesem Wissen kann eine
Art generischer Imputationsalgorithmus definiert werden, der in der Lage ist, sehr viele
unterschiedliche Imputationsverfahren anhand weniger Übergabeparameter abzubilden.
Der schematische Aufbau eines solchen generischen Imputationsalgorithmus ist in
der Abbildung 4.19 zu sehen und ist im R-Paket imputeGeneric (Rockel, 2022)
implementiert. Der Algorithmus benötigt als Übergabeparameter nur das verwendete
innere Verfahren sowie die weiteren in diesem Abschnitt dargestellten Aspekte eines

Initiale Imputation der fehlenden Werte (falls vorgesehen)
Iteriere solange, bis ein Abbruchkriterium erfüllt ist (oder einmalig,
falls nicht iterativ)

Imputiere anhand der vorgegebenen Objekt- und Merkmalsrei-
henfolge

„Schätze“ Imputationsmodell (inneres Verfahren) anhand der
vorgesehenen Werte
Imputiere die fehlenden Werte anhand des vorher geschätzten
Modells (ggf. plus stochastischem Fehler)

Rückgabe der imputierten Datenmatrix

Abbildung 4.19: Generischer Imputationsalgorithmus (schematischer Aufbau)
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Imputationsverfahrens.45 Anschließend kann er das gewünschte Imputationsverfahren
direkt emulieren.

Das die Angabe und Implementierung eines solchen generischen Imputationsalgorith-
mus überhaupt möglich ist, zeigt, dass sich die Strukturen vieler Imputationsverfahren
deutlich ähnlicher sind, als dies auf den ersten Blick erscheinen mag. Diese Feststellung
gilt für fast alle Imputationsverfahren und Verfahrenskategorien unabhängig vom
verwendeten inneren Verfahren. Jedoch kann das innere Verfahren erheblichen Ein-
fluss auf die bestimmten Imputationswerte haben. Die Austauschbarkeit der inneren
Verfahren ist also eher ein theoretisch/technischer Aspekt, der die Ähnlichkeit der
Strukturen verdeutlichen soll. Bei der konkreten Auswahl eines Imputationsverfahrens
spielt jedoch das innere Verfahren neben der Struktur eine entscheidende Rolle, da
erst das Zusammenspiel dieser beiden Punkte die Eigenschaften und damit auch die
Güte eines Imputationsverfahrens festlegen.

45 Bei inneren Verfahren aus dem Bereich des unüberwachten Lernens ist zusätzlich die Übergabe
einer Funktion zur Bestimmung von Imputationswerten anhand der zurückgelieferten Ergebnisse
des inneren Verfahrens notwendig.
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5 Analyse existierender
Simulationsstudien

In diesem Kapitel werden existierende Simulationsstudien, die Imputationsverfahren
vergleichen, analysiert.46 Das primäre Ziel dieses Kapitels ist es, die Güte von Imputa-
tionsverfahren anhand von existierenden Simulationsstudien zu untersuchen. Ferner
wird der Aufbau der unterschiedlichen Simulationen untersucht. Dies geschieht zum
einen, um die Datenbasis für die Güteuntersuchung darzustellen, und zum anderen, um
die Wahl von Simulationsparametern für zukünftige Studien zu erleichtern. Zunächst
stellt sich jedoch die Frage, ob in der Literatur diese Aspekte nicht schon hinreichend
untersucht wurden, da bereits einige Zusammenfassungen von Simulationsstudien
existieren (vgl. Raymond, 1986, S. 408–410; Roth, 1994, S. 539–546; Pigott, 2001,
S. 362–372; Tsikriktsis, 2005, S. 57–58; Aittokallio, 2010, S. 257–259; Liew et al.,
2011, S. 500–505; Young et al., 2011, S. 18–35; Cheema, 2014, S. 496–503; Moorthy
et al., 2014, S. 19–20; Devi Priya und Sivaraj, 2015, S. 67–68; Lin und Tsai, 2020,
S. 1487–1504).
Die existierenden Zusammenfassungen unterscheiden sich in mehreren Aspekten.

Am auffälligsten sind die Unterschiede beim generellen Aufbau: Die oben genannten
Quellen fassen die Studien auf drei unterschiedliche Weisen zusammen. Raymond (1986,
S. 408–410), Roth (1994, S. 539–546), Pigott (2001, S. 362–372), Aittokallio (2010,
S. 257–259), Liew et al. (2011, S. 500–505), Young et al. (2011, S. 18–35), Cheema
(2014, S. 496–503) und Moorthy et al. (2014, S. 19–20) stellen die Ergebnisse in Form
eines Fließtexts dar, während Tsikriktsis (2005, S. 57–58) und Devi Priya und Sivaraj
(2015, S. 67–68) die Ergebnisse in einer Tabelle präsentieren. Diese Darstellungen sind
den Autoren möglich, da sie jeweils weniger als 50 Veröffentlichungen betrachten. Lin
und Tsai (2020, S. 1488) hingegen untersuchen über 100 Veröffentlichungen, weshalb

46 Eine frühe Form dieses Kapitels wurde als Arbeitspapier veröffentlicht (vgl. Rockel, 2017). Die
Struktur des Kapitels ähnelt dem Arbeitspapier und einige Ausführungen sind identisch. Jedoch
wurde die Literaturrecherche grundlegend überarbeitet, wodurch die Datenbasis und damit auch
die Darstellungen in diesem Kapitel teilweise deutliche Abweichungen zum Arbeitspapier aufweisen.
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sie die Ergebnisse aggregiert über die einzelnen Faktoren der Simulationen darstellen.
Sie fokussieren sich jedoch ausschließlich auf das Studiendesign (also Aspekte wie die
verwendeten Datenmatrizen und Ausfallmechanismen) und nicht auf die Bewertung
der MD-Verfahren.

Der Artikel von Lin und Tsai (2020) legt nahe, dass die anderen genannten Quellen
nur eine relativ geringe Anzahl an Simulationsstudien mit in ihre Betrachtung einschlie-
ßen. Ferner legen die Autoren meist weder die Suchstrategie noch die Auswahlkriterien
bei ihrer Literaturrecherche offen. Insbesondere das Fehlen geeigneter Ausschlusskrite-
rien erscheint problematisch, da hierdurch die Bewertung der Imputationsverfahren
verzerrt werden kann (vgl. Abschnitt 5.2). Aus diesen Gründen erscheint eine Bewer-
tung der Imputationsverfahren anhand existierender Zusammenfassungen fragwürdig.
Für die vorliegende Arbeit wird daher eine neue Literaturrecherche mit dem Ziel
durchgeführt, Imputationsverfahren anhand von existierenden Simulationsstudien zu
bewerten.

Um möglichst viele relevante Simulationsstudien zu finden, wird sowohl eine Rück-
wärtssuche als auch eine Stichwortsuche durchgeführt. Das grundsätzliche Vorgehen
bei der Literaturrecherche wird in Abschnitt 5.1 dargestellt. Weitere Details zur
Recherche sind im Anhang D dokumentiert. Anschließend werden die grundsätzlichen
Vorgehensweisen der Studien in Abschnitt 5.2 erläutert. Hierauf aufbauend werden die
Details der Studien in aggregierter Form in Abschnitt 5.3 vorgestellt. Der Hauptteil
dieses Kapitels ist der Vergleich der Imputationsverfahren anhand der gefundenen
Simulationsstudien. Dieser erfolgt in Abschnitt 5.4. Am Ende des Kapitels werden
die gefundenen Erkenntnisse zusammengefasst und Forschungslücken im Bereich der
Simulationsstudien aufgezeigt.

5.1 Literaturrecherche
Das Vorgehen und die Darstellung der Literaturrecherche geschieht in Anlehnung an
Liberati et al. (2009), Moher et al. (2009) und ist dabei insbesondere von Zhang et al.
(2017)47 beeinflusst. Zur Identifikation relevanter Studien werden zwei unterschiedliche

47 Zhang et al. (2017) führen eine ähnliche Literaturrecherche durch. Im Gegensatz zu der vorliegenden
Untersuchung betrachten sie nicht nur Imputationsverfahren, sondern beziehen alle möglichen MD-
Verfahren mit ein. Dafür schränken sie sich jedoch bei der Auswahl der Studien wesentlich stärker
ein und legen den Fokus auf longitudinale Daten. Daher sind die Ergebnisse der MD-Verfahren
von Zhang et al. (2017) nur schwer mit den hier gefundenen vergleichbar. Jedoch ist die Methodik
von Zhang et al. (2017) stellenweise gut übertragbar und wird daher für Teile dieser Untersuchung
verwendet.
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Suchstrategien angewendet. Zum einen wird eine Rückwärtssuche basierend auf existie-
renden Literaturüberblicken durchgeführt und zum anderen wird eine Stichwortsuche
im Web of Science sowie bei EBSCO vorgenommen. Der Verlauf der Literaturre-
cherche ist grafisch in der Abbildung 5.1 am Ende des Abschnitts dargestellt. Als
Ausgangsquellen für die Rückwärtssuche werden die folgenden Veröffentlichungen
verwendet:

• Raymond (1986)

• Roth (1994)

• Pigott (2001)

• Tsikriktsis (2005)

• Aittokallio (2010)

• Liew et al. (2011)

• Young et al. (2011)

• Cheema (2014)

• Moorthy et al. (2014)

• Devi Priya und Sivaraj (2015)

• Lin und Tsai (2020)

Aus diesen Veröffentlichungen werden alle eingeflossenen Quellen48 berücksichtigt.
Hierbei werden zunächst keine weiteren Ausschlusskriterien angewendet, außer dass die
Quelle als Artikel in einer Fachzeitschrift erschienen ist. Die Anzahl der so gefundenen
Quellen je Ausgangsquelle sind in der Abbildung 5.1 im oberen linken Rechteck
angegeben. Aufgrund der Auswahl sind bei diesen Quellen auch noch Quellen enthalten,
die keine Simulationsstudien beinhalten. Eine weitere Selektion wird erst im nächsten
Schritt vorgenommen. Insgesamt resultieren aus dieser Suche 276 Quellen, da ein Teil
der gefundenen Quellen in mehreren Ausgangsquellen vorkommt.
Um nicht dem rein in die Vergangenheit gerichteten Blickwinkel einer Rückwärts-

suche und der eventuell vorhandenen Selektionsverzerrung der existierenden Zusam-
menfassungen zu unterliegen, wird zusätzlich eine Stichwortsuche in den beiden

48 Unter einer Quelle wird in diesem Kapitel eine Veröffentlichung bzw. ein Artikel verstanden.
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Datenbanken Web of Science Core Collection und Business Source Premier (bereitge-
stellt durch EBSCO) durchgeführt. Details zur Durchführung der Suche befinden sich
im Anhang D. Die Suche im Web of Science liefert insgesamt 3.424 Treffer und in der
Datenbank Business Source Premier von EBSCO werden 729 Treffer erzielt. Nach dem
Entfernen von Duplikaten resultieren insgesamt 3.800 Treffer aus der Stichwortsuche.

Das weitere Vorgehen zum Auswählen relevanter Quellen aus allen gefunden Quellen
bzw. Treffern der Stichwortsuche geschieht in Anlehnung an Zhang et al. (2017, S. 69–
72). Damit eine Quelle in die weitere Betrachtung aufgenommen wird, muss sie alle
folgenden Kriterien erfüllen:

• Die Quelle ist als Artikel in einer Fachzeitschrift veröffentlicht worden.

• Die Sprache der Veröffentlichung ist Englisch.

• Es werden mindestens zwei unterschiedliche Imputationsverfahren mithilfe einer
Simulation verglichen.

• Die Simulation fokussiert sich nicht primär auf Methoden zur Imputation longi-
tudinaler Daten oder anderer spezieller Daten wie z. B. Geodaten.

Das erste Kriterium (Veröffentlichung in einer Fachzeitschrift) dient dazu eine gewis-
se Mindestqualität der Quellen sicherzustellen. Der zweite Punkt (englische Sprache)
ist notwendig, damit die Quellen von möglichst vielen Personen und insbesondere vom
Verfasser dieser Arbeit verstanden werden können.49 Das dritte und vierte Kriterium
ist dem Fokus der Betrachtung geschuldet. Da das primäre Ziel die Beurteilung von
Imputationsverfahren ist, werden nur Studien mit mindestens zwei Imputationsver-
fahren eingeschlossen. Gleichzeitig soll ein relativ breiter Überblick geschaffen werden,
wodurch Quellen mit dem Fokus auf spezielle Datenstrukturen ausgeschlossen werden,
da für diese häufig spezielle Verfahren existieren.

Insgesamt erfüllen 166 der 3.800 Treffer der Stichwortsuche alle Kriterien. Von den
276 bei der Rückwärtssuche gefundenen Quellen erfüllen 138 alle Kriterien. Diese 138
Quellen aus der Rückwärtssuche und die 166 Quellen aus der Stichwortsuche werden
zusammengeführt. Nach Entfernung von Duplikaten verbleiben so 266 Veröffentlichun-
gen als Datenbasis für die weitere Betrachtung. Die weitere Verminderung der Anzahl

49 Theoretisch könnten unter dem Aspekt Verständnis auch deutschsprachige Veröffentlichungen mit
einbezogen werden. Jedoch ist in den gefundenen Quellen keine relevante deutschsprachige Quelle
vorhanden (vermutlich aufgrund der Auswahl der Suchstrings bzw. der Ausgangsquellen für die
Rückwärtssuche). Der Ausschluss deutschsprachiger Quellen stellt insofern keine Einschränkung
dar.
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Raymond (1986): 13 Quellen
Roth (1994): 33 Quellen
Pigott (2001): 10 Quellen
Tsikriktsis (2005): 28 Quellen
Aittokallio (2010): 40 Quellen
Liew et al. (2011): 46 Quellen
Young et al. (2011): 40 Quellen
Cheema (2014): 15 Quellen
Moorthy et al. (2014): 18 Quellen
Devi Priya et al. (2015): 32 Quellen
Lin und Tsai (2020): 113 Quellen

Aggregation

276 Quellen

Rückwärtssuche Stichwortsuche

Web of Science: 
3.424 Treffer

EBSCO:
729 Treffer

3.800 Treffer

Aggregation

Überprüfung der Kriterien

166 Quellen erfüllen alle Kriterien138 Quellen erfüllen alle Kriterien

Überprüfung der Kriterien

Aggregation

266 Quellen

240 Quellen

Ausschluss: Studien basierend auf unvollständigen Datensätzen

95 Quellen

Ausschluss: Studien mit weniger als 100 Wiederholungen

Abbildung 5.1: Übersicht über die Literaturrecherche
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an Veröffentlichungen, die in der Abbildung 5.1 dargestellt ist, erfolgt anhand von
Überlegungen im folgenden Abschnitt.

5.2 Vorgehensweisen zum Vergleich von
Imputationsverfahren

Beim Vergleich von Imputationsverfahren kann zwischen zwei unterschiedlichen Vor-
gehensweisen differenziert werden. Die Unterschiede zwischen den beiden Vorgehens-
weisen entstehen durch die verwendeten Datenmatrizen. Ein Teil der Studien50 basiert
auf realen Datenmatrizen, die bereits fehlende Werte enthalten. Bei der anderen
Vorgehensweise kommen vollständige Datenmatrizen zum Einsatz und die fehlenden
Werte werden erst im Laufe des Vergleichs erzeugt. Der schematische Ablauf der
beiden Vorgehensweisen ist in den Abbildungen 5.2 und 5.3 dargestellt.

Fehlende 
Werte 

imputieren

Imputation 
analysieren

Datenmatrix 
mit fehlenden 

Werten

Abbildung 5.2: Vorgehensweise bei Verwendung unvollständiger Datenmatrizen

Bei der Verwendung realer unvollständiger Datenmatrizen (Abbildung 5.2) wer-
den zunächst die Werte imputiert und anschließend die imputierten Datenmatrizen
analysiert. Bei dieser Analyse werden normalerweise die Auswirkungen der Imputati-
onsverfahren auf Parameterschätzwerte oder Modelle beschrieben. Eine Bewertung,
inwiefern ein Verfahren besser als das andere ist, ist in der Regel nicht möglich,
da weder die wahren Werte für die fehlenden Werte noch die wahre (gemeinsame)
Verteilung der Merkmale bekannt sind. Aus diesem Grund sind Studien, die auf dieser
Vorgehensweise beruhen, zur Beurteilung der Güte von Imputationsverfahren in der
Regel ungeeignet und werden daher von der weiteren Betrachtung ausgeschlossen.
Hierdurch verringert sich die Anzahl an betrachteten Quellen um 26 von 266 auf 240.

Bei der zweiten Vorgehensweise (Abbildung 5.3) werden vollständige Datenmatrizen
als Ausgangspunkt verwendet. Aus diesen Datenmatrizen werden zunächst Werte
gelöscht, die anschließend mit verschiedenen Verfahren imputiert werden. Nach der
Imputation werden die vervollständigten Datenmatrizen analysiert. Hierbei können die
Ergebnisse entweder mit auf der vollständigen Datenmatrix basierenden Resultaten
50 Im Folgenden wird in Anlehnung an Zhang et al. (2017, S. 71–72) eine Quelle als eine Studie

aufgefasst.
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Werte löschen
Fehlende 
Werte 

imputieren

Imputation 
analysieren

Vollständige 
Datenmatrix

Wiederholen

Ergebnisse 
aggregieren

Abbildung 5.3: Vorgehensweise bei Verwendung vollständiger Datenmatrizen

oder, falls die vollständige Datenmatrix simuliert wurde, mit bekannten Simulations-
parametern verglichen werden. In beiden Fällen gibt es eine Vergleichsbasis, die eine
Bewertung der Imputationsverfahren erlaubt. Es ist also bei dieser Vorgehensweise
theoretisch möglich zu beurteilen, wie gut ein Imputationsverfahren bei den gege-
benen Randbedingungen der Simulation im Vergleich zu den anderen betrachteten
Imputationsverfahren ist.
Dieser Prozess vom Generieren der vollständigen Datenmatrix (bei simulierten

Datenmatrizen) bzw. Löschen der Werte (bei realen Datenmatrizen) bis zur Analyse
der imputierten Datenmatrizen wird in vielen Studien mehrmals wiederholt, was
in der Abbildung 5.3 durch den Rückwärtspfeil mit der Beschriftung „Wiederholen“
angedeutet wird. Wiederholungen sind in der Regel notwendig, um reliable Aussagen
über die Güte der untersuchten Imputationsverfahren ableiten zu können, da das
Löschen der Werte normalerweise eine stochastische Komponente besitzt und auch
einige Imputationsverfahren nicht deterministisch sind. Wie viele Wiederholungen
notwendig sind, um reliable Ergebnisse zu erhalten, hängt von verschiedenen Faktoren
innerhalb der Simulation ab. Daher empfehlen unter anderem Flegal et al. (2008, S. 259)
und Morris et al. (2019, S. 2081) die Angabe von Monte Carlo Standardfehlern, um die
Reliabilität einer Studie im Nachhinein beurteilen zu können. Bei einer Untersuchung
von 100 Simulationsstudien stellten Morris et al. (2019, S. 2076, 2088) fest, dass
nur die Autoren einer Studie Monte Carlo Standardfehler angaben und drei weitere
Artikel die gewählte Anzahl an Wiederholungen begründeten. Auch bei den 240 hier
untersuchten Quellen ergibt sich ein ähnliches Bild. Die meisten Autoren geben weder
Monte Carlo Standardfehler an, noch liefern sie eine Begründung für die gewählte
Anzahl an Wiederholungen.

Um verlässliche Aussagen über die Güte von Imputationsverfahren treffen zu können,
ist es notwendig, nur reliable Studien in die weitere Betrachtung mit einzubeziehen.
Da eine Berechnung von Monte Carlo Standardfehlern aus den publizierten Daten
normalerweise im Nachgang nicht möglich ist, können diese nicht nachträglich zur
Beurteilung der Reliabilität berechnet werden. Aus diesem Grund bietet in den meisten
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Studien nur die Anzahl an Wiederholungen, sofern sie von den Studienautoren ange-
geben wird, einen Hinweis auf die Reliabilität der Studienergebnisse. Eine Übersicht
über die Anzahl an Wiederholungen in den Simulationen der 240 Quellen gibt die
Abbildung 5.4.51 Bei ca. 10 % der Studien haben die Autoren weder die Anzahl an
Wiederholungen angegeben, noch konnte diese aus den gegebenen Informationen in
der Quelle abgeleitet werden. Diese Studien werden in der Abbildung 5.4 unter der
Kategorie „?“ erfasst. Als Anzahl an Wiederholungen werden „runde“ Zahlen von den
Studienautoren bevorzugt. Die Anzahlen 1, 10, 100 und 1.000 werden zusammen in
über 50 % der Veröffentlichungen verwendet. Insgesamt wird am häufigsten 1.000 als
Anzahl an Wiederholungen gewählt. Nur ca. 3 % der Studien führen mehr als 1.000
Wiederholungen durch und nur eine Studie mehr als 10.000 Wiederholungen.
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Abbildung 5.4: Anzahl Wiederholungen der 240 Quellen

Wie viele Wiederholungen für reliable Ergebnisse notwendig sind, kann nicht aus
der Abbildung 5.4 abgeleitet werden. Hinweise liefern jedoch die Studien, welche die
Anzahl an Wiederholungen begründen oder Monte Carlo Standardfehler angeben.
So berichtet Laaksonen (2003, S. 1014), dass sich in seiner Simulation nach ca. 60
Wiederholungen die Ergebnisse nicht mehr stark geändert hätten. Er führt jedoch
zur Sicherheit 130 Wiederholungen durch. Ferner berichten Hentges und Dunsmore
(1998, S. 744), dass nach ihrer Erfahrung 500 Wiederholungen für einen Teil der bei
ihnen untersuchten Verfahren ausreichend sind. Sie verwenden jedoch im späteren
Teil ihres Artikels nur noch 100 Wiederholungen (vgl. Hentges und Dunsmore, 1998,
S. 750). Aus denen bei Ambler et al. (2007, S. 288–293) berichteten Monte Carlo

51 Zusätzlich werden in der Tabelle D.1 im Anhang alle 240 Quellen gegliedert nach der Anzahl an
Wiederholungen aufgeführt.
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Standardfehlern ist ersichtlich, dass 1.000 Wiederholungen für reliable Ergebnisse in
ihrer Studie ausreichend sind. Basierend auf diesen Erkenntnissen und als Kompromiss
zwischen dem Ausschluss zu vieler Studien und der Reliabilität der einbezogenen
Studien werden für die folgenden Betrachtungen nur Studien mit 100 oder mehr
Wiederholungen berücksichtigt. Hierdurch verbleiben 95 Quellen, die im Folgenden
zunächst weiter analysiert und anschließend zur Bewertung der Imputationsverfahren
verwendet werden.

5.3 Simulationsdesign der untersuchten Studien
Bevor die Imputationsverfahren in Abschnitt 5.4 anhand der gefundenen Studien
bewertet werden, wird in diesem Abschnitt zunächst auf das Design der gefundenen
Studien eingegangen. Dies dient zum einen dazu, zu erkennen, in welchem Bereich
sich verschiedene Simulationsparameter in den untersuchten Studien normalerweise
bewegen. Zum anderen können so die gefundenen Ergebnisse leichter eingeordnet
werden. Ferner wird zum Abschluss des Abschnitts untersucht, welche Auswirkungen
eine Variation gewisser Faktoren auf die Güte der Imputationsverfahren besitzen.

5.3.1 Datenmatrizen

Um die Imputationsverfahren zu bewerten, werden in den Studien unterschiedliche
Typen von Datenmatrizen eingesetzt. Grundsätzlich kann bei diesen Typen zwischen
realen und simulierten Datenmatrizen unterschieden werden. Bei der Verwendung
realer Datenmatrizen werden entweder a-priori vollständige Datenmatrizen eingesetzt
(vgl. z. B. Strike et al., 2001, S. 893) oder zunächst unvollständige Datenmatrizen so
bearbeitet, dass eine vollständige Datenmatrix resultiert. Diese Bearbeitung geschieht
normalerweise durch das Löschen unvollständiger Objekte oder Merkmale oder durch
eine Kombination von beidem (vgl. z. B. Jörnsten et al., 2005, S. 4156).
Einen Mittelweg zwischen der Simulation von Datenmatrizen anhand einer theo-

retischen Verteilung und der direkten Verwendung realer Datenmatrizen stellt das
Resampling dar. Hierbei werden aus einer realen Datenmatrix durch Ziehen (mit oder
ohne Zurücklegen) „neue“ Datenmatrizen erzeugt. Das Ziehen geschieht normalerweise
für jede Wiederholung erneut, sodass sich die Datenmatrizen von Iteration zu Iteration
unterscheiden (vgl. z. B. Paul et al., 2008, S. 363).

Ein Teil der Studien basiert nicht nur auf einem Typ von Datenmatrizen, sondern
auf mehreren. In der Tabelle 5.1 sind alle bei den 95 untersuchten Studien vorkommen-
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5 Analyse existierender Simulationsstudien

den Kombinationen an Datenmatrixtypen und deren Anzahl dargestellt. Ferner ist
in der letzten Zeile der Tabelle 5.1 die Gesamtanzahl an Studien angegeben, die den
jeweiligen Typ verwendet hat. Die Tabelle 5.1 ist absteigend nach der Verwendungs-
häufigkeit der Kombinationen sortiert. Hierdurch ist ersichtlich, dass über 87 % der
Studien (83 von 95) nur einen Typ von Datenmatrix verwenden. Ferner setzen über die
Hälfte der Studien (53) ausschließlich simulierte Datenmatrizen ein. Insgesamt werden
von 65 Studien simulierte Datenmatrizen und von 30 Studien reale Datenmatrizen
verwendet. Nur 12 Studien wenden eine Form von Resampling an, um die vollständigen
Datenmatrizen zu generieren. Falls von einer Studie mehrere unterschiedliche Daten-
matrixtypen verwendet werden, bezieht die Studie stets simulierte Datenmatrizen
mit ein. Insgesamt scheinen die untersuchten Studien zur Verwendung simulierter
Datenmatrizen zu tendieren.

simuliert real Resampling Anzahl
x - - 53
- x - 21
- - x 9
x x - 9
x - x 3
65 30 12

Tabelle 5.1: Typen von Datenmatrizen

Die Dimensionen der Datenmatrizen, sofern diese in den Studien angegeben sind,
sind in den Abbildungen 5.552 und 5.6 dargestellt. In der Abbildung 5.5 werden die
Dimensionen der realen Datenmatrizen und in der Abbildung 5.6 die Dimensionen
der simulierten Datenmatrizen gezeigt. Die beiden Abbildungen sind gleich skaliert,
um die Dimensionen leichter vergleichen zu können. Die Skalierung aller Achsen
ist logarithmisch, um auch Unterschiede bei kleineren Anzahlen an Objekten und
Merkmalen erkennen zu können. Beim Vergleich der Abbildungen 5.5 und 5.6 fällt auf,
dass deutlich mehr simulierte als reale Datenmatrizen verwendet werden. Dies war
aufgrund der Werte in der Tabelle 5.1 zu erwarten, da deutlich weniger Studien auf
realen Datenmatrizen als auf simulierten Datenmatrizen basieren. Etwas abgemildert
wird diese Diskrepanz dadurch, dass bei Studien mit realen Datenmatrizen im Schnitt

52 Bei der Erstellung der Abbildung 5.5 werden Microarray-Datenmatrizen nicht berücksichtigt,
da diese eine andere Struktur besitzen (vgl. Abschnitt 4.3.1.3). Außerdem sind die Dimensionen
einer Datenmatrix von Laaksonen (2003) nicht dargestellt, da diese mit 59.878 Objekten zu einer
deutlichen Stauchung der Abszissenachse führen würde.
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Abbildung 5.5: Dimensionen der realen Datenmatrizen
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Abbildung 5.6: Dimensionen der simulierten Datenmatrizen
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ca. 3,7 unterschiedlich dimensionierte Datenmatrizen und bei Studien mit simulierten
Datenmatrizen durchschnittlich ca. 3,2 unterschiedlich dimensionierte Datenmatrizen
eingesetzt werden.53

Die Abbildungen 5.5 und 5.6 zeigen, dass die Dimensionen der simulierten Da-
tenmatrizen ein breiteres Spektrum als die Dimensionen der realen Datenmatrizen
abdecken. So werden auch sehr kleine Datenmatrizen mit 50 oder weniger Objekten
simuliert, während eine solch geringe Anzahl an Objekten nur bei einer einzigen realen
Datenmatrix vorkommt. Bei beiden Datenmatrixtypen werden selten Datenmatrizen
mit mehr als 1.000 oder 2.000 Objekten untersucht und auch die Merkmalsanzahl ist
häufig auf weniger als 50 (reale Datenmatrizen) oder 100 (simulierte Datenmatrizen)
begrenzt.

5.3.2 Erzeugung fehlender Werte

Um die Imputationsverfahren untersuchen zu können, müssen aus den vollständigen
Datenmatrizen zunächst Werte gelöscht werden. Diese Erzeugung fehlender Werte
wird hauptsächlich durch die folgenden drei Faktoren beeinflusst:

• Ausfallmuster

• Ausfallmechanismus

• Anteil fehlender Werte

In der Tabelle 5.2 sind die verschiedenen Kombinationen von Ausfallmustern und
Ausfallmechanismen, die in den Studien verwendet werden, erfasst. In der Tabelle
wird nur zwischen univariaten und multivariaten Ausfallmustern unterschieden. Die
Zählung erfolgt für jede Spalte einzeln. Dadurch wird jede Studie in der Spalte
„gesamt“ genau einmal erfasst, da in dieser Spalte alle Ausfallmechanismen unabhängig
vom Ausfallmuster betrachtet werden. Gleichzeitig ist es möglich, dass eine Studie
entweder in beiden Spalten „univariat“ und „multivariat“ erfasst wird, wenn sie sowohl
univariate als auch multivariate Ausfallmuster betrachtet, oder auch nur in einer dieser
beiden Spalten, wenn sie nur ein univariates oder nur ein multivariates Ausfallmuster
verwendet. Die Tabelle 5.2 ist absteigend nach der letzten Spalte sortiert.

Aus der Tabelle 5.2 geht hervor, dass über 80 % der Studien (78) mindestens
eine Form eines MCAR-Ausfallmechanismus miteinbeziehen und über 43 % der
53 Falls in einer Studie mehrere Datenmatrizen mit derselben Dimension, aber z. B. mit unterschied-

lichen Korrelationen verwendet werden, werden diese Datenmatrizen sowohl bei der Durchschnitts-
berechnung als auch in der Abbildung nur einmal erfasst.

134



5.3 Simulationsdesign der untersuchten Studien

univariat multivariat gesamt
MCAR 8 34 41
MCAR, MAR, MNAR 9 11 18
MCAR, MAR 3 13 16
MAR 4 6 9
MNAR 3 6 8
MCAR, MNAR 1 3 3
gesamt 28 73 95

Tabelle 5.2: Ausfallmechanismen und Ausfallmuster

Studien (41) nur MCAR-Ausfallmechanismen zur Simulation verwenden. Hingegen
wird mindestens eine Form eines MAR- bzw. MNAR-Ausfallmechanismus in 43 bzw.
29 der Studien untersucht. Meist werden diese beiden Ausfallmechanismen mit einem
MCAR-Ausfallmechanismus kombiniert. Außerdem simulieren die Studien deutlich
häufiger multivariate als univariate Ausfallmuster. Nur sechs Studien betrachten
sowohl univariate als auch multivariate Ausfallmuster in ihrer Untersuchung.

Verschiedene Aspekte des Faktors Anteil fehlender Werte werden in den Abbildun-
gen 5.7 und 5.8 dargestellt. Die Abbildung 5.7 zeigt, aggregiert über alle Studien, wie
häufig verschiedene Anteile fehlender Werte simuliert werden. Hingegen fokussiert
sich die Abbildung 5.8 auf die Variation des Faktors Anteil fehlender Werte in den
einzelnen Studien.
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Abbildung 5.7: Simulierter Anteil fehlender Werte bei den untersuchten Studien
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Die Abbildung 5.7 ist ein Histogramm, in dem der simulierte Anteil fehlender Werte
in allen Studien dargestellt ist. Der Anteil fehlender Werte wird dazu in Intervalle
der Form

(
i

100 − 0,005; i
100 + 0,005

]
, für i = 1, . . . 80, klassiert. Die Intervalle sind

also auf ganze Prozentpunkte zentriert und einen Prozentpunkt lang. Da über 85 %
der simulierten Anteile fehlender Werte ganzzahlige Prozentzahlen sind, wird meist
der Zentralwert eines Intervalls simuliert. Diese Aussage trifft insbesondere auf die
exponierten Intervalle mit den Zentralwerten 1 %, 5 %, 10 %, 15 %, 20 %, 25 %, 30 %,
40 % und 50 % zu. Diese Werte werden folglich sehr häufig simuliert. Ferner geht aus
der Abbildung hervor, dass der große Teil der simulierten Anteile fehlender Werte
50 % nicht übersteigt.

Die Abbildung 5.7 basiert auf 494 Datenpunkten aus 92 Studien (3 Studien haben
den Anteil fehlender Werte nicht angegeben). Im Durchschnitt werden also ca. 5
verschiedene Anteile fehlender Werte in den Studien simuliert. Da jedoch Celton et al.
(2010, S. 6) 100 sowie Eirola et al. (2013, S. 122) 70 verschiedene Anteile fehlender
Werte und der Rest der Studien weniger als 13 simulieren, ist dieser Mittelwert verzerrt.
Eine bessere Übersicht über die Anzahl an Variationen gibt die Abbildung 5.8a, in
der die Anzahl an Faktorstufen dargestellt ist, auf denen der Faktor Anteil fehlender
Werte variiert wird. Aus der Abbildung 5.8a geht hervor, dass über 85 % der Studien
den Anteil fehlender Werte variieren und dass mehr als sieben unterschiedliche Anteile
fehlender Werte nur selten simuliert werden.
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Abbildung 5.8: Variation des Faktors Anteil fehlender Werte
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Die empirische Verteilungsfunktion des minimal und maximal simulierten Anteils
fehlender Werte in den einzelnen Studien ist in der Abbildung 5.8b dargestellt. Die
Abbildung 5.8b zeigt, dass dreiviertel der Studien einen Anteil von 10 % oder weniger
fehlender Werte mit in die Simulation aufgenommen haben. Ferner werden am häufigs-
ten ein minimaler Anteil fehlender Werte von 1 %, 5 % oder 10 % simuliert. Ein Anteil
von mehr als 50 % fehlender Werte ist in den Studien eher selten zu finden. Häufige
Endpunkte für den Anteil fehlender Werte sind 20 %, 30 % und 50 %. Insgesamt
zeigen die Analysen in diesem Abschnitt, dass bei der Erzeugung fehlender Werte
der Anteil fehlender Werte deutlich häufiger als der Ausfallmechanismus oder das
Ausfallmuster variiert wird.

5.3.3 MD-Verfahren

Der zentrale Aspekt der Studien sind die untersuchten MD-Verfahren. In den Studien
werden insgesamt 265 verschiedene MD-Verfahren untersucht. Jedoch ist eine exakte
Abgrenzung zwischen verschiedenen Verfahren nicht immer möglich, da ein Teil
der Autoren weder Quellen noch exakte Namen oder Beschreibungen der Verfahren
geben. Daher sind ein Teil der 265 „Verfahren“ Sammelkategorien für nicht genau
genug spezifizierte Methoden. Ferner ist eine Einteilung nicht vollständig objektiv
möglich, da nicht immer eindeutig ist, ab wie viel Unterschiedlichkeit zwei Verfahren
unterschiedlichen Kategorien angehören sollten. Diese Probleme werden bei der Analyse
der MD-Verfahren aber in den Hintergrund treten, da die Analysen stets auf einer
höher aggregierten Ebene als auf Basis der 265 Verfahren erfolgt.54

Um einen besseren Überblick über die untersuchten Typen von MD-Verfahren zu
gewinnen, ist in der Tabelle 5.3 zunächst die Untersuchungshäufigkeit der Typen an
MD-Verfahren (eingeteilt nach Kapitel 3) gegeben.55 Aufgrund der Studienauswahl
kommen in jeder der 95 untersuchten Quellen mindestens zwei Imputationsverfahren
vor. Ferner werden in fast der Hälfte der Studien zusätzlich Eliminierungsverfahren
einbezogen. Im Vergleich dazu sind die anderen Verfahrenstypen in den Studien weniger

54 Von ähnlichen Problemen berichten Zhang et al. (2017, S. 72). Sie haben in ihrer Analyse 250
unterschiedliche MD-Verfahren gefunden. Diese fassen sie auf zwei Aggregationsstufen zu 14
und 7 Kategorien zusammenfassen. Ihre Analysen führen sie normalerweise auf einer der beiden
Aggregationsstufen durch.

55 Die Anzahlen in der Tabelle 5.3 sind aufgrund der Auswahl der Studien, bei welcher der Fokus
auf Imputationsverfahren lag, nicht repräsentativ für alle Studien, die MD-Verfahren vergleichen.
Es existieren auch Studien, die keine Imputationsverfahren einbeziehen, diese werden jedoch im
Vorfeld aus der Betrachtung ausgeschlossen (vgl. Abschnitt 5.2).
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präsent. Insgesamt beziehen 54 der 95 Studien eine weitere Art von MD-Verfahren
neben den Imputationsverfahren mit ein.

Verfahrenstyp Anzahl
Eliminierungsverfahren 41
Imputationsverfahren 95
Parameterschätzverfahren 15
Anpassung von Analyseverfahren 6
Sensitivitätsanalyse 23

Tabelle 5.3: Häufigkeit untersuchter MD-Verfahrenstypen

Im Folgenden werden die untersuchten Imputationsverfahren im Fokus stehen. Dazu
werden die in den Studien gefundenen Imputationsverfahren zunächst den Unterkapi-
teln der zweiten und dritten Gliederungsebene des Kapitels 4 zugeordnet, wodurch
Verfahrensgruppen entstehen. Die Abbildung 5.9 zeigt, wie häufig Imputationsverfah-
ren aus den verschiedenen Gruppen verwendet werden. Die zweite Gliederungsebene
des vierten Kapitels bildet Oberkategorien, die in der Abbildung 5.9 durch fett gedruck-
te Beschriftung und rote Balken hervorgehoben werden. Unter diesen Oberkategorien
sind jeweils Unterkategorien, die der dritten Gliederungsebene entsprechen, angeord-
net. Ferner befinden sich in der Abbildung 5.9 unterhalb der dritten Gliederungsebene
noch einmal Verfahren, die besonders häufig untersucht werden. Verfahren und Ver-
fahrensgruppen, die nicht in mindestens fünf verschiedenen Studien miteinbezogen
werden, sind zur besseren Übersicht in der Abbildung 5.9 nicht dargestellt. Diese nicht
dargestellten Verfahren und Kategorien werden nur in weniger als 5 % der Studien
berücksichtigt. Sie sind daher von dem Großteil der Studienautoren entweder als nicht
untersuchenswert betrachtet worden oder sind zum Zeitpunkt der Studie noch nicht
bekannt gewesen. Auch Verfahren, die unter keiner Überschrift eines Abschnittes des
Kapitels 4 fallen, spielen in den Studien fast keine Rolle und sind daher auch nicht in
der Abbildung dargestellt.
Aus der Abbildung 5.9 geht hervor, dass die einfachen Imputationsverfahren und

die multivariaten Verfahren mit 75 bzw. 70 Berücksichtigungen deutlich häufiger in
Studien miteinbezogen werden als Deck-Verfahren oder Imputationsverfahren, die
auf Verfahren des maschinellen Lernens beruhen. Die hohe Anzahl an verwendeten
einfachen Imputationsverfahren ist zum großen Teil auf die häufige Verwendung von
Lageparameterimputationsverfahren zurückzuführen. Die anderen Arten von einfachen
Imputationsverfahren werden in höchstens 15 % der Studien berücksichtigt.
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Abbildung 5.9: Häufigkeit verwendeter Imputationsverfahren
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Wenn ein Deck-Verfahren in einer Studie miteinbezogen wird, dann wird stets eine
Form von Hot-Deck mitberücksichtigt. Cold-Deck-Verfahren werden in den Simula-
tionen fast nie betrachtet. Unter den multivariaten Imputationsverfahren sticht die
Regressionsimputation hervor. Insbesondere die Verwendung einer Form der linearen
Regressionsimputation ist bei den Studienautoren beliebt. Hingegen untersuchen nur
relativ wenige Studien (11) eine Form der EM-Imputation und auch nur 23 eine
Imputation mittels Hauptkomponentenanalyse oder Singulärwertzerlegung. Von den
Imputationsverfahren, die auf maschinellem Lernen basieren, wird die kNN-Imputation
mit 31 Studien am häufigsten verwendet. Die Imputationen mittels Entscheidungs-
bäumen und mittels Clustering sind im Vergleich dazu mit nur 15 bzw. 6 Studien, die
sie einbeziehen, eher unterrepräsentiert.

Auf der Ebene der einzelnen Verfahren sind insbesondere die Mittelwertimputation
und die deterministische lineare Regressionsimputation aufgrund ihrer häufigen Ver-
wendung erwähnenswert. Die vergleichsweise häufige Einbeziehung dieser Verfahren ist
vermutlich auf die Funktion als eine Art Referenzwert zurückzuführen. Neben diesen
beiden Verfahren wird noch das Nearest-Neighbor Hot-Deck in über 20 der Studien
miteinbezogen. Ferner existieren noch zwei weitere Verfahren, die in mindestens zehn
Studien berücksichtigt werden: die Imputation mittels bayesscher Hauptkomponenten-
analyse (11 Studien) und missForest (10 Studien). Alle anderen Verfahren werden nur
in weniger als 10 Studien berücksichtigt.

Zusammenfassend zeigt die Abbildung 5.9, dass in über 75 % der Studien mindestens
ein einfaches Imputationsverfahren und in über 70 % der Studien mindestens ein mul-
tivariates Imputationsverfahren berücksichtigt wird. Die anderen Verfahrensgruppen
sind deutlich seltener in den Studien vertreten. Auf Ebene der einzelnen Verfahren
zeigt sich die große Heterogenität zwischen den Studien. Auf dieser Ebene sticht
nur die merkmalsweise Mittelwertimputation hervor, die mit Abstand am häufigsten
untersucht wird. Jedoch wird selbst dieses Verfahren in weniger als der Hälfte der
Studien eingeschlossen. Die anderen Verfahren werden meist von deutlich weniger
Studien berücksichtigt. Insgesamt zeigt dieser Abschnitt, dass sich die einbezogenen
MD-Verfahren zwischen den Studien stark unterscheiden.

5.3.4 Gütekriterien

Im letzten Schritt einer Simulation wird die Güte der untersuchten MD-Verfahren
beurteilt. Dazu werden meist Werte, Parameter oder Modelle, die aufgrund des Simu-
lationsdesigns bekannt sind oder die anhand der vollständigen Datenmatrix ermittelt
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werden, mit nach Anwendung der MD-Verfahren geschätzten Werten, Parametern
oder Modellen verglichen. Die Beurteilung der MD-Verfahren kann auf verschiedenen
Aggregationsstufen der Daten erfolgen. Die verschiedenen Aggregationsstufen sind in
der Abbildung 5.10 dargestellt.
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(e) Prognose

Abbildung 5.10: Aggregationsstufen

Die lokalste Stufe stellt die Bewertung anhand der einzelnen Werte der Datenmatrix
dar, wie sie bei dem direkten Vergleich der Imputationswerte mit den Originalwerten
erfolgt (Abbildung 5.10a). Auf dem nächsten Aggregationslevel kann die Auswirkung
der Verfahren auf die Verteilung der Merkmale untersucht werden. Auf dieser Stufe
kann noch einmal zwischen den Auswirkungen auf die Verteilung eines einzelnen
Merkmals (Abbildung 5.10b) und den Auswirkungen auf die gemeinsame Verteilung
mehrerer Merkmale (Abbildung 5.10c) unterschieden werden. Auf dem höchsten
Aggregationslevel werden die Auswirkungen der Verfahren auf Modelle untersucht, die
nach der Anwendung bzw. durch die Anwendung der MD-Verfahren erstellt werden.
Hierbei kann zwischen den Auswirkungen auf die Modelle selbst (Abbildung 5.10d)
wie z. B. auf die Schätzgüte einzelner Modellparameter und den Auswirkungen auf
die Modellprognosen (Abbildung 5.10e) unterschieden werden (vgl. z. B. James et al.,
2021, S. 17–20).

Die in den Studien gefundenen Gütekriterien werden zunächst den verschiedenen
Aggregationsstufen zugeordnet. In der Abbildung 5.11 sind die Gütekriterien aufge-
schlüsselt nach Kategorien, die sich an den Aggregationsstufen orientieren, dargestellt.
Diese Kategorien sind jeweils durch einen roten Balken und eine fett gedruckte Beschrif-
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tung hervorgehoben. Ferner sind unter den Kategorien alle Kriterien der Kategorie
dargestellt, die in mindestens drei Studien verwendet werden. Die Abbildung ist auf
der ersten Ebene nach absteigender Häufigkeit der Kategorien geordnet. Auch die
Gütekriterien innerhalb der Kategorien sind in absteigender Häufigkeit geordnet.

Die Kategorie Einzelwerte enthält alle Gütekriterien, die sich auf den Vergleich der
einzelnen imputierten Werte mit den Originalwerten bzw. den direkten Vergleich der
vervollständigten Datenmatrix mit der vollständigen Datenmatrix beziehen. Ein solcher
Vergleich wird in insgesamt 36 der 95 Studien durchgeführt. In dieser Kategorie werden
hauptsächlich Fehlermaße verwendet, welche die Abweichung zwischen den imputierten
Werten und den Originalwerten direkt messen. Bei den verwendeten Fehlermaßen
handelt es sich meist um eine Form eines quadratischen Fehlers, wie an den drei am
häufigsten verwendeten Kriterien Root Mean Squared Error (RMSE), Normalized
Root Mean Squared Error (NRMSE) und Mean Squared Error (MSE) ersichtlich ist.
Auch die meisten Kriterien mit weniger als drei Verwendungen messen die Abweichung
zwischen den imputierten Werten und den Originalwerten. Einen etwas anderen Ansatz
verfolgen drei Studien, welche die Korrelation zwischen den imputierten Werten und
den Originalwerten messen. Hierbei wird nicht die Unterschiedlichkeit direkt gemessen,
sondern vielmehr der Zusammenhang zwischen diesen beiden Arten von Werten.
Es ist beachtenswert, dass Kriterien aus der Kategorie Einzelwerte am häufigs-

ten verwendet werden, obwohl 54 der 95 Studien neben den Imputationsverfahren
noch weitere Typen von MD-Verfahren miteinbeziehen. Normalerweise können nur
Imputationsverfahren anhand von solchen Kriterien beurteilt werden, da die anderen
Typen von MD-Verfahren in der Regel keine Imputationswerte liefern. Insgesamt
wird in 33 der 41 Studien, die nur Imputationsverfahren vergleichen, eine Bewertung
anhand eines Kriteriums aus der Kategorie Imputationswerte vorgenommen. Bei
diesen Simulationen wird also in über 80 % der Fälle ein solches Kriterium mitein-
bezogen. Bei den verbleibenden drei Studien, die ein Kriterium aus der Kategorie
Imputationswerte verwenden und neben Imputationsverfahren auch andere Typen
von MD-Verfahren vergleichen, werden die anderen MD-Verfahren bei der Beurteilung
anhand der Einzelwerte normalerweise nicht mitbetrachtet.

Am zweithäufigsten werden die MD-Verfahren anhand ihrer Auswirkungen auf die
multivariate Verteilung beurteilt. Hierbei werden die MD-Verfahren am häufigsten
anhand der Schätzgüte für klassische Größen der bivariaten Statistik wie Kovarianzen
oder Korrelationen beurteilt. Eine Möglichkeit, auch den Zusammenhang von mehr als
zwei Variablen zur Beurteilung der MD-Verfahren zu verwenden, stellt die Schätzgüte
von Cronbachs Alpha dar, welche von vier Studien zur Bewertung genutzt wird.
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Abbildung 5.11: Häufigkeit verwendeter Gütekriterien
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Die am dritthäufigsten verwendete Kategorie ist die Beurteilung der MD-Verfahren
anhand von Auswirkungen auf Modelle. Hierbei wird meist die Schätzgüte von Mo-
dellparametern (wie z. B. Regressionskoeffizienten) nach der Anwendung der MD-
Verfahren beurteilt. Insgesamt werden in den 29 Studien, die ein Kriterium aus dieser
Kategorie benutzen, die Auswirkungen auf 17 unterschiedliche Modelle zur Bewertung
verwendet. Das am häufigsten untersuchte Modell ist das der linearen Regression,
welches in 11 Studien verwendet wird. Weitere 6 Studien untersuchen die Auswirkun-
gen der MD-Verfahren auf logistische Regressionsmodelle. Außerdem werden in drei
Studien die Verfahren anhand ihrer Auswirkungen auf eine Faktorenanalyse beurteilt.
Die restlichen 14 Modelle sind in der Abbildung 5.11 nicht dargestellt, da sie jeweils
in weniger als drei Studien vorkommen.

Kriterien aus der Kategorie univariate Verteilung werden in 26 Studien verwendet.
Bei diesen Kriterien werden die MD-Verfahren meist anhand der Schätzgüte eines
Parameters einer univariaten Verteilung bewertet. Am häufigsten werden die Verfahren
anhand der Güte der Schätzung eines oder mehrerer Erwartungswerte oder Varian-
zen oder Standardabweichungen beurteilt. Die Schätzgüte für andere Kennzahlen
einer univariaten Verteilung werden eher selten in den Simulationen zur Bewertung
herangezogen.

Gütekriterien aus dem Bereich Prognose werden in 19 Studien verwendet. Unter diese
Gruppe fallen alle Ansätze, bei denen mithilfe eines Prognosemodells, wie z. B. einer
Diskriminanzanalyse, Werte oder Klassen vorhergesagt werden. Die MD-Verfahren
werden dabei daran gemessen, wie gut die prognostizierten Werte der Modelle sind,
nachdem das jeweilig MD-Verfahren angewendet wurde. Aus der Abbildung 5.11
ist ersichtlich, dass es in den Studien kein vorherrschendes Modell gibt, anhand
dessen die Verfahren bewertet werden. Alle in der Abbildungen 5.11 aufgeführten
Verfahren werden nur in vier oder weniger Studien verwendet. Insgesamt werden
in den 19 Studien, die eine Beurteilung anhand der Prognosegüte durchführen, 28
unterschiedliche Modelle zur Prognose verwendet.

Unter der Kategorie sonstiges sind alle weiteren Kriterien gesammelt, die in keine der
anderen Kategorien eingeordnet werden können. Das einzige bedeutsame Kriterium aus
dieser Kategorie ist die Beurteilung anhand der Laufzeit der Verfahren. Zur Bewertung
wird hier meist die Dauer für einen oder mehrere Durchläufe eines MD-Verfahrens
gemessen.

Insgesamt verwenden 83 der 95 Studien mindestens zwei unterschiedliche Kriterien.
Teilweise sind sich die innerhalb einer Studie verwendeten Kriterien sehr ähnlich, wie
z. B. unterschiedliche Maße zur Bewertung der Genauigkeit der Imputationswerte.
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In anderen Studien werden jedoch deutlich unterschiedlichere Kriterien verwendet.
In der Tabelle 5.4 sind die Anzahl an unterschiedlichen Aggregationsstufen, die
innerhalb der Studien zur Bewertung verwendet werden, erfasst. Über die Hälfte der
Studien verwenden nur Kriterien einer Aggregationsstufe. Diese Studien bewerten die
Verfahren beispielsweise nur anhand der Genauigkeit der imputierten Werte. 28 Studien
verwenden zumindest Gütekriterien von zwei verschiedenen Aggregationsstufen und
acht Studien untersuchen drei Aggregationsstufen gleichzeitig. Nur eine Studie bezieht
Kriterien von vier unterschiedlichen Aggregationsstufen ein. Keine Studie untersucht
alle fünf möglichen Aggregationsstufen gleichzeitig.

Verwendete Aggregationsstufen 1 2 3 4
Anzahl Studien 58 28 8 1

Tabelle 5.4: Anzahl verwendeter Aggregationsstufen

Insgesamt zeigt die Abbildung 5.11, dass keine Kategorie in mehr als der Hälfte
der Studien berücksichtigt wird. Noch deutlicher wird die Inhomogenität bei der
Bewertung, wenn die einzelnen Kriterien betrachtet werden. Das am häufigsten
verwendete Kriterium ist die Beurteilung anhand der Schätzgüte des Erwartungswerts
bzw. der Varianz/Standardabweichung. Diese werden in 15 der 95 Studien verwendet,
was nicht einmal einem Anteil von 16 % der Studien entspricht. Schlussendlich
deutet die Abbildung 5.11 darauf hin, dass in den Studien kein Konsens zu bestehen
scheint, wie die MD-Verfahren bewertet werden sollten. Ferner werden die Verfahren
innerhalb einer Studie häufig nur anhand einer oder zwei Aggregationsstufen der
Daten untersucht.

5.3.5 Auswirkungen der variierten Faktoren

In den vorherigen Abschnitten wurden die Ausprägungen verschiedener Faktoren
untersucht. In diesem Abschnitt werden nun die Auswirkungen, die eine Variation
verschiedener Faktoren auf die Güte der MD-Verfahren haben, anhand der gefundenen
Studien analysiert. Dies dient zum einen der weiteren Analyse der Simulationsdesigns.
Zum anderen können aus diesen Beobachtungen Erkenntnisse für das Design von Stu-
dien gezogen werden, wenn das Auftreten von fehlenden Werten nicht ausgeschlossen
werden kann.

Die Auswirkungen einer Erhöhung bzw. Verstärkung eines Faktors auf die Güte der
Imputationsverfahren ist in der Tabelle 5.5 dargestellt. Falls ein Faktor in einer Studie
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nicht (systematisch) variiert oder die Auswirkungen der Variation in der zugehörigen
Veröffentlichung nicht dargestellt werden, wird die Studie in der Spalte „nicht variiert /
dargestellt“ erfasst. Aus der Tabelle 5.5 ist ersichtlich, dass der Einfluss der Ausfallrate
von fast dreiviertel der Studien systematisch untersucht wird. Alle anderen Faktoren
werden in weniger als 35 % der Studien variiert bzw. ihre Auswirkungen dokumentiert.
Die Aussagen zu den einzelnen Faktoren beziehen sich im Folgenden stets nur auf
die Studien, die den entsprechenden Faktor systematisch variiert und die Ergebnisse
dokumentiert haben.

besser keine schlechter unter-
schiedlich

nicht variiert/
dargestellt

Anzahl Objekte 21 5 2 5 62
Anzahl Merkmale 7 0 5 3 80
Zusammenhang 8 0 2 5 80
Ausfallmechanismus 1 2 24 5 63
Ausfallrate 0 0 65 4 26

Tabelle 5.5: Auswirkung einer Erhöhung/Verstärkung eines Faktors auf die Imputati-
onsverfahren

Eine Erhöhung der Anzahl an Objekten hat in über der Hälfte der Studien einen
positiven Einfluss auf die Güte der Imputation. In weiteren fünf Studien hat sie
zumindest keine negativen Effekte, welche nur in zwei Studien zu beobachten sind.
Ferner ist das Ergebnis bei fünf Studien nicht eindeutig. Bei diesen Studien hat die
Erhöhung der Objektanzahl teilweise einen positiven aber stellenweise auch einen
negativen Einfluss auf die Imputationsgüte.

Bei der Anzahl an Merkmalen ist das Bild nicht eindeutig. In sieben Studien führt
eine Erhöhung der Anzahl an Merkmalen zu einer Verbesserung der Verfahren, aber in
fünf anderen Studien verschlechtern sich die Imputationsergebnisse. Im Gegensatz dazu
profitieren die Imputationsverfahren in den meisten Studien von einer Verstärkung
des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen. Jedoch liegen für beide Faktoren
nur 15 Studien vor, welche die Faktoren sowohl systematisch variieren als auch die
Auswirkungen der Variation dokumentieren.

Beim Ausfallmechanismus56 und der Ausfallrate ergibt sich ein sehr eindeutiges
Bild. Eine Verstärkung des Ausfallmechanismus verbessert nur in einer Studie das Im-
putationsergebnis, verschlechtert es aber in 24 anderen. Die Erhöhung der Ausfallrate
56 Eine Verstärkung des Ausfallmechanismus bedeutet in der Tabelle 5.5, dass anstatt eines MCAR-

Ausfallmechanismus entweder ein MAR- oder MNAR-Ausfallmechanismus bzw. anstatt eines
MAR- ein MNAR-Ausfallmechanismus simuliert wird.
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führt sogar in 65 der 69 Studien zu einer Verschlechterung und ihre Auswirkungen
sind in den verbleibenden vier Studien nicht eindeutig.
Zusätzlich zu den bisher beschriebenen Faktoren können auch die Gütekriterien

einen Einfluss auf die Bewertung der Imputationsverfahren haben. In der Tabelle 5.6 ist
dargestellt, in wie vielen Studien unterschiedliche Gütekriterien zu unterschiedlichen
Ergebnissen geführt haben. Aus der Tabelle 5.6 geht hervor, dass in 26 Studien
unterschiedliche Gütekriterien stets zur selben Beurteilung der Verfahren (im Sinne
von gleicher Bewertungsrangfolge) geführt haben. In 55 Studien gibt es jedoch in
Abhängigkeit der Gütekriterien unterschiedliche Einschätzungen der Verfahren. In
manchen Fällen sind diese Abweichungen nur relativ gering ausgeprägt, in anderen
Fällen unterscheiden sich die Ergebnisse der Verfahren jedoch deutlich zwischen den
Kriterien. In 14 Studien wird nur ein Gütekriterium verwendet oder die Ergebnisse
nicht getrennt nach Gütekriterien dargestellt.

Bewertung gleich unterschiedlich nicht variiert/dargestellt
Anzahl 26 55 14

Tabelle 5.6: Auswirkung unterschiedlicher Gütekriterien

Insgesamt stützen die gefundenen Auswirkungen der Faktoren die meisten Aussagen,
die in der Literatur existieren. Tendenziell führt eine Erhöhung der Information in der
Datenmatrix durch mehr Objekte oder einen höheren Zusammenhang zwischen den
Merkmalen zu einer besseren Imputierbarkeit der fehlenden Werte. Auf der anderen Sei-
te führt eine Verstärkung des Ausfalls durch einen stärkeren Ausfallmechanismus oder
durch mehr fehlende Werte zu einer Verschlechterung der Imputationsergebnisse. In-
wieweit zusätzlich Merkmale die Situation verbessern, hängt von dem Zusammenhang
der Merkmale ab. Aus diesen Beobachtungen folgt für das Design von Datenerhe-
bungen, dass möglichst viele Informationen in die Datenmatrix einfließen sollten und
gleichzeitig ein möglichst geringer Anteil fehlender Werte angestrebt werden sollte.

5.4 Bewertung der Imputationsverfahren
Die Bewertung der Imputationsverfahren anhand der untersuchten Studien geschieht
auf zwei Aggregationsebenen. Zum einen werden die einzelnen Verfahren miteinander
verglichen und zum anderen die Gruppen, die durch die dritte Gliederungsebene
des Kapitels 4 gebildet werden. Diese Zweiteilung ist unter anderem der geringen
Beobachtungszahl vieler Einzelverfahren geschuldet. Die Bewertung eines Verfahrens
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alleine anhand einer oder zwei Studien erscheint nicht sinnvoll, wie sich zum einen in
der Variabilität der folgenden Bewertungen zeigt. Zum anderen erschwert eine weitere
Tatsache die objektive Bewertung von Verfahrensgruppen und einzelnen Imputations-
verfahren, die nur in wenigen Studien untersucht werden: In auffällig vielen Fällen
schneiden Verfahren in den Studien sehr gut ab, die von den Autoren des Verfahrens
durchgeführt werden (vgl. z. B. Di Zio et al., 2007, S. 5311–5315; Muñoz und Rueda,
2009, S. 309–316; Chen et al., 2018, S. 2073–2076). Diese „Verzerrung“ ist bei Verfahren
bzw. Verfahrensgruppen, die auf vielen unterschiedlichen Studien beruhen, meist eher
zu vernachlässigen. Jedoch kann sie bei Verfahren und Verfahrensgruppen, die nur
in wenigen Studien untersucht werden, erheblich Auswirkungen haben. Aus diesen
Gründen werden in den folgenden Abschnitten nur Verfahren und Verfahrensgruppen
betrachtet, die in mindestens fünf Studien untersucht werden. Da diese Bedingung
von mindestens fünf Studien bei der alleinigen Betrachtung von einzelnen Verfahren
für einige Verfahrensgruppen dazu führen würde, dass kein einziges Verfahren aus
dieser Gruppe untersucht würde, wird zusätzlich der Vergleich auf Basis der Gruppen,
die durch die dritte Gliederungsebene des Kapitels 4 gebildet werden, durchgeführt.
Hierdurch können Verfahrensgruppen identifiziert werden, deren weitere Untersuchung
vielversprechend sein könnte.

Für die Bewertungen der Verfahren bzw. Verfahrensgruppen werden Rangfolgen
verwendet. In jeder Studie erhält das beste untersuchte Verfahren den Rang eins und
die anderen untersuchten Verfahren erhalten aufsteigende Ränge entsprechend ihrer
Ergebnisse. Diese Rangfolgen sind in den Studien entweder direkt angegeben oder
werden aus den Studienergebnissen abgeleitet. Bei den folgenden Bewertungen der
Verfahren bzw. Verfahrensgruppen wird stets das Ziel verfolgt, das mögliche Potenzial
einer Verfahrensgruppe bzw. eines Verfahrens zu erfassen. Falls also z. B. mehrere
Verfahren einer Gruppe oder ein Verfahren mit verschiedenen Parametereinstellungen
in einer Studie untersucht werden, wird immer das Ergebnis des besten Verfahrens
bzw. der besten Parametereinstellung berücksichtigt.

Bei den Vergleichen in den Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 werden zunächst die Verfah-
rensgruppen bzw. die Imputationsverfahren einzeln betrachtet. Darüber hinaus werden
die Imputationsverfahren in Abschnitt 5.4.3 paarweise miteinander verglichen. Ein
solcher paarweiser Vergleich wird für die Verfahrensgruppen nicht durchgeführt, da
der direkte Vergleich verschiedener Verfahrensgruppen aufgrund der teilweise starken
Heterogenität innerhalb der Verfahrensgruppen nicht sinnvoll erscheint.
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5.4.1 Bewertung der Verfahrensgruppen

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Verfahrensgruppen analysiert. Für jede
Verfahrensgruppe wird dazu jede Studie berücksichtigt, die ein Verfahren aus dieser
Gruppe miteinbezieht. Für jede dieser Studien wird der Rang des besten Verfahrens aus
der Gruppe bestimmt. Dieser Rang wird dann mit der Gesamtanzahl der einbezogenen
Verfahren in der jeweiligen Studie in Relation gesetzt. So kann ein Überblick über
das Potenzial der einzelnen Verfahrensgruppen gewonnen werden, ohne dabei auf die
Vergleichsverfahren, die von Studie zu Studie variieren, im Detail einzugehen. Jedoch
wird bei der Untersuchung berücksichtigt, wie viele Verfahren eine Studie vergleicht,
da beispielsweise die Interpretation eines zweiten Ranges unter anderem abhängig von
der Anzahl der Vergleichsverfahren ist.

Die so gewonnenen Informationen über die Verfahrensgruppen werden in Form von
Sterndiagrammen in der Abbildung 5.12 visualisiert. Dazu wird für jede Verfahrens-
gruppe ein Sterndiagramm erstellt, bei dem jede Achse einer Studie entspricht. Auf
dieser Achse werden für jede Studie drei Punkte eingezeichnet:

• ein roter Punkt für den Rang, welches das beste Verfahren aus der Gruppe in
der Studie belegt

• ein blauer Punkt für die Anzahl an Verfahren in der Studie

• ein schwarzer Punkt bei Rang „zehn“

Die schwarzen Punkte werden zur besseren optischen Vergleichbarkeit hinzugefügt;
sie enthalten keine Informationen über die Studien. Daher können auch in Studien
mit mehr als zehn Verfahren die roten und blauen Punkte weiter außen liegen als
die schwarzen. Die Punkte eines Typs werden auf die in Sterndiagrammen übliche
Weise miteinander verbunden, wodurch ein rotes, ein blaues und ein schwarzes Po-
lygon entstehen. Die Studien bzw. Achsen sind in den Sterndiagrammen zunächst
entsprechend der Anzahl an einbezogenen Verfahren in den Studien und sekundär
nach dem Rang der Verfahrensgruppe geordnet. Um die optische Vergleichbarkeit
zwischen den Sterndiagrammen zu erhöhen, wird zum einen ein schwarzer Punkt im
Zentrum (dieser entspricht dem fiktiven Rang „null“ in allen Studien) jedes Diagramms
hinzugefügt. Zum anderen wird die Skalierung aller Diagramme in der Abbildung 5.12
in dem Sinne gleich gewählt, dass der Abstand der Ränge vom Mittelpunkt in allen
Sterndiagrammen identisch ist. Außerdem sind in der Abbildung 5.12 zur besseren
Übersicht die Achsen nicht dargestellt. Wie zu Beginn des Abschnitts 5.4 erläutert,
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sind in der Abbildung 5.12 nur Verfahrensgruppen mit mindestens fünf Beobachtungen
erfasst.

Die Sterndiagramme können folgendermaßen interpretiert werden:

• Die Anzahl an Ecken eines Polygons (diese ist für alle drei Polygone einer
Gruppe gleich) entspricht der Anzahl an Studien, in denen ein Verfahren aus
der Verfahrensgruppe einbezogen wird. Je „runder“ dementsprechend ein Po-
lygon erscheint, desto mehr Studien haben mindestens ein Verfahren aus der
Verfahrensgruppe miteinbezogen.

• Das blaue Polygon beschreibt die Anzahl an Vergleichsverfahren in den Studien.
Je weiter außen (bezogen auf den Mittelpunkt) die Ecken des blauen Polygons
liegen, desto mehr Verfahren waren Teil der Vergleichsstudien.

• Das rote Polygon repräsentiert die Ränge, welche die Verfahrensgruppen in
den einzelnen Studien erreicht haben. Je weiter innen (bezogen auf den Mittel-
punkt) die Ecken des roten Polygons liegen, desto besser sind die Ergebnisse
der jeweiligen Verfahrensgruppe.

• Das Verhältnis der Ecken des roten und des blauen Polygons spiegelt den
relativen Rang der Verfahrensgruppe im Vergleich zu den Vergleichsverfahren
wider. Je weiter also die roten und blauen Ecken auseinanderliegen, desto besser
sind die Ergebnisse der jeweiligen Verfahrensgruppe.

Die Verfahrensgruppen in der Abbildung 5.12 sind entsprechend der Gliederung im
Kapitel 4 angeordnet. Jede Zeile in der Abbildung 5.12 entspricht einem Abschnitt
auf der zweiten Ebene des Kapitels 4. Da aus der Gruppe der Deck-Verfahren nur
Hot-Deck-Verfahren in mindestens fünf Studien berücksichtigt wurden, enthält diese
Zeile nur ein Sterndiagramm. Aus allen anderen Obergruppen erfüllen jeweils drei
Verfahrensgruppen die Mindestanzahl und entsprechend sind in den anderen Zeilen
jeweils drei Sterndiagramme zu sehen.

In der ersten Zeile der Abbildung 5.12 sind die Ergebnisse der drei Verfahrensgrup-
pen Lageparameterimputation, Imputation eines vorgegebenen Werts und Zufallszah-
lenimputation dargestellt, welche alle zu den einfachen Imputationsverfahren (vgl.
Kapitel 4.1) zählen. Das Sterndiagramm der Lageparameterimputationsverfahren ist
nicht eindeutig, da diese in einigen wenigen Studien zu den besten, in vielen anderen
Studien aber zu den schlechtesten Verfahren zählen. Hingegen führt die Imputation
eines vorgegebenen Werts in fast allen Studien zu sehr schlechten Ergebnissen. Die
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Imputation eines vorgegebenen Werts



Lageparameterimputation



Zufallszahlenimputation



Hot−Deck−Verfahren



Regressionsimputation



Imputation mittels HKA und SWZ



EM−Imputation



kNN−Imputation



Imputation mittels Entscheidungsbäumen



Imputation mittels Clustering



Abbildung 5.12: Ergebnisse der Verfahrensgruppen

Ergebnisse der Imputation einer Zufallszahl sind nicht so schlecht wie die der Imputa-
tion eines vorgegebenen Werts, aber auch diese Verfahren gehören häufig nicht zu den
besten Verfahren in den Studien.

Bei den Hot-Deck-Verfahren ergibt sich ein ähnlich „zackiges“ rotes Polygon wie bei
den Lageparameterimputationsverfahren. Das heißt, sie gehören in einigen Studien zu
den besten, aber auch in manchen Studien eher zu den schlechten Verfahren. Insgesamt
schneiden die Hot-Deck-Verfahren aber besser ab als die einfachen Imputationsverfah-
ren.
In der dritten Zeile der Abbildung 5.12 sind die Ergebnisse der multivariaten Im-

putationsverfahrensgruppen dargestellt. Die Regressionsimputationsverfahren bieten
ein leicht besseres Bild als die Hot-Deck-Verfahren. Im Vergleich zu diesen beiden
haben die Imputationsverfahren, die auf einer Hauptkomponentenanalyse oder einer
Singulärwertzerlegung beruhen, in den Studien tendenziell noch einmal leicht besser
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abgeschnitten. Bei den EM-Imputationsverfahren zeigt sich kein eindeutiges Bild. In
einigen Studien schneiden diese Verfahren sehr gut ab, in anderen gehören sie jedoch
zu den schlechtesten Verfahren.
Die Ergebnisse der Imputationsverfahrensgruppen, die auf Verfahren des maschi-

nellen Lernens beruhen, sind in der letzten Zeile der Abbildung 5.12 dargestellt.
Die kNN-Imputationsverfahren besitzen ein ähnlich zackiges rotes Polygon wie die
Hot-Deck- und die Regressionsimputationsverfahren. Sie sind jedoch etwas schlechter
als diese beiden Gruppen. Die Imputationsverfahren, die auf Entscheidungsbäumen
basieren, schneiden mit Ausnahme weniger Studien meist gut ab. Die auf Clustering
basierenden Imputationsverfahren liefern die vielversprechendsten Ergebnisse über
alle Gruppen. Jedoch liegen zu dieser Gruppe bisher nur wenige Studien vor.

Neben der Abbildung 5.12 gibt die Tabelle 5.7 weitere Kennzahlen für die Verfahrens-
gruppen basierend auf den untersuchten Studien an. Zu jeder Kennzahl ist zusätzlich
in Klammern der Rang der Verfahrensgruppe bei der jeweiligen Kennzahl angegeben.
Sowohl bei den Kennzahlen als auch bei den Rängen sind geringere Werte besser. Das
beste Verfahren hat also bei der jeweiligen Kennzahl den kleinsten Wert und daher
auch den Rang 1. Die Spalte Arot

Ablau
enthält das Verhältnis zwischen dem Flächeninhalt

des roten und des blauen Polygons der Abbildung 5.12 für jede Verfahrensgruppe.
Dieses Verhältnis misst in gewisser Weise den Rang einer Verfahrensgruppe im Ver-
gleich zu der Anzahl an Verfahren in den Studien, wie er durch die Abbildung 5.12
dargestellt wird. Dieses mittlere Verhältnis zwischen dem Rang und der Anzahl an
Verfahren in den Studien ist in der Spalte Rang

#Verfahren auch direkt angegeben. Die Ta-
belle 5.7 zeigt, dass sich die beiden Kennzahlen in ihren absoluten Werten für die
einzelnen Gruppen zum Teil deutlich unterscheiden. Jedoch stimmen die Rangfolgen
der Verfahrensgruppen bei beiden Kennzahlen gut überein (sechs Verfahrensgruppen
haben denselben Rang und die maximale absolute Rangdifferenz beträgt zwei). Der
durch die Abbildung 5.12 vermittelte optische Eindruck der Verfahrensgruppen wird
also durch die Kennzahl Rang

#Verfahren gestützt.
Eine weitere Möglichkeit, die Verfahrensgruppen zu bewerten, ist zu überprüfen,

wie viel Prozent der Verfahren in einer Studie besser waren als das beste Verfahren
aus der jeweiligen Gruppe. Der Mittelwert über alle Studien, in denen ein Verfahren
aus der jeweiligen Verfahrensgruppe eingeflossen ist, ist in der Spalte „besser“ in
der Tabelle 5.7 angegeben. Auch die Rangfolge dieser Kennzahl stimmt gut mit den
Rangfolgen der anderen beiden Kennzahlen überein.
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Verfahrensgruppe Arot
Ablau

Rang
#Verfahren besser Score

Imp. eines vorg. Werts 0,709 (10) 0,834 (10) 0,674 (10) 0,805 (10)
Lageparameterimputation 0,411 (9) 0,661 (8) 0,472 (8) 0,583 (8)
Zufallszahlenimputation 0,386 (8) 0,671 (9) 0,516 (9) 0,618 (9)
Hot-Deck-Verfahren 0,244 (5) 0,533 (5) 0,337 (6) 0,421 (5)
Regressionsimputation 0,193 (3) 0,453 (3) 0,258 (2) 0,318 (2)
Imp. mittels HKA und SWZ 0,192 (2) 0,447 (2) 0,268 (3) 0,319 (3)
EM-Imputation 0,273 (6) 0,523 (4) 0,331 (5) 0,413 (4)
kNN-Imputation 0,301 (7) 0,568 (7) 0,384 (7) 0,473 (7)
Imp. mittels E.-Bäumen 0,237 (4) 0,540 (6) 0,317 (4) 0,424 (6)
Imp. mittels Clustering 0,111 (1) 0,321 (1) 0,131 (1) 0,151 (1)

Tabelle 5.7: Kennzahlen der Verfahrensgruppen

Ein Nachteil aller bisher dargestellten Kennzahlen ist, dass sie nicht auf den Be-
reich [0; 1] normiert sind.57 Deshalb ist die Interpretation der einzelnen Werte schwierig.
Um dieses Problem zu lösen, wird noch ein Score-Wert eingeführt. Dieser wird definiert
als

1
Anz. relevanter Studien

∑
relevante Studien

Rang in Studie− 1
Anz. Verfahren in Studie− 1 , (5.1)

wobei mit relevanten Studien solche gemeint sind, bei denen mindestens ein Verfahren
aus der jeweiligen Verfahrensgruppe mit eingeflossen ist. Dieser Score nimmt den
Wert 0 an, wenn in jeder relevanten Studie ein Verfahren aus der Vergleichsgruppe zu
den besten Verfahren gehört, und 1, wenn die Verfahren jeweils das schlechteste Ver-
fahren in den Studien sind. Auch bei dieser Kennzahl stimmen die Rangfolgen gut mit
den Rangfolgen der anderen Kriterien in der Tabelle 5.7 überein. Größere Abstände
in den Score-Werten sind jeweils zwischen der besten Verfahrensgruppe (Imputation
mittels Clustering) und deren Nachfolgern sowie der schlechtesten Verfahrensgruppe
(Imputation eines vorgegebenen Werts) und deren Vorgängern zu erkennen. Ferner
bilden die Regressionsimputationsverfahren und die Imputation mittels Hauptkom-
ponentenanalyse und Singulärwertzerlegung sowie die EM-Imputationsverfahren, die
Hot-Deck-Verfahren und die Imputation mittels Entscheidungsbäumen jeweils ein
Cluster mit ähnlichen Werten.

57 Der Rang des besten Verfahrens in einer Studie ist 1. Daher ist Rang
#Verfahren sowie Arot stets größer

als Null und damit auch Arot
Ablau

. Die Kennzahl „besser“ ist stets kleiner als Eins, da nie alle Verfahren
besser sein können als das betrachtete Verfahren (ein Verfahren kann nie besser sein als es selbst).
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Ein Blick auf die Ränge in der Tabelle 5.7 zeigt, dass die Verfahrensgruppen bei
allen Kennzahlen sehr ähnlich abschneiden. Die größte absolute Rangdifferenz zwi-
schen zwei Kennzahlen ist zwei, welche auch nur für zwei Verfahrensgruppen auftritt.
Dies spiegelt sich auch in den paarweisen Rangkorrelationskoeffizienten zwischen den
Kriterien wider, welcher mindestens 0,93 beträgt. Ferner sind die Gruppen der jeweils
besten und schlechtesten drei Verfahrensgruppen über alle Kriterien identisch. Die
besten drei Verfahrensgruppen sind die Imputation mittels Clustering, die Imputation
mittels Hauptkomponentenanalyse und Singulärwertzerlegung sowie die Regressions-
imputation. Die drei Verfahrensgruppen der einfachen Imputationsverfahren sind stets
die drei schlechtesten. Außerdem ist stets die Imputation mittels Clustering die beste
und die Imputation eines vorgegebenen Werts die schlechteste Verfahrensgruppe.
Die bisher berechneten Kennzahlen (mit Ausnahme des Flächenverhältnisses) in

der Tabelle 5.7 stellen alle ungewichtete Mittelwerte dar. In diesen ungewichteten
Mittelwerten wird nicht berücksichtigt, dass z. B. eine Studie mit 10 Verfahren meist
mehr Informationen birgt als eine Studie, die nur zwei Verfahren miteinander vergleicht.
Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, werden die Kennzahlen noch einmal als
gewichtete Mittelwerte berechnet. Als Gewichtungsfaktor wird die Anzahl an Verfahren
in der jeweiligen Studie verwendet. Das Ergebnis zeigt die Tabelle 5.8.

Verfahrensgruppe Rang
#Verfahren besser Score

Imp. eines vorg. Werts 0,832 (10) 0,693 (10) 0,805 (10)
Lageparameterimputation 0,636 (9) 0,469 (8) 0,566 (9)
Zufallszahlenimputation 0,616 (8) 0,486 (9) 0,566 (8)
Hot-Deck-Verfahren 0,514 (6) 0,347 (6) 0,417 (6)
Regressionsimputation 0,428 (2) 0,258 (2) 0,312 (2)
Imp. mittels HKA und SWZ 0,442 (3) 0,284 (3) 0,335 (3)
EM-Imputation 0,485 (4) 0,318 (5) 0,387 (5)
kNN-Imputation 0,559 (7) 0,394 (7) 0,472 (7)
Imp. mittels E.-Bäumen 0,494 (5) 0,301 (4) 0,383 (4)
Imp. mittels Clustering 0,333 (1) 0,167 (1) 0,192 (1)

Tabelle 5.8: Gewichtete Kennzahlen der Verfahrensgruppen

Durch die Gewichtung verringern sich die Unterschiede zwischen den Rangfolgen der
Bewertungskriterien noch weiter. Die maximale Rangdifferenz zwischen den Kriterien
in der Tabelle 5.8 ist nur noch eins und der minimale Rangkorrelationskoeffizient zwi-
schen den Kennzahlen beträgt 0,98. Die Rangfolgen aller drei gewichteten Kennzahlen
sind also fast identisch.
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Um eine bessere Übersicht über die Bewertungsreihenfolgen bei den verschiedenen
Kennzahlen zu erhalten, sind die Rangfolgen der Verfahrensgruppen für alle Kennzah-
len aus den Tabellen 5.7 und 5.8 in der Abbildung 5.13 noch einmal visualisiert. Die
Abbildung 5.13 zeigt, dass sich die Reihenfolge der Verfahrensgruppen zwischen den
Tabellen 5.7 und 5.8 kaum unterscheiden. Die Gruppe der drei besten und schlechtesten
Verfahrensgruppen ist bei allen Kennzahlen identisch. Ferner ist bei allen Kennzahlen
die Imputation mittels Clustering die beste und die Imputation eines vorgegebenen
Werts die schlechteste Verfahrensgruppe. Insgesamt stimmen die Interpretationen
der grafischen Darstellungen der Abbildung 5.12 gut mit den berechneten Kriterien
in den Tabellen 5.7 und 5.8 überein. Dies zeigt, dass die Ergebnisse der Verfahrens-
gruppen relativ unabhängig von der konkreten Wahl des Bewertungskriteriums sind.
Stets schneiden die einfachen Imputationsverfahren am schlechtesten ab und die
besten drei Verfahrensgruppen sind die Regressionsimputation, die Imputation mittels
Hauptkomponentenanalyse und Singulärwertzerlegung sowie die Imputation mittels
Clustering.

Imputation eines vorgegebenen Werts

Lageparameterimputation

Zufallszahlenimputation

Hot-Deck-Verfahren

Regressionsimputation

Imputation mittels HKA und SWZ

EM-Imputation

kNN-Imputation

Imputation mittels Entscheidungsbäumen

Imputation mittels Clustering
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Abbildung 5.13: Ränge der Verfahrensgruppen

5.4.2 Einzelbetrachtung der Imputationsverfahren

In der Abbildung 5.12 ist ersichtlich, dass bei einigen Verfahrensgruppen, wie z. B. den
Hot-Deck-Verfahren, eine große Streuung bei der Bewertung zwischen den Studien
existiert. Diese Streuung kann unter anderem dadurch hervorgerufen werden, dass
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die Verfahren innerhalb einer Verfahrensgruppe teilweise sehr heterogen sind. So
enthält die Gruppe der Hot-Deck-Verfahren z. B. so unterschiedliche Verfahren wie ein
einfaches Random Hot-Deck und Nearest-Neighbor Hot-Decks. Um die Heterogenität
der im vorherigen Abschnitt betrachteten Verfahrensgruppen zu reduzieren, werden in
diesem Abschnitt noch einzelne Imputationsverfahren58 betrachtet. Diese Betrachtung
einzelner Verfahren ist auch unter praktischen Gesichtspunkten sinnvoll, da sich der
Nutzer bei einer tatsächlichen Imputation für ein konkretes Verfahren und nicht für
eine Verfahrensgruppe entscheiden muss.

Da die Gütekriterien in manchen Fällen einen starken Einfluss auf die Beurteilung
der Imputationsverfahren haben (vgl. Abschnitt 5.3.5), ist in der Tabelle 5.9 für
jedes Imputationsverfahren angegeben, in wie vielen Studien es mit einem Kriterium
der jeweiligen Aggregationsstufe bewertet wird und zusätzlich in wie viel Prozent
dieser Studien das Verfahren zu den besten Verfahren gehört. Dieser prozentuale Wert
wird in Klammern hinter der Anzahl angegeben, wenn mindestens eine Studie diese
Kombination aus Verfahren und Gütekriterium untersucht. Für die Aggregationsstufe
„univariate Verteilung“ werden die Bewertungen anhand der Kriterien Erwartungswert
und Varianz (bzw. Standardabweichung) getrennt dargestellt, da diese beiden Kriterien
häufig unterschiedliche Verfahren bevorzugen, wie aus der Tabelle 5.9 hervorgeht.
Ferner ist in der letzten Spalte der Tabelle 5.9 noch einmal angegeben, in wie vielen
Studien insgesamt das jeweilige Imputationsverfahren einbezogen wird. In der Tabel-
le 5.9 werden nur Verfahren berücksichtigt, die in mindestens fünf Studien untersucht
werden.

Aus der Tabelle 5.9 geht hervor, dass nur sechs Verfahren in mindestens zehn der
95 Studien untersucht werden. Ferner zeigt sich erneut, dass es keinen Konsens bei
den Gütekriterien zwischen den Studien zu geben scheint. Die meisten Verfahren
werden in unterschiedlichen Studien anhand unterschiedlicher Kriterien bewertet. Aus
diesem Grund liegen für die meisten Verfahren bei den einzelnen Kriteriengruppen
noch einmal deutlich weniger Studien vor als insgesamt Studien für die einzelnen
Verfahren existieren. Deshalb sind insbesondere für die einzelnen Gütekriterien die
Prozentzahlen, wie häufig ein Verfahren zu den besten zählt, nur relativ schwer
interpretierbar. Es lassen sich selten hohe Prozentzahlen, die gleichzeitig durch eine
ausreichende Anzahl an Studien gestützt werden, ausmachen. Insgesamt folgt aus
den Beobachtungsumfängen in der Tabelle 5.9, dass für die meisten Verfahren eine
58 Der Begriff „einzelne Verfahren“ wird in diesem Abschnitt etwas weiter ausgelegt. So handelt

es sich bei einem Teil der „Einzelverfahren“ in diesem Abschnitt immer noch um eine kleine
Gruppe an Verfahren. Diese Aggregation ist jedoch sinnvoll, da bei einer zu kleinen Einteilung der
Verfahren es fast kein Verfahren geben würde, das in mehr als einer Studie untersucht wird.
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5 Analyse existierender Simulationsstudien

getrennte Betrachtung nach Gütekriterien nicht sinnvoll wäre, da in vielen Fällen
nur sehr wenige Studien dazu vorliegen würden. Daher werden im Folgenden die
Ergebnisse der Verfahren aggregiert über alle Gütekriterien dargestellt.

Zur Visualisierung der Ergebnisse der Einzelverfahren in den Studien werden auch
in diesem Abschnitt Sterndiagramme verwendet. Die Konstruktion und Interpretation
der Sterndiagramme geschieht analog zu den Diagrammen in der Abbildung 5.12. Die
Sterndiagramme für alle Imputationsverfahren, die in mindestens fünf unterschiedli-
chen Studien untersucht werden, sind in der Abbildung 5.14 zu finden.
In den ersten beiden Zeilen der Abbildung 5.14 sind die Ergebnisse der einfachen

Imputationsverfahren dargestellt. Die drei Formen der Mittelwertimputation und
die Modusimputation zeigen kein einheitliches Bild über alle Studien. Sie sind in
einigen Studien die schlechtesten Verfahren, in anderen jedoch relativ gut. Die beiden
Verfahren, die alle fehlenden Werte entweder durch eine Null oder durch einen Best
oder Worst Case Wert ersetzen, gehören in den Studien fast immer zu den schlechtesten
Verfahren bzw. sind häufig das schlechteste Verfahren überhaupt.

Die Hot-Deck-Verfahren sind in der dritten Zeile der Abbildung 5.14 dargestellt.
In den beiden Sterndiagrammen zeigt sich die schon zu Beginn des Abschnitts ange-
sprochene große Diskrepanz zwischen einem einfachen Random Hot-Deck und einem
Nearest-Neighbor Hot-Deck. Das einfache Random Hot-Deck gehört in den meisten
Studien, die es untersuchen, zu den schlechtesten Verfahren. Im Vergleich zu diesem
schneidet das Nearest-Neighbor Hot-Deck deutlich besser ab.
In den nächsten beiden Zeilen der Abbildung 5.14 sind die Ergebnisse der mul-

tivariaten Imputationsverfahren dargestellt. Die Ergebnisse der vier Formen der
Regressionsimputation sind nicht einheitlich. Auf der einen Seite sind die determi-
nistische lineare Regressionsimputation und die lokale Regressionsimputation nach
Kim et al. (2005) eher im Mittelfeld der Verfahren anzuordnen. Auf der anderen Seite
zählen die stochastische lineare Regressionsimputation und insbesondere die adaptive
Regressionsimputation zu den Verfahren, die in den Studien häufig sehr gut abschnei-
den. Bei der Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenanalyse (BHKA) ergibt
sich ein sehr widersprüchliches Bild. Sie schneidet in den meisten Studien gut ab,
ist jedoch auch einmal das schlechteste und einmal das zweitschlechteste Verfahren.
Ähnlich sehen die Resultate der deterministischen EM-Imputation aus.

Die Ergebnisse der drei Imputationsverfahren, die auf Methoden des maschinel-
len Lernens beruhen, sind in der letzten Zeile der Abbildung 5.14 dargestellt. Die
beiden kNN-Imputationsverfahren liefern eher durchwachsene Ergebnisse, wobei die
Ergebnisse der Imputation mittels des R-Pakets impute besser sind als die Imputation

158



5.4 Bewertung der Imputationsverfahren

Mittelwertimputation (Merkmal)



Mittelwertimputation (Objekt)



Mittelwertimputation (Skala)
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Imputation einer Null
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einfaches Random Hot−Deck



Nearest−Neighbor Hot−Deck



det. lineare Regressionsimputation



stoch. lineare Regressionsimputation



adaptive Regressionsimputation



lokale Regressionsimputation (Kim)
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kNN−Imputation (impute)



missForest



Abbildung 5.14: Ergebnisse der einzelnen Imputationsverfahren
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nach Troyanskaya et al. (2001). Die Ergebnisse von missForest gehören in den meisten
Studien zu den besten Verfahren, gleichzeitig ist missForest jedoch in drei Studien
mit nur wenigen Vergleichsverfahren auch das schlechteste Imputationsverfahren.

Zusätzlich zu den Sterndiagrammen werden dieselben Kennzahlen für die Imputati-
onsverfahren wie für die Verfahrensgruppen berechnet. In der Tabelle 5.10 sind die
Ergebnisse der ungewichteten Kennzahlen und in der Tabelle 5.11 die Ergebnisse der
gewichteten Kennzahlen wiedergegeben. Die Berechnung der Werte geschieht analog
zu denen der Tabellen 5.7 und 5.8. Die für die Kennzahlen resultierenden Rangfolgen
sind in der Abbildung 5.15 visualisiert. Die zwei besten Verfahren lassen sich mithilfe
der Abbildung 5.15 leicht identifizieren. Die adaptive Regressionsimputation belegt
bei allen Kennzahlen den besten Rang und die stochastische lineare Regressionsimpu-
tation mit Ausnahme von Arot

Ablau
stets den zweiten Rang. Ferner besitzt die adaptive

Regressionsimputation bei vielen Kennzahlen in den Tabellen 5.10 und 5.11 einen
deutlichen Abstand zu den restlichen Verfahren.

Verfahren Arot
Ablau

Rang
#Verfahren besser Score

MWI (Merkmal) 0,493 (13) 0,724 (14) 0,534 (13) 0,661 (14)
MWI (Objekt) 0,382 (12) 0,655 (12) 0,512 (12) 0,595 (12)
MWI (Skala) 0,293 (9) 0,521 (8) 0,323 (5) 0,400 (7)
Modusimputation 0,306 (10) 0,566 (10) 0,375 (10) 0,464 (10)
Imputation einer Null 0,668 (15) 0,841 (16) 0,683 (16) 0,815 (16)
Best/Worst Case Imputation 0,892 (17) 0,965 (17) 0,810 (17) 0,962 (17)
einfaches Random Hot-Deck 0,729 (16) 0,809 (15) 0,635 (15) 0,743 (15)
NNHD 0,191 (2) 0,503 (6) 0,306 (3) 0,389 (4)
det. lineare Reg.-Imp. 0,273 (8) 0,512 (7) 0,331 (7) 0,405 (8)
stoch. lineare Reg.-Imp. 0,192 (3) 0,474 (2) 0,279 (2) 0,353 (2)
adaptive Reg.-Imp. 0,068 (1) 0,276 (1) 0,156 (1) 0,177 (1)
lokale Reg.-Imp. (Kim) 0,246 (6) 0,481 (4) 0,345 (9) 0,395 (6)
Imputation mittels BHKA 0,220 (5) 0,482 (5) 0,336 (8) 0,394 (5)
det. EM-Imputation 0,247 (7) 0,477 (3) 0,322 (4) 0,381 (3)
kNN-Imputation (Troy.) 0,527 (14) 0,707 (13) 0,547 (14) 0,644 (13)
kNN-Imputation (impute) 0,347 (11) 0,614 (11) 0,451 (11) 0,541 (11)
missForest 0,205 (4) 0,539 (9) 0,326 (6) 0,447 (9)

Tabelle 5.10: Kennzahlen der einzelnen Verfahren

Nach diesen zwei besten Verfahren folgt eine Gruppe von mehreren Verfahren,
deren Bewertungsreihenfolge je nach Kriterium variiert. Zu dieser Gruppe gehören das
Nearest-Neighbor Hot-Deck (NNHD), missForest, die Imputation mittels bayesscher
Hauptkomponentenanalyse, die lokale Regressionsimputation, die deterministische

160



5.4 Bewertung der Imputationsverfahren

Verfahren Rang
#Verfahren besser Score

MWI (Merkmal) 0,704 (13) 0,537 (13) 0,647 (13)
MWI (Objekt) 0,638 (12) 0,511 (12) 0,587 (12)
MWI (Skala) 0,538 (9) 0,346 (8) 0,423 (9)
Modusimputation 0,553 (10) 0,368 (9) 0,454 (10)
Imputation einer Null 0,819 (15) 0,670 (15) 0,792 (15)
Best/Worst Case Imputation 0,942 (17) 0,826 (17) 0,937 (17)
einfaches Random Hot-Deck 0,856 (16) 0,700 (16) 0,816 (16)
NNHD 0,473 (5) 0,309 (4) 0,372 (5)
det. lineare Reg.-Imp. 0,503 (8) 0,334 (6) 0,403 (7)
stoch. lineare Reg.-Imp. 0,444 (2) 0,270 (2) 0,331 (2)
adaptive Reg.-Imp. 0,279 (1) 0,163 (1) 0,183 (1)
lokale Reg.-Imp. (Kim) 0,500 (7) 0,371 (10) 0,422 (8)
Imputation mittels BHKA 0,475 (6) 0,338 (7) 0,392 (6)
det. EM-Imputation 0,455 (3) 0,309 (5) 0,365 (3)
kNN-Imputation (Troy.) 0,730 (14) 0,582 (14) 0,677 (14)
kNN-Imputation (impute) 0,605 (11) 0,447 (11) 0,533 (11)
missForest 0,464 (4) 0,286 (3) 0,366 (4)

Tabelle 5.11: Gewichtete Kennzahlen der einzelnen Verfahren

EM-Imputation, die deterministische lineare Regressionsimputation sowie die Mittel-
wertimputation innerhalb einer Skala. Die Unterschiede zwischen diesen Verfahren
sind in den Tabellen 5.10 und 5.11 meist nur gering. Insbesondere bei den Kennzahlen
in der Tabelle 5.10 variieren die Ränge der Verfahren innerhalb dieser Gruppe stark
(besonders auffällig z. B. bei missForest oder der deterministischen EM-Imputation).
Jedoch können sich bei Berücksichtigung der Anzahl an Vergleichsverfahren die de-
terministische EM-Imputation, missForest und das Nearest-Neighbor Hot-Deck aus
dieser Gruppe leicht herauslösen, wie die Ränge in der Abbildung 5.15 zeigen. Sie
sind in allen gewichteten Kennzahlen besser als die anderen Verfahren aus dieser
Gruppe. Der Abstand dieser Dreiergruppe zum nächstschlechteren Verfahren ist in
der Tabelle 5.11 aber auch bei den gewichteten Kennzahlen häufig nur gering.

Die Modusimputation kann in vielen Kennzahlen in den Tabellen 5.10 und 5.11 fast
zu dem schlechtesten Verfahren der vorherigen Gruppe aufschließen. Sie weist bei der
gewichteten Kennzahl „besser“ sogar einen kleineren Wert als die Mittelwertimputation
innerhalb einer Skala auf, die zur vorherigen Gruppe gehört. Die restlichen Verfahren
sind in allen Kennzahlen schlechter als die bisher genannten.

Bei den restlichen Verfahren existieren mit der merkmalsweisen Mittelwertimputa-
tion und der kNN-Imputation nach Troyanskaya et al. (2001) sowie der Imputation
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Abbildung 5.15: Ränge der Verfahren

einer Null und dem einfachen Random Hot-Deck noch zwei Zweiergruppen an Ver-
fahren, innerhalb derer jeweils die Ränge bei den Kennzahlen mehrmals getauscht
werden. Die restlichen drei Verfahren kNN-Imputation mittels impute, objektweise
Mittelwertimputation und die Imputation eines Best oder Worst Case Werts halten
ihren Rang über alle gewichteten und ungewichteten Kennzahlen hinweg konstant.
Die Imputation eines Best oder Worst Cases ist bei allen Kennzahlen mit deutlichem
Abstand das schlechteste Verfahren gefolgt von dem einfachen Random Hot-Deck und
der Imputation einer Null. Nach diesen Verfahren folgen die kNN-Imputation nach
Troyanskaya et al. (2001), die merkmalsweise und objektweise Mittelwertimputation
und die kNN-Imputation mittels impute.
In der Simulationsstudie im Kapitel 6 wird sich zeigen, dass unterschiedliche Gü-

tekriterien zu unterschiedlichen Einschätzungen der Verfahrensgüte führen können.
Daher wäre es theoretisch wünschenswert, die bisherigen Auswertungen aufgeglie-
dert nach unterschiedlichen Gütekriterien zu wiederholen. Jedoch zeigen bereits die
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Abbildung 5.11 und die Tabelle 5.9, dass für die meisten Gütekriterien nicht genü-
gend Beobachtungen vorliegen würden, um eine sinnvolle Auswertung durchführen zu
können.

Die Kennzahlen in den Tabellen 5.10 und 5.11 unterstützen den Eindruck, den die
Abbildung 5.14 vermittelt. Insgesamt schneiden die einfachen Imputationsverfahren,
das einfache Random Hot-Deck sowie die kNN-Imputationsverfahren in den Studien,
in denen sie miteinbezogen werden, meist schlecht ab. Das mit Abstand schlechteste
Verfahren ist dabei die Imputation eines Best oder Worst Case Werts. Auf der anderen
Seite sprechen die Ergebnisse dafür, dass die adaptive Regressionsimputation das
beste Verfahren ist gefolgt von der stochastischen linearen Regressionsimputation.

5.4.3 Paarvergleich der Imputationsverfahren

Die vorherigen Abschnitte vermitteln bereits einen Überblick über die Ergebnisse der
Verfahren in den untersuchten Studien. Jedoch wird bei den bisherigen Betrachtungen
nicht erfasst, welche Verfahren in den Studien miteinander verglichen werden. Es
ist jedoch möglich, dass die Auswahl der Verfahren in einer Studie ihre Platzierung
beeinflusst. So kann z. B. ein gutes Verfahren, welches nur mit anderen guten Verfahren
verglichen wird, schlechter erscheinen als ein mittelmäßiges Verfahren, dass nur mit
schlechten Verfahren verglichen wird. Um diesen Effekt der Vergleichsverfahren stärker
zu berücksichtigen, werden in diesem Abschnitt die Verfahren paarweise miteinander
verglichen.

Für diesen Paarvergleich wird zunächst für jedes Verfahren erfasst, in wie vielen
Studien es mit den anderen Verfahren verglichen wird. Zusätzlich wird für jedes Paar
an Verfahren festgehalten, wie häufig das eine Verfahren mindestens so gut wie das an-
dere ist. Aus diesen beiden Werten wird anschließend der Anteil an Studien berechnet,
in denen das eine Verfahren mindestens so gut ist wie das jeweilige Vergleichsverfahren.
Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind in der Tabelle 5.12 dargestellt. Die Prozent-
zahlen in der Tabelle 5.12 geben an, wie häufig das Verfahren in der Zeile genauso gut
oder besser als das Verfahren in der Spalte ist. Zusätzlich ist in Klammern unter der
Prozentzahl die Anzahl an Studien angegeben, in denen beide Verfahren miteinander
verglichen werden. Falls zwei Verfahren in keiner der 95 Studien direkt miteinander
verglichen werden, wird dies in der Tabelle durch den Eintrag „-“ kenntlich gemacht.

Um die Ergebnisse in der Tabelle 5.12 schneller erfassen zu können, werden Zellen,
bei denen das Verfahren in der Zeile in mehr als der Hälfte der Vergleiche mindestens
genauso gut wie das Verfahren in der Spalte ist, grün hervorgehoben. Umgekehrt
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werden die Zellen rot eingefärbt, wenn das Verfahren in der Zeile häufiger schlechter
als das Verfahren in der Spalte ist. Falls das Verfahren in der Zeile in genau der
Hälfte der Studien mindestens genauso gut ist wie das Verfahren in der Spalte, dann
wird die Zelle leicht grau schattiert. Wenn keine der untersuchten Studien beide
Verfahren direkt miteinander vergleicht, bleibt die Zelle weiß. Ferner sind zur besseren
Orientierung die Zellen auf der Hauptdiagonalen dunkelgrau schattiert.

Die Intensität der Farben in der Tabelle 5.12 zeigt an, ob ein 95 %-Konfidenzinter-
vall59 den Wert 50 % überdeckt oder nicht. Falls der Wert nicht überdeckt wird, dann
werden die Farben intensiver dargestellt. Genau dann, wenn die Farben intensiver
sind, würde auch ein Test mit dem Hypothesenpaar H0: „das Verfahren in der Zeile
ist in der Hälfte der Fälle mindestens genauso gut wie das Verfahren in der Spalte“
gegen HA: „das Verfahren in der Zeile ist nicht in der Hälfte der Fälle mindestens
genauso gut wie das Verfahren in der Spalte“ zu einer Ablehnung von H0 führen.
Die intensiv rot gefärbten Zellen können folglich so interpretiert werden, dass das
Verfahren in der Zeile signifikant (α = 5 %) schlechter als das Verfahren in der Spalte
ist. Umgekehrt bedeutet eine intensive Grünfärbung, dass das Verfahren in der Zeile
signifikant mindestens genauso gut wie das Verfahren in der Spalte ist.

Zwei Verfahren lassen sich mithilfe der Tabelle 5.12 direkt miteinander vergleichen,
sofern beide Verfahren mindestens in einer Studie gleichzeitig betrachtet werden. Falls
Verfahren A mit Verfahren B verglichen werden soll, gibt die Tabelle 5.12 drei Arten
von Auskünften. Zum einen zeigt die Zelle mit Zeile A und Spalte B, in wie viel
Prozent der direkten Vergleiche Verfahren A mindestens genauso gut wie Verfahren
B ist. Zum anderen gibt 100 % minus der Prozentzahl in der Zelle mit Zeile B und
Spalte A an, in wie viel Prozent der Studien das Verfahren A zu besseren Ergebnissen
als das Verfahren B geführt hat. Als drittes gibt die Summe der Prozentzahlen beider
Zellen minus 100 % an, in wie vielen Studien beide Verfahren gleich gut sind. Bei den
Interpretationen ist zu beachten, dass die Ergebnisse verlässlicher sind, in je mehr
Studien beide Verfahren miteinander verglichen werden.
Diese drei Kennzahlen sollen beispielhaft am Vergleich einer Nearest-Neighbor

Hot-Deck Imputation mit der merkmalsweisen Mittelwertimputation verdeutlicht
werden. Die 100 % in der Zelle mit Zeile NNHD und Spalte MWIM bedeuten, dass
59 Für die Berechnung der Konfidenzintervalle werden in der Tabelle 5.12 Wilson-Intervalle verwendet

(vgl. Wilson, 1927, S. 209). Diese zeigen bei kleinen Stichprobenumfängen – wie sie insbesondere
hier vorliegen – deutlich bessere Resultate, als das klassische Wald-Intervall, welches auf der
Normalverteilungsapproximation mittels zentralem Grenzwertsatz beruht (vgl. Agresti und Coull,
1998, S. 119–125; Newcombe, 1998, S. 857–870; Brown et al., 2001, S. 101–115). Ihre Verwendung
wird daher unter anderem von Agresti und Coull (1998, S. 125), Newcombe (1998, S. 857) und
Brown et al. (2001, S. 115) empfohlen.
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5 Analyse existierender Simulationsstudien

das Nearest-Neighbor Hot-Deck in allen Studien mindestens genauso gut ist wie die
merkmalsweise Mittelwertimputation. Die 17 % in der Zelle mit Zeile MWIM und
Spalte NNHD bedeuten, dass in 83 % der direkten Vergleiche das Nearest-Neighbor
Hot-Deck besser als die merkmalsweise Mittelwertimputation ist. Außerdem ergibt
sich aus beiden Zellen zusammen, dass die beiden Verfahren in 17 % der Studien
zu etwa gleich guten Ergebnissen führen. Diese Beurteilung beruht auf 6 Studien
und zeigt relativ deutlich, dass ein Nearest-Neighbor Hot-Deck einer merkmalsweisen
Mittelwertimputation vorzuziehen ist.
Neben dem direkten Vergleich zweier Verfahren erlaubt die Tabelle 5.12 auch die

Beurteilung einzelner Verfahren. Hierzu kann für ein Verfahren dessen Zeile und Spalte
in der Tabelle 5.12 verwendet werden. Die Interpretation der numerischen Einträge
erfolgt analog zum Vergleich zweier Verfahren. Die Einfärbung der Tabellenzellen
erlaubt darüber hinaus auch eine „optische“ Einschätzung eines Verfahrens. Je grüner
die Zeile eines Verfahrens ist und je röter die Spalte, desto besser ist das Verfahren.
Umgekehrt ist ein Verfahren schlechter, je röter die Zeilen und je grüner die Spalten
sind.
Die Reihenfolge der Verfahren in der Tabelle 5.12 entspricht der Reihenfolge in

der Abbildung 5.14 und den Tabellen 5.10 und 5.11. Die ersten sechs Verfahren in
der Tabelle stammen aus der Gruppe der einfachen Imputationsverfahren. Diese
einfachen Imputationsverfahren (mit Ausnahme der Mittelwertimputation innerhalb
einer Skala) und das einfache Random Hot-Deck bilden eine Gruppe an Verfahren, die
den restlichen Verfahren meist unterlegen sind. Dies lässt sich dadurch erkennen, dass
alle Felder in den zugehörigen Zeilen nach der Spalte eRHD entweder rot oder weiß
sind. Die Verfahren aus dieser Gruppe sind also, wenn sie mit einem anderen Verfahren
verglichen werden, in über der Hälfte der Vergleiche schlechter als jedes Verfahren, das
nicht zu dieser Gruppe gehört. Aus der Gruppe der einfachen Imputationsverfahren
ragt die Mittelwertimputation innerhalb einer Skala etwas heraus, da sie zu leicht
besseren Ergebnissen als die anderen einfachen Imputationsverfahren führt. Jedoch
existieren für dieses Verfahren für viele Paarvergleiche keine Studien.

Das Nearest-Neighbor Hot-Deck liefert kein eindeutiges Bild. Es scheint besser als ein
Teil der Verfahren zu sein, ist aber anderen wiederum unterlegen. Jedoch liegen für fünf
Vergleiche keine Daten und für weitere fünf nur ein direkter Vergleich vor. Daher ist eine
genaue Einschätzung schwierig. Die deterministische lineare Regressionsimputation
bietet ein leicht besseres Bild als das Nearest-Neighbor Hot-Deck. Außerdem liegen
für deren Paarvergleiche meist etwas mehr Studien vor.
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5.4 Bewertung der Imputationsverfahren

Die stochastische lineare Regressionsimputation und die adaptive Regressionsimpu-
tation sind auch in der Tabelle 5.12 als beste Verfahren zu identifizieren. Sie sind in
allen Paarvergleichen in mindestens der Hälfte der Studien genauso gut oder besser
wie das jeweilige Verfahren, mit denen sie verglichen werden. Ferner sind sie in vielen
Fällen den Vergleichsverfahren sogar überlegen. Jedoch weisen die Paarvergleiche
beider Verfahren auch einige Lücken auf. Insbesondere werden die beiden Verfahren
von keiner der 95 Studien direkt miteinander verglichen.

Die drei weiteren multivariaten Verfahren, die lokale Regressionsimputation, die
Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenanalyse und die deterministische
EM-Imputation, weisen ähnliche Muster auf. Die lokale Regressionsimputation und
die Imputation mittels bayesscher Hauptkomponentenanalyse scheinen dabei etwas
schlechter als die deterministische EM-Imputation zu sein. Jedoch basieren auch
bei diesen drei Verfahren viele Paarvergleiche nur auf wenigen Studien oder fehlen
vollständig.

Die beiden auf kNN beruhenden Imputationsverfahren sind in den Paarvergleichen
meist nur besser als die einfachen Imputationsverfahren, wie die beiden zugehörigen
Spalten kNNT und kNNi in der Tabelle 5.12 zeigen. Die einzige Ausnahme hiervon ist
der Paarvergleich von kNNi mit der lokalen Regressionsimputation, bei dem kNNi
in zwei der drei Studien besser ist als die lokale Regressionsimputation. Das letzte
Verfahren in der Tabelle, missForest, ist in allen Paarvergleichen, für die Daten
existieren, mindestens genauso gut wie das Vergleichsverfahren. Die einzige Ausnahme
hiervon stellt der Vergleich mit der deterministischen EM-Imputation dar. Jedoch
ist auch hierbei anzumerken, dass viele Vergleiche nur auf einer Studie beruhen
und missForest in keiner Studie mit der adaptiven Regressionsimputation oder der
stochastischen linearen Regressionsimputation verglichen wird.
Insgesamt unterstützt die Tabelle 5.12 die bereits in Abschnitt 5.4.2 getroffenen

Aussagen. Jedoch erlaubt sie die zusätzliche Möglichkeit zwei Verfahren direkt mitein-
ander zu vergleichen. Hierbei zeigt sich, dass viele Vergleiche nur auf wenigen Studien
beruhen oder von keiner der 95 untersuchten Studien durchgeführt werden. Dies trifft
insbesondere auf den direkten Vergleich der Verfahren adaptive Regressionsimpu-
tation, stochastische lineare Regressionsimputation und missForest zu, die in allen
Betrachtungen zu den besten Verfahren gehören.
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5 Analyse existierender Simulationsstudien

5.5 Zusammenfassung und Forschungslücken
Insgesamt zeigen die Ergebnisse dieses Kapitels, dass die Studiendesigns zum Vergleich
der Imputationsverfahren relativ heterogen sind. Dies erschwert auf der einen Seite
den direkten Vergleich einzelner Studien miteinander. Auf der anderen Seite stellt
dies die Vergleiche der Imputationsverfahren in Abschnitt 5.4 auf eine breite Basis.
Insbesondere bei Verfahren, die in vielen Studien untersucht werden, verringert diese
breite Basis die Wahrscheinlichkeit, dass das Abschneiden eines Verfahrens alleine
durch das Simulationsdesign zu erklären ist.

Bei der Bewertung der Verfahrensgruppen in Abschnitt 5.4.1 zeigen sich deutliche
Unterschiede zwischen den Gruppen. Die Gruppen, die bei den Betrachtungen zu den
besten Ergebnissen führen, sind die Imputationsverfahren, die auf Clustering basieren,
gefolgt von den Regressionsimputationsverfahren und den Verfahren, die zur Imputa-
tion eine Hauptkomponentenanalyse oder eine Singulärwertzerlegung verwenden. Die
drei schlechtesten Gruppen sind Verfahren, die einen vorgegebenen Wert, einen Lagepa-
rameter oder eine Zufallszahl imputieren. All diese Verfahren gehören zu den einfachen
Imputationsverfahren. Die Ergebnisse der restlichen Verfahrensgruppen befinden sich
im Mittelfeld zwischen diesen besten und schlechtesten Verfahrensgruppen.
Wenn anstelle der Verfahrensgruppen einzelne Imputationsverfahren betrachtet

werden, zeigen sich bei Einbezug aller Ergebnisse aus den Abschnitten 5.4.2 und
5.4.3 zwei beste Verfahren, eine Gruppe von weiteren guten Verfahren und eine klare
Gruppe an schlechtesten Verfahren. Das beste Verfahren in den untersuchten Stu-
dien ist die adaptive Regressionsimputation gefolgt von der stochastischen linearen
Regressionsimputation. Hinter diesen beiden Verfahren können sich missForest und
die deterministische EM-Imputation sowie mit einigen Abstrichen bei den Paarver-
gleichen das Nearest-Neighbor Hot-Deck einordnen. Die Gruppe der schlechtesten
Verfahren wird gebildet durch alle einfachen Imputationsverfahren (mit Ausnahme der
Mittelwertimputation innerhalb einer Skala) sowie dem einfachen Random Hot-Deck.
Die Betrachtungen in den Abschnitten 5.2 und 5.3 sowie das eingehende Studium

der gefundenen Studien deuten auf mehrere Punkte hin, die in zukünftigen Simu-
lationen und deren Dokumentation verbessert werden könnten. Zunächst wäre es
wünschenswert, dass die Simulationen auf genug Wiederholungen basieren, um ver-
lässliche Ergebnisse zu erhalten. Darüber hinaus erscheint die zusätzliche Angabe
eines Reliabilitätsmaßes wie dem Monte Carlo Standardfehler sinnvoll, damit auch
direkt aus einer Veröffentlichung die Reliabilität einer Studie beurteilt werden kann.
Insgesamt wäre es sinnvoll, wenn das Design der Simulationen von den Autoren zum

168



5.5 Zusammenfassung und Forschungslücken

einen besser dokumentiert und zum anderen auch begründet werden würde. Dies würde
die Einordnung und Beurteilung der Studien sowie die Interpretation der Ergebnisse
durch nicht an der Durchführung beteiligte Personen erheblich erleichtern.

Die gefundenen Resultate in Abschnitt 5.4 deuten auf diverse Forschungslücken hin.
Zunächst ist die Mehrzahl der in den Studien untersuchten Verfahren ausschließlich
für quantitative Daten geeignet. Simulationen, die auf qualitativen oder gemischt-
skalierten Datenmatrizen basieren, sind hingegen eher selten. Ferner konnte kein
Verfahren, das zur besten Verfahrensgruppe der Imputation mittels Clustering in
Abschnitt 5.4.1 gehört, in den Abschnitten 5.4.2 und 5.4.3 miteinbezogen werden, da
keines dieser Verfahren in genug Studien untersucht wird. Aus diesem Grund ist es
schwer abschätzbar, ob Verfahren aus dieser Gruppe anderen Imputationsverfahren
wirklich überlegen sind oder ob das gute Abschneiden der Verfahrensgruppe durch
den zu Beginn des Abschnitts 5.4 angesprochen Effekt, dass Verfahren in den Studien
ihrer „Erschaffer“ zu den besten gehören, hervorgerufen wird.

Dass insgesamt noch große Lücken im direkten Vergleich verschiedener Imputations-
verfahren bestehen, zeigen die vielen weißen Flecken in der Tabelle 5.12. Die Ergebnisse
bei einem Teil dieser Lücken, wie die Vergleiche von einfachen Imputationsverfahren
mit fortschrittlicheren Verfahren, sind vermutlich vorhersehbar. Aber in anderen Tei-
len sind weitere Untersuchungen für den weiteren Erkenntnisgewinn unvermeidbar.
So werden insbesondere die fünf besten Verfahren (adaptive Regressionsimputati-
on, stochastische lineare Regressionsimputation, deterministische EM-Imputation,
missForest und Nearest-Neighbor Hot-Deck) in der Tabelle 5.12 meist in keiner oder
nur in ein oder zwei Studien direkt miteinander verglichen. Da diese Verfahren von
allen untersuchten Verfahren das größte Potenzial für ein gutes Imputationsergebnis
aufweisen, erscheinen weitere Studien zu diesen Verfahren besonders wichtig.

169





6 Simulationsstudie: Vergleich der
besten Verfahren

Um einen Teil der im Kapitel 5 gefundenen Lücken beim Vergleich von Imputations-
verfahren zu schließen, wird im Folgenden eine Simulationsstudie durchgeführt. In
dieser Simulationsstudie werden die fünf besten gefundenen Einzelverfahren (adaptive
Regressionsimputation, stochastische lineare Regressionsimputation, deterministische
Regressionsimputation, missForest und Nearest-Neighbor Hot-Deck) zusammen mit
vier weiteren Verfahren direkt miteinander verglichen, da direkte Vergleiche dieser
fünf besten Einzelverfahren in keiner bzw. nur sehr wenigen der untersuchten Studien
durchgeführt wurden.60 Der Aufbau der Simulationsstudie wird in Abschnitt 6.1 be-
schrieben. Weitere Details zur Implementierung und der verwendeten Software sind
im Anhang E.2 zu finden. Bevor die Studienergebnisse in Abschnitt 6.3 dargestellt
werden, wird zunächst in Abschnitt 6.2 auf die Aufbereitung der Simulationsdaten und
die Verlässlichkeit der Ergebnisse eingegangen. Abschließend werden die Ergebnisse in
Abschnitt 6.4 zusammengefasst und interpretiert.

6.1 Design der Simulationsstudie
In diesem Abschnitt wird das Design der Simulationsstudie dargestellt. Hierbei wird
zunächst auf die Erzeugung der Datenmatrizen eingegangen. Anschließend werden
die verwendeten Ausfallmechanismen und Imputationsverfahren angegeben. Zum
Abschluss werden die Gütekriterien erläutert. Der Studie liegt ein vollständiger Ver-
suchsplan zugrunde. Das bedeutet, dass alle Faktorstufenkombinationen der unter-
suchten Einflussfaktoren simuliert werden. Die Durchführung der Simulationsstudie
erfolgt mittels der Statistikprogrammiersprache R (R Core Team, 2020) in der Version
60 Ein Vorgänger dieser Simulationsstudie wurde als Arbeitspapier veröffentlicht (vgl. Rockel, 2018).

Die Struktur des Kapitels ähnelt dem Arbeitspapier und einige Ausführungen sind identisch.
Es wurden jedoch an vielen Stellen (Verfahrensauswahl, Datenmatrizen, Generierung der feh-
lenden Werte, Gütekriterien, Auswertung der Ergebnisse) Verbesserungen und Erweiterungen
vorgenommen.
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

4.0.2. Alle verwendeten Pakete und deren Versionsnummern sind im Anhang E.2.5
aufgeführt.

6.1.1 Datenmatrizen

Im Rahmen dieser Simulationsstudie wird ausschließlich auf simulierte Datenmatrizen
zurückgegriffen, wodurch alle Eigenschaften der Datenmatrizen direkt beeinflusst
werden können. Ferner wird die Verwendung von simulierten Datenmatrizen von dem
Großteil der im Kapitel 5 untersuchten Studien gewählt. Wie aus den untersuchten
Studien des Kapitels 5 hervorgeht, haben insbesondere die Anzahl an Objekten und
Merkmalen sowie die Stärke des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen Einfluss
auf die Imputationsverfahren. Daher werden in der Simulationsstudie Datenmatrizen
mit n = 100 und n = 500 Objekten sowie m = 6 und m = 30 Merkmalen erzeugt,
wodurch der Spreizungsfaktor61 für beide Faktoren identisch ist. Die verwendeten
Dimensionen liegen im Mittelfeld der untersuchten Datenmatrizen von anderen Simu-
lationsstudien (vgl. Abschnitt 5.3.1). Sie stellen also im Bezug zu den untersuchten
Studien keine extremen Szenarien dar, die eventuell zu einem verzerrten Bild der
Verfahrensgüte führen könnten. Für die Anzahl an Merkmalen werden gerade Zahlen
verwendet. Dadurch kann genau die Hälfte an Merkmalen mit fehlenden Werten verse-
hen werden, wodurch der Anteil fehlender Werte bezogen auf die gesamte Datenmatrix
nicht von der Anzahl an Merkmalen abhängt. Ferner werden drei unterschiedlich
starke Korrelationen im Rahmen der Datenerzeugung verwendet. Die Korrelations-
stufen ρ = 0,1; 0,4; 0,7 repräsentieren die Fälle, dass ein sehr schwacher, ein mittlerer
und ein starker Zusammenhang zwischen den Merkmalen vorliegt. Bei den simulierten
Datenmatrizen ist die theoretische Korrelation zwischen allen Merkmalen gleich hoch.
Zur Erzeugung der Datenmatrizen wird eine multivariate Normalverteilung mit

einem Erwartungswertvektor µ = 0 verwendet. Ferner wird die Varianz in allen Merk-
malen auf Eins gesetzt. Die Kovarianz zwischen zwei Merkmalen entspricht daher der

61 Der Spreizungsfaktor beträgt in beiden Fällen 5, da n = 5 · 100 = 500 und m = 5 · 6 = 30 sind.
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6.1 Design der Simulationsstudie

Korrelation ρ. Hierdurch ergibt sich in Abhängigkeit von der gewählten Korrelation ρ
die folgende Kovarianzmatrix, die den simulierten Datenmatrizen zugrunde liegt:

Σorig =
(
σorig

kl

)
m×m

=



1 ρ ρ . . . ρ

ρ 1 ρ . . . ρ
... . . . ...
ρ . . . ρ 1 ρ

ρ . . . ρ ρ 1


(6.1)

Die Simulation der Datenmatrizen in R geschieht mithilfe des Pakets mvtnorm (Genz
et al., 2020), welches auf dem Buch von Genz und Bretz (2009) basiert.

6.1.2 Erzeugung fehlender Werte

Zur Erzeugung der fehlenden Werte werden sowohl ein MCAR- als auch zwei MAR-
Ausfallmechanismen verwendet. Hierdurch können unterschiedlich starke Ausfallsi-
tuationen simuliert werden. Für jeden Ausfallmechanismus wird ein multivariates
Ausfallmuster erzeugt, indem in allen Merkmalen mit einem geraden Index (2, 4, ...)
Werte gelöscht werden. Hierdurch werden, unabhängig davon, ob m = 6 oder m = 30
ist, stets in der Hälfte der m Merkmale fehlende Werte erzeugt. Ferner wird der Anteil
fehlender Werte p in den Variablen, die vom Ausfall betroffen sind, von 10 % bis 50 %
in zehn Prozentpunkteschritten variiert.
Als schwächste Ausfallform wird ein MCAR-Ausfallmechanismus simuliert. Für

diesen MCAR-Ausfallmechanismus werden in jeder Variable, in der Werte fehlen
sollen, zufällig Werte gelöscht. Die Anzahl der gelöschten Werte in einem Merkmal
mit fehlenden Werten ist dabei stets n · p, mit p = 0,1; 0,2; . . . ; 0,5. Dieser MCAR-
Ausfallmechanismus entspricht dem im Beispiel 2.2 des Abschnitts 2.4.1 beschriebenen
Mechanismus.
Um die Auswirkungen einer Verstärkung des Ausfallmechanismus zu untersuchen,

werden zusätzlich zwei unterschiedlich starke Formen eines MAR-Ausfallmechanismus
simuliert. Für den MAR-Ausfallmechanismus wird zunächst für jedes Merkmal, in dem
Werte fehlen sollen, ein anderes Merkmal ausgewählt, das den Ausfall steuert. In der
Simulation wird zur Steuerung des Ausfalls in einem Merkmal stets das vorhergehende
Merkmal verwendet. Das erste Merkmal steuert also den Ausfall im zweiten, das dritte
Merkmal den Ausfall im vierten usw. Für die Merkmale mit zu löschenden Werten
k + 1, k = 1, 3, . . . ,m − 1, wird zunächst der Median amed

k im ausfallsteuerenden
Merkmal k berechnet. Anschließend werden die Objekte anhand dieses Medians in
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zwei Gruppen mit unterschiedlich hohen Ausfallwahrscheinlichkeiten eingeteilt. Das
Verhältnis dieser beiden Ausfallwahrscheinlichkeiten beträgt dabei 1 : 2 (für die
schwächere Form des MAR-Ausfallmechanismus) bzw. 1 : 4 (für die stärkere Form
des MAR-Ausfallmechanismus). Daher werden diese beiden Ausfallmechanismen im
Folgenden auch als MAR1:2 bzw. MAR1:4 bezeichnet.
Für eine exakte Definition des MAR-Ausfallmechanismus sei Ik,<med = {i ∈
{1, . . . ,n} | aik < amed

k } die Indexmenge der Objekte, deren Wert im ausfallsteue-
renden Merkmal k, k = 1, 3, . . . ,m − 1, kleiner als der Median ist. Dazu analog ist
Ik,≥med = {i ∈ {1, . . . ,n} | aik ≥ amed

k } die Indexmenge der Objekte, deren Wert
im Merkmal k größer oder gleich dem Median ist. Für diese beiden Gruppen an
Objekten werden nun Ausfallwahrscheinlichkeiten pk,<med und pk,≥med so bestimmt,
dass das Verhältnis p<med : p≥med möglichst nahe bei 1:2 (MAR1:2) bzw. 1:4 (MAR1:4)
liegt. Die exakte Bestimmung von pk,<med und pk,≥med geschieht so, dass die Wer-
te |Ik,<med | · pk,<med und |Ik,≥med | · pk,≥med (welche der Anzahl fehlender Werte in der
jeweiligen Gruppe entsprechen) stets ganzzahlig sind. Ferner werden p<med und p≥med

so gewählt, dass die Gesamtanzahl an fehlenden Werten in einem Merkmal beim MAR-
und MCAR-Ausfallmechanismus gleich ist, also:

|Ik,<med | · pk,<med + |Ik,≥med | · pk,≥med = n · p. (6.2)

Zum anderen soll das Verhältnis pk,<med : pk,≥med möglichst gleich 1:2 (MAR1:2) bzw.
1:4 (MAR1:4) sein. Falls eine Gleichheit aufgrund der vorher gegeben Restriktionen
nicht möglich ist, werden p<med und p≥med so gewählt, dass die absolute Differenz
zwischen p<med : p≥med und 1:2 bzw. 1:4 möglichst klein ist. Der Ausfallmechanismus
führt also in jedem Fall zur selben Anzahl fehlender Werte im Merkmal k + 1 wie der
MCAR-Ausfallmechanismus, es können jedoch aufgrund der Restriktionen (leichte)
Abweichungen vom Verhältnis 1:2 bzw. 1:4 auftreten.

Anhand der Ausfallwahrscheinlichkeiten pk,<med und pk,≥med werden im Merkmal k+1
Werte gelöscht. Dazu werden von den Objekten, die zur ersten Gruppe Ik,<med gehören,
genau |Ik,<med | · pk,<med Werte im Merkmal k + 1 gelöscht. Analog werden von den
Objekten der zweiten Gruppe Ik,≥med exakt |Ik,≥med | · pk,≥med Werte im Merkmal k + 1
gelöscht. Eine schematische Darstellung des MAR-Ausfallmechanismus für k = 1
befindet sich in der Abbildung 6.1. Das Merkmal 1 steuert in der Abbildung den
Ausfall im Merkmal 2. Zur Vereinfachung der Darstellung wird für die Abbildung 6.1
davon ausgegangen, dass alle Objekte, deren Werte im Merkmal 1 kleiner als der
Median des Merkmals 1 sind, sich in der oberen Hälfte der Datenmatrix befinden.
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a1 a2

I1,<med

I1,≥med p≥med
p
<med

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung des MAR-Ausfallmechanismus

Daher besitzt jeder der Werte im Merkmal 2 in der oberen Hälfte der Datenmatrix
eine Wahrscheinlichkeit von p1,<med zu fehlen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Objekt
aus der unteren Hälfte der Datenmatrix im Merkmal 2 einen fehlenden Wert aufweist,
beträgt entsprechend p1,≥med . Da p1,≥med sowohl bei MAR1:2 als auch bei MAR1:4
größer ist als p1,<med , fehlen im unteren Teil des Merkmals 2 mehr Werte als im oberen
Teil. Dies wird in der Abbildung durch eine dunklere Färbung des unteren Teils des
Merkmals 2 angedeutet. Das ausfallsteuerende Merkmal 1 hingegen bleibt vollständig
und ist daher in weiß dargestellt.

Die Abweichung des Verhältnis pk,<med : pk,≥med von 1:1 kann als Maß für die Stärke
des simulierten MAR-Ausfallmechanismus interpretiert werden. Je weiter das Verhält-
nis von 1:1 entfernt ist, desto stärker beeinflusst das Merkmal k den Ausfall im Merk-
mal k + 1 (k = 1, 3, . . . ,m − 1). Der MAR1:2-Ausfallmechanismus ist also in gewisser
Weise „halb“ so stark wie der MAR1:4-Ausfallmechanismus. Ferner kann der simulierte
MCAR-Ausfallmechanismus auch als eine Art MAR1:1-Ausfallmechanismus interpre-
tiert werden.62 Deshalb können der MAR1:2- und der MAR1:4-Ausfallmechanismus
auch als eine Verstärkung des MCAR-Ausfallmechanismus interpretiert werden. Im
Folgenden wird daher der MAR1:4-Ausfallmechanismus auch als stärkster und der
MCAR-Ausfallmechanismus als schwächster Ausfallmechanismus bezeichnet. Alle Aus-
fallmechanismen werden mithilfe des Paketes missMethods (Rockel, 2020) simuliert.

6.1.3 Imputationsverfahren

In der Studie werden die folgenden neun Imputationsverfahren verglichen:

62 Es wird hier nur von einer Art MAR1:1-Ausfallmechanismus gesprochen, da der verwendete MCAR-
Ausfallmechanismus das Verhältnis nur im Mittel erfüllt, aber bei einzelnen Simulationsläufen das
Verhältnis von 1:1 abweichen kann.
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• adaptive Regressionsimputation (aR)

• stochastische lineare Regressionsimputation (slR)

• deterministische EM-Imputation (dEMI)

• missForest (missF)

• Nearest-Neighbor Hot-Deck (NNHD)

• stochastische EM-Imputation (sEMI)

• deterministische lineare Regressionsimputation (dlR)

• einfaches Random Hot-Deck (eRHD)

• Mittelwertimputation innerhalb eines Merkmals (MWIM)

Die ersten fünf Verfahren sind die fünf besten Einzelverfahren des Kapitels 5 und
daher Teil der Studie. Die weiteren vier Verfahren werden aus verschiedenen Gründen
hinzugefügt. Die stochastische EM-Imputation wird mit einbezogen, um feststellen
zu können, ob der Übergang bei der EM-Imputation von einem deterministischen zu
einem stochastischen Verfahren, ähnlich wie bei der linearen Regressionsimputation,
zu einer Verbesserung führt (im Kapitel 5 schneidet die stochastische lineare Regres-
sionsimputation besser ab als die deterministische lineare Regressionsimputation).
Die deterministische lineare Regressionsimputation und die Mittelwertimputation
innerhalb eines Merkmals werden als Vergleichsverfahren verwendet, da diese in vielen
Studien miteinbezogen werden (vgl. Abschnitt 5.3.3). Ferner bildet die deterministische
lineare Regressionsimputation den deterministischen Gegenpart zur stochastischen
linearen Regressionsimputation analog zu den beiden EM-Imputationsverfahren. Um
auch der Mittelwertimputation ein stochastisches Gegenstück entgegenzusetzen, wird
das einfache Random Hot-Deck miteinbezogen. Diese beiden Verfahren können als
eine der einfachsten Formen einer deterministischen bzw. stochastischen Imputation
angesehen werden.

Von den neun Imputationsverfahren in der Simulationsstudie sind die drei Verfah-
ren einfaches Random Hot-Deck, stochastische lineare Regressionsimputation und
stochastische EM-Imputation stochastisch und die restlichen sechs deterministisch.63

Insbesondere die Unterschiede zwischen den drei stochastischen Imputationsverfahren
63 Hierbei ist deterministisch im weiteren Sinne gemeint, da einige der Verfahren wie z. B. missFo-

rest eine stochastische Komponente bei der Bestimmung der Imputationsmodelle besitzen (vgl.
Abschnitt 3.2).
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und den drei dazu passenden Gegenparts (Mittelwertimputation, deterministische
lineare Regressionsimputation und deterministische EM-Imputation) werden in den
Ergebnissen immer wieder deutlich werden. Die in der Simulation für die Imputations-
verfahren verwendeten Pakete und Funktionen sind im Anhang E.2.3 dokumentiert.

6.1.4 Gütekriterien

Um die Güte der Imputationsverfahren zu untersuchen, wird von jeder in Ab-
schnitt 5.3.4 beschriebenen Aggregationsstufe mindestens ein Kriterium verwendet.
Hierdurch ermöglicht die Simulation einen umfassenden Überblick über verschiedene
Aspekte einer Datenanalyse. Ferner hebt sie sich dadurch von den untersuchten Studi-
en ab, da keine der Studien alle Aggregationsstufen gleichzeitig betrachtet. Auf der
Stufe der Imputationswerte wird die Güte der Verfahren anhand des RMSE zwischen
den Werten der Originalmatrix und der imputierten Matrix ermittelt. Auf Ebene
der univariaten Verteilung werden die Verfahren sowohl anhand ihrer Schätzgüte
der Erwartungswerte als auch der Varianzen beurteilt. Die Auswirkungen auf die
multivariate Verteilung wird anhand der geschätzten Kovarianzen untersucht. Auf
der Modellebene und für die Prognose wird jeweils ein lineares Regressionsmodell
eingesetzt. Diese Auswahl der Kriterien ist für die simulierten Datenmatrizen eine
relativ natürliche Wahl. Zum einen werden die Verfahren anhand der Schätzgüte aller
vorgegeben Simulationsparameter beurteilt. Zum anderen stellt die lineare Regression
vermutlich eines der bekanntesten Verfahren zur Modellierung quantitativer Daten
dar. Ferner stimmen die simulierten Daten exakt mit den Annahmen der linearen
Regression überein. Des Weiteren sind diese Kriterien die auf der jeweiligen Aggrega-
tionsstufe am häufigsten genutzten Kriterien in den untersuchten Simulationsstudien.
Die einzige Ausnahme hiervon ist das Kriterium für die Prognosewerte, bei dem sich
kein Verfahren als Favorit etablieren konnte (vgl. Abschnitt 5.3.4).
Die Abweichungen zwischen den wahren Werten bzw. Parametern und den im-

putierten Werten bzw. nach der Imputation geschätzten Parametern wird bei allen
Kriterien mithilfe des RMSE berechnet. Die Verwendung des RMSE ist eine Möglich-
keit, um gleichzeitig die Verzerrung und die Variabilität einer Parameterschätzung
beurteilen zu können (vgl. van Buuren, 2018, S. 52). Für die Abweichungen zwischen
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der vervollständigten Datenmatrix Averv = (averv
ik )n×m und der Datenmatrix mit den

Originalwerten Aorig =
(
aorig

ik

)
n×m

berechnet sich der RMSE mittels

√√√√ 1
n ·m

n∑
i=1

m∑
k=1

(
averv

ik − aorig
ik

)2
. (6.3)

Anhand dieser Kennzahl wird die Genauigkeit der Imputationswerte beurteilt.
Zur Bewertung der Schätzgüte des Erwartungswertes wird der RMSE zwischen dem

wahren Erwartungswertvektor µorig =
(
µorig

1 , . . . , µorig
m

)T
und dem anhand der vervoll-

ständigten Datenmatrix geschätzten Erwartungswertvektor µ̂verv = (µ̂verv
1 , . . . , µ̂verv

m )T

berechnet: √√√√ 1
m

m∑
k=1

(
µ̂verv

k − µorig
k

)2
(6.4)

Bei dem gewählten Simulationsdesign entspricht µorig entweder dem 6-dimensio-
nalen Nullvektor (bei 6 Merkmalen) oder dem 30-dimensionalen Nullvektor (bei 30
Merkmalen). Der Erwartungswert µ̂verv

k im Merkmal k wird anhand des Mittelwerts
der vervollständigten Datenmatrix Averv im Merkmal k geschätzt.
Analog wird für die Beurteilung der Varianzschätzung der RMSE zwischen den

wahren Varianzen σorig
11 , . . . , σorig

mm und den anhand der vervollständigten Datenmatrix
geschätzten Varianzen sverv

11 , . . . , sverv
mm berechnet:

√√√√ 1
m

m∑
k=1

(
sverv

kk − σorig
kk

)2
(6.5)

Da die Varianz in der Simulation für alle Merkmale mit Eins vorgegeben ist, ist
σorig

kk = 1 für alle k ∈ {1, . . . ,m}. Die empirische Varianz sverv
kk wird anhand von allen

Werten der vervollständigten Datenmatrix Averv im Merkmal k geschätzt.
Die Abweichung zwischen der wahren Kovarianz und der geschätzten Kovarianz

wird mittels √√√√ 2
m · (m − 1)

m∑
k=1

∑
k<l

(
sverv

kl − σorig
kl

)2
(6.6)

berechnet. Dabei entspricht die wahre Kovarianz σorig
kl zwischen den Merkmalen k und

l der aktuellen Faktorstufe der Korrelation ρ = 0,1; 0,4 oder 0,7 in der Simulation, da
alle Merkmale eine Varianz von Eins aufweisen (vgl. Formel (6.1)). Die geschätzte
Kovarianz sverv

kl zwischen zwei Merkmalen k und l wird mithilfe der R-Funktion cov()
anhand der vervollständigten Datenmatrix Averv berechnet.
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Die Güte des geschätzten linearen Regressionsmodells wird mithilfe des RMSE zwi-
schen den wahren Regressionskoeffizienten βorig

0 , βorig
2 , . . . , βorig

m und den anhand der ver-
vollständigten Datenmatrix geschätzten Regressionskoeffizienten β̂verv

0 , β̂verv
2 , . . . , β̂verv

m

bewertet: √√√√ 1
m

((
β̂verv

0 − βorig
0

)2
+

m∑
k=2

(
β̂verv

k − βorig
k

)2
)

(6.7)

Da alle Merkmale in den simulierten Datenmatrizen in gewisser Weise „gleich“ sind,
wird stets das erste Merkmal der Datenmatrix als abhängige Variable und die restlichen
Merkmale als unabhängige Variablen verwendet.64 Die wahren Regressionskoeffizienten
werden gemäß dem Vorgehen von Johnson und Wichern (2007, S. 402) bestimmt.

Zur Bewertung der Imputationsverfahren anhand von Prognosewerten wird bei der
Erzeugung der Datenmatrizen eine zusätzliche Variable y = (y1, . . . , yn) mittels

yi =
m∑

k=1
aik + εi (6.8)

generiert, wobei der zufällige Fehler εi aus einer Normalverteilung mit einem Erwar-
tungswert von Null und einer Varianz von m(1 + (m − 1)ρ) gezogen wird. Die Varianz
des zufälligen Fehlers entspricht damit der theoretischen Varianz von ∑m

k=1 aik , wenn
diese Summe als Zufallsvariable aufgefasst wird. Durch diese Wahl der Varianz von
εi ist immer die Hälfte der Varianz von yi anhand der Daten, unabhängig von den
anderen Faktoren der Simulationsstudie, erklärbar (vgl. Abschnitt E.1 im Anhang).

Um eine Prognosesituation zu simulieren, wird die Datenmatrix (Averv, y) bestehend
aus der vervollständigten Datenmatrix Averv und dem Vektor y in ein Trainings- und
ein Testset geteilt. Für das Trainingsset werden die y-Werte als bekannt angesehen
und das lineare Regressionsmodell wird anhand dieses Teils der Datenmatrix geschätzt.
Anschließend werden mithilfe dieses geschätzten Regressionsmodells die y-Werte für die
Objekte aus dem Testset prognostiziert. Diese prognostizierten y-Werte werden dann
mit den wahren y-Werten mittels RMSE verglichen. Die Einführung einer zusätzlichen
Variable y (anstatt der Verwendung eines Merkmals aus der Datenmatrix) und die
Aufteilung der Datenmatrix geschieht, um eine reale Prognosesituation zu simulieren.
In einer solchen sind die Werte der abhängigen Variable nur für einen Teil der
Objekte bekannt und sollen für die restlichen Objekte prognostiziert werden. Im
Normalfall ist also ein Teil der abhängigen Variable unbeobachtet. Um das Verhältnis
der Anzahl der Objekte zwischen Trainings- und Testset über alle Faktorstufen konstant

64 Daher „fehlt“ bei den Koeffizienten βorig
1 und β̂verv

1 .
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halten zu können und gleichzeitig die Datenmatrix nicht komplett neu imputieren zu
müssen, wird die zusätzliche Variable y eingeführt. Diese Variable wird zusammen
mit der vollständigen Datenmatrix erzeugt und steht keinem Imputationsverfahren
zur Verfügung. Über alle Faktorstufen werden stets 70 % der Objekte zum Schätzen
der Modelle und 30 % der Objekte zur Berechnung des RMSE verwendet.65

6.1.5 Ablaufplan

Für die Simulation wird jede Faktorstufenkombination 10.000-mal simuliert. Die An-
zahl an Wiederholungen ist relativ hoch im Vergleich zu den gefundenen Studien – nur
eine Studie im vorherigen Kapitel verwendet eine höhere Anzahl an Wiederholungen
(vgl. Abschnitt 5.2). Durch diese hohe Anzahl an Wiederholungen soll die Reliabilität
der Ergebnisse gesichert werden. Auf den Aspekt der Reliabilität wird vor der Aus-

N = 10.000 Iterationen
Für die Objektanzahlen n = 100; 500

Für die Merkmalsanzahlen m = 6; 30
Für die Korrelationsstärken ρ = 0,1; 0,4; 0,7

Erzeuge eine vollständige Datenmatrix
Für die Ausfallwahrscheinlichkeiten von p = 0,1 bis 0,5

Für die Ausfallmechanismen MCAR, MAR1:2, MAR1:4
Erzeuge eine Datenmatrix mit fehlenden Werten
Für jedes Imputationsverfahren

Imputiere die fehlenden Werte
Analysiere die Imputation

Abbildung 6.2: Ablaufplan der Simulationsstudie

65 Falls der Vektor y (oder Teile davon) den Imputationsverfahren zur Verfügung gestellt würde,
könnten sich die Ergebnisse ändern. Jedoch würde eine Einbeziehung von y ins Imputationsmodell
fast zu einer Verdopplung der Rechenzeit der Simulation führen, da alle Datenmatrizen zweimal
(einmal mit y für die Bewertung anhand der Prognosewerte und einmal ohne y für alle anderen
Kriterien) imputiert werden müssten. Um diese doppelte Imputation zu vermeiden, könnte ein
Merkmal aus der Datenmatrix A als abhängige Variable verwendet werden. Bei der Verwendung
eines vollständigen Merkmals aus A würden eigentlich unbekannte Werte (die prognostiziert
werden sollen) bei der Imputation verwendet werden, was unrealistisch ist. Wenn stattdessen ein
unvollständiges Merkmal als abhängige Variable fungieren würde, könnten alle gelöschten Werte
als zu prognostizieren eingestuft werden. Jedoch würde dies dazu führen, dass die Anzahl an
Objekten, die zur Schätzung des Regressionsmodells verwendet wird, vom Anteil fehlender Werte
abhängt. Hierdurch wäre der Effekt, dass der Umfang des Trainingssets die Prognosegüte der
Modelle beeinflusst, nicht mehr vom Effekt der reinen Änderung des Anteils fehlender Werte zu
trennen. Aus diesen Gründen wird sowohl die Verwendung eines Merkmals aus der Datenmatrix
als abhängige Variable, als auch die Integration von y in die Imputationsmodelle in der Simulation
nicht weiter betrachtet.
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wertung der Ergebnisse noch einmal in Abschnitt 6.2 genauer eingegangen. Die im
Folgenden dargestellten Ergebnisse sind jeweils Mittelwerte über diese N = 10.000
Wiederholungen. Eine Übersicht über das Design der Simulationsstudie ist in der
Abbildung 6.2 zu finden.

6.2 Datenaufbereitung und Verlässlichkeit der
Ergebnisse

Die Aufbereitung der Simulationsdaten geschieht in R (R Core Team, 2020) in
der Version 4.0.2 zumeist mittels Funktionen aus dem Tidyverse (Wickham et al.,
2019). Insgesamt wurden bei der Simulation über alle Faktorstufen hinweg 97.200.000
Datenpunkte generiert. Bei der Datenaufbereitung fielen anhand der Logdateien bei ca.
0,24 % der Datenpunkte Probleme auf. Diese Probleme können fast ausschließlich auf
die beiden EM-Imputationsverfahren bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
und m = 30 Merkmalen zurückgeführt werden.66 Es traten dabei zwei unterschiedliche
Effekte auf. Zum einen konvergierte der EM-Algorithmus in manchen Fällen nicht und
zum anderen erzeugte die deterministische EM-Imputation teilweise eine so starke
lineare Abhängigkeit zwischen den Merkmalen, dass eine eindeutige Schätzung der
Regressionskoeffizienten nicht möglich war.

Die Konvergenzprobleme treten mit einer Ausnahme ausschließlich bei den Daten-
matrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen auf. Für diese Datenmatrizen
ist der Anteil an Wiederholungen, bei denen Konvergenzprobleme aufgetreten sind,
eingeteilt nach Ausfallmechanismus und Korrelation in der Abbildung 6.3a darge-
stellt. Die Abszissenachse in der Abbildung 6.3a beginnt erst bei einem Anteil von
20 % fehlender Werte, da bei weniger fehlenden Werten keine Konvergenzprobleme
aufgetreten sind. Besonders häufig treten Konvergenzprobleme bei vielen fehlenden
Werten und beim MAR1:4-Ausfallmechanismus auf. Im schlechtesten Fall konvergiert
der EM-Algorithmus in mehr als 14 % der Wiederholungen nicht.
Falls der EM-Algorithmus nicht konvergiert, gibt er in vielen Fällen trotzdem

Parameterschätzwerte zurück. Anhand dieser kann theoretisch eine Imputation durch-
geführt werden. Die resultierenden RMSE-Werte aus diesen Imputationen sind in der

66 Zusätzlich zur EM-Imputation versagte auch die adaptive Regressionsimputation bei drei unvoll-
ständigen Datenmatrizen. Da dies jedoch nur 18 der 97.200.000 Datenpunkte – also weniger als
2 · 10−5 % der Datenpunkte – betrifft, wurde dieser Umstand nicht weiter untersucht und diese
Datenpunkte eliminiert. Alle anderen Imputationsverfahren liefen über die gesamte Simulation
ohne Fehler.
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Abbildung 6.3: Konvergenzprobleme des EM-Algorithmus

Abbildung 6.3b als Box-Plots dargestellt. Die Abszissenachse der Abbildung 6.3b ist lo-
garithmisch skaliert, um die Größenordnung der RMSE-Werte besser zu verdeutlichen.
Ferner werden in der Abbildung 6.3b nur RMSE-Werte bis zu einer Größenordnung
von 1022 dargestellt, um die durch die Box-Plots dargestellten Quantile besser er-
kennen zu können. Hierdurch werden ein Teil der Whiskers bei manchen Box-Plots
abgeschnitten und viele Ausreißer nicht dargestellt (einige Ausreißer sind größer als
10150). Im Vergleich zu den restlichen RMSE-Werten, die in über 99,8 % der Fälle
kleiner als 1,7 bzw. in 99,99 % der Fälle kleiner als 12 sind, stellen viele der in der
Abbildung 6.3b erfassten RMSE-Werte extreme Ausreißer dar. Die Ergebnisse der
beiden EM-Imputationsverfahren wären bei Einbeziehung dieser extremen Werte in
keiner der folgenden Auswertungsabbildungen bei den Datenmatrizen mit n = 100
Objekten und m = 30 Merkmalen darstellbar. Aus diesem Grund werden für die
weitere Betrachtung alle Werte der beiden EM-Imputationsverfahren eliminiert, falls
der EM-Algorithmus nicht konvergiert ist.
Zusätzlich zu den Konvergenzproblemen des EM-Algorithmus erzeugt die deter-

ministische EM-Imputation in wenigen Fällen eine so starke lineare Abhängigkeit
in der vervollständigten Datenmatrix, dass die Schätzung der linearen Regressions-
koeffizienten nicht mehr eindeutig möglich ist. Dieses Problem tritt ausschließlich
bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen auf und
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auch bei diesen Datenmatrizen nur in weniger als 1 % der Simulationsläufe. Falls
dieses Problem auftritt, ist die Berechnung der Gütekriterien für die Schätzgüte der
Regressionskoeffizienten bzw. der Prognosewerte nicht möglich. Daher werden diese
imputierten Datenmatrizen bei diesen Gütekriterien außen vor gelassen.

Um die Verlässlichkeit der Ergebnisse der Simulationsstudie beurteilen zu können,
werden im Folgenden die Monte Carlo Standardfehler σ̂MC für die einzelnen Imputati-
onsverfahren untersucht. Allgemein gilt, je kleiner die Monte Carlo Standardfehler sind,
desto verlässlicher sind die Ergebnisse in der Simulationsstudie. Gleichzeitig deuten
große Monte Carlo Standardfehler bei einzelnen Verfahren in bestimmten Situation
darauf hin, dass diese Verfahren nicht zuverlässig sind. Dies ist insbesondere dann
der Fall, wenn die Monte Carlo Standardfehler der anderen Verfahren im Vergleich
deutlich kleiner sind. Details zur Berechnung der Monte Carlo Standardfehler sind im
Anhang E.3 zu finden.

In der Abbildung 6.4 sind die Monte Carlo Standardfehler σ̂MC für die einzelnen
Imputationsverfahren aufgeteilt nach den Faktorstufen der Simulation dargestellt. In
der Abbildung fehlen die beiden EM-Imputationsverfahren für die Datenmatrizen
mit 100 Objekten und 30 Merkmalen, da diese – selbst wenn der EM-Algorithmus
konvergiert – teilweise zu extremen Werten neigen, wodurch die Größenordnung der
Monte Carlo Standardfehler der anderen Verfahren nicht mehr erkennbar ist. Aus
demselben Grund sind auch die Monte Carlo Standardfehler für die deterministische
Regressionsimputation bei diesen Datenmatrizen für die Schätzgüte der Regressi-
onskoeffizienten nicht dargestellt.67 Wie groß die Monte Carlo Standardfehler dieser
ausgeschlossenen Verfahren ist, wird beim Vergleich der Abbildung 6.4 mit der Ab-
bildung E.1 im Anhang deutlich, bei der die Monte Carlo Standardfehler für alle
Verfahren dargestellt sind. Aus der Abbildung 6.4 geht hervor, dass die Monte Carlo
Standardfehler bei den ersten fünf Gütekriterien normalerweise kleiner als 0,001 sind.
Außerdem zeigt die Abbildung 6.4, dass die Monte Carlo Standardfehler tendenziell
mit einer zunehmenden Anzahl an Merkmalen und Objekten sinken sowie bei einer
Zunahme des Anteils fehlender Werte steigen.

In den folgenden Abschnitten 6.3.1 bis 6.3.6 werden in den Abbildungen 6.5 bis 6.16
die Ergebnisse der Verfahren getrennt nach Kriterien und Anzahl der Objekte n dar-
gestellt. Für jede dieser Abbildungen ist in der Tabelle 6.1 der maximale Monte Carlo

67 Aus den folgenden Abbildungen bzw. den Tabellen im Anhang E.5 geht hervor, dass diese großen
Monte Carlo Standardfehler mit sehr schlechten RMSE-Werten einhergehen. Die Verfahren sind
also für diese Datenmatrizen bzw. diese Kombination aus Datenmatrix und Gütekriterien nicht
empfehlenswert.
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Abbildung 6.4: Monte Carlo Standardfehler

Standardfehler σ̂MC ,max über alle Faktorstufenkombinationen angegeben.68 Ferner ist
für jede Abbildung in der Spalte SP die dargestellte Spannweite der Ordinatenachse
erfasst, die der Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten darstellbaren Wert
in der jeweiligen Abbildung entspricht. Hierdurch können die Monte Carlo Standard-
fehler in Relation zu den dargestellten Ergebnissen gesetzt werden. Das Verhältnis
zwischen maximalen Monte Carlo Standardfehler und der dargestellten Spannweite
beträgt in allen Abbildungen weniger als 0,013. Da die Monte Carlo Standardfehler

68 Wie in der Abbildung 6.4 bleiben die beiden EM-Imputationsverfahren für die Datenmatrizen
mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen sowie die deterministische Imputation bei dem
Gütekriterium Regressionskoeffizienten für die Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30
Merkmalen wieder unberücksichtigt.
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6.2 Datenaufbereitung und Verlässlichkeit der Ergebnisse

also deutlich kleiner als die dargestellten Bereiche sind, erscheinen die Ergebnisse der
Simulationsstudie auf den ersten Blick verlässlich zu sein.

Abbildung Kriterium n σ̂MC ,max SP 2 · σ̂MC ,max · z0.975

6.5 Imputationswerte 100 0,00057 0,813 0,00222
6.6 Imputationswerte 500 0,00025 0,680 0,00100
6.7 Erwartungswert 100 0,00071 0,082 0,00279
6.8 Erwartungswert 500 0,00035 0,028 0,00136
6.9 Varianz 100 0,00160 0,248 0,00628
6.10 Varianz 500 0,00042 0,307 0,00166
6.11 Kovarianz 100 0,00062 0,122 0,00244
6.12 Kovarianz 500 0,00032 0,062 0,00127
6.13 Regressionskoeff. 100 0,00280 0,229 0,01096
6.14 Regressionskoeff. 500 0,00048 0,099 0,00187
6.15 Prognose 100 0,00154 0,348 0,00606
6.16 Prognose 500 0,00047 0,106 0,00184

Tabelle 6.1: Übersicht: Monte Carlo Standardfehler

Um die Variabilität in den Ergebnissen und damit auch die Verlässlichkeit exakter zu
quantifizieren, könnten alle in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 dargestellten Mittelwerte
um Konfidenzintervalle ergänzt werden. Hierzu können Konfidenzintervalle für eine
beliebig verteilte Grundgesamtheit der Form

[
RMSE− σ̂MC · z1−α2 ;RMSE + σ̂MC · z1−α2

]
(6.9)

für den erwarteten RMSE verwendet werden, wobei RMSE der mittlere RMSE über
alle N Wiederholungen, σ̂MC der zugehörige Monte Carlo Standardfehler und z1−α2 das(
1− α

2

)
-Fraktil der Standardnormalverteilung sind (vgl. Bamberg et al., 2017, S. 153–

154).69 Die Länge eines solchen Konfidenzintervalls beträgt 2 · σ̂MC ·z1−α2 . Die maximale
Länge aller Konfidenzintervalle bei einem Konfidenzniveau von 95 % für jede der
Abbildungen 6.5 bis 6.16 ist in der Tabelle 6.1 in der Spalte 2 · σ̂MC ,max · z0.975 erfasst.
Beim Vergleich der Werte aus der Spalte 2 · σ̂MC ,max · z0.975 mit der dargestellten
Spannweite SP zeigt sich, dass die Konfidenzintervalle in den Abbildungen sehr
unterschiedlich lang wären. Das optisch längste Konfidenzintervall würde in der
Abbildung 6.8 eingezeichnet werden. Jedoch würde selbst dieses weniger als 5 % der
dargestellten Spannweite in der Abbildung ausmachen. Bei einem Druck auf A4-Papier
wären dieses „längste“ Konfidenzintervalle ca. 2,7 mm lang. Da die meisten Monte
69 Der Divisor

√
N aus der üblichen Darstellung des Konfidenzintervalls ist bereits im Monte Carlo

Standardfehler σ̂MC enthalten (vgl. Formel (E.3) im Anhang E.3).
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

Carlo Standardfehler deutlich kleiner sind als der jeweils maximale angegebenen
Wert in der Tabelle 6.1 (vgl. Abbildung 6.4), wären die meisten Konfidenzintervalle
in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 deutlich kürzer. Sie wären damit normalerweise
nicht druckbar bzw. im Druck nicht erkennbar. Aus diesem Grund wird von einer
Darstellung der Konfidenzintervalle in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 abgesehen. Auch
wenn die Konfidenzintervalle in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 nicht dargestellt sind,
folgt aus dieser Betrachtung, dass die dargestellten Ergebnisse der einzelnen Verfahren
als verlässlich eingestuft werden können, da die Positionen der einzelnen Punkte in
den Abbildungen als gesichert gelten können.
Neben den Ergebnissen der einzelnen Verfahren können auch die Unterschiede

zwischen zwei Verfahren induktiv untersucht werden. Hierzu kann zur Überprüfung
der Hypothese „zwei Verfahren führen zu unterschiedlichen Ergebnissen“ auf einer
festgelegten Faktorstufenkombination ein Differenzentest verwendet werden, da die
Ergebnisse zweier Verfahren auf einer Faktorstufenkombination aufgrund des Si-
mulationsdesigns eine verbundene Stichprobe darstellen (vgl. Bamberg et al., 2017,
S. 175–176). Im Anhang E.4 wird gezeigt, dass die Ablehnung der Nullhypothese (beide
Verfahren führen zu demselben Ergebnis) zu Gunsten der Alternative „die Ergebnisse
beider Verfahren sind unterschiedlich“ bei einem Konfidenzniveau von 1− α ab einer
Differenz von 2 ·z1−α2 · σ̂MC ,max zwischen den Ergebnissen zweier Verfahren gesichert ist.
Wenn also die Punkte zweier Verfahren in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 mindestens
2 · z0,975 · σ̂MC ,max weit auseinanderliegen, dann würde ein zweiseitiger Differenzentest
zum Konfidenzniveau 95 % die Ergebnisse der Verfahren als unterschiedlich einstufen.
Da diese Differenz gerade der maximalen Länge eines Konfidenzintervalls entspricht,
stellt dies eine weitere Interpretationsmöglichkeit der Spalte 2 · z0,975 · σ̂MC ,max der
Tabelle 6.1 dar. Die Diskussionen zur Interpretation und Darstellbarkeit der Länge
der Konfidenzintervalle ist also auf die Differenzen übertragbar. Aus diesen Betrach-
tungen folgt, dass die Unterschiede zwischen zwei Verfahren, wenn sie in einer der
Abbildung 6.5 bis 6.16 deutlich „optisch getrennte“ Ergebnisse liefern, auch durch
einen statistischen Test als signifikant eingestuft werden. Insgesamt können also die
Ergebnisse der Simulation und die darauf aufbauenden Folgerungen in fast allen Fällen
als statistisch gesichert angesehen werden.

6.3 Ergebnisse der Simulationsstudie
Im Folgenden werden die Ergebnisse der Imputationsverfahren gegliedert nach den
Gütekriterien dargestellt. Für jedes Gütekriterium wird zunächst auf die Ergebnisse
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der Verfahren bei n = 100 Objekten und anschließend auf die Ergebnisse bei n = 500
Objekten eingegangen. Danach werden generelle Tendenzen aufgezeigt, die für ein
Kriterium über alle Datenmatrizen hinweg existieren.

6.3.1 Genauigkeit der Imputationswerte

Die Simulationsresultate zur Beurteilung der Genauigkeit der Imputationswerte sind in
den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellt. Die Abbildung 6.5 enthält die Ergebnisse für
die Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und die Abbildung 6.6 die Ergebnisse für die
Datenmatrizen mit n = 500 Objekten. Die Abbildungen 6.5 und 6.6 sind unterteilt in
die verschiedenen Kombinationen aus Datenmatrixstruktur und Ausfallmechanismus.
In den ersten drei Spalten der Abbildung sind die Ergebnisse der Datenmatrizen mit
m = 6 Merkmalen und in den letzten drei Spalten die Ergebnisse der Datenmatrizen
mit m = 30 Merkmalen dargestellt. Ferner enthalten die erste und die vierte Spalte
die Ergebnisse der Datenmatrizen mit einer Korrelation von ρ = 0,1, die zweite und
fünfte Spalte die Ergebnisse der Datenmatrizen mit einer Korrelation von ρ = 0,4 und
die dritte und sechste Spalte für eine Korrelation von ρ = 0,7. In den Zeilen sind die
Abbildungen 6.5 und 6.6 in die drei in Abschnitt 6.1 beschriebenen Ausfallmechanismen
MCAR, MAR1:2 und MAR1:4 unterteilt.
Für jede Kombination aus Datenmatrixstruktur und Ausfallmechanismus wird

auf der Abszissenachse der Anteil fehlender Werte sowie auf der Ordinatenachse
der RMSE zwischen den Originalwerten und den imputierten Werten dargestellt. Je
höher der RMSE ist, desto größer ist die Abweichung zwischen den Originalwerten
und den imputierten Werten. Ein genaues Imputationsverfahren erzielt also kleinere
RMSE-Werte als ein ungenaues Verfahren. Das genauste Verfahren ist folglich das
Verfahren mit dem geringsten RMSE bei einer gegebenen Faktorstufenkombination.
Unter einer Faktorstufenkombination wird in diesem Zusammenhang die Kombination
einer Datenmatrixstruktur (bestehend aus einer festgelegten Anzahl an Objekten
und Merkmalen sowie Korrelation) mit einem Ausfallmechanismus und einem fixen
Anteil fehlender Werte verstanden. Alle in den Abbildungen 6.5 und 6.6 dargestellten
RMSE-Werte sind im Anhang in der Tabelle E.1 zu finden.
In den Abbildungen 6.5 und 6.6 werden die Imputationsverfahren auf unter-

schiedliche Weise optisch gruppiert. Zunächst werden die Ergebnisse der Zweier-
gruppen bestehend aus der Mittelwertimputation und dem einfachen Random Hot-
Deck, den beiden linearen Regressionsimputationsverfahren sowie den beiden EM-
Imputationsverfahren jeweils durch dasselbe Symbol dargestellt. Um die Unterschiede
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Abbildung 6.5: RMSE zwischen Originalwerten und imputierten Werten (Datenmatri-
zen mit n = 100 Objekten)
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zwischen den stochastischen und den deterministischen Gruppenmitgliedern zu ver-
deutlichen, werden die Ergebnisse der drei deterministischen Verfahren mit einer
durchgezogenen Linie und die Ergebnisse der stochastischen Verfahren durch ge-
punktete Linie dargestellt. Zur besseren Abgrenzung werden für die Ergebnisse der
restlichen drei Verfahren adaptive Regressionsimputation, missForest und Nearest-
Neighbor Hot-Deck gestrichelte Linien verwendet.

Datenmatrizen mit 100 Objekten

Bei den Datenmatrizen mit wenigen Objekten (n = 100), dargestellt in der Ab-
bildung 6.5, gehören die adaptive Regressionsimputation und missForest bei allen
Faktorstufenkombinationen zu den besten Verfahren.70 Hierbei sind die Ergebnisse
der adaptiven Regressionsimputation normalerweise etwas besser als die von missFo-
rest (vgl. Tabelle E.1). Inwieweit andere Verfahren zur Gruppe der besten Verfahren
gehören, ist abhängig von den Stufen der anderen Faktoren. Bei den Datenmatrizen
mit m = 30 Merkmalen und mittlerer oder hoher Korrelation bilden die adaptive
Regressionsimputation und missForest alleine die Gruppe der besten Verfahren. Bei
den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen gehören auch die deterministische linea-
re Regressionsimputation und die deterministische EM-Imputation zu der Gruppe
der besten Verfahren. Diese beiden Verfahren schneiden bei den Datenmatrizen mit
m = 30 Merkmalen jedoch meist deutlich schlechter als die adaptive Regressionsim-
putation und missForest ab. Bei einer geringen Korrelation (ρ = 0,1) gehört auch
die Mittelwertimputation zur Gruppe der besten Verfahren. Jedoch verschlechtern
sich die Ergebnisse der Mittelwertimputation mit zunehmender Korrelation relativ
zu den Ergebnissen der anderen Verfahren. Dadurch liegt sie bei einer Korrelation
von ρ = 0,4 eher im Mittelfeld der Verfahren und ist bei einer hohen Korrelation
normalerweise das zweitschlechteste Verfahren.

Die drei stochastischen Verfahren (einfaches Random Hot-Deck, stochastische EM-
Imputation und stochastische lineare Regressionsimputation) führen bei allen Faktor-
stufen zu vergleichsweise ungenauen Imputationswerten. Dabei sind sie stets ungenauer
als ihre deterministischen Gegenparte. Über alle Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
hinweg betrachtet, zählt das einfache Random Hot-Deck meist zu den ungenausten Im-
putationsverfahren. Jedoch sind bei niedriger Korrelation oder bei mittlerer Korrelation

70 Adjektive wie z. B. „wenig“, „viel“, „klein“ und „groß“ sind im Folgenden stets bezogen auf die
simulierten Faktorstufen zu verstehen. Wenn also beispielsweise von Datenmatrizen mit vielen
Objekten gesprochen wird, sind damit die Datenmatrizen mit n = 500 Objekten gemeint. Dies
bedeutet jedoch nicht, dass 500 Objekte im Allgemeinen viel sind.
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und vielen Merkmalen die anderen beiden stochastischen Imputationsverfahren ähnlich
schlecht bzw. bei vielen Merkmalen (m = 30) und niedriger Korrelation (ρ = 0,1)
sogar schlechter. Bei wenigen Merkmalen (m = 6) verhält sich das Nearest-Neighbor
Hot-Deck sehr ähnlich wie die stochastische EM-Imputation und die stochastische
Regressionsimputation. Bei vielen Merkmalen (m = 30) führt das Nearest-Neighbor
Hot-Deck jedoch zu besseren Ergebnissen als die stochastischen Verfahren und ist
stellenweise sogar besser als deren deterministische Gegenparte.

Datenmatrizen mit 500 Objekten

Wie bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten ist die adaptive Regressionsimputa-
tion bei n = 500 Objekten (Abbildung 6.6) stets in der Gruppe der besten Verfahren.
Auch missForest gehört bei den größten Datenmatrizen (n = 500 Objekte und m = 30
Merkmale) weiterhin zur Gruppe der besten Verfahren. Bei den Datenmatrizen mit
n = 500 Objekten und m = 6 Merkmalen liefert missForest jedoch leicht ungenauere
Imputationswerte als die Verfahren aus der Gruppe der Besten. Dies wird insbesondere
bei einem höheren Anteil fehlender Werte deutlich. Anstatt missForest gehören bei den
Datenmatrizen mit n = 500 Objekten stets die deterministischen Varianten der linea-
ren Regressionsimputation und der EM-Imputation zur Gruppe der besten Verfahren.
Bei einer niedrigen Korrelation (ρ = 0,1) führt erneut auch die Mittelwertimputation
mit zu den genausten Imputationswerten. Sonst liegt die Mittelwertimputation jedoch
eher im Mittelfeld (ρ = 0,4) oder ist das zweitschlechteste Verfahren (ρ = 0,7).

Die stochastischen Imputationsverfahren sind bei den Datenmatrizen mit n = 500
Objekten ebenfalls stets ungenauer als ihre deterministischen Gegenparte. Dabei
zählt das einfache Random Hot-Deck erneut zu den ungenausten Verfahren. Es ist
bei mittlerer und hoher Korrelation sogar das mit Abstand ungenauste Verfahren.
Das Nearest-Neighbor Hot-Deck führt wieder zu sehr ähnlichen Ergebnissen wie die
stochastische lineare Regressionsimputation und die stochastische EM-Imputation.
Nur bei hohen Korrelationen, m = 30 Merkmalen und vielen fehlenden Werten können
sich diese beiden stochastischen Verfahren etwas vom Nearest-Neighbor Hot-Deck
absetzen.

Generelle Tendenzen

Aus den Abbildungen 6.5 und 6.6 geht hervor, dass alle Verfahren mit zunehmenden
Anteil fehlender Werte ungenauer werden. Dieser Effekt ist bei den schlechten Ver-
fahren meist stärker ausgeprägt als bei den guten. Umgekehrt werden die Verfahren
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Abbildung 6.6: RMSE zwischen Originalwerten und imputierten Werten (Datenmatri-
zen mit n = 500 Objekten)
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mit steigender Anzahl an Objekten und höherer Korrelation besser. Hiervon ausge-
nommen sind die beiden einfachen Imputationsverfahren (Mittelwertimputation und
einfaches Random Hot-Deck), die aufgrund ihrer Struktur von einer Erhöhung der
Korrelation nicht profitieren können. Eine Vergrößerung der Merkmalsanzahl wirkt
sich unterschiedlich auf die einzelnen Imputationsverfahren aus. Die adaptive Regressi-
onsimputation und missForest profitieren meist von zusätzlichen Merkmalen. Hingegen
verschlechtern sich die Ergebnisse der linearen Regressionsimputationsverfahren und
der beiden EM-Imputationsverfahren bei den Datenmatrizen mit wenigen Objekten
mit zusätzlichen Merkmalen. Die Ausfallmechanismen beeinflussen die Ergebnisse
(abgesehen von den beiden einfachen Imputationsverfahren) nur geringfügig.

Die Abbildungen 6.5 und 6.6 zeigen, dass die deterministische lineare Regressions-
imputation und die deterministische EM-Imputation zu sehr ähnlichen Ergebnissen
führen. Außerdem sind auch die Ergebnisse der stochastischen linearen Regressions-
imputation und der stochastischen EM-Imputation sehr ähnlich. Mit Ausnahme der
Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen ist die maximale
Differenz der RMSE der beiden deterministischen bzw. stochastischen Verfahren stets
kleiner als 0,025. Abgesehen von diesen Datenmatrizen sind die Ergebnisse des je-
weiligen EM-Imputationsverfahrens mindestens genauso gut wie die der jeweiligen
linearen Regressionsimputation (vgl. auch Tabelle E.1 im Anhang). Insgesamt führen
die deterministischen Verfahren normalerweise zu genaueren Imputationswerten als
die stochastischen Verfahren. Welche Verfahren die Gruppe der besten Verfahren
bilden, hängt von der Datenmatrixstruktur ab. Als einziges Verfahren ist die adaptive
Regressionsimputation über alle Faktorstufenkombinationen hinweg stets Teil dieser
Gruppe der genausten Verfahren.

6.3.2 Auswirkungen auf die Erwartungswertschätzung

Die Auswirkungen der Imputationsverfahren auf die Erwartungswertschätzung sind
in den Abbildungen 6.7 und 6.8 dargestellt. Die Struktur der beiden Abbildungen 6.7
und 6.8 entspricht denen der Abbildungen 6.5 und 6.6 des vorherigen Abschnitts. Sie
unterscheiden sich jedoch dadurch, dass nun auf der Ordinatenachse die Abweichungen
zwischen den wahren und den geschätzten Erwartungswerten nach der Anwendung
des jeweiligen Imputationsverfahrens abgetragen sind. Um die Ergebnisse der guten
Verfahren besser darstellen zu können, wird in den Abbildungen 6.7 und 6.8 der
dargestellte Bereich der Ordinatenachse beschränkt. Hierdurch ist ein Teil der Ergeb-
nisse der beiden einfachen Verfahren Mittelwertimputation und einfaches Random
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Hot-Deck für höhere Anteile fehlender Werte nicht mehr darstellbar. Die Ergebnisse
dieser beiden Verfahren sind in diesen Fällen schlechter als der maximale Wert der
Ordinatenachse und damit im Vergleich zu allen anderen Verfahren deutlich schlechter.
Die RMSE-Werte für alle Verfahren bei allen Faktorstufenkombinationen (auch die
nicht dargestellten) sind in der Tabelle E.2 im Anhang angegeben.

Datenmatrizen mit 100 Objekten

Das beste Verfahren bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten (Abbildung 6.7)
ist bei allen Faktorstufenkombinationen die adaptive Regressionsimputation. Alle
anderen Verfahren sind stets schlechter als die adaptive Regressionsimputation, wobei
die Unterschiede zwischen der adaptiven Regressionsimputation und den restlichen
Verfahren mit steigendem Anteil fehlender Werte zunehmen. Neben der adaptiven
Regressionsimputation existiert meist noch eine Gruppe der „zweitbesten“ Verfahren.
Zu dieser Gruppe gehört normalerweise missForest, welches bei m = 30 Merkmalen
und mittlerer oder hoher Korrelation das alleinige zweitbeste Verfahren ist. Außerdem
sind bei den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen noch die deterministische lineare
Regressionsimputation und die deterministische EM-Imputation Teil dieser Gruppe.
Jedoch haben diese Verfahren erneut bei den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen
Probleme, sodass sich ihre Ergebnisse insbesondere bei höherem Anteil fehlender
Werte im Vergleich zu den Ergebnissen der anderen Verfahren verschlechtern. Bei
niedriger Korrelation (ρ = 0,1) befindet sich auch die Mittelwertimputation in der
Gruppe der zweitbesten Verfahren. Jedoch verschlechtern sich ihre Ergebnisse bei
höherer Korrelation relativ zu den anderen Verfahren, was insbesondere bei den beiden
MAR-Ausfallmechanismen deutlich wird.
Die stochastischen Verfahren sind auch bei der Erwartungswertschätzung in der

Abbildung 6.7 meist ihren deterministischen Gegenparts unterlegen. Bei mittlerer und
hoher Korrelation ist erneut das einfache Random Hot-Deck eines der schlechtesten
Verfahren oder das (alleinige) schlechteste Verfahren. Bei geringer Korrelation und
m = 30 Merkmalen bilden die stochastische lineare Regressionsimputation und die
beiden EM-Imputationsverfahren die Gruppe der schlechtesten Verfahren. Bei geringer
Korrelation und m = 6 Merkmalen ist das Nearest-Neighbor Hot-Deck neben den
stochastischen Verfahren eines der schlechtesten Verfahren, wobei es bei höherem
Anteil fehlender Werte sogar das schlechteste Verfahren ist. Bei den Datenmatrizen
mit m = 6 Merkmalen ist das Nearest-Neighbor Hot-Deck außerdem nie besser als
die anderen Verfahren mit Ausnahme der beiden einfachen (Mittelwertimputation,
einfaches Random Hot-Deck). Jedoch verbessert es sich bei den Datenmatrizen mit
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Abbildung 6.7: RMSE zwischen wahren und geschätzten Erwartungswerten (Daten-
matrizen mit n = 100 Objekten)
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m = 30 Merkmalen relativ zu den linearen Regressions- und EM-Imputationsverfahren,
wodurch es häufig besser als diese ist.

Datenmatrizen mit 500 Objekten

Auch bei den Datenmatrizen mit n = 500 Objekten, dargestellt in der Abbildung 6.8,
ist die adaptive Regressionsimputation das beste Verfahren, wobei sich erneut die
Unterschiede zu den anderen Verfahren mit steigendem Anteil fehlender Werte ten-
denziell vergrößern. Die einzige Ausnahme hiervon ist in der unteren linken Facette
zu erkennen. Genauso wie bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten existiert bei
den Datenmatrizen mit n = 500 Objekten eine Gruppe der „zweitbesten“ Verfahren.
Sie besteht meist aus einer Teilmenge der drei Verfahren missForest, deterministische
EM-Imputation und deterministische lineare Regressionsimputation. Bei wenigen
fehlenden Werten ist normalerweise kein großer Unterschied zwischen diesen drei
Verfahren zu erkennen. Wenn der Anteil fehlender Werte sich erhöht, sind jedoch die
beiden deterministischen Verfahren missForest bei m = 6 Merkmalen überlegen. Hinge-
gen ist missForest bei m = 30 Merkmalen und niedriger oder mittlerer Korrelation bei
den beiden MAR-Ausfallmechanismen den beiden deterministischen Verfahren leicht
überlegen. Bei geringer Korrelation (ρ = 0,1) in Kombination mit dem simulierten
MCAR-Ausfallmechanismus ist die Mittelwertimputation wieder Teil dieser Gruppe
der zweitbesten Verfahren. Jedoch verschlechtern sich deren Ergebnisse mit zunehmen-
der Korrelation. Diese Verschlechterung ist bei den beiden MAR-Ausfallmechanismen
sehr deutlich ausgeprägt. Bei diesen schätzt die Mittelwertimputation zusammen mit
dem einfachen Random Hot-Deck die Erwartungswerte mit Abstand am schlechtesten.
Die stochastischen Verfahren sind bei n = 500 Objekten stets schlechter als ihre

deterministischen Gegenparts. Hierbei ist das einfache Random Hot-Deck meist das
schlechteste der drei stochastischen Imputationsverfahren. Die Resultate des Nearest-
Neighbor Hot-Decks liegen bei mittlerer und hoher Korrelation häufig zwischen dem
einfachen Random Hot-Deck und den anderen beiden stochastischen Verfahren. Fast
immer ist das Nearest-Neighbor Hot-Deck eines der drei schlechtesten Verfahren.

Generelle Tendenzen

Wie schon bei der Genauigkeit der Imputationswerte wirkt sich die Erhöhung des
Anteils fehlender Werte negativ auf die Ergebnisse der Verfahren aus. Nur die adap-
tive Regressionsimputation ist von diesem Effekt oft nicht betroffen. Im Gegensatz
zu der Genauigkeit der Imputationswerte besitzt der Ausfallmechanismus zum Teil
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Abbildung 6.8: RMSE zwischen wahren und geschätzten Erwartungswerten (Daten-
matrizen mit n = 500 Objekten)
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erheblichen Einfluss auf die Schätzgüte des Erwartungswertes. So werden die meisten
Verfahren sowohl beim Übergang von MCAR zu MAR1:2 als auch von MAR1:2 zu
MAR1:4 schlechter. Ferner existieren zum Teil erhebliche Wechselwirkungen zwi-
schen dem Ausfallmechanismus, dem Anteil fehlender Werte, der Korrelation und
den Imputationsverfahren. Am stärksten sind diese Effekte erneut bei den beiden
einfachen Imputationsverfahren ausgeprägt, deren Ergebnisse mit einer Verstärkung
bzw. Erhöhung der Faktoren deutlich schlechter werden. Aber auch die meisten ande-
ren Imputationsverfahren sind von der Verschlechterung betroffen. Auf der anderen
Seite geht mit einer (alleinigen) Erhöhung der Korrelation und der Objektanzahl eine
Verbesserung der Erwartungswertschätzung einher. Die Auswirkung einer Änderung
der Merkmalsanzahl ist erneut nicht eindeutig. Während die adaptive Regressionsim-
putation wieder von mehr Merkmalen profitiert, treten bei den linearen Regressions-
und den EM-Imputationsverfahren erneut Schwierigkeiten beim Übergang von m = 6
zu m = 30 Merkmalen bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten auf.

Ebenfalls wie bei der Genauigkeit der Imputationswerte sind bei der Erwartungswert-
schätzung die Ergebnisse der deterministischen EM- und linearen Regressionsimputa-
tion sowie die Ergebnisse der stochastischen EM- und linearen Regressionsimputation
sehr ähnlich. Die Differenz zwischen den Ergebnissen beträgt mit Ausnahme der
Datenmatrizen mit n = 100 und m = 30 maximal 0,003. Auch bei der Schätzung
der Erwartungswerte führen die deterministischen Verfahren meist zu besseren Er-
gebnissen als die stochastischen Verfahren. Das beste Verfahren bei diesem Teil der
Simulation ist die adaptive Regressionsimputation, welche vor allem bei höheren
Anteilen fehlender Werte häufig deutlich besser als alle andere Verfahren ist.

6.3.3 Auswirkungen auf die Varianzschätzung

Die Auswirkungen der Imputationsverfahren auf die Varianzschätzung sind in den
Abbildungen 6.9 und 6.10 dargestellt. Der Aufbau der Abbildungen 6.9 und 6.10 ent-
spricht den vorherigen Abbildungen, nur dass dieses Mal die Abweichungen zwischen
den wahren und den geschätzten Varianzen auf der Ordinatenachse abgetragen sind.
Ferner wird – wie im vorherigen Abschnitt 6.3.2 – nur ein Ausschnitt der Ordinaten-
achse dargestellt, um die Ergebnisse der guten Verfahren besser darstellen zu können.
Die Ergebnisse aller Verfahren sind in der Tabelle E.3 im Anhang erfasst.
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Abbildung 6.9: RMSE zwischen wahren und geschätzten Varianzen (Datenmatrizen
mit n = 100 Objekten)
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Datenmatrizen mit 100 Objekten

Bei den kleinsten Datenmatrizen (n = 100 Objekte und m = 6 Merkmale), dargestellt
im linken Teil der Abbildung 6.9, bilden das Nearest-Neighbor Hot-Deck und die
drei stochastischen Imputationsverfahren meist die Gruppe der besten Verfahren. Bei
einer hohen Korrelation (ρ = 0,7) ist außerdem die adaptive Regressionsimputation
Teil dieser Gruppe. Bei den beiden geringeren Korrelationsstufen ist die adaptive
Regressionsimputation normalerweise das fünftbeste Verfahren nach den vier vorher
genannten. Bei fast allen Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 6 Merkmalen
führt die Mittelwertimputation zur schlechtesten Schätzung der Varianz. Auch die
deterministischen Varianten der EM-Imputation und der linearen Regressionsimpu-
tation sowie missForest führen häufig zu deutlich schlechteren Schätzungen als die
stochastischen Verfahren.

Im rechten Teil der Abbildung 6.9 – bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
und m = 30 Merkmalen – zählen das Nearest-Neighbor Hot-Deck und das einfache
Random Hot-Deck in der Regel weiterhin zu den besten Verfahren. Nur bei einer
hohen Korrelation (ρ = 0,7) ist die adaptive Regressionsimputation diesen beiden
Verfahren überlegen. Sie führt sonst jedoch zu einer schlechteren Varianzschätzung
als diese beiden Verfahren. Aus der Imputation des Mittelwerts resultieren auch bei
den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen Varianzschätzungen mit einem hohen
RMSE. Jedoch verhalten sich auch die stochastische lineare Regressionsimputation
und die beiden EM-Imputationsverfahren stellenweise sehr erratisch. So führen sie
bei einigen Konstellationen zu RMSE-Werten größer als 1 (vgl. Tabelle E.3), was
im Vergleich zu den RMSE-Werten der restlichen Verfahren extrem hohe Werte
sind. Die deterministische lineare Regressionsimputation scheint von diesem Effekt
nicht betroffen zu sein und führt bei niedriger und mittlerer Korrelation häufig mit
zur besten Schätzung der Varianz. Die Ergebnisse von missForest sind meistens im
schlechten Mittelfeld der Verfahren angesiedelt.

Datenmatrizen mit 500 Objekten

In der Abbildung 6.10, in der die Auswirkungen auf die Varianzschätzung bei den
Datenmatrizen mit n = 500 Objekten dargestellt sind, ist häufig eine Vierergruppe
an besten Verfahren bestehend aus dem Nearest-Neighbor Hot-Deck und den drei
stochastischen Verfahren zu erkennen. Ferner ist die Mittelwertimputation meist das
schlechteste Verfahren. Bei den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen sind die adaptive
Regressionsimputation und missForest häufig etwas besser als die deterministische
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Abbildung 6.10: RMSE zwischen wahren und geschätzten Varianzen (Datenmatrizen
mit n = 500 Objekten)
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EM-Imputation und die deterministische lineare Regressionsimputation. Hingegen
bilden diese vier Verfahren bei den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen eher
eine Gruppe an Verfahren mit ähnlichen Ergebnissen, wobei missForest häufig etwas
schlechter als die restlichen Verfahren dieser Gruppe ist. Insgesamt sind diese vier
Verfahren in allen Fällen (zum Teil deutlich) schlechter als die vier besten Verfahren.

Generelle Tendenzen

Wie auch bei den beiden vorherigen Gütekriterien werden die Ergebnisse der Verfahren
bei der Varianzschätzung mit zunehmendem Anteil fehlender Werte schlechter. Hinge-
gen verschlechtern sich die Ergebnisse bei einer Verstärkung des Ausfallmechanismus
nur geringfügig. Ferner verbessern sich die Verfahren erneut bei mehr Objekten in
der Datenmatrix. Bei der Merkmalsanzahl treten die aus den vorherigen Abschnitten
bekannten Phänomene auf, jedoch sind die Probleme insbesondere der EM-Imputation
bei n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen dieses Mal sehr stark ausgeprägt. Von
einer Erhöhung der Korrelation profitieren missForest, die adaptive Regressionsimpu-
tation und die deterministischen Varianten der linearen Regressionsimputation und
der EM-Imputation besonders stark. Der Effekt auf die Ergebnisse der stochastischen
Verfahren und des Nearest-Neighbor Hot-Decks ist deutlich schwächer.

Auch bei der Schätzung der Varianz sind die Ergebnisse der deterministischen bzw.
stochastischen linearen Regressions- und EM-Imputationsverfahren mit Ausnahme
der Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen wieder sehr ähnlich
(stets kleiner als 0,015, siehe auch Tabelle E.3 im Anhang). Im Gegensatz zu den
vorherigen Kriterien führen die stochastischen Verfahren in der Regel zu einer besseren
Schätzung der Varianz als ihre deterministischen Gegenparte. Zusammen mit den drei
stochastischen Verfahren ist das Nearest-Neighbor Hot-Deck meist eines der besten
Verfahren.

6.3.4 Auswirkungen auf die Kovarianzschätzung

Die Auswirkungen der Imputationsverfahren auf die Kovarianzschätzung sind in den
Abbildungen 6.11 und 6.12 dargestellt. Der Aufbau der Abbildungen ist analog zu
den sechs vorherigen Abbildungen mit der Ausnahme, dass dieses Mal auf der Ordina-
tenachse die Abweichungen zwischen den wahren und den geschätzten Kovarianzen
aufgetragen sind. Die zu den Abbildungen 6.11 und 6.12 gehörenden Werte befinden
sich im Anhang in der Tabelle E.4.
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Abbildung 6.11: RMSE zwischen wahren und geschätzten Kovarianzen (Datenmatrizen
mit n = 100 Objekten)
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Datenmatrizen mit 100 Objekten

Die Reihenfolge der besten Verfahren hängt bei den Datenmatrizen mit n = 100
Objekten (Abbildung 6.11) relativ stark von der Korrelation ab. Bei einer niedrigen
Korrelation (ρ = 0,1) ist die Mittelwertimputation das beste Verfahren und auch die
auf dem einfachen Random Hot-Deck basierenden Schätzungen der Kovarianz sind
vergleichsweise gut. Jedoch führen diese beiden Verfahren bei mittlerer und hoher
Korrelation zu den mit Abstand schlechtesten Ergebnissen, die häufig sogar außerhalb
des dargestellten Bereichs der Abbildung 6.11 liegen (die nicht dargestellten Werte
können der Tabelle E.4 im Anhang entnommen werden). Bei diesen Korrelationsstu-
fen ist meist die adaptive Regressionsimputation gefolgt von missForest das beste
Verfahren. Diese beiden Verfahren führen auch bei der niedrigen Korrelationsstufe
insbesondere bei m = 30 Merkmalen zu relativ guten Ergebnissen.
Die deterministischen Varianten der linearen Regressions- und EM-Imputation

sind meist besser als ihre stochastischen Gegenparte (mit Ausnahme der linearen
Regressionsimputation bei m = 30 Merkmalen und vielen fehlenden Werten). Bei
den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen sind diese beiden deterministischen Ver-
fahren meist leicht schlechter als missForest und besser als das Nearest-Neighbor
Hot-Deck. Bei einer höheren Merkmalsanzahl (m = 30) verschlechtern sich die linea-
ren Regressions- und EM-Imputationsverfahren jedoch relativ zum Nearest-Neighbor
Hot-Deck, wodurch dieses häufig besser oder zumindest gleich gut wie diese vier ist.

Datenmatrizen mit 500 Objekten

Die Simulationsergebnisse für die Datenmatrizen mit n = 500 Objekten sind in
der Abbildung 6.12 dargestellt. Auch bei diesen Datenmatrizen ist die adaptive
Regressionsimputation mit Ausnahme der Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen
und einer Korrelation von ρ = 0,1 eines der besten Verfahren. Erneut sind auch die
Mittelwertimputation und das einfache Random Hot-Deck bei mittlerer und hoher
Korrelation die mit Abstand schlechtesten Verfahren. Die deterministische lineare
Regressionsimputation und die deterministische EM-Imputation sowie missForest
führen meist zu relativ guten Schätzungen, wobei missForest bei den Datenmatrizen
mit m = 30 Merkmalen häufig besser als die beiden anderen Verfahren ist. Die
stochastischen Verfahren sind bei den Datenmatrizen mit n = 500 Objekten stets
schlechter als ihre deterministischen Gegenparts. Das Nearest-Neighbor Hot-Deck ist,
abgesehen von den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen und geringer Korrelation,
meist eines der schlechtesten Verfahren.
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Abbildung 6.12: RMSE zwischen wahren und geschätzten Kovarianzen (Datenmatrizen
mit n = 500 Objekten)
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Generelle Tendenzen

Analog zu den vorherigen Gütekriterien verschlechtern sich die Verfahren tendenziell
mit einem steigenden Anteil fehlender Werte und verbessern sich bei mehr Objekten.
Der Einfluss des Ausfallmechanismus auf die Ergebnisse ist wieder relativ gering und
die Auswirkungen einer Variation der Merkmalsanzahl nicht eindeutig. So profitieren
missForest und die adaptive Regressionsimputation tendenziell von mehr Merkmalen,
während andere Verfahren sich je nach Objektanzahl verbessern oder verschlechtern.
Auf die Schätzgüte der Kovarianz hat der Faktor Korrelation zum Teil erhebliche
Auswirkungen. Diese können insbesondere an den beiden einfachen Imputationsverfah-
ren gut beobachtet werden. Gleichzeitig wirkt die Korrelation häufig vor allem durch
Wechselwirkungen mit den Imputationsverfahren, dem Ausfallmechanismus und dem
Anteil fehlender Werte, wodurch eine generelle Aussage über ihre Wirkung aus den
Abbildungen 6.11 und 6.12 nicht ableitbar ist.

Die Unterschiede zwischen den deterministischen bzw. den stochastischen Formen der
EM- und linearen Regressionsimputation sind auch bei der Schätzung der Kovarianzen
nur marginal. Sie betragen stets weniger als 0,006 (mit der üblichen Ausnahme der
Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen). Bei diesem Kriterium
sind die deterministischen Verfahren wieder tendenziell den stochastischen überlegen.
Eines der besten Verfahren ist erneut die adaptive Regressionsimputation, die nur bei
einer geringen Korrelation nicht zur Gruppe der besten Verfahren gehört.

6.3.5 Auswirkungen auf die Regressionskoeffizientenschätzung

Die Auswirkungen der Imputationsverfahren auf die Schätzung der Regressionskoeffi-
zienten sind in den Abbildungen 6.13 und 6.14 dargestellt. Der generelle Aufbau der
beiden Abbildungen 6.13 und 6.14 entspricht dem Aufbau der vorherigen Abbildun-
gen 6.5 bis 6.12. Nun wird jedoch in den beiden Abbildungen auf der Ordinatenachse
der mittlere RMSE zwischen den wahren Regressionskoeffizienten und den anhand
der imputierten Datenmatrizen geschätzten Regressionskoeffizienten abgetragen. Die
RMSE-Werte, die aufgrund der Beschränkung der Ordinatenachse nicht dargestellt
sind, befinden sich in der Tabelle E.5 im Anhang, die auch alle anderen RMSE-Werte
enthält.

Datenmatrizen mit 100 Objekten

Die besten Schätzwerte für die Datenmatrizen mit n = 100 Objekten (Abbildung 6.13)
liefert das einfache Random Hot-Deck. Die einzige Ausnahme hiervon stellen die
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Abbildung 6.13: RMSE zwischen wahren und geschätzten Regressionskoeffizienten
(Datenmatrizen mit n = 100 Objekten)
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Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen und einer hohen Korrelation (ρ = 0,7) dar. Bei
diesen führen das Nearest-Neighbor Hot-Deck und die Mittelwertimputation zu den
besten Ergebnissen. Diese beiden Verfahren liegen bei den anderen Datenmatrizen
meist auf den Plätzen zwei und drei, direkt hinter dem einfachen Random Hot-
Deck. Die schlechtesten Verfahren in der Abbildung 6.13 sind die deterministische
EM-Imputation und die deterministische lineare Regressionsimputation. Bei den
Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen sind auch die stochastischen Varianten dieser
beiden Imputationsverfahren sehr schlecht, während diese bei den Datenmatrizen
mit m = 6 Merkmalen deutlich besser als die deterministischen Versionen sind. Die
adaptive Regressionsimputation und missForest liegen bei den Datenmatrizen mit
m = 6 Merkmalen zwischen den deterministischen und stochastischen Varianten
der linearen Regressions- und EM-Imputation. Für die Datenmatrizen mit m =
30 Merkmalen führen missForest und die adaptive Regressionsimputation jedoch
zu besseren Ergebnissen als diese vier. Dabei sind die auf missForest basierenden
Schätzwerte stets besser als die auf der adaptiven Regressionsimputation basierenden.

Datenmatrizen mit 500 Objekten

Auch bei den Datenmatrizen mit n = 500 Objekten (Abbildung 6.14) gehört das
einfache Random Hot-Deck bei m = 30 Merkmalen sowie bei m = 6 Merkmalen
und niedriger Korrelation zu den besten Verfahren. Allerdings erzielt es bei den
Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen und mittlerer bzw. hoher Korrelation zum Teil
deutlich schlechtere Ergebnisse als die Vergleichsverfahren. Die Mittelwertimputation
verhält sich ähnlich wie das einfache Random Hot-Deck. Sie ist jedoch mit Ausnahme
der Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen und mittlerer oder hoher Korrelation
meist etwas schlechter als das einfache Random Hot-Deck. Das Nearest-Neighbor
Hot-Deck ist normalerweise eines der drei besten Verfahren und kann diese Position
auch über alle Datenmatrizen halten. Bei den Matrizen mit m = 6 Merkmalen
führen die stochastische lineare Regressionsimputation und die stochastische EM-
Imputation zu ähnlich guten Schätzwerten wie das Nearest-Neighbor Hot-Deck. Bei
den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen sind diese beiden Verfahren jedoch
schlechter als das Nearest-Neighbor Hot-Deck. Die deterministischen Varianten der
linearen Regressions- und EM-Imputation führen auch bei den Datenmatrizen mit
n = 500 Objekten zu schlechten Schätzungen der Regressionskoeffizienten. Die auf der
adaptiven Regressionsimputation basierenden Schätzungen sind meist (etwas) besser
als die der beiden deterministischen Verfahren, zählen jedoch insgesamt auch eher
zu den schlechten. Das Verfahren missForest liegt bei den Datenmatrizen mit m = 6
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Abbildung 6.14: RMSE zwischen wahren und geschätzten Regressionskoeffizienten
(Datenmatrizen mit n = 500 Objekten)
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Merkmalen zwischen der adaptiven Regressionsimputation und der stochastischen
EM-Imputation. Durch eine Erhöhung der Merkmalsanzahl auf m = 30 Merkmale
verbessert sich missForest relativ zu den anderen Verfahren und erzielt ähnliche
Ergebnisse wie die stochastische lineare Regressionsimputation.

Generelle Tendenzen

Ähnlich wie bei den vorherigen Gütekriterien profitieren die Imputationsverfahren bei
der Schätzung der Regressionskoeffizienten von einer größeren Anzahl an Objekten und
verschlechtern sich mit steigendem Anteil fehlender Werte. Der Ausfallmechanismus
hat erneut nur wenig Einfluss auf die Verfahren. Die Erhöhung der Merkmalsanzahl
ist für die linearen Regressions- und EM-Imputationsverfahren stets problematisch,
während andere Verfahren wie die adaptive Regressionsimputation davon profitieren.
Ob und wie die Korrelation die Ergebnisse beeinflusst, ist abhängig von den anderen
Faktoren und nicht einmal für einzelne Imputationsverfahren eindeutig. So verbessert
sich z. B. die deterministische lineare Regressionsimputation bei den Datenmatrizen
mit m = 6 Merkmalen und n = 100 Objekten tendenziell mit steigender Korrelation,
während sie sich bei derselben Merkmalsanzahl und n = 500 Objekten deutlich
verschlechtert.

Im Gegensatz zu den bisherigen Gütekriterien sind bei der Schätzgüte der Regres-
sionskoeffizienten Unterschiede zwischen der deterministischen linearen Regressions-
und deterministischen EM-Imputation bzw. der stochastischen linearen Regressions-
und der stochastischen EM-Imputation zu erkennen. Normalerweise ist die jeweilige
Variante der linearen Regressionsimputation der zugehörigen EM-Imputationsvariante
überlegen. Die Unterschiede fallen stellenweise nur klein aus, sind aber insbesondere
bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten gut zu erkennen. Insgesamt schneiden
bei diesem Kriterium die stochastischen Verfahren normalerweise besser als ihre de-
terministischen Gegenparte ab. Dabei ist häufig das einfache Random Hot-Deck das
beste Verfahren, das jedoch bei den Datenmatrizen mit wenig Merkmalen teilweise zu
(sehr) schlechten Ergebnissen führt. Im Gegensatz dazu liefert das Nearest-Neighbor
Hot-Deck über alle Faktorstufenkombinationen relativ verlässlich gute Schätzwerte.

6.3.6 Auswirkungen auf die Prognosewerte

Die Auswirkungen der Imputationsverfahren auf die Prognose mithilfe einer linearen
Regression sind in den Abbildungen 6.15 und 6.16 dargestellt. Die Struktur der
beiden Abbildungen 6.15 und 6.16 entspricht der Struktur der Abbildungen in den
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Abbildung 6.15: RMSE zwischen wahren und prognostizieren Werten (Datenmatrizen
mit n = 100 Objekten)
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6.3 Ergebnisse der Simulationsstudie

vorherigen Abschnitten. Nun werden jedoch auf der Ordinatenachse die Abweichungen
zwischen den wahren und den prognostizierten Werten nach der Anwendung des
jeweiligen Imputationsverfahrens abgetragen. Die Werte für alle Verfahren bei allen
Faktorstufenkombinationen sind in der Tabelle E.6 im Anhang angegeben.

Datenmatrizen mit 100 Objekten

Bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten, dargestellt in der Abbildung 6.15, exis-
tiert bei m = 6 Merkmalen und niedriger oder mittlerer Korrelation eine Zweiteilung
der Verfahren. Die Gruppe bestehend aus den drei stochastischen Verfahren und dem
Nearest-Neighbor Hot-Deck führen zu schlechteren Ergebnissen als die Gruppe der
übrigen Verfahren. Aus dieser Gruppe der besten Verfahren löst sich missForest bei
m = 6 Merkmalen etwas heraus, da es leicht schlechter als die übrigen Verfahren dieser
Gruppe ist. Bei den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen und hoher Korrelation
sind kaum Unterschiede zwischen den Verfahren in der Abbildung 6.15 erkennbar.
Zusätzlich zu der Abbildung 6.15 zeigen die Werte in der Tabelle E.6, dass das einfa-
che Random Hot-Deck bei mittlerer und hoher Korrelation etwas schlechter als die
restlichen Verfahren ist.

Bei den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen sind die prognostizierten Werte für
alle Verfahren deutlich schlechter als bei den Datenmatrizen mit m = 6 Merkmalen.
Dies liegt jedoch weniger an den Imputationsverfahren als vielmehr an der Tatsache,
dass die lineare Regression selbst bei vollständigen Datenmatrizen bei n = 100 Objek-
ten und m = 30 Merkmalen die Werte deutlich schlechter prognostizieren kann. Aus
den Ergebnissen bei den Datenmatrizen mit m = 30 Merkmalen stechen die besonders
schlechten Resultate der EM-Imputationsverfahren hervor. Von diesen extremen Wer-
ten abgesehen ist bei niedriger Korrelation wieder eine Zweiteilung der Verfahren zu
erkennen, wobei dieses Mal missForest, die adaptive Regressionsimputation und die
Mittelwertimputation die Gruppe der besten Verfahren bilden. Bei mittlerer und hoher
Korrelation sind mit Ausnahme der EM-Imputationsverfahren kaum Unterschiede
zwischen den Verfahren erkennbar. Bei hoher Korrelation sind die beiden einfachen
Imputationsverfahren etwas schlechter als die restlichen Verfahren (mit Ausnahme
der EM-Imputationsverfahren).

Datenmatrizen mit 500 Objekten

Auch in der Abbildung 6.16, in der die Ergebnisse der Datenmatrizen mit n = 500
Objekten dargestellt sind, ist bei niedriger Korrelation wieder eine Zweiteilung der Ver-
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Abbildung 6.16: RMSE zwischen wahren und prognostizieren Werten (Datenmatrizen
mit n = 500 Objekten)
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fahren zu erkennen. Hierbei sind die Gruppen identisch zu denen der Abbildung 6.15.
Wie auch bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten ist missForest bei den Daten-
matrizen mit n = 500 Objekten und m = 6 Merkmalen etwas schlechter als die Gruppe
der besten Verfahren. Bei mittlerer und hoher Korrelation ist das einfache Random
Hot-Deck etwas schlechter als die übrigen Verfahren. Ihm folgen meist die beiden
anderen stochastischen Verfahren und das Nearest-Neighbor Hot-Deck. Die besten
Verfahren sind die adaptive und die deterministische lineare Regressionsimputation
sowie die deterministische EM-Imputation. Bei den Datenmatrizen mit m = 30 Merk-
malen ist missForest ähnlich gut wie diese beiden Verfahren. Bei den Datenmatrizen
mit m = 6 Merkmalen ist missForest jedoch etwas schlechter als diese beiden Ver-
fahren. Die Mittelwertimputation ist normalerweise (etwas) schlechter als die besten
Verfahren.

Generelle Tendenzen

Wie bei fast allen bisherigen Kriterien werden die Ergebnisse der Verfahren mit
zunehmendem Anteil fehlender Werte schlechter. Jedoch schwächt sich dieser Effekt mit
zunehmender Korrelation ab. Eine Steigerung der Objektanzahl und der Korrelation
hat einen positiven Einfluss auf die prognostizierten Werte, während eine Erhöhung
der Merkmalsanzahl sich meist negativ auswirkt. Die simulierten Ausfallmechanismen
beeinflussen die Ergebnisse fast nicht.
Erneut sind die Ergebnisse der deterministischen bzw. stochastischen Formen der

linearen Regressions- und EM-Imputation mit Ausnahme der Datenmatrizen mit n =
100 Objekten und m = 30 Merkmalen sehr ähnlich. Ferner sind mit Ausnahme dieser
Datenmatrizen die deterministischen Verfahren stets ihren stochastischen Gegenparts
überlegen. Über alle Faktorstufen hinweg betrachtet, sind die deterministische lineare
und die adaptive Regressionsimputation die besten Verfahren bei diesem Kriterium.

6.4 Zusammenfassung und Interpretation
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulationsstudie zusammengefasst,
interpretiert und praktische Implikationen aus ihnen abgeleitet. Zunächst werden
die Ergebnisse der einzelnen Imputationsverfahren aggregiert über die verschiedenen
Gütekriterien betrachtet. Anschließend wird der Einfluss untersucht, den die Gü-
tekriterien auf die Bewertung der Imputationsverfahren haben. Ferner werden die
Auswirkungen dargestellt, welche die in der Simulationsstudie variierten Faktoren auf
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

die Güte der Imputationsverfahren haben. Daraufhin werden die Simulationsstudie
kritisch gewürdigt und Limitationen aufgezeigt. Zum Abschluss des Kapitels werden
praktische Implikationen aus den Simulationsergebnissen abgeleitet.

6.4.1 Ergebnisse der einzelnen Imputationsverfahren

Die in Abschnitt 6.3 präsentierten Ergebnisse der Imputationsverfahren werden in der
Abbildung 6.17 zusammengefasst. Für diese Abbildung werden für jede Kombinati-
on aus Datenmatrixstruktur (Objektanzahl, Merkmalsanzahl, Korrelation), Ausfall
(Anteil fehlender Werte, Ausfallmechanismus) und Gütekriterium die Verfahren mit
Rängen versehen. Das beste Verfahren auf einer solchen Faktorstufenkombination
(das mit dem geringsten RMSE-Wert) erhält dabei den Rang 1 und das schlechteste
den Rang 9. Diese Ränge werden anschließend für jedes Verfahren über die beiden
Faktoren Anteil fehlender Werte und Ausfallmechanismus gemittelt, da diese beiden
Faktoren nur wenig Einfluss auf die Ränge besitzen. Anschließend wird der so berech-
nete mittlere Rang der Verfahren in der Abbildung 6.17 dargestellt. Ein Punkt in
der Abbildung 6.17 fasst also 15 Punkte (fünf Faktorstufen Anteil fehlender Werte
kombiniert mit drei Faktorstufen Ausfallmechanismen) der Abbildungen 6.5 bis 6.16
zusammen. Hierdurch werden die Ergebnisse eines Verfahrens in einer Facetten-Spalte
der Abbildungen 6.5 bis 6.16 durch einen Punkt in der Abbildung 6.17 repräsentiert.
Aus der Abbildung 6.17 geht noch einmal deutlich hervor, dass es kein universell

bestes Verfahren gibt. Vielmehr hängt das beste Verfahren und die Reihenfolge der
Verfahren von der Datenmatrixstruktur und dem Gütekriterium ab. Die Korrelation
beeinflusst dabei den Rang der einfachen Imputationsverfahren besonders stark. Bei
einer niedrigen Korrelation von ρ = 0,1 ist bei fast allen Kriterien und Datenma-
trixdimensionen mindestens eins der beiden einfachen Imputationsverfahren unter
den drei besten Verfahren und in über 50 % der Fälle ist eines der beiden sogar das
beste Verfahren. Jedoch verlieren die einfachen Verfahren mit steigender Korrelation
normalerweise diese guten Plätze und werden deutlich schlechter. Dies ist z. B. sehr
gut bei der Mittelwertimputation (rote durchgezogene Linie) beim Kriterium Imputa-
tionswerte zu erkennen. Diese starke Abhängigkeit der Rangfolge von der Korrelation
ist bei genauerer Analyse nicht verwunderlich. Bei einer sehr niedrigen Korrelation
existieren fast keinerlei Zusammenhänge in den Daten, die von den anderen Imputati-
onsverfahren genutzt werden könnten. Je mehr Informationen zur Imputation jedoch
in der Datenmatrix vorhanden sind und je besser die Verfahren diese Informationen
nutzen können, desto besser schneiden sie im Vergleich zu den einfachen Verfahren
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Abbildung 6.17: Mittlere Ränge der Verfahren
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ab. Im Vergleich zu den beiden einfachen Imputationsverfahren verhalten sich die
Ränge der restlichen Imputationsverfahren relativ stabil gegenüber einer Änderung der
Korrelation, insbesondere wenn der durch die Rangänderungen der einfachen Verfahren
induzierte Effekt aus den Ergebnissen der restlichen Verfahren herausgerechnet wird.
Eine weitere Auffälligkeit in der Abbildung 6.17, die auch in den Abbildungen 6.5

bis 6.16 deutlich wird, ist das verhältnismäßig schlechte Abschneiden der linearen
Regressions- und EM-Imputationsverfahren bei den Datenmatrizen mit n = 100
Objekten und m = 30 Merkmalen. Unter Berücksichtigung der Tatsache, dass bei
diesen Datenmatrizen der EM-Algorithmus teilweise nicht konvergiert und die daraus
resultierenden sehr schlechten RMSE-Werte nicht einmal in die Abbildungen 6.5 bis
6.16 eingeflossen sind (vgl. Abschnitt 6.2), wird noch deutlicher, wie groß die Probleme
der beiden EM-Imputationsverfahren bei diesen Datenmatrizen sind. Ein Grund für
das schlechte Abschneiden der linearen Regressions- und EM-Imputationsverfahren bei
diesen Datenmatrizen könnte sein, dass in den Matrizen zu wenig Objekte vorhanden
sind, um die vielen Parametern in den Imputationsmodellen gut schätzen zu können. So
empfehlen z. B. Bankhofer und Vogel (2008, S. 228) ein Verhältnis von mindestens 20:1
zwischen der Anzahl an Objekten in der Datenmatrix und der Anzahl zu schätzender
Parameter für ein lineares Regressionsmodell. Dieses Verhältnis wird bei den Matrizen
mit n = 100 und m = 30 Merkmalen deutlich unterschritten.

Abgesehen von den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen
sind die Ergebnisse der deterministischen bzw. stochastischen Varianten der linearen
Regressions- und EM-Imputation im Mittel sehr ähnlich. Dies geht zum einen aus der
Abbildung 6.17 hervor, in der die Rangdifferenzen zwischen diesen Verfahren oft sehr
klein sind. Noch deutlicher ist es jedoch in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 zu sehen, in
denen häufig fast keine Unterschiede zwischen den Verfahren zu erkennen sind.
Um zu untersuchen, ob die deterministischen bzw. stochastischen Varianten der

linearen Regressions- und EM-Imputation nicht nur im Mittel, sondern auch bei jeder
einzelnen Datenmatrix mit fehlenden Werten zu ähnlichen Ergebnissen führen, wird
zunächst für jede Datenmatrix mit fehlenden Werten die absolute Differenz zwischen
den beiden deterministischen (bzw. stochastischen) Verfahren für jedes Kriterium
bestimmt. In der Abbildung 6.18 sind die Mittelwerte dieser absoluten Abweichungen
zwischen der deterministischen (bzw. stochastischen) linearen Regressions- und EM-
Imputation dargestellt, wobei die absoluten Abweichungen über alle Wiederholungen,
Anteil fehlender Werte, Ausfallmechanismen und Korrelationsstufen gemittelt sind. In
der Abbildung 6.18 werden die Ergebnisse getrennt nach Kriterien (Abszissenachse),
Dimension der Datenmatrizen (Farbe und Punkttyp) sowie deterministischen (durch-
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6.4 Zusammenfassung und Interpretation

gezogene Linien) und stochastischen Verfahren (gestrichelte Linien) dargestellt. Die
Ordinatenachse der Abbildung 6.18 ist logarithmisch skaliert, um die Größenordnungen
besser darstellen zu können.
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Abbildung 6.18: Mittlere absolute Abweichung zwischen der deterministischen (bzw.
stochastischen) Variante der linearen Regressions- und der EM-
Imputation

Zunächst zeigt die Abbildung 6.18 erneut, dass bei den Datenmatrizen mit n = 100
Objekten und m = 30 Merkmalen (rote Linien) meist die größten Unterschiede
zwischen den Verfahren existieren. Mit Ausnahme der Datenmatrizen mit n = 100
Objekten und m = 30 Merkmalen sind die Unterschiede zwischen den deterministi-
schen Verfahren (durchgezogene Linien) normalerweise deutlich kleiner als zwischen
den stochastischen Verfahren (gepunktete Linien). Bei nicht Berücksichtigung dieser
Datenmatrizen sind die Unterschiede zwischen den deterministischen Verfahren (bis
auf in einem Fall) mindestens um den Faktor 1,5 kleiner und in über der Hälfte
der Fälle sogar mindestens um den Faktor 4 kleiner als die Unterschiede zwischen
den stochastischen Verfahren. Unter Berücksichtigung der Bereiche, in denen die
RMSE-Werte normalerweise liegen, existieren die größten Unterschiede zwischen den
beiden deterministischen Verfahren normalerweise bei der Schätzung der Regressi-
onskoeffizienten. Gleichzeitig sind die beiden deterministischen Verfahren bei diesem
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

Kriterium meist die schlechtesten Verfahren (vgl. Abbildung 6.17). Insgesamt existie-
ren zwischen der deterministischen linearen Regressions- und EM-Imputation also nur
nennenswerte Unterschiede bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30
Merkmalen und der Schätzung der Regressionskoeffizienten. Da sie in beiden Fällen
normalerweise nicht zu den besten Verfahren zählen (vgl. Abbildung 6.17), sind diese
Unterschiede für den praktischen Einsatz dieser Verfahren kaum relevant (in beiden
Fällen sollten andere Imputationsverfahren verwendet werden). Abgesehen von diesen
beiden Fällen existieren sowohl im Mittel als auch bei jeder einzelnen Datenmatrix
mit fehlenden Werten kaum Unterschiede zwischen der deterministischen linearen
Regressionsimputation und der deterministischen EM-Imputation.

Um beurteilen zu können, ob für den praktischen Einsatz die EM-Imputation oder
die lineare Regressionsimputation eventuell präferiert werden sollte, ist in der Ta-
belle 6.2 erfasst, bei wie viel Prozent der 1,8 Mio. unvollständigen Datenmatrizen
die EM-Imputation in dem jeweiligen Kriterium zu einem besseren Ergebnis führt
als die lineare Regressionsimputation. Damit deuten Werte von über 50 % auf eine
Überlegenheit der EM-Imputation hin, während kleinere Werte als 50 % auf ein
Überlegenheit der Regressionsimputation hindeutet. Je stärker die Abweichung von
50 % ist, desto deutlicher ist dieser Effekt ausgeprägt. Aus der Tabelle 6.2 geht hervor,
dass die deterministische EM-Imputation etwas häufiger genauere Imputationswerte
als die deterministische lineare Regressionsimputation liefert, dafür aber die Regressi-
onskoeffizienten etwas schlechter schätzt. In den restlichen Kriterien ist kein klarer
Trend zu erkennen.

Kriterium deterministisch stochastisch
Imputationswerte 65 % 70 %
Erwartungswert 50 % 52 %
Varianz 51 % 53 %
Kovarianz 45 % 47 %
Regressionskoeffizienten 38 % 36 %
Prognose 51 % 51 %

Tabelle 6.2: EM-Imputation besser als lineare Regressionsimputation

Bei der stochastischen linearen Regressionsimputation und der stochastischen EM-
Imputation sind auch die Ergebnisse im Mittel sehr ähnlich. Jedoch deutet die
Abbildung 6.18 darauf hin, dass sich die einzelnen imputierten Datenmatrizen bei den
beiden stochastischen Verfahren stärker als bei den deterministischen Verfahren unter-
scheiden. Aus den Werten in der Tabelle 6.2 folgt, dass keines der beiden stochastischen
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Verfahren dem anderen grundsätzlich überlegen ist. Die größeren Abweichungen bei
den stochastischen Verfahren sind also eher auf deren Zufallskomponente als auf eine
generelle Überlegenheit eines der beiden Verfahren zurückzuführen.
Insgesamt sind die geringen Unterschiede zwischen der deterministischen (bzw.

stochastischen) linearen Regressionsimputation und der EM-Imputation nicht ver-
wunderlich. Die Parallelen zwischen der linearen Regressionsimputation und der
EM-Imputation wurden bereits in Abschnitt 4.3.3 dargestellt. Jedoch zeigen insbe-
sondere die Konvergenzprobleme des EM-Algorithmus bei den Datenmatrizen mit
n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen, dass trotz der theoretischen Ähnlichkeit in
der Praxis durchaus Unterschiede zwischen diesen beiden Verfahrenstypen bestehen
können. Abgesehen von diesen Datenmatrizen sind die Unterschiede zwischen der
jeweiligen Variante der linearen Regressionsimputation und der EM-Imputation je-
doch so gering, dass bei der praktischen Auswahl meist anhand der Verfügbarkeit der
Imputationsverfahren in der favorisierten Software entschieden werden kann.

Die beiden Verfahren adaptive Regressionsimputation und missForest weisen in der
Abbildung 6.17 häufig ähnliche Ränge auf. Bei den Imputationswerten, der Schätzung
der Erwartungswerte und der Kovarianzen sowie stellenweise bei den Prognosewerten
führen diese beiden Verfahren zu guten Ergebnissen. Dabei ist die adaptive Regres-
sionsimputation meist etwas besser als missForest. Das Nearest-Neighbor Hot-Deck
verhält sich relativ konträr zu diesen beiden Verfahren. Seine Stärken liegen eher
im Bereich der Varianz- und Regressionskoeffizientenschätzung, während es bei den
anderen vier Kriterien oft mittelmäßig bis schlecht abschneidet.
Eine noch stärkere Aggregation der Ergebnisse (die ausschließlich auf die Im-

putationsverfahren und die verwendeten Gütekriterien ausgerichtet ist) als in der
Abbildung 6.17 erfolgt in der Abbildung 6.19. In der Abbildung 6.19 ist der mittlere
Rang der Verfahren bei den Kriterien aggregiert über alle sonstigen Faktorstufen der
Simulation dargestellt. Ferner ist in der Abbildung 6.19 unter dem Punk „gesamt“
auch der mittlere Rang der Verfahren über alle Faktorstufen inklusive Gütekriteri-
en zu sehen. Diese Abbildung enthält also das Abschneiden der Verfahren in stark
aggregierter Form. Auf der einen Seite werden durch diese Aggregation die meisten
durch die Datenmatrixstruktur induzierten Effekte verdeckt. Auf der anderen Seite
kann auf diese Weise relativ einfach erkannt werden, wie gut die Verfahren bei den
einzelnen Kriterien und über die gesamte Simulationsstudie abschneiden.

Die Abbildung 6.19 verdeutlicht noch einmal das gute Abschneiden der adaptiven
Regressionsimputation in vier der sechs untersuchten Gütekriterien. Hierdurch erhält
die adaptive Regressionsimputation auch insgesamt über alle Kriterien hinweg den
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Abbildung 6.19: Ränge der Verfahren (aggregiert)

niedrigsten Rang aller Verfahren. Gleichzeitig geht aus der Abbildung 6.19 hervor,
dass bei vielen Kriterien kein klar bestes Verfahren existiert, da der durchschnittliche
Rang des besten Verfahrens meist zwei oder größer ist. Das bedeutet, dass auch das in
der Abbildung 6.19 beste Verfahren für ein Gütekriterium in vielen Fällen nicht zum
besten Ergebnis führt, da neben dem Kriterium auch die Struktur der Datenmatrix die
Ergebnisse beeinflusst. Dies unterstreicht noch einmal, dass keines der untersuchten
Imputationsverfahren über alle Faktorstufen und Gütekriterien hinweg stets zu den
besten Verfahren zählt. Bei der praktischen Auswahl eines Imputationsverfahrens, auf
die in Abschnitt 6.4.6 noch einmal genauer eingegangen wird, sind also fast immer
eine Kombination aus Gütekriterium und Struktur der Daten zu beachten.

6.4.2 Einfluss der Gütekriterien

Die Abbildungen 6.17 und 6.19 zeigen, dass zwischen den einzelnen Gütekriterien
teilweise erhebliche Unterschiede bei den Rangfolgen der Verfahren existieren. Dies
wird insbesondere beim Vergleich der deterministischen und stochastischen Verfahren
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6.4 Zusammenfassung und Interpretation

deutlich. Während die deterministischen Verfahren bei den Kriterien Imputationswerte,
Erwartungswerte, Kovarianzen und Prognosewerte den stochastischen überlegen sind,
dominieren die stochastischen bei den Schätzungen der Varianzen und der Regres-
sionskoeffizienten die deterministischen Verfahren. Das Nearest-Neighbor Hot-Deck
nimmt dabei eine Sonderposition ein. Es ist eigentlich ein deterministisches Verfahren,
verhält sich hinsichtlich der erzielten Resultate aber in vielen Fällen eher wie ein
stochastisches Verfahren.

Neben dem Aspekt, dass Kriterien unterschiedliche Arten von Imputationsverfahren
bevorzugen, stellt sich die Frage, inwiefern die Ergebnisse der Verfahren von einem
Gütekriterium auf ein anderes Gütekriterium übertragbar sind. In der Abbildung 6.17
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

gibt es einige Kriterien wie z. B. Genauigkeit der Imputationswerte und Auswirkungen
auf die Erwartungswertschätzung, bei denen sich die Rangfolgen der Verfahren ähneln.
Hingegen unterscheiden sich die Rangfolgen bei anderen Kriterien deutlich. Um diese
Beobachtung zu quantifizieren, sind in der Abbildung 6.20 die Korrelationen der
Rangfolgen zwischen den Gütekriterien dargestellt.71

Aus der Abbildung 6.20 geht hervor, dass die vier Kriterien (Imputationswerte,
Erwartungswerte, Kovarianzen und Prognosewerte), bei denen die deterministischen
Verfahren tendenziell besser abschneiden als die stochastischen, auch eine relativ
hohe positive Korrelation untereinander aufweisen. Hingegen ist bei den anderen
beiden Kriterien (Varianz, Regressionskoeffizienten) keine starke Korrelation zu einem
anderen Kriterium zu erkennen. Die Resultate der Imputationsverfahren bei diesen
beiden Kriterien lassen sich also nur schwer anhand der anderen Kriterien abschätzen.
Ferner existieren in der Abbildung 6.20 auch negative Korrelationen. Dies verdeutlicht
nochmals, dass Verfahren, die bei einem Kriterium gut abschneiden, bei anderen
Gütekriterien auch deutlich schlechtere Ergebnisse erzielen können. Die Abbildung 6.20
deutet darauf hin, dass der Schluss von einem Gütekriterium auf ein anders häufig
nicht ohne zusätzliche Informationen (z. B. wie sich die Gütekriterien zueinander
verhalten) möglich ist.

6.4.3 Auswirkungen der variierten Faktoren

Die Auswirkungen der variierten Simulationsparameter sind in der Tabelle 6.3 getrennt
nach Gütekriterien zusammengefasst. Aus der Tabelle 6.3 geht hervor, dass bei allen
Kriterien mit einer höheren Objektanzahl tendenziell eine Verbesserung der Ergebnisse
einhergeht. Von der größeren Objektanzahl profitieren meist alle Verfahren, jedoch
ist der Effekt bei den einfachen Imputationsverfahren normalerweise nicht so stark
ausgeprägt wie bei den restlichen. Auf der anderen Seite verschlechtern sich die
Ergebnisse aller Verfahren mit steigendem Anteil fehlender Werte (von vereinzelten
Ausnahmen abgesehen). Diese Verschlechterung betrifft die guten Verfahren in einem
Kriterium meist weniger stark als die schlechten Verfahren. Daher vergrößern sich
die Unterschiede zwischen den Imputationsverfahren normalerweise mit steigendem
Anteil fehlender Werte.

Neben diesen beiden sehr eindeutigen Einflüssen führt eine Verstärkung des Aus-
fallmechanismus (also ein Übergang von MCAR zu MAR1:2 oder MAR1:4 bzw. von

71 Als Daten für die Abbildung 6.20 werden nicht die gemittelten Ränge, die in der Abbildung 6.17
dargestellt sind, verwendet, sondern die ursprünglichen Ränge ohne Mittelung über den Ausfall-
mechanismus und den Anteil fehlender Werte.
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Auswirkung einer Erhöhung/Verstärkung des Faktors:
↗: Verbesserung der Imputationsergebnisse
↙: Verschlechterung der Imputationsergebnisse
-: keine Auswirkungen
va: Auswirkung ist stark verfahrensabhängig
WW: Faktor wirkt vor allem durch Wechselwirkungen
( ): Effekt ist nur schwach ausgeprägt

Tabelle 6.3: Auswirkungen der variierten Faktoren

MAR1:2 zu MAR1:4) meist zu einer Verschlechterung der Ergebnisse. Dieser Effekt
ist jedoch bei den meisten Kriterien wenig ausgeprägt und bei den Prognosewerten
nicht nachweisbar. Die Auswirkungen einer Erhöhung der Merkmalsanzahl ist häufig
abhängig vom betrachteten Imputationsverfahren und zusätzlich von der Objektanzahl.
Wenn nur wenige Objekte vorliegen, verschlechtern sich die linearen Regressions- und
EM-Imputationsverfahren oft mit zusätzlichen Merkmalen. Hingegen profitiert die
adaptive Regressionsimputation bei den meisten Gütekriterien unabhängig von der
Objektanzahl vom Übergang von m = 6 zu m = 30 Merkmalen. Es lässt sich für
diesen Faktor daher keine allgemeingültige Aussage ableiten.
Alle Verfahren mit Ausnahme der Mittelwertimputation und des Random Hot-

Decks profitieren meist von einer Erhöhung der Korrelation zwischen den Merkmalen.
Die Mittelwertimputation und das Random Hot-Deck profitieren davon nicht, da
sie als univariate Verfahren die Zusammenhänge zwischen den Merkmalen nicht in
die Berechnung der Imputationswerte miteinbeziehen. Der positive Effekt durch die
Erhöhung der Korrelation wird jedoch teilweise durch die Wechselwirkungen zwischen
dem Ausfallmechanismus und der Korrelation verdeckt. Die Wechselwirkungen mit
dem Ausfallmechanismus können durch die Definition der Ausfallmechanismen erklärt
werden. Je höher die Korrelation zwischen den Merkmalen ist, desto wahrscheinlicher
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werden höhere Werte im Merkmal mit fehlenden Werten gelöscht, wodurch der MAR1:2-
bzw. MAR1:4-Ausfallmechanismus mit zunehmender Korrelation verstärkt wird. Aus
diesem Grund können in den Simulationsergebnissen die Einzeleffekte des Faktors
Korrelation eigentlich nur beim MCAR-Ausfallmechanismus direkt beobachtet werden.
Insgesamt sind die Auswirkungen der variierten Simulationsparameter zumindest in
der Tendenz bei allen Gütekriterien ähnlich. Eine Verstärkung bzw. Erhöhung des
Ausfallmechanismus und des Anteils fehlender Werte bewirkt eine Verschlechterung der
Imputationsergebnisse, während eine Erhöhung der Objektanzahl und der Korrelation
zu einer Verbesserung der Ergebnisse führt.

6.4.4 Vergleich mit existierenden Simulationsstudien

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Simulation mit den Erkenntnissen
existierender Simulationsstudien verglichen. Da die Simulationsstudie insbesondere mit
dem Ziel entwickelt wurde, „weiße Flecken“ bei den Paarvergleichen der Imputations-
verfahren (Tabelle 5.12) zu füllen, ist der direkte Vergleich mit einzelnen Simulationen
schwierig, da keine der 95 Studien im Kapitel 5 eine vergleichbare Verfahrenszu-
sammenstellung wie die vorliegende Simulationsstudie aufweist. Aus diesem Grund
werden die über alle 95 Studien aggregierten Ergebnisse der Abschnitte 5.4.2 und 5.4.3
mit den Ergebnissen dieser Simulation verglichen. Zusätzlich zu den Ergebnissen der
Imputationsverfahren werden auch die Auswirkungen der in der Simulation variierten
Faktoren mit den Auswirkungen bei anderen Simulationen verglichen.
Das gute Abschneiden der adaptiven Regressionsimputation in der Simulation

unterstützt die bereits im vorherigen Kapitel 5 gefundenen Erkenntnisse. Insbesondere
das gute Abschneiden bei der Genauigkeit der Imputationswerte und insgesamt
wird auch durch die fünf im Kapitel 5 gefundenen Simulationsstudien unterstützt.
Ähnliches gilt für das relativ gute Abschneiden von missForest in der Simulation,
welches auch durch die Ergebnisse anderer Simulationsstudien plausibel erscheint.
Dass die deterministische Regressions- und EM-Imputation bei der Genauigkeit der
Imputationswerte eher zu den besseren Verfahren gehören, ist im Einklang mit den
Ergebnissen in der Tabelle 5.9. Auch die eher schlechten Ergebnisse der beiden
einfachen Imputationsverfahren stimmen gut mit den bisherigen Erkenntnissen in der
Literatur überein.

Die auf den ersten Blick größte Überraschung in der Simulation ist das verhältnis-
mäßig schlechte Abschneiden der stochastischen linearen Regressionsimputation. Diese
hat insbesondere bei der Einzelbetrachtung der Verfahren in Abschnitt 5.4.2 sehr gut
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abgeschnitten. Ein Erklärungsansatz für diese Diskrepanz bietet die Tabelle 5.12. Aus
dieser geht hervor, dass die stochastische lineare Regressionsimputation mit vielen
guten Verfahren (insbesondere adaptive Regressionsimputation, missForest, determi-
nistische EM-Imputation) in den untersuchten Studien überhaupt nicht verglichen
wurde. Das gute Abschneiden der stochastischen linearen Regressionsimputation in
anderen Studien kann also unter anderem darauf zurückgeführt werden, dass sie ver-
mutlich mit eher schlechten Verfahren verglichen wurde. Ähnliches gilt wahrscheinlich
auch für das Nearest-Neighbor Hot-Deck.
Die in der Simulation gefundenen Auswirkungen der Faktoren stimmen gut mit

den Erkenntnissen der untersuchten Simulationen überein. Der Faktor, der sowohl
in dieser Studie als auch in der Literatur die eindeutigste Auswirkung auf die Im-
putationsergebnisse hat, ist der Anteil fehlender Werte. Auch die Verbesserung der
Imputationsergebnisse bei einer höheren Anzahl an Objekten ist in der Literatur gut
dokumentiert. Ferner hat der Faktor Ausfallmechanismus auch in dieser Simulation
ähnliche Auswirkungen wie in anderen Simulationen. Außerdem zeigt die Simulati-
on, dass die Anzahl der Merkmale und die Stärke der Korrelation je nach weiteren
Randbedingungen unterschiedliche Auswirkungen auf die Verfahren haben können.
Dies erklärt vermutlich das nicht eindeutige Bild dieser beiden Faktoren in den unter-
suchten Studien. Insgesamt stimmen die Resultate dieser Simulation gut mit denen
existierender Simulationen überein, insofern diese vergleichbar sind.

6.4.5 Kritische Würdigung und Limitationen

In diesem Abschnitt wird die Simulationsstudie kritisch gewürdigt und Limitationen
der vorliegenden Simulation aufgezeigt. Wie bei allen Simulationen stellt sich auch bei
dieser zunächst die Frage nach der Reliabilität der gefundenen Ergebnisse. Außerdem
wird auf das gewählte Simulationsdesign und die Generalisierbarkeit der Ergebnisse
eingegangen.
Die Betrachtungen in Abschnitt 6.2 zeigen, dass fast alle der gefundenen Ergeb-

nisse reliabel sind. Die Monte Carlo Standardfehler der meisten Verfahren sind im
Vergleich zu den erhaltenen RMSE-Werten und den in den Abbildungen 6.5 bis
6.16 dargestellten Bereichen hinreichend klein. Als Ausnahme hiervon sind insbeson-
dere die hohen Monte Carlo Standardfehler der EM-Imputationsverfahren bei den
Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30 Merkmalen sowie der linearen
Regressionsimputationsverfahren bei dem Gütekriterium Regressionskoeffizienten bei
denselben Datenmatrizen zu nennen. Diese hohen Standardfehler könnten theoretisch
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durch eine Erhöhung der Wiederholungsanzahl kompensiert werden. Jedoch wäre eine
Erhöhung der Wiederholungsanzahl um den Faktor 100 oder mehr notwendig, um bei
den EM-Imputationsverfahren Monte Carlo Standardfehler in ähnlichen Dimensionen
wie bei den restlichen Verfahren mit 10.000 Wiederholungen erwarten zu können. Dies
würde jedoch auch die benötigte Rechenkapazität verhundertfachen. Angesichts der
Tatsache, dass hohe Monte Carlo Standardfehler in den Auswertungen normalerweise
von hohen RMSE-Werten begleitet werden (die Verfahren auf den entsprechenden
Faktorstufen also meist zu den schlechtesten Verfahren gehören), erscheint dieser
zusätzliche Ressourceneinsatz nicht gerechtfertigt. Darüber hinaus sind Verfahren,
die eine solch starke Variabilität in ihren Ergebnissen aufweisen, für den praktischen
Einsatz eher ungeeignet, da das Erzielen eines guten Imputationsergebnisses zu stark
zufallsabhängig ist. Aus diesen Gründen wurde auf eine Erhöhung der Wiederholungs-
anzahl, die bereits deutlich höher gewählt war als bei den meisten vergleichbaren
Simulationsstudien (vgl. Abschnitt 5.2), verzichtet.
Eine Alternative zu den in den Abbildungen 6.5 bis 6.16 verwendeten mittleren

RMSE-Werten wäre die Aggregation der einzelnen Wiederholungen mithilfe von
Median-RMSE-Werten. Hierdurch würden vor allem die auffälligen Ausreißer der linea-
ren Regressions- und EM-Imputationsverfahren bei den Datenmatrizen mit n = 100
Objekten und m = 30 Merkmalen bei den Kriterien Varianz, Regressionskoeffizienten
und Prognosewerte niedriger ausfallen, da diese meist auf einigen extremen Werten
basieren. Jedoch würden dadurch auch die Probleme, die bei der Verwendung dieser
vier Verfahren auftreten können, stärker verdeckt werden.

In der Tabelle 6.4 sind die Korrelationen zwischen den mittleren RMSE-Werten
der Abbildungen 6.5 bis 6.16 und den zugehörigen Median-RMSE-Werten unterteilt
nach Kriterien und Dimension der Datenmatrix angegeben.72 Abgesehen von den
oben angesprochenen Gütekriterien bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
und m = 30 Merkmalen ist kein Korrelationskoeffizient kleiner als 0,98. Außerdem
können die drei niedrigen Korrelationen bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
und m = 30 Merkmalen vollständig auf durch die linearen Regressions- und EM-
Imputationsverfahren induzierten Ausreißer zurückgeführt werden. Ohne diese vier
Verfahren betragen auch bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30
Merkmalen die Korrelationen für alle Kriterien mindestens 0,98. Insgesamt würden sich
die Strukturen der Abbildungen 6.5 bis 6.16 (und damit auch die daraus abgeleiteten

72 Die Korrelationskoeffizienten in der Tabelle 6.4 sind auf 3 Nachkommastellen gerundet. Hierdurch
werden Korrelationskoeffizienten, die mindestens den Wert 0,9995 aufweisen, in der Tabelle 6.4 als
1,000 dargestellt. Die Korrelationen betragen jedoch meist nicht exakt 1.
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Aussagen) bei der Verwendung von Medianen anstatt von Mittelwerten nicht wesentlich
ändern. Da die Verwendung von Mittelwerten in den untersuchten Studien deutlich
verbreiteter ist und für diese einfach Monte Carlo Standardfehler berechnet werden
können (vgl. Morris et al., 2019, S. 2086), basieren die Abbildungen 6.5 bis 6.16 auf
Mittelwerten.
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100 6 1,000 0,985 0,999 0,996 0,998 1,000
100 30 1,000 0,980 0,235 0,995 0,877 0,921
500 6 1,000 0,998 1,000 0,999 1,000 1,000
500 30 1,000 0,996 1,000 0,999 1,000 1,000

Tabelle 6.4: Korrelation zwischen mittleren RMSE-Werten und Median-RMSE-Werten

Eine Möglichkeit, weitere Erkenntnisse über das Verhalten von Imputationsverfah-
ren zu gewinnen, bestünde in der Einbeziehung zusätzlicher Imputationsverfahren,
anderer Faktoren (insbesondere anderer Datenmatrixtypen) und allgemein in der noch
stärkeren Variation der Simulationsparameter. Die Einbeziehung von zusätzlichen
Faktoren oder eine Erhöhung der Anzahl an Faktorstufen würde entweder zu einer
noch umfangreicheren Präsentation der Ergebnisse beim selben Detailgrad führen
oder eine stärkere Aggregation der Ergebnisse erforderlich machen. Auf der einen Seite
erscheint eine deutliche Ausweitung der Ergebnispräsentation nicht wünschenswert,
da der zusätzliche Erkenntnisgewinn im Vergleich zur zusätzlichen Präsentationslänge
vermutlich nicht verhältnismäßig wäre. Auf der anderen Seite würde eine stärkere
Aggregation der Ergebnisse dazu führen, dass ein Teil der gefundenen Effekte und
insbesondere Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Faktoren nicht mehr erkenn-
bar wären. Daher erscheint auch dieser Weg nicht zielführend, weshalb die Faktoren
nur im vorliegenden Umfang variiert werden. Außerdem zeigt die Tabelle 5.5, dass in
dieser Simulation deutlich mehr Faktoren als in anderen Simulationen variiert werden,
wodurch ein deutlich umfassenderes Bild über das Verhalten der Imputationsverfahren
gewonnen werden kann.

Anstatt einer bloßen Erhöhung der Anzahl an Faktorstufen oder variierten Faktoren
wäre auch eine Änderung der variierten Faktoren bzw. Anzahl an Faktorstufen denkbar.
Für die Auswahl der variierten Faktoren und deren Stufen werden in Abschnitt 6.1 Be-
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gründungen gegeben und diese sollen hier nicht wiederholt werden. Jedoch wird noch
einmal auf die ausschließliche Verwendung von simulierten Datenmatrizen eingegangen,
da dieser Punkt vermutlich einer der kritischsten beim Simulationsdesign ist. Die
grundsätzliche Entscheidung für die Verwendung simulierter Datenmatrizen anstatt
realer Datenmatrizen bringt diverse Vor- und Nachteile mit sich. So können durch
die Simulation der Datenmatrizen alle Faktoren der Daten direkt beeinflusst werden,
wodurch insbesondere das Zusammenspiel von Haupteffekten einzelner Faktoren und
Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Faktoren transparent untersucht werden
kann. Bei der Verwendung realer Datenmatrizen ist durch die gezielte Auswahl eine
ähnliche Steuerung der Kombination aus Anzahl an Objekten und Merkmalen möglich.
Jedoch ist es nahezu unmöglich, gleichzeitig ähnliche Zusammenhänge zwischen den
Merkmalen über verschiedene Datenmatrizen hinweg sicherzustellen. Wie die Simu-
lationsergebnisse zeigen, kann die Korrelationsstruktur jedoch erheblichen Einfluss
auf die Resultate der Imputationsverfahren besitzen. Auf der anderen Seite besitzen
reale Datenmatrizen den (vermeintlichen) Vorteil, dass sie „real“ sind. Sie können
also theoretisch genau so in der datenanalytischen Realität vorkommen. Dieser Punkt
garantiert jedoch nicht automatisch eine bessere Generalisierbarkeit der Ergebnisse,
da auch bei einer realen Datenmatrix die vorliegenden Strukturen eher typisch für
diese spezielle Datenmatrix als repräsentativ für eine große Klasse an Datenmatrizen
sein kann. Durch die Wahl einer bekannten und verbreiteten Verteilung, wie der mul-
tivariaten Normalverteilung, können eventuell sogar besser generalisierbare Ergebnisse
erzielt werden, wie bei der Verwendung einer realen Datenmatrix mit unbekannter
Verteilung. Auf jeden Fall ist hierdurch die Entstehung und die Art der Datenmatrizen
transparenter, wodurch eine Beurteilung, wie gut die Ergebnisse für eine konkrete
Situation übertragbar sind, leichter als bei der Verwendung realer Datenmatrizen ist.
Neben diesen Gründen deuten die Ergebnisse des Abschnitts 5.3.1 darauf hin, dass
die Verwendung simulierter Datenmatrizen von der Mehrheit der Studien präferiert
wird (vgl. auch Morris et al., 2019, S. 2079). Auf Basis dieser Gründe und unterstützt
durch die empirischen Belege werden in dieser Simulation ausschließlich simulierte
Datenmatrizen verwendet.

In Bezug auf die Datenmatrizen ist noch anzumerken, dass die simulierten Matrizen
durch die Wahl einer multivariaten Normalverteilung exakt den Voraussetzungen der
linearen Regressions- und EM-Imputationsverfahren entsprechen. Diese Verfahren
könnten bei starken Abweichungen von den Voraussetzungen (z. B. stark nicht lineare
Zusammenhänge zwischen den Merkmalen) im Vergleich zu den anderen untersuchten
Verfahren eventuell deutlich schlechter als in dieser Simulation abschneiden. Insbe-
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sondere missForest könnte sich aufgrund seiner flexibleren Struktur relativ zu diesen
Verfahren bei solchen Datenmatrizen verbessern. Die Auswirkungen einer Abweichung
von den Voraussetzungen der Imputationsverfahren hängen jedoch von der exakten
Beschaffenheit der Datenmatrix ab und sind nicht ohne Weiteres quantifizierbar.
Insgesamt erscheinen die Resultate der Simulationsstudie reliabel. Des Weiteren

können die Ergebnisse der Simulation vermutlich gut auf Situationen mit ähnlichen
Datenmatrizen übertragen werden. Falls jedoch erhebliche Abweichungen in der
Struktur der Datenmatrix zu den hier simulierten auftreten, sollten die Erkenntnisse
dieser Simulation nur mit Vorsicht angewendet werden. Dies ist insbesondere der Fall,
falls erheblich mehr Objekte und/oder Merkmale in der Datenmatrix vorkommen.
Jedoch sollten in sonstigen Fällen die Ergebnisse der Simulation eine gute Richtschnur
bieten. Insbesondere können sie in diesen Fällen für die Auswahl eines geeigneten
Imputationsverfahrens herangezogen werden, worauf im folgenden Abschnitt noch
einmal genauer eingegangen wird.

6.4.6 Praktische Implikationen

Neben den bisher abgeleiteten Aussagen kann die Abbildung 6.17 auch zur prakti-
schen Auswahl eines Imputationsverfahrens verwendet werden, falls eine Datenmatrix
mit ähnlichen Strukturen wie eine der simulierten Datenmatrizen vorliegt. Dazu
kann bei bekannter Struktur der Datenmatrix und Analyseziel das jeweils beste
Imputationsverfahren oder eine Auswahl der besten Imputationsverfahren direkt aus
der Abbildung 6.17 ermittelt werden. Eine weitere Entscheidungshilfe ist in der Ab-
bildung 6.21 dargestellt. In ihr ist ein Entscheidungsbaum zu finden, der auf der
Implementierung des CART-Algorithmus im rpart-Paket (Therneau und Atkinson,
2019) basiert. Dem Algorithmus werden als Zielvariable das beste Verfahren und als
erklärende Variablen die Simulationsfaktoren übergeben. Im Vorfeld wird dazu für
jede simulierte Faktorstufenkombination für jedes Gütekriterium das beste Verfahren
ermittelt. Als bestes Verfahren wird dabei für eine Faktorstufenkombination und ein
Gütekriterium das Verfahren ausgewählt, dass über alle Wiederholungen im Mittel
den geringsten RMSE-Wert aufweist.

Der Entscheidungsbaum in der Abbildung 6.21 fasst viele der bisher beschriebenen
Erkenntnisse zusammen. Zunächst macht er noch einmal deutlich, dass die Auswahl
eines geeigneten Imputationsverfahrens entscheidend vom Gütekriterium abhängt.
Gleichzeitig gibt es Gruppe an Gütekriterien, bei denen eher stochastische Verfahren
zu den besten Ergebnissen führen (linker Teil des Baums), während bei anderen Güte-
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Abbildung 6.21: Entscheidungsbaum zur Bestimmung des besten Imputationsverfah-
rens
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kriterien die deterministischen Verfahren meist besser abschneiden (rechter Teil des
Baums). Außerdem ist bei sehr geringer Korrelation häufig eines der beiden einfachen
Imputationsverfahren das beste Verfahren. Ferner zeigt die Vielzahl an Verzweigun-
gen und unterschiedlichen Verfahrensentscheidungen, dass es in der Simulation kein
Verfahren gibt, welches in allen Situationen zum besten Ergebnis führt.

Zusammenfassend können aus den Ergebnissen der Simulation folgende praktische
Implikationen abgeleitet werden:

• Mit zunehmenden Anteil fehlender Werte verschlechtern sich die Imputationser-
gebnisse. Daher sollte ein möglichst geringer Anteil fehlender Werte angestrebt
werden, da sich mit den Imputationsergebnissen auch die Analyseergebnisse
verschlechtern.

• Mehr Objekte verbessern die Imputationsergebnisse. Daher sollte bei der Daten-
erhebung auf eine möglichst hohe Anzahl an Objekten (im Rahmen von anderen
vorliegenden Restriktionen) geachtet werden.

• Bei sehr niedriger Korrelation zwischen den Merkmalen ist es schwer, gute Impu-
tationsergebnisse zu erzielen. Daher sollte bei der Planung der Datenerhebung
immer auf das Hinzufügen geeigneter Merkmale mit hoher Korrelation geachtet
werden, falls fehlende Werte auftreten können. Gleichzeitig sollte die Anzahl an
Merkmalen nicht unnötig erhöht werden, da ein schlichtes mehr an Merkmalen
nicht automatisch zu besseren Imputationsergebnissen führt.

• EM-Imputationsverfahren können bei Datenmatrizen mit wenigen Objekten und
vielen Merkmalen problematisch sein und ihre Ergebnisse sollten bei solchen
Datenmatrizen mit Vorsicht behandelt werden.

• Die Beurteilung eines Verfahrens kann unter anderem vom betrachteten Gü-
tekriterium abhängen. Der Schluss von einem Gütekriterium auf ein anderes
ist ohne zusätzliche Informationen nicht ohne Weiteres möglich. Daher sollten
zum einen Verfahren in Simulationen mit mehreren unterschiedlichen Kriterien
bewertet werden. Zum anderen sollten bei der Verfahrensauswahl in der Praxis
nur Studien berücksichtigt werden, die entweder dasselbe oder ein sehr ähnliches
Gütekriterium verwenden, wie die Aspekte, die im Rahmen der Datenanalyse
untersucht werden sollen.
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6 Simulationsstudie: Vergleich der besten Verfahren

• Es gibt nicht das universell beste Imputationsverfahren. Vielmehr sollte in
Abhängigkeit von der Fragestellung bzw. dem Analyseziel und der Datenmatrix
stets ein geeignetes Imputationsverfahren ausgewählt werden.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Güte von Imputationsverfahren für unvollständige
Datenmatrizen zu untersuchen. Bevor dies geschah, wurde zunächst im Kapitel 2
unter anderem darauf eingegangen, ob unvollständige Datenmatrizen überhaupt ein
in der Realität existierendes Phänomen sind. Dabei zeigte sich, dass in vielen em-
pirischen Untersuchungen fehlende Werte auftreten und daher eine Beschäftigung
mit MD-Verfahren meist ein Gebot der Notwendigkeit ist. Im Kapitel 3 wurde dann
ein Überblick über die verschiedenen MD-Verfahren gegeben und einzelne Verfah-
ren auch detaillierter vorgestellt, da einige Imputationsverfahren auch auf anderen
MD-Verfahrenstypen beruhen. Anschließend stellte das Kapitel 4 verschiedene in
der Literatur zu findende Imputationsverfahren vor. Diese auf den ersten Blick sehr
unterschiedlich wirkenden Verfahren wurden zum Abschluss des Kapitels in einen
abstrakteren Kontext gesetzt. Hierdurch konnte gezeigt werden, dass die Imputations-
verfahren bei aller Unterschiedlichkeit ebenfalls starke Gemeinsamkeiten auch über
Verfahrensgruppen hinweg besitzen.

Nach diesen Vorarbeiten wurde im Kapitel 5 eine umfassende Literaturrecherche
durchgeführt, um Simulationsstudien zu finden, die Imputationsverfahren vergleichen.
Um die Güte von Imputationsverfahren und -verfahrensgruppen anhand dieser Stu-
dien bewerten zu können, mussten Anforderungen zur Sicherstellung einer gewissen
Mindestqualität der Studien festgelegt werden. Durch die Selektion der gefunden
Literaturquellen anhand dieser Anforderungen resultierten am Ende 95 auswertba-
re Quellen. Um ein besseres Verständnis für Simulationsstudien zum Vergleich von
Imputationsverfahren zu schaffen, wurden zunächst der Aufbau von solchen Simu-
lationen und der Rahmen untersucht, in welchem einzelne Simulationsparameter
variiert werden. Anschließend wurden als Erstes die aus dem Kapitel 4 bekannten
Verfahrensgruppen bewertet und daraufhin die Güte einzelner Imputationsverfahren
anhand der gefundenen Quellen untersucht. Bei dieser Bewertung zeigte sich unter
anderem, dass für viele der gut bewerteten Imputationsverfahren bisher nur wenige bis
gar keine direkten Vergleiche existieren. Daher wurde anschließend im Kapitel 6 eine
eigene umfangreiche Simulationsstudie durchgeführt, die diese anhand der Literatur

233



7 Zusammenfassung und Ausblick

identifizierten vielversprechenden Imputationsverfahren direkt miteinander vergleicht.
Im Rahmen dieser Studie konnten diverse Erkenntnisse gewonnen werden, die im
Folgenden auch mit den Resultaten des Kapitels 5 verknüpft werden.
Ein die Kapitel 5 und 6 übergreifender Punkt ist die Frage nach der Verläss-

lichkeit der mittels Simulation gewonnenen Erkenntnisse. Um diese Verlässlichkeit
bei Simulationen zu bewerten, empfehlen unter anderem Flegal et al. (2008, S. 259)
und Morris et al. (2019, S. 2081) die Angabe von Monte Carlo Standardfehlern. Die
Betrachtungen zu den Monte Carlo Standardfehlern in Abschnitt 6.2 zeigen, dass
N = 10.000 Wiederholungen für die im Kapitel 6 durchgeführte Simulationsstudie
ausreichend sind. Die Variabilität (gemessen durch den Monte Carlo Standardfehler)
verhält sich etwa proportional zu 1√

N . Wenn also dieselbe Simulation mit N = 100 oder
sogar nur mit N = 10 Wiederholungen durchgeführt worden wäre, wären die Monte
Carlo Standardfehler ca. 10- bzw. 32-Mal höher gewesen. Diese Größenordnung an
Monte Carlo Standardfehlern hätte in manchen Fällen eine Ableitung von reliablen
Aussagen nicht mehr ermöglicht. Vor diesem Hintergrund erscheint die Verlässlichkeit
von Ergebnissen aus Simulationen mit nur wenigen Wiederholungen fragwürdig, wenn
keine zusätzlichen Informationen zur Stabilität der Ergebnisse angegeben sind. Dies
bedeutet auf der einen Seite für „Konsumenten“ von Simulationsstudien, dass sie
sich vor der Verwertung der Ergebnisse zunächst die Anzahl an Wiederholungen
(oder noch besser geeignete Reliabilitätsmaße, wenn diese angegeben sind) anschauen
sollten, um entscheiden zu können, ob die Ergebnisse und die aus diesen gezogenen
Schlüsse überhaupt reliabel sein können. Die Wichtigkeit dieses Punktes wird durch
die verbreitete Kombination aus wenigen Wiederholungen und dem gleichzeitigen
Fehlen einer Reliabilitätsbetrachtung bei vielen Veröffentlichungen zu Simulationen
unterstrichen (vgl. Abschnitt 5.2). Auf der anderen Seite sollten Autoren bei der
Veröffentlichung von Simulationsergebnissen darauf achten, dass sie zum einen ei-
ne ausreichende Anzahl an Wiederholungen in der Simulation verwenden und zum
anderen geeignete Reliabilitätsmaße (siehe z. B. Morris et al., 2019, S. 2086) angeben.

Basierend auf den Erkenntnissen der Kapitel 5 und insbesondere 6 zeigt sich, dass
kein universell bestes Verfahren existiert. Falls nur eine sehr geringe Korrelation in
den Datenmatrizen vorhanden ist, dann schneidet fast immer eines der einfachen
Imputationsverfahren am besten ab (vgl. auch Bankhofer, 1995, S. 188). Erst mit
zunehmender Korrelation geraten die einfachen Imputationsverfahren ins Hintertreffen.
Welches Imputationsverfahren im praktischen Einsatz „das richtige“ ist, hängt jedoch
von mehr Faktoren als der Korrelation ab. Ein weiterer entscheidender Punkt ist das
eigentliche Analyseziel, da die Imputationsverfahren bei verschiedenen Gütekriterien
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(respektive Analysezielen) unterschiedlich gut abschneiden. Eine Entscheidungshilfe
zur Auswahl eines Imputationsverfahrens bei bekanntem Analyseziel stellt der Ent-
scheidungsbaum in der Abbildung 6.21 dar, welcher auch die vorliegende Struktur der
Datenmatrix mitberücksichtigt.

Zum Ende des Kapitels 6 wurden noch praktische Implikationen zur Planung einer
Datenerhebung unter MD-Gesichtspunkten und Auswahl eines geeigneten Imputati-
onsverfahrens basierend auf den Ergebnissen der Simulationsstudie abgeleitet. Diese
Empfehlungen werden im Folgenden um weitere Erkenntnisse aus der Literaturrecher-
che ergänzt und zusammengefasst:

• Oberstes Ziel beim Umgang mit fehlenden Werten sollte deren Vermeidung sein,
da im Normalfall alle Analyseergebnisse unabhängig von dem konkret ange-
wendeten MD-Verfahren mit zunehmendem Anteil fehlender Werte ungenauer
werden.

• Bei der Datenerhebung sollte eine möglichst hohe Anzahl an Objekten (im
Rahmen von anderen vorliegenden Restriktionen) angestrebt werden.

• Falls fehlende Werte in manchen Merkmalen unvermeidbar sind, sollten Merkma-
le mit einer möglichst hohen Korrelation zu diesen Merkmalen in die Erhebung
eingeschlossen werden, damit gute Hilfsvariablen für eine Imputation verfügbar
sind. Gleichzeitig sollte die Erfassung unnötiger Merkmale vermieden werden.

• Bei Datenmatrizen, die gleichzeitig viele Merkmale und wenige Objekte besitzen,
ist bei der Auswahl eines Imputationsverfahrens besondere Vorsicht geboten.

• Neben der Struktur der Datenmatrix ist das eigentliche Analyseziel entscheidend
für die Auswahl eines Imputationsverfahrens.

Neben den gewonnenen Erkenntnissen ist es auch wichtig zu erwähnen, welche
Aspekte im Rahmen dieser Arbeit nicht mitbetrachtet wurden. Hierbei sind zum
einen Imputationsverfahren zu nennen, die auf spezielle Daten ausgerichtet sind.
Insbesondere im Bereich longitudinaler Daten existiert eine Vielzahl an speziellen
Verfahren, die für diese Daten eventuell besser als die hier untersuchten Methoden
sind (vgl. z. B. Schwab, 1991, S. 90–151; Engels und Diehr, 2003; Daniels und Hogan,
2008). Ferner wurden keine Verfahren betrachtet, die eine explizite Berücksichtigung
von MNAR-Daten erlauben (ein Einstieg in solche Verfahren ist z. B. bei Little und
Rubin (2020, S. 351–403) zu finden). Außerdem wurde das bekannte Problem, dass
Imputationsverfahren in der Regel zu einer Unterschätzung von Standardfehlern bei
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Parameterschätzungen führen, nicht vertieft (vgl. z. B. Dempster und Rubin, 1983,
S. 8; Schafer und Graham, 2002, S. 161; Enders, 2010, S. 42). Jedoch existieren in der
Literatur auch mehrere Ansätze, um dieses Problem zu lösen (vgl. z. B. Little und
Rubin, 2020, S. 85–101).
Neben diesen bewusst gewählten Einschränkungen zeigten sich im Rahmen der

Arbeit auch mehrere Forschungslücken. Zum einen erscheint ein weiterer Vergleich
der im Kapitel 5 gefundenen besten Verfahren lohnenswert. Auch die unabhängige
Untersuchung von Imputationsverfahren, die auf Clusteranalyse-Verfahren basie-
ren, erscheint ein erstrebenswerter Forschungsweg zu sein, um herauszufinden, ob
diese Verfahrensgruppe wirklich so vielversprechend ist, wie die Ergebnisse in Ab-
schnitt 5.4.1 suggerieren, oder ob die guten Ergebnisse in diesem Abschnitt eher auf
einem Publikation-Bias beruhen. Ein weiterer Punkt, der in den aktuellen Studien
häufig nicht betrachtet wird, ist die Imputation qualitativer oder gemischt-skalierter
Datenmatrizen. Da solche Datenmatrizen in der Realität auch verbreitet sind, erscheint
weitere Forschung zur Imputation solcher Matrizen lohnenswert. Auch wenn diese
Arbeit weitere Erkenntnisse zu Imputationsverfahren und deren Güteuntersuchung ins-
besondere mittels Simulation generieren konnte, so existieren doch noch verschiedene
Themengebiete für weitere Forschung im Bereich der Imputationsverfahren.
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A Alternative Definitionen der
Ausfallmechanismen

Neben den Definitionen der Ausfallmechanismen in den Abschnitten 2.4.1 bis 2.4.3
existieren in der Literatur auch andere, abweichende Definitionen. Diese Abweichungen
führen immer wieder zu Konfusionen (vgl. Seaman et al., 2013, S. 257). Um diese
zu vermeiden, werden im Folgenden andere in der Literatur verwendete Definitio-
nen gegeben und die Beziehungen dieser Definitionen zu denen des Abschnitts 2.4
aufgezeigt.

Um die Beziehungen zwischen den unterschiedlichen Definitionen deutlicher zu ma-
chen, wird zusätzliche Notation eingeführt. Aobs = o(A,V ) enthält die beobachteten
Werte der Datenmatrix A. Die Schreibweise o(A,V ) verdeutlicht, dass Aobs sowohl
von A als auch von der MD-Indikatormatrix V abhängt. Analog enthält Amis die
unbeobachteten Werte von A (vgl. Seaman et al., 2013, S. 258). Bei Aobs und Amis

handelt es sich in der Regel nicht mehr um Matrizen (vgl. Bankhofer, 1995, S. 6).
Für die Differenzierung zwischen den verschiedenen Definitionen der Ausfallmecha-
nismen ist neben der Unterscheidung zwischen beobachteten und unbeobachteten
Werten auch der Unterschied zwischen den Zufallsvariablen A,Aobs,Amis,V und ihren
Realisierungen á, áobs, ámis, v́ von besonderer Bedeutung (vgl. Seaman et al., 2013,
S. 258).
Im Folgenden werden zu den in Abschnitt 2.4 gegebenen Definitionen äquivalente

Definitionen der Ausfallmechanismen eingeführt, die einen Vergleich mit alternativen
Definitionen erleichtern. Eine zur Gleichung (2.7) übereinstimmende Definition von
MAR ist

f (V = v |A = a, φ) = f (V = v |A = a∗, φ)
∀φ, v, a, a∗ mit o(a, v) = o(a∗, v).

(A.1)

Die Bedingung ∀v, a, a∗ mit o(a, v) = o(a∗, v) macht noch einmal deutlich, dass die
Gleichheit für alle möglichen Kombinationen aus MD-Indikatormatrix und beobachte-
ten Werte gelten muss (vgl. Seaman et al., 2013, S. 258–259).
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Die ursprüngliche Definition des MAR-Ausfallmechanismus von Rubin (1976, S. 582)
ist weniger restriktiv als die Forderungen der Gleichung (2.7) bzw. Gleichung (A.1).
Rubin (1976, S. 582) bezeichnet die Daten als MAR, wenn

f (V = v́ |A = a, φ) = f (V = v́ |A = á, φ)
∀φ, a mit o(a, v́) = o(á, v́)

(A.2)

gilt. Die Gleichheit muss in der Gleichung (A.2) nur für das realisierte Ausfallmuster
v́ und die realisierten beobachteten Werte á gelten (vgl. Rubin, 1976, S. 582; Seaman
et al., 2013, S. 258). Im Gegensatz dazu wird die Gleichheit in der Gleichung (A.1) für
alle möglichen Kombinationen aus realisierbaren Ausfallmustern und beobachteten
Werten gefordert. Die Forderungen der Gleichung (A.2) sind also weniger restriktiv
als die Definition des Abschnitts 2.4.2. Die Gleichung (A.2) ist bei Vorliegen eines
MAR-Ausfallmechanismus im Sinne der Definition des Abschnitts 2.4.2 immer erfüllt
(vgl. Seaman et al., 2013, S. 259).

Da in der Gleichung (A.2) die Gleichheit nur für das realisierte Ausfallmuster und
die realisierten beobachteten Werte gelten muss, wird dieser Ausfallmechanismus von
Seaman et al. (2013, S. 258) auch als realised MAR bezeichnet. Im Gegenzug wird
der in Abschnitt 2.4.2 definierte Ausfallmechanismus auch als everywhere MAR (vgl.
Seaman et al., 2013, S. 258), always MAR (vgl. Rubin, 1976, S. 584) oder missing
always at random (vgl. Mealli und Rubin, 2015, S. 997; Little und Rubin, 2020,
S. 136) bezeichnet. Falls der Unterschied zwischen beiden Definitionen entscheidend
ist, werden in Anlehnung an Seaman et al. (2013, S. 258) die Begriffe realised MAR
und everywhere MAR verwendet.
Für den MCAR-Ausfallmechanismus existiert ebenfalls eine zur Gleichung (2.3)

äquivalente Definition, die beim Vergleich mit alternativen Definitionen hilfreich ist:

f (V = v |A = a, φ) = f (V = v |A = a∗, φ) ∀φ, v, a, a∗. (A.3)

Diese Gleichung verdeutlicht nochmals, dass die Wahrscheinlichkeit für die Realisierung
einer bestimmten MD-Indikatormatrix v konstant für alle möglichen Ausprägungen der
Datenmatrix A ist. Dies gilt für alle möglichen MD-Indikatormatrizen (vgl. Seaman
et al., 2013, S. 259).

Auch für MCAR existiert eine weniger restriktive Definition:

f (V = v́ |A = a, φ) = f (V = v́ |A = a∗, φ) ∀φ, a, a∗. (A.4)
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Bei dieser Definition muss die Gleichheit nur für die realisierte Indikatormatrix v́ und
nicht für alle möglichen Indikatormatrizen gelten. Die Gleichung (A.4) ist ebenfalls
weniger restriktiv als die Definition in Abschnitt 2.4.1. Entsprechend gilt die Glei-
chung (A.4) immer, falls die Forderungen der Definition des Abschnitts 2.4.1 erfüllt
sind. Analog zur obigen Unterscheidung der beiden Definitionen von MAR wird der
durch die Gleichung (A.4) definierte Ausfallmechanismus auch als realised MCAR be-
zeichnet (vgl. Seaman et al., 2013, S. 259). Entsprechend heißt der Ausfallmechanismus
des Abschnitts 2.4.1 everywhere MCAR (vgl. Seaman et al., 2013, S. 259) oder auch
missing always completely at random (vgl. Mealli und Rubin, 2015, S. 997; Little und
Rubin, 2020, S. 14). Im Folgenden wird sich auch bei der Bezeichnung dieser beiden
Ausfallmechanismen an der Benennung von Seaman et al. (2013, S. 259) orientiert.

Little und Rubin (2020, S. 13–14, 136) definieren in der 3. Auflage von „Statistical
Analysis with Missing Data“ alle vier Formen der Ausfallmechanismen (unter zusätzlich
vereinfachenden Annahmen). Dabei bezeichnen sie realised MCAR und realised MAR
jeweils verkürzt als MCAR bzw. MAR. In der 2. Auflage von „Statistical Analysis
with Missing Data“ definieren Little und Rubin (2002, S. 12) hingegen nur everywhere
MCAR und everywhere MAR und bezeichnen diese als MCAR bzw. MAR. Auch
wenn die Bezeichnungen MCAR und MAR und die in Abschnitt 2.4 definierten
Ausfallmechanismen also in beiden Auflagen existieren, so muss doch stets genau
darauf geachtet werden, hinter welcher Bezeichnung sich welcher Ausfallmechanismus
bei Little und Rubin (2002, S. 12) und Little und Rubin (2020, S. 13–14, 136) verbirgt.
Auch für MNAR existieren Definitionen, denen dieselben Überlegungen wie bei

MCAR und MAR zugrunde liegen (vgl. Mealli und Rubin, 2015, S. 998). Da der
Fokus dieser Arbeit jedoch nicht auf MD-Verfahren für MNAR-Daten liegt, wird
hier auf detaillierte Auseinandersetzung mit diesen Definitionen verzichtet. Vielmehr
werden in der Abbildung A.1 die Beziehungen zwischen den vier MCAR- und MAR-
Ausfallmechanismen grafisch dargestellt. Die Abbildung A.1 zeigt, dass sowohl aus
everywhere MCAR everywhere MAR folgt, als auch aus realised MCAR realised MAR
folgt. Ferner impliziert die jeweilige everywhere Version auch die zugehörige realised
Version. Hingegen folgt aus realised MCAR bzw. MAR nicht zwingend everywhere
MCAR bzw. MAR. Aus der Abbildung A.1 ist ersichtlich, dass everywhere MCAR die
stärksten Anforderungen an die Daten stellt, da alle anderen drei Ausfallmechanismen
bei Vorliegen von everywhere MCAR automatisch auch vorliegen. Im Gegensatz dazu
stellt realised MAR die schwächsten Forderungen an die Daten (vgl. Seaman et al.,
2013, S. 259).

241



A Alternative Definitionen der Ausfallmechanismen

Everywhere MCAR

Everywhere MAR

Realised MCAR

Realised MAR

Everywhere MAR

Realised MCAR

Realised MAR

Realised MAR

Realised MAR

Abbildung A.1: Beziehungen zwischen den verschiedenen Ausfallmechanismen
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B Stichprobe aus ACS PUMS 2015

Zur Demonstration verschiedener Ausfallmechanismen und MD-Verfahren wird auf
eine Stichprobe aus der American Community Survey (ACS) zurückgegriffen. Die ACS
ist eine jährlich durchgeführte Befragung amerikanischer Bürger durch das US Census
Bureau. Die Ergebnisse dieser Befragung werden in anonymisierter Form jährlich als
1-Year Public Use Microdata Sample (PUMS) veröffentlicht (vgl. U.S. Census Bureau,
2009, S. 3). Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Stichprobe von 200 Personen über
14 Jahren (für jüngere Personen sind keine Einkommensdaten angegeben, weshalb
diese bei der Ziehung der Stichprobe ausgeschlossen wurden) aus der Datenmatrix des
Jahres 2015 (U.S. Census Bureau, 2016) verwendet. Von diesen 200 Personen werden
nur die Merkmale Einkommen (Code des Originalmerkmals: „PINCP“) und Alter
(Code des Originalmerkmals: „AGEP“) betrachtet. In der Abbildung B.1 befindet sich
ein Streudiagramm der Stichprobe. In der Tabelle B.1 sind die Werte aller 200 Objekte
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Abbildung B.1: Stichprobe aus ACS PUMS 2015

dieser Stichprobe angegeben, wobei die Einkommenswerte in Tausend US-Dollar,
gerundet auf die erste Nachkommastelle, dargestellt sind. Um die Auswirkungen
verschiedener MD-Verfahren in den Kapiteln 3 und 4 grafisch zu veranschaulichen,
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Alter Eink. Alter Eink. Alter Eink. Alter Eink. Alter Eink.

52 0 65 0 44 15 33 22 20 4
16 0 47 5,1 56 30 17 0 23 33
23 1,7 58 245 65 12,6 53 0 48 0
53 68 46 75 72 37 21 7 54 0
68 48,8 23 7,7 68 82 67 10,1 55 85
87 28 58 88 44 0,98 49 35,7 61 110
34 18 67 8,1 43 53,8 62 62,2 68 42,6
49 90 15 0 37 0,3 58 41,7 78 20,2
54 54 31 55 22 8 67 33,7 17 0
41 10 68 84,5 88 55,7 57 129 45 12
20 7,8 15 0 28 25 51 13 94 14,4
60 100 64 56 64 80 70 11,9 25 3
68 340 35 4 84 59,8 31 0,48 33 35
65 7 17 2,3 63 38,4 68 24 55 50,1
65 18,6 73 36,3 81 52,5 66 13,2 72 23
18 0 63 45,9 44 218 53 54 47 10
76 19,8 66 43,2 31 20,8 84 14,2 57 64,1
43 27 64 10,2 37 50 26 40 62 42
50 6 68 142 16 0 42 57 26 9,6
75 8,3 38 29,9 55 130 27 77 71 50,3
94 10,7 29 37,5 80 33,9 73 13 71 95
35 94,4 48 25 48 1,2 20 14,4 46 8
65 21,6 19 8,9 58 27 47 35 68 18
42 4 45 106 16 0 51 77 19 0,5
89 9,5 43 85 26 40 56 65 30 0
51 13,7 53 10,6 39 21 61 24,8 22 0
45 16 54 5,5 31 20 65 8 58 100
52 28 87 31,3 61 8,9 47 30 55 9,3
37 47 40 40 56 0 77 35 79 0
24 58 46 57 39 130 45 45 68 40,3
76 0 53 9,6 58 21 59 24,3 54 41,8
27 55 51 0 30 30,7 22 5 50 6
23 15,5 36 0 51 35 24 7,8 69 50,3
31 47 30 1 53 74,6 63 103 58 18
22 0 38 85 38 22 50 140 30 120,5
65 14,5 82 58 15 7,1 59 93,3 53 13
16 0 85 58,2 76 12,6 60 47,2 58 69,0
89 12 29 11,2 53 82 56 72 30 112
21 11 24 0 43 0,5 57 60 64 40,8
70 31 66 10,2 67 0 83 22 39 68

Tabelle B.1: Stichprobe aus ACS PUMS 2015

244



werden 50 Einkommenswerte mithilfe des im Beispiel 2.3 beschriebenen MCAR-
Ausfallmechanismus aus der Stichprobe gelöscht. Die gelöschten Werte sind in der
Tabelle B.1 kursiv dargestellt.

Das mittlere Einkommen bzw. Alter in der vollständigen Stichprobe beträgt 37,2
Tausend US-Dollar bzw. 50,1 Jahre bei einer Standardabweichung von 44,2 Tausend
US-Dollar bzw. 19,6 Jahren. Das Median-Einkommen liegt mit 23,5 Tausend US-Dollar
deutlich unter dem Mittelwert, während das Median-Alter mit 52,5 Jahren leicht über
dem Mittelwert liegt. Die Korrelation zwischen beiden Merkmalen beträgt 0,1754.
Diese Kennzahlen sind noch einmal in der Tabelle B.2 zusammengefasst.

Einkommen Alter
Mittelwert 37,2 50,1
Median 23,5 52,5
Standardabweichung 44,2 19,6
Korrelation 0,1754

Tabelle B.2: Stichprobe aus ACS PUMS 2015: Kennzahlen

Neben der grafischen Veranschaulichung wird die Stichprobe auch im Rahmen einer
kleinen Simulation zur Illustration der Auswirkungen der MD-Verfahren verwendet.
Die Simulation und die Ausfallmechanismen verwenden dabei als Ausgangsbasis die
vollständige Stichprobe. Im Rahmen der Simulation löscht der verwendete MCAR-
Ausfallmechanismus 50 Einkommenswerte zufällig, wie im Beispiel 2.3 beschrieben. Der
benutzte MAR-Ausfallmechanismus löscht zufällig 40 Einkommenswerte bei den 100
ältesten Personen und weitere 10 Einkommenswerte bei den 100 jüngsten Personen in
der Stichprobe, wie im Beispiel 2.6 dargestellt. Der MNAR-Ausfallmechanismus löscht
zufällig 40 Einkommenswerte bei den 100 Personen mit dem höchsten Einkommen und
10 Einkommenswerte bei den 100 Personen mit dem niedrigsten Einkommen, wie im
Beispiel 2.8 beschrieben. Im Rahmen der Simulation wird jeder Ausfallmechanismus
1.000-mal angewandt. Anschließend werden diese unvollständigen Datenmatrizen mit
dem jeweils untersuchten MD-Verfahren behandelt. Hierbei werden die unvollständigen
Datenmatrizen nur einmal erzeugt und gespeichert, sodass alle MD-Verfahren dieselben
unvollständigen Datenmatrizen erhalten. Anschließend werden die in der Tabelle B.2
gegebenen Parameter geschätzt. Zum Schluss wird der Mittelwert der geschätzten
Parameter über alle 1.000 Simulationsläufe aufgeschlüsselt nach Ausfallmechanismen
wiedergegeben. Die für die Durchführung der MD-Verfahren verwendeten R-Pakete
sind in der Tabelle B.3 angegeben.
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Verfahren Quelle
Analyse der vollständigen Objekte Base R (R Core Team, 2020)
Analyse der verfügbaren Objekte Base R (R Core Team, 2020)
EM-Parameterschätzung norm (Novo und Schafer, 2013)
Imputation eines Extremwerts missMethods (Rockel, 2020)
Mittelwertimputation missMethods (Rockel, 2020)
Medianimputation missMethods (Rockel, 2020)
Zufallszahlenimputation selbst geschrieben
Imputation des Verhältnisschätzers selbst geschrieben
Einfaches Random Hot-Deck missMethods (Rockel, 2020)
Hot-Deck innerhalb von Imp.-Klassen missMethods (Rockel, 2020)
Nearest-Neighbour Hot-Deck selbst geschrieben
Det. Regressionsimputation selbst geschrieben
Stoch. Regressionsimputation selbst geschrieben
Lokale Regressionsimputation selbst geschrieben
Imputation mittels SWZ pcaMethods (Stacklies et al., 2007)
Imputation mittels reg. SWZ missMDA (Josse und Husson, 2016)
Imputation mittels bayesscher HKA pcaMethods (Stacklies et al., 2007)
EM-Imputation missMethods (Rockel, 2020)
Imputation mittels kNN selbst geschrieben
missForest missRanger (Mayer, 2021)
GMCimpute selbst geschrieben

Tabelle B.3: Quellen zu den verwendeten MD-Verfahren
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C Lösbarkeit des
Optimierungsproblems (4.15) -
(4.19)

Im Folgenden wird gezeigt, dass das Optimierungsproblem (4.15) - (4.19) genau dann
eine Lösung besitzt, wenn für alle Empfängerobjekte j ∈ Empf mindestens ein poten-
zieller Spender existiert, also |SPj | ≥ 1 ist. Zunächst besitzt das Problem offensichtlich
keine Lösung, falls für ein j ∈ Empf kein Spender existiert, da in diesem Fall eine
Nebenbedingung der Form 0 = 1 für das Objekt j aus der Nebenbedingung (4.17)
resultiert. Um umgekehrt zu zeigen, dass das Problem eine Lösung besitzt, wenn für
jedes Empfängerobjekt j ∈ Empf ein potenzieller Spender existiert, also |SPj | ≥ 1 ist,
wird im Folgenden anhand dieser Voraussetzungen eine zulässige Lösung konstruiert:

Für jedes j ∈ Empf wird xij = 1 für ein i ∈ SPj und xi′j = 0, für alle i ′ ∈ SPj ,
mit i ′ 6= i, gesetzt. Durch |SPj | ≥ 1 ist die Existenz eines solchen i ∈ SPj stets
gewährleistet. Da eine Variable xij nur in einer Gleichung (4.17) vorkommt, erfüllt die
so erhaltene Lösung alle Nebenbedingungen (4.17). Falls eine Indikatorvariable xij in
keiner Nebenbedingung (4.17) vorkommt, wird diese Null gesetzt. Hierdurch sind die
Werte für alle xij festgelegt und es gilt stets xij ∈ {0,1}, womit die Nebenbedingun-
gen (4.19) erfüllt sind. Außerdem sind genau |Empf | xij = 1 und die restlichen xij = 0,
weshalb die Nebenbedingung (4.18) erfüllt ist. Ferner gilt für alle xij stets xij ≤ 1,
wodurch alle Summen in den Nebenbedingungen (4.16) stets kleiner-gleich n sind.
Durch Setzen von dl = n werden also auch die Nebenbedingungen (4.16) eingehalten.
Da alle Nebenbedingungen erfüllt sind, ist die so konstruierte Lösung zulässig.
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D Details und Erläuterungen zum
Kapitel 5

Im Folgenden werden weitere Details und Erläuterungen zu einzelnen Punkten des
Kapitels 5 gegeben. Die Reihenfolge der Ausführungen orientiert sich an der Struktur
des Kapitels 5.

Rückwärtssuche
Bei der Rückwärtssuche werden zunächst alle Quellen aufgenommen, die im Haupt-

teil eines Artikels im Bereich der Vergleiche von MD-Verfahren erwähnt werden.
Zusätzlich wird das Literaturverzeichnis der Artikel nach weiteren Quellen mit Si-
mulationsstudien durchsucht. Alle so identifizierten Quellen werden im Rahmen der
Rückwärtssuche erfasst.

Stichwortsuche
Die Stichwortsuche im Web of Science wurde am 27.06.2019 mit dem Suchstring

„imputation AND (simulation OR evaluation OR comparison)“ in der Web of Science
Core Collection Datenbank durchgeführt. Als zulässiger Suchbereich wurde dabei
„Topic“ ausgewählt, was unter anderem die Bereiche Titel, Abstrakt und Schlüssel-
wörter einer Quelle umfasst. Diese Suche im Web of Science lieferte insgesamt 3.424
Treffer. Am 05.11.2019 wurde mit demselben Suchstring die Datenbank Business
Source Premier von EBSCO durchsucht. Als Suchbereich wurde „alles“ ausgewählt.
Diese Suche lieferte 729 Treffer.

Aggregation
Die gefundenen Treffer bei der Stichwortsuche aus beiden Datenbanken wurden

mittels Digital Object Identifier (DOI) zusammengeführt. Es wurden dabei die von
den Datenbanken bereitgestellten DOIs verwendet. Treffer, die in einer Datenbank
keine DOI besaßen, wurden zunächst nicht gematcht. Dies geschah unabhängig davon,
ob die DOI nur nicht durch die Datenbank bereitgestellt wurde oder keine DOI für
eine Quelle vergeben war. Aufgrund der sehr heterogenen Eintragungen in den beiden
Datenbanken (z. B. werden Journals in beiden Datenbanken zum Teil unterschiedlich
benannt, Sonderzeichen anders erfasst, Vornamen teilweise abgekürzt und teilweise
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ausgeschrieben usw.) wurden keine weiteren automatisierten Aggregationsschritte
unternommen. Einträge, die nicht mittels DOI gematcht werden konnten, wurden
zunächst als nur einmal vorkommend eingestuft.

Die Aggregation der bei der Rückwärtssuche gefundenen Quellen geschah manuell.
Auch die Aggregation der gefundenen Quellen, die alle Kriterien erfüllen, geschah
manuell. Eine Automatisierung wäre aufgrund des Fehlens eines geeigneten Primär-
schlüssels zu fehleranfällig gewesen. Ferner war auch das automatisierte Matching
mittels einer Kombination aus Autorennamen, Zeitschrift, Jahr, Auflage, Heftnummer
und Seitenanzahl nicht möglich, da die Einträge aus den einzelnen Datenquellen zu
heterogen waren.

Beide Vorgehensweisen in einer Quelle (Abschnitt 5.2)
Falls in einer Quelle beide Vorgehensweisen (vgl. Abschnitt 5.2) verwendet werden

(z. B. Bello, 1993b, S. 861–874; Austin und Escobar, 2005, S. 823–833), wird die Quelle
nicht ausgeschlossen. Jedoch wird für die weitere Auswertung nur der Teil der Quelle,
der auf vollständigen Datenmatrizen basiert, berücksichtigt.

Erfasste Merkmale der Quellen
Für alle 240 auf vollständigen Datenmatrizen beruhenden Quellen (vgl. Abbil-

dung 5.1) werden die üblichen bibliographischen Angaben (Autoren, Titel, Untertitel,
Jahr, Dokumententyp, Zeitschrift, DOI, Band, Nummer, Seiten von - bis), ein von Cita-
vi generierter BibTeX-Key (eindeutiges Identifizierungsmerkmal der Quellen) sowie die
Anzahl an Wiederholungen erfasst. Ferner existiert für jede der in die Rückwärtssuche
einbezogene Quelle und für die beiden Datenbanken ein Merkmal, in dem erfasst wird,
ob die Studie dort zitiert wird bzw. in der Datenbanksuche gefunden wurde. Für alle
Studien, die weniger als 100 Wiederholungen aufweisen, werden keine weiteren Daten
erfasst. Für die verbleibenden 95 Quellen werden die folgenden Merkmale, unterteilt
in sieben Kategorien, erfasst:

• Datenmatrizen: Kombination aus Anzahl Merkmale und Objekte für alle un-
tersuchten Datenmatrizen, getrennt nach den drei Typen von Datenmatrizen
(vgl. Abschnitt 5.3.1) real, Resampling und simuliert. Ferner wird für reale
Datenmatrizen erfasst, ob es sich dabei um Microarray-Datenmatrizen handelt
und für simulierte Datenmatrizen die verwendete Verteilung und Korrelations-
struktur. Außerdem wird erfasst, ob bei dem Faktor Datenmatrizen ein voll-
oder teilfaktorielles Design vorliegt.

• Erzeugung fehlender Werte: Uni- und multivariate Ausfallmuster, Anteil
fehlender Werte
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• MD-Verfahren: Verwendete Imputationsverfahren und andere verwendete
MD-Verfahren

• Gütekriterien: Verwendete Gütekriterien auf einer bis zu vier Ebenen tiefen
Hierarchie (z. B. für Modelle: Oberkategorie, Verfahren, Verfahrensparameter,
Fehlermaß)

• Auswirkungen der Faktoren: Für die Faktoren Anzahl der Objekte, Anzahl
Merkmale, Korrelationsstärke, Ausfallmechanismus, Anteil fehlender Werte und
Gütekriterien wird jeweils in einem Merkmal erfasst, ob die Faktoren in der
Studie variiert werden und wenn ja, welche Auswirkungen diese Variation auf
die Ergebnisse der MD-Verfahren hat.

• Rangfolge der Verfahren: Rangfolge der Verfahren

• sonstiges: Freitext zu den Quellen (Bemerkungen bzw. Anmerkungen)

Anzahl an Wiederholungen
Alle 240 untersuchten Quellen sind in der Tabelle D.1 gegliedert nach der Anzahl an

Wiederholungen angegeben. Die Anzahl an Wiederholungen wird, sofern sie angegeben
ist, direkt aus dem Text der Quelle entnommen. Falls die Anzahl an Wiederholungen
nicht direkt angegeben ist, wird versucht sie anhand anderer Hinweise im Text
abzuleiten (für Informationen, die dafür genutzt werden können vgl. z. B. die Angaben
bei Gleason und Staelin, 1975, S. 240). Wenn die Anzahl an Wiederholungen weder
angegeben wird, noch aus anderen Angaben abgeleitet werden kann, wird die Anzahl an
Wiederholungen als unbekannt eingestuft. Falls für verschiedene Teile einer Simulation
unterschiedliche Anzahlen an Wiederholungen verwendet werden (vgl. z. B. Hentges
und Dunsmore, 1998, S. 744, 750), wird die kleinste der angegebenen Anzahlen an
Wiederholungen erfasst, um die weitere Auswertung nicht durch teilweise unreliable
Simulationsergebnisse zu verzerren.

Falls in einer Veröffentlichung sowohl eine Simulation mit Wiederholungen als auch
eine Demonstration anhand einer oder mehrerer realer Beispieldatenmatrizen ohne
Wiederholungen durchgeführt wird (vgl. z. B. Qin et al., 2009, S. 2797–2803), wird als
Anzahl an Wiederholungen der Wert aus der Simulation verwendet. Die Ergebnisse
der Realdatendemonstration werden bei der Erfassung der Daten für die weitere
Auswertung ausgeschlossen. Hierdurch soll verhindert werden, dass Ergebnisse einer
reliablen Studie nur nicht erfasst werden, weil in derselben Veröffentlichung auch die
Auswirkungen der MD-Verfahren beispielhaft an einer Datenmatrix erläutert werden.

251



D Details und Erläuterungen zum Kapitel 5

Falls in einer Studie Kreuzvalidierung verwendet wird, wird als Anzahl an Wieder-
holungen die Anzahl an Folds verwendet (vgl. z. B. Batista und Monard, 2003, S. 525).
Bei einer mehrfachen Anwendung von Kreuzvalidierung wird die Anzahl Wiederho-
lungen als Produkt aus der Anzahl an Folds und der Anzahl an Wiederholungen der
Kreuzvalidierung berechnet (vgl. z. B. Xia et al., 2017, S. 55). Falls in einer Studie nur
einmal Werte gelöscht werden und anschließend anhand derselben unvollständigen
Datenmatrix mehrfach Imputationsverfahren angewendet werden, dann zählte dies
nur als eine Wiederholung, da die Stochastizität beim Löschen der Werte nicht durch
die Wiederholungen erfasst wird (vgl. z. B. Niloofar und Ganjali, 2014, S. 511).

Wieder-
holungen

Quellen

?

Sehgal et al. (2005), Johansson und Häkkinen (2006), Yoon et al.
(2007), Sehgal et al. (2008), Zhang et al. (2008b), Hruschka et al. (2009),
Sehgal et al. (2009), Wang et al. (2009), Albrecht et al. (2010), Devi
Priya et al. (2011), Di Nuovo (2011), Subasi et al. (2011), Devi Priya
und Kuppuswami (2014), Tian et al. (2014), Devi Priya und Kup-
puswami (2015), Bhushan und Pandey (2016), Datta et al. (2016),
Paniagua et al. (2017), Pati und Das (2017), Waal et al. (2017), Wei
et al. (2018), Jadhav et al. (2019), Liu (2019), Singh und Suman (2019)

1

Gleason und Staelin (1975), Gilley und Leone (1991), Hegamin-
Younger und Forsyth (1998), Raaijmakers (1999), Troyanskaya et al.
(2001), Huang und Zhu (2002), Musil et al. (2002), Scheffer (2002), de
Brevern et al. (2004), Hippel (2004), Kim et al. (2004), Nguyen et al.
(2004), Acock (2005), Feten et al. (2005), Kim et al. (2005), Sentas und
Angelis (2006), Wang et al. (2006), Farhangfar et al. (2007), Hrusch-
ka et al. (2007), Farhangfar et al. (2008), Zhang et al. (2011), Zhu
et al. (2011), Devi Priya und Kuppuswami (2012), Aydilek und Arslan
(2013), Niloofar und Ganjali (2014), Wong et al. (2014), Armitage et al.
(2015), de Souto et al. (2015), Di Guida et al. (2016), Franczak et al.
(2016), Kiasari et al. (2017), Paul et al. (2017), Wang et al. (2017), Liu
et al. (2018), Zhao et al. (2018)

2 Timm (1970), Ding und Ross (2012)
3 Ritz und Edén (2008), Somasundaram und Nedunchezhian (2011)
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Wieder-
holungen

Quellen

5
Brás und Menezes (2006), Brás und Menezes (2007), van Hulse und
Khoshgoftaar (2008), Twala (2009), Ryder et al. (2011), Cheng et al.
(2012), Zhu et al. (2012), Duma et al. (2013), Mikhchi et al. (2016)

7 Downey und King (1998)

10

Beale und Little (1975), Kim und Curry (1977), Batista und Monard
(2003), Oba et al. (2003), Cai et al. (2006), Tuikkala et al. (2006),
Saar-Tsechansky und Provost (2007), Khoshgoftaar und van Hulse
(2008), Zhang (2008), Jerez et al. (2010), Luengo et al. (2010), Wohlrab
und Fürnkranz (2011), Doquire und Verleysen (2012), Luengo et al.
(2012a), Luengo et al. (2012b), Nanni et al. (2012), Nishanth et al.
(2012), Liu et al. (2013), Rahman und Islam (2013), Rutkoski et al.
(2013), Li und Parker (2014), Rahman und Islam (2014), Gautam und
Ravi (2015), Nishanth und Ravi (2016), Rahman und Islam (2016),
Wang et al. (2016), Ghorbani und Desmarais (2017), Beaulieu-Jones
et al. (2018)

13 Islam et al. (2019)
15 Gan et al. (2006), Liu et al. (2010), Silva-Ramírez et al. (2011)

20

Bello (1994), Brock et al. (2008), Paramasivam et al. (2009), García-
Laencina et al. (2010), Ghannad-Rezaie et al. (2010), Pan et al. (2011),
Liao et al. (2014), Pan et al. (2015), Xiao et al. (2016), Saha et al.
(2017), Sefidian und Daneshpour (2019)

25 Friedland et al. (2006)

30

Raymond und Roberts (1987), Hu et al. (2006), Jörnsten et al. (2007),
Kim et al. (2007), Tuikkala et al. (2008), Li et al. (2010), García-
Laencina et al. (2013), Kang (2013), Silva und Hruschka (2013), Zhang
et al. (2015), Lazar et al. (2016), Zhang und Aytug (2016), Huang
et al. (2017)

50

Chan et al. (1976), Lee und Chiu (1990), Bello (1993a), Hedderley
und Wakeling (1995), Roth und Switzer (1995), Zhou et al. (2003),
Bernaards und Sijtsma (2005), Scheel et al. (2005), Yu et al. (2011),
Schwender (2012), Stekhoven und Bühlmann (2012), Tang et al. (2014),
Silva-Ramírez et al. (2015), Liu und Gopalakrishnan (2017), Jin et al.
(2018)
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Wieder-
holungen

Quellen

100

Chan und Dunn (1972), Bello (1993b), Graham et al. (1996), Hentges
und Dunsmore (1998), Roth et al. (1999), Gold und Bentler (2000),
Huisman (2000), Toutenburg und Nittner (2002), Navarro Pastor
(2003), Olinsky et al. (2003), Bø et al. (2004), Ouyang et al. (2004),
Austin und Escobar (2005), Verboven et al. (2007), Xiang et al. (2008),
Zhang und Walker (2008), Branden und Verboven (2009), Conversano
und Siciliano (2009), Di Zio und Guarnera (2009), Namkung et al.
(2009), Celton et al. (2010), Oh et al. (2011), Peyre et al. (2011), Templ
et al. (2016), Chen et al. (2018), Cetin-Berber et al. (2019), Husson
et al. (2019)

110 Chiu et al. (2013)
130 Laaksonen (2003)

150
Sun et al. (2009), Garciarena und Santana (2017), Jenghara et al.
(2018)

200
Jörnsten et al. (2005), Wang und Feng (2010), Johansson und Karlsson
(2013), Audigier et al. (2016), Faisal und Tutz (2017)

250
Gibbons und Hosmer (1991), Eirola et al. (2013), Xia et al. (2017),
Do et al. (2018)

300 Schmid et al. (2001)

500

Mcdonald et al. (2000), Strike et al. (2001), Idris und Robertson (2009),
Miecznikowski et al. (2010), Eekhout et al. (2014), Beretta und Santani-
ello (2016), Brandariz et al. (2016), Zhang et al. (2019), Mozharovskyi
et al. (2020)
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Wieder-
holungen

Quellen

1.000

Kromrey und Hines (1994), Shen und Lai (2001), Schafer und Graham
(2002), Nittner (2004), Hawthorne und Elliott (2005), Jönsson und
Wohlin (2006), Ambler et al. (2007), Di Zio et al. (2007), Qin et al.
(2007), Wong et al. (2007), Muñoz und Rueda (2009), Qin et al. (2009),
Robitzsch und Rupp (2009), Andridge und Little (2010), Hron et al.
(2010), Carpita und Manisera (2011), Ferrari et al. (2011), Hardouin
et al. (2011), Chauvet und Haziza (2012), Chen et al. (2012), Ning und
Cheng (2012), Borgoni und Berrington (2013), Josse et al. (2013), Rao
et al. (2013), Waljee et al. (2013), Cevallos Valdiviezo und van Aelst
(2015), Béland et al. (2016), Cugnata und Salini (2017), McNeish
(2017), Solaro et al. (2017), Taylor et al. (2017), Béland et al. (2018),
Coffman et al. (2018), Jiang et al. (2018), Kock (2018), Solaro et al.
(2018)

2.500 Paul et al. (2008)
5.000 Fay (1996), Ding und Simonoff (2010), Kumar et al. (2019)
10.000 Mahmoud et al. (2014), Razak et al. (2014), Chowdhry et al. (2016)
100.000 Madbuly et al. (2013)

Tabelle D.1: Anzahl an Wiederholungen in den Quellen
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E Details zur Simulationsstudie

E.1 Varianzzerlegung der abhängigen Variable
Um die Varianz der abhängigen Variable y, mit yi = ∑m

k=1 aik + εi , bestimmen zu
können, wird zunächst die Varianz der Summe ∑m

k=1 aik (aufgefasst als Summe von
Zufallsvariablen) benötigt. Ganz allgemein gilt für Zufallsvariablen X1, . . . ,Xm (vgl.
z. B. Fahrmeir et al., 2016, S. 329):

Var
( m∑

i=1
Xi

)
=

m∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑
j<i

Cov(Xi ,Xj) (E.1)

Unter den zusätzlichen Annahmen, dass die Zufallsvariablen alle eine Varianz von Eins
besitzen, also Var(X1) = · · · = Var(Xm) = 1, und identische Kovarianzen aufweisen,
Cov(Xi ,Xj) = ρ (für i 6= j), lässt sich die Gleichung (E.1) vereinfachen zu

Var
( m∑

i=1
Xi

)
=

m∑
i=1

Var(Xi) + 2
∑
j<i

Cov(Xi ,Xj)

=
m∑

i=1
1 + 2

∑
j<i

ρ

= m + 2ρ
∑
j<i

1

= m + 2ρ
m−1∑
i=1

i

= m + 2ρm(m − 1)
2

= m + m(m − 1)ρ
= m(1 + (m − 1)ρ).

(E.2)

Da die Summe∑m
k=1 aik (aufgefasst als Summe von Zufallsvariablen) die zusätzlichen

Annahmen alle erfüllt, ist die Varianz dieser Summe m(1 + (m − 1)ρ). Außerdem wird
in der Simulation die für yi benötigte Störgröße εi aus einer von der Datenmatrix A
unabhängigen Normalverteilung mit der Varianz m(1 + (m − 1)ρ) gezogen. Daher
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besitzt die abhängige Variable yi = ∑m
k=1 aik + εi (aufgefasst als Zufallsvariable) die

Varianz 2m(1 + (m − 1)ρ). Diese Überlegungen zeigen, dass die Hälfte der Varianz
von yi aus dem anhand der Daten erklärbaren Teil ∑m

k=1 aik und die andere Hälfte
aus der Störgröße εi stammt.

E.2 Verwendete Software für die Simulationsstudie
Die Simulationsstudie wurde in R (R Core Team, 2020) in der Version 4.0.2 durchge-
führt und mithilfe von RStudio (RStudio Team, 2020) in der Version 1.3 entwickelt.
Die verwendeten R-Pakete und ihre Versionen sind in der Session Info zu der Simu-
lationsstudie in Abschnitt E.2.5 zu finden. Alle verwendeten Pakete stammen vom
Comprehensive R Archive Network (CRAN). Die verwendeten Versionen und die zuge-
hörigen Quellcodes sind also frei verfügbar und können jederzeit bezogen werden. Als
Zufallszahlengenerator wird „L’Ecuyer-CMRG“ gewählt, um die Simulation parallel
auf 4 Rechenkernen ausführen zu können. Als Startseed wird 20181028 verwendet.
Basierend auf der Idee von Morris et al. (2019, S. 2089) wird für jede Wiederholung
ein neuer Stream an Zufallszahlen verwendet.

E.2.1 Datenerzeugung

Zur Erzeugung der vollständigen Datenmatrizen wird die Funktion rmvnorm() aus dem
Paket mvtnorm (Genz et al., 2020), welches auf dem Buch von Genz und Bretz (2009)
basiert, verwendet. Hierbei werden die Anzahl an Objekten, der Erwartungswertvektor
und eine Kovarianzmatrix entsprechend der jeweiligen Simulationsparameter an die
Funktion übergeben. Alle anderen Funktionsparameter von rmvnorm() werden auf
den Standardwerten belassen.

E.2.2 Erzeugung fehlender Werte

Alle drei verwendeten Ausfallmechanismen werden mithilfe von Funktionen aus dem
Paket missMethods (Rockel, 2020) generiert. Der MCAR-Ausfallmechanismus wird
durch die Funktion delete_MCAR() simuliert. Als Argumente werden die vollständige
Datenmatrix, der Anteil fehlender Werte und die Spalten, in denen fehlende Werte
erzeugt werden sollen, übergeben. Die MAR-Ausfallmechanismen werden mithilfe
der Funktion delete_MAR_1_to_x() simuliert. Zusätzlich zu den Argumenten, die an
delete_MCAR() übergeben werden, werden noch die Spalten, die den Ausfall steuern,
und x = 2 (für MAR1:2) bzw. x = 4 (für MAR1:4) übergeben.
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E.2 Verwendete Software für die Simulationsstudie

E.2.3 Imputationsverfahren

Für die Mittelwertimputation, das einfache Random Hot-Deck, die adaptive Re-
gressionsimputation und die beiden EM-Imputationsverfahren werden aus dem Pa-
ket missMethods (Rockel, 2020) die Funktionen impute_mean(), impute_sRDH(),
impute_LS_adaptive() und impute_EM()73 verwendet. An alle Funktionen wird die
unvollständige Datenmatrix übergeben. Ferner werden bei impute_LS_adaptive() die
Informationen zu rmax abgeschaltet, da diese Option bei den Datenmatrizen mit weni-
gen Merkmalen zu unnötig vielen (erwarteten) Meldungen bzw. Log-Einträgen führen
würde. Im Gegenzug werden die zusätzlichen Informationen für impute_LS_array()
bei impute_LS_adaptive() mitprotokolliert, um eventuelle Probleme bei der Im-
putation sehen zu können. Die Logdateien zeigen jedoch mit Ausnahme der im
Haupttext angesprochenen Probleme keine weiteren Auffälligkeiten. Bei der Funktion
impute_EM() wird das Argument stochastic entsprechend der gewünschten Form
der EM-Imputation gewählt. Die restlichen Argumente der Funktionen werden auf
ihren Standardeinstellungen belassen.

Die deterministische und die stochastische Regressionsimputation wird mittels des
R-Pakets mice (van Buuren und Groothuis-Oudshoorn, 2011) durchgeführt. Dazu wird
die Funktion mice() (zusammen mit complete()) verwendet. Es wird norm.predict
als Methode für die deterministische Regressionsimputation und norm.nob für die
stochastische Regressionsimputation verwendet.74 In beiden Fällen wird die Anzahl
an Iterationen (maxit) auf Eins gesetzt (vgl. van Buuren, 2018, S. 13–15). Die Ridge-
Penalty für die Parameterbestimmung bei der multiplen linearen Regression wird auf
0 gesetzt, sodass eine multiple Regression ohne Regularisierung durchgeführt wird.
Zur Sicherheit wird die Funktion mice() in einen tryCatch()-Block eingebettet. Falls
mice() mit den obigen Einstellungen keine imputierte Datenmatrix zurückliefert,
wird das Argument ridge ausgehend von 10−5 jeweils um den Faktor 10 bis maximal
1020 erhöht. In diesem Fall würde ein Eintrag in die Logdatei vorgenommen. Bei der
Simulation stellte sich das Vorgehen jedoch als nicht notwendige Vorsichtsmaßnahme
heraus, da in keinem Fall die Ridge-Penalty erhöht wurde.

73 Die EM-Parameterschätzung wird bei dieser Funktion mithilfe des Pakets norm (Novo und
Schafer, 2013), welches auf dem Buch von Schafer (1997) basiert, durchgeführt. Anschließend
werden für die deterministische EM-Imputation die Imputationswerte anhand der Gleichung (3.15)
berechnet, wobei für µ und Σ die Parameterschätzungen von norm verwendet werden. Für die
stochastische EM-Imputation wird, wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben, noch ein normalverteilter
Fehler zu den Werten addiert.

74 Da mice zur ersten Imputation ein einfaches Random Hot-Deck verwendet (vgl. van Buuren, 2018,
S. 120), handelt es sich bei der deterministischen Regressionsimputation um ein deterministisches
Verfahren im weiteren Sinne (vgl. Abschnitt 3.2).

259



E Details zur Simulationsstudie

Für missForest wird die gleichnamige Funktion aus dem R-Paket missForest (Stek-
hoven, 2013) verwendet. Diese Implementierung wird von einem der Autoren der
ursprünglichen Veröffentlichung zu missForest (Stekhoven und Bühlmann, 2012) be-
reitgestellt. Alle Einstellungen der Funktion missForest() werden auf den Standard-
werten belassen. Vom Output der Funktion wird nur die vervollständigte Datenmatrix
verwendet.

Für das Nearest-Neighbour Hot-Deck wird die Funktion kNN() aus dem R-Paket
VIM (Kowarik und Templ, 2016) verwendet. Die Funktion wird mit den Standardein-
stellungen mit Ausnahme des Parameters k, der auf k = 1 gesetzt wird, aufgerufen.
Durch die Wahl von k = 1 wird eine Nearest-Neighbor Hot-Deck-Imputation erzielt,
da nur der nächste Nachbar als Spender für einen fehlenden Wert verwendet wird.
Zur Distanzberechnung verwendet die Funktion eine gewichtete Manhattan-Distanz,
wobei der Gewichtungsfaktor der Inversen der Spannweite im jeweiligen Merkmal
entspricht (vgl. Kowarik und Templ, 2016, S. 7).

E.2.4 Analyse der imputierten Datenmatrizen

Die imputierten Datenmatrizen werden mithilfe von Funktionen aus dem Paket miss-
Methods (Rockel, 2020) analysiert. Die imputierten Werte werden mittels der Funktion
evaluate_imputed_values() mit den Originalwerten der vollständigen Datenmatrix
verglichen. Die Funktion gibt standardmäßig den RMSE zwischen diesen Werten aus.
Ihr werden nur die imputierte und die vollständige Datenmatrix übergeben. Die ande-
ren Kriterien werden mittels der Funktionen evaluate_imputation_parameters()
bzw. evaluate_parameters() berechnet, welche die imputierte Datenmatrix bzw. die
anhand der vervollständigen Datenmatrix geschätzten Parameter und die jeweiligen
Simulationsparameter als Übergabewerte erhalten.

E.2.5 Informationen zur R Session

Im Folgenden wird die Ausgaben von dem Befehl sessionInfo() für die Simulations-
studie wiedergegeben. Hierdurch kann unter anderem für alle Pakete, die während der
Simulation eingesetzt wurden, die Version ermittelt werden.

R version 4.0.2 (2020-06-22), x86_64-w64-mingw32
Running under: Windows 10 x64 (build 17134)
Matrix products: default

Random number generation:
RNG: L’Ecuyer-CMRG
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Normal: Inversion
Sample: Rejection

Locale:
LC_COLLATE=German_Germany.1252, LC_CTYPE=German_Germany.1252,
LC_MONETARY=German_Germany.1252, LC_NUMERIC=C,
LC_TIME=German_Germany.1252

Attached base packages:
base, datasets, graphics, grDevices, grid, methods, parallel, stats, utils

Other attached packages:
colorspace 1.4-1, foreach 1.5.0, iterators 1.0.12, itertools 0.1-3, log4r 0.3.2, mice 3.10.0,
missForest 1.4, missMethods 0.2.0, mvtnorm 1.1-1, randomForest 4.6-14, testthat 2.3.2,
VIM 6.0.0

Loaded via a namespace (and not attached):
abind 1.4-5, backports 1.1.8, boot 1.3-25, broom 0.7.0, car 3.0-8, carData 3.0-4,
cellranger 1.1.0, class 7.3-17, codetools 0.2-16, compiler 4.0.2, crayon 1.3.4, curl 4.3,
data.table 1.13.0, DEoptimR 1.0-8, dplyr 1.0.0, e1071 1.7-3, ellipsis 0.3.1, forcats 0.5.0,
foreign 0.8-80, generics 0.0.2, glue 1.4.1, haven 2.3.1, hms 0.5.3, laeken 0.5.1, lattice 0.20-
41, lifecycle 0.2.0, lmtest 0.9-37, magrittr 1.5, MASS 7.3-51.6, Matrix 1.2-18, nnet 7.3-
14, norm 1.0-9.5, openxlsx 4.1.5, pillar 1.4.6, pkgconfig 2.0.3, purrr 0.3.4, R6 2.4.1,
ranger 0.12.1, Rcpp 1.0.5, readxl 1.3.1, rio 0.5.16, rlang 0.4.7, robustbase 0.93-6,
sp 1.4-2, stringi 1.4.6, tibble 3.0.3, tidyr 1.1.0, tidyselect 1.1.0, tools 4.0.2, vcd 1.4-7,
vctrs 0.3.2, zip 2.0.4, zoo 1.8-8

E.3 Monte Carlo Standardfehler
Die Monte Carlo Standardfehler werden in Anlehnung an Morris et al. (2019, S. 2086)
für ein Verfahren bei einem Gütekriterium bei einer festgelegten Faktorstufenkombi-
nation mittels √√√√ 1

N(N− 1)

N∑
i=1

(
RMSEi − RMSE

)2
(E.3)

berechnet. In der Formel (E.3) sind N die Anzahl an Wiederholungen, RMSEi der
RMSE eines Verfahrens für ein Gütekriterium bei einer Faktorstufenkombination in der
Wiederholung i und RMSE der Mittelwert dieser RMSEs über alle N Wiederholungen.
Im Normalfall ist N = 10.000. Falls jedoch Wiederholungen (z. B. aufgrund der
Nichtkonvergenz des EM-Algorithmus) für ein Imputationsverfahren nicht in die
Berechnung des mittleren RMSE einfließen, werden diese Wiederholungen auch bei
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der Berechnung des Monte Carlo Standardfehlers nicht berücksichtigt. In diesen Fällen
verringert sich N um die Anzahl an nicht eingeflossenen Wiederholungen.

Die resultierenden Monte Carlo Standardfehler für alle Verfahren bei allen Daten-
matrizen sind in der Abbildung E.1 dargestellt. Die Unterschiede in der Datenbasis der
Abbildung E.1 im Vergleich zur Abbildung 6.4 sind, dass für die Abbildung E.1 auch
die beiden EM-Imputationsverfahren bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten
und m = 30 Merkmalen sowie die deterministische Regressionsimputation bei dem
Kriterium Regressionskoeffizienten (für n = 100 und m = 30) enthalten sind. Im
Gegensatz zur Abbildung 6.4 sind also keinerlei Monte Carlo Standardfehler aus der
Abbildung E.1 eliminiert worden. Die relativ großen Monte Carlo Standardfehler der
aus der Abbildung 6.4 bei den Datenmatrizen mit n = 100 Objekten und m = 30
Merkmalen eliminierten Verfahren sind deutlich zu erkennen.
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E.4 Ablehnung beim Differenzentest

E.4 Ablehnung beim Differenzentest
Im Folgenden wird gezeigt, dass ein zweiseitiger Differenzentest zum Konfidenzniveau
1−α bei einer Ergebnisdifferenz zweier Verfahren von mindestens 2·σ̂MC ,max ·z1−α2 sicher
zu einer Ablehnung der Nullhypothese (beide Verfahren führen zum selben Ergebnis)
führt. Dazu wird zunächst die Varianz der Testgröße abgeschätzt. Anschließend wird
mit dieser Varianzabschätzung die Testgröße abgeschätzt und diese abgeschätzte
Testgröße wird in Relation zum Ablehnungsbereich gesetzt. Die sichere Ablehnung
folgt dann direkt aus einer einfachen Umformung dieser Abschätzung.
Die Varianz s̃2

X−Y der Differenz zweier Merkmale X und Y kann mithilfe der
Einzelvarianzen s̃2

X , s̃2
Y und der Kovarianz s̃X ,Y zwischen den Merkmalen berechnet

werden (analog zur Summe von Zufallsvariablen, vgl. Fahrmeir et al., 2016, S. 329):

s̃2
X−Y = s̃2

X + s̃2
Y − 2s̃X ,Y (E.4)

Mithilfe der Dreiecksungleichung kann die Varianz zunächst durch

s̃2
X−Y =

∣∣∣s̃2
X + s̃2

Y − 2s̃X ,Y

∣∣∣ ≤ s̃2
X + s̃2

Y + 2 |s̃X ,Y | (E.5)

abgeschätzt werden. Ferner kann der Betrag der Kovarianz s̃X ,Y durch das Produkt
der Standardabweichungen s̃X und s̃Y abgeschätzt werden

|s̃X ,Y | ≤ s̃X s̃Y , (E.6)

da der Betrag des Korrelationskoeffizienten s̃X,Y
s̃X s̃Y

stets kleiner gleich 1 ist (vgl. Fahrmeir
et al., 2016, S. 126–128). Eine Kombination der beiden Abschätzungen (E.5) und (E.6)
führt zu

s̃2
X−Y ≤ s̃2

X + s̃2
Y + 2s̃X s̃Y . (E.7)

Diese Gleichung kann unter der Annahme, dass die Standardabweichung in beiden
Merkmalen durch eine feste obere Grenze s̃max beschränkt ist (also s̃X ≤ s̃max und
s̃Y ≤ s̃max), zu

s̃2
X−Y ≤ s̃2

max + s̃2
max + 2s̃2

max = 4s̃2
max (E.8)

vereinfacht werden.
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Hiermit folgt für den Betrag der Testgröße T des Differenzentests (basierend
auf einem approximativen Gaußtest), der die Differenz der Erwartungswerte zweier
Merkmale X und Y überprüft (vgl. Bamberg et al., 2017, S. 175–176):

|T | =
∣∣∣∣∣∣ x − y√

s̃2
X−Y

√
n

∣∣∣∣∣∣ ≥ |x − y|√
4s̃2

max

√
n = |x − y|

2 1√
n s̃max

(E.9)

Indem die Größe 1√
n s̃max durch den maximalen Monte Carlo Standardfehler σ̂MC ,max

ersetzt wird, ergibt sich folgende Abschätzung für den Betrag der Testgröße:

|T | ≥ |x − y|
2σ̂MC ,max

(E.10)

Der zweiseitige Differenzentest (basierend auf dem approximativen Gaußtest) kommt
genau dann zu einer Ablehnung, wenn |T | ≥ z1−α2 gilt (vgl. Bamberg et al., 2017,
S. 175–176). Zusammen mit der Abschätzung des Betrags der Testgröße folgt eine
sichere Ablehnung bei

|T | ≥ |x − y|
2σ̂MC ,max

≥ z1−α2 , (E.11)

was sich zu
|x − y| ≥ 2σ̂MC ,maxz1−α2 (E.12)

umformen lässt. Mithilfe der Gleichung (E.12) lässt sich bei gegebenen Konfidenzniveau
und maximalen Monte Carlo Standardfehler die Differenz berechnen, die sicher zu
einer Ablehnung der Nullhypothese führt. Falls also die mittleren RMSE-Werte
zweier Verfahren mindestens 2 · σ̂MC ,max · z1−α2 auseinanderliegen, führt ein zweiseitiger
Differenzentest sicher zu einer Ablehnung.

E.5 Tabellen zu den Simulationsergebnissen
Im Folgenden werden die Ergebnisse der Simulation aus dem Kapitel 6 in Form von
Tabellen wiedergegeben. Die Tabellen sind entsprechend der Abbildungsreihenfolge
im Kapitel 6 geordnet. Die Werte in den Tabellen sind auf drei Nachkommastellen
gerundet. Für die Abbildungen in Abschnitt 6.3 und die Auswertungen in Abschnitt 6.4
werden die „exakten“ Ergebnisse verwendet, die normalerweise eine größere Genauigkeit
als drei Nachkommastellen besitzen. Hierdurch ist es insbesondere möglich, dass die
in Abschnitt 6.4 berechneten Ränge der Verfahren leicht von den Rängen abweichen,
die bei Verwendung der gerundeten Werte resultieren würden.
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E.5 Tabellen zu den Simulationsergebnissen
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Symbolverzeichnis

A = (aik)n×m
Datenmatrix mit n Zeilen (Objekten) und m Spalten
(Merkmalen)

Amis fehlende Werte der Datenmatrix A
Amis = (aik)(n−$)×m bzw.
Amis = (aik)n×(m−q)

unvollständige Teilmatrix von A

Amis
k Teilmatrix der Datenmatrix

Aobs beobachtete Werte der Datenmatrix A
Aobs = (aik)$×m bzw.
Aobs = (aik)n×q

vollständige Teilmatrix von A

Aobs
k Teilmatrix der Datenmatrix

Aorig =
(
aorig

ik

)
n×m

Datenmatrix bestehend aus den Originalwerten vor
dem Löschen von Werten

Averv = (averv
ik )n×m

Datenmatrix bestehend aus den beobachteten und
imputierten Werten

Averv
alt alte vervollständigte Datenmatrix

Averv
neu neue vervollständigte Datenmatrix

Averv,(t) vervollständigte Datenmatrix in Iteration t

Averv,(t)
(−k)

vervollständigte Datenmatrix in Iteration t ohne
Merkmal k

Ai nächste Nachbarn von Objekt i
A(−i) Matrix A ohne Zeile i
A(−j) Matrix A ohne Spalte j
aik Ausprägung des Objekts i im Merkmal k
a(t)

ik geschätzte Ausprägung in Iteration t
aimp

ik Imputationswert
aimp,(t)

ik Imputationswert in der Iteration t
aimp,K

ik Imputationswert basierend auf K Klassen
aobs

ik beobachteter Wert
aorig

ik Originalwert
aSImp

ik Imputationswert der Spaltenimputation
aSImp,hilf

ik Hilfsimputationswert der Spaltenimputation
averv

ik Eintrag der vervollständigten Datenmatrix
aZImp

ik Imputationswert der Zeilenimputation
aZImp,hilf

ik Hilfsimputationswert der Zeilenimputation
ai Objekt i aus A
aMi beobachtete Werte von Objekt i
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Symbolverzeichnis

aM i unbeobachtete Werte von Objekt i
ak Merkmal k aus A
a•k Optimierungsparameter
amed

k Median im Merkmal k
amis

k unbeobachtete Werte im Merkmal k
aobs

k beobachtete Werte im Merkmal k
aRatio

k Verhältnisschätzer zum Merkmal k
Â geschätzte Matrix A
âik geschätzter Wert für aik
Aobs Mittelwert aller beobachteten Werte
ai,obs Mittelwert der im Objekt i beobachteten Werte
ak Mittelwert des Merkmals k
aobs

k Mittelwert der im Merkmal k beobachteten Werte
á Realisierung von A
ámis Realisierung von Amis

áobs Realisierung von Aobs

Ã = (ãik)n×m standardisierte Datenmatrix A

Ãmis
unvollständig beobachtete Merkmale der standardi-
sierten Datenmatrix Ã

Ãobs
vollständig beobachtete Merkmale der standardisier-
ten Datenmatrix Ã

ãik Wert aus Ã
ˆ̃A =

(
ˆ̃aik
)

n×m
approximierte Matrix für Ã

ˆ̃Amis Teilmatrix von ˆ̃A
ˆ̃aik Eintrag aus ˆ̃A
ˆ̆aik Imputationswert für zentrierte Datenmatrix
α Irrtumswahrscheinlichkeit
αk Gewicht des Merkmals k
β = (β0, . . . , βm) Regressionskoeffizienten
βk Regressionskoeffizient für Merkmal k
βorig

k wahrer Regressionskoeffizient für Merkmal k
βkl Regressionskoeffizient bei Merkmal k für Merkmal l

β
(t)
kl

Regressionskoeffizient bei Merkmal k für Merkmal l
in Iteration t

β̂ =
(
β̂0, . . . , β̂m

)
geschätzte Regressionskoeffizienten

β̂k geschätzter Regressionskoeffizient für Merkmal k

β̂verv
k

anhand von Averv geschätzter Regressionskoeffizient
für Merkmal k

Cov(Xi ,Xj) Kovarianz von Xi und Xj
cj Anzahl fehlender Werte in Gruppe j

c(t)
kli

Korrekturfaktor in Iteration t für das Objekt i zwi-
schen Merkmal k und l
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Symbolverzeichnis

χj Mischungskoeffizient j
D = (dij)n×n Distanzmatrix
d(i,j) Distanz zwischen Objekte i und j
dk(i,j) Distanz zwischen Objekte i und j im Merkmal k
d0 Distanzschwellwert
dl Donor-Limit
dlmin minimales Donor-Limit
E(X) Erwartungswert von X
eSImp

jl Fehler der Spaltenimputation
eZImp

jl Fehler der Zeilenimputation
ε Konstante
ε Störgröße
εi Störgröße des Objekts i
εik Störgröße des Objekts i im Merkmal k
η Index eines Merkmals mit fehlenden Werten
Empf Menge aller Empfänger

F = (fkl)m×m
Faktorladungsmatrix bzw. Matrix der Rechts-Sin-
gulärvektoren

F (t) Faktorladungsmatrix zu den t größten Eigenwerten
fkl Faktorladung
f τ Faktorladungsvektor
F(x) Verteilungsfunktion

f (x) Wahrscheinlichkeits- bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion

f (x | y) bedingte Wahrscheinlichkeits- bzw. Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion

F̄ Faktorladungsmatrix bzw. Matrix der Rechts-Sin-
gulärvektoren zu A(−i)

f̄kl Faktorladung

F̃ Faktorladungsmatrix bzw. Matrix der Rechts-Sin-
gulärvektoren zu A(−j)

Γ = (γkl)m×m Korrekturmatrix
γkl Korrekturwert

γ
Index eines Merkmals, welches das Fehlen vonWerten
in einem anderen Merkmal beeinflusst

h Bandbreite
Ik,<med Indexmenge
Ik,≥med Indexmenge
Kp Klasse p
K Anzahl Cluster
Kmax maximale Anzahl Cluster

κ
Anzahl nächster Nachbarn bzw. Zeilen mit höchster
Korrelation

Li Beitrag des Objekts i zur Likelihood-Funktion
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Symbolverzeichnis

Lgem (θ, φ) gemeinsame Likelihood-Funktion von θ und φ
Lign(θ) ingorierbare Likelihood-Funktion von θ
l Bestrafungsparameter
Λ = diag(λ1, . . . , λm) Diagonalmatrix mit Singulärwerten
Λ(t) Diagonalmatrix mit t größten Singulärwerten
λτ Singulärwert bzw. Eigenwert
λ Tuning Parameter
Λ̄ Diagonalmatrix mit Singulärwerten zu A(−i)

λ̄τ Singulärwert
Λ̃ Diagonalmatrix mit Singulärwerten zu A(−j)
λ̃τ Singulärwert
M = {1, . . . ,m} Merkmalsmenge
M sort

mis Indizes der Merkmale mit fehlenden Werten (sortiert)
Mi = {k ∈ M : vik = 1} Indizes der beobachteten Merkmale bei Objekt i

Mij = Mi ∩Mj
Indizes der gemeinsam beobachteten Merkmale der
Objekte i und j

m Anzahl der Merkmale in der Datenmatrix A
mi = |Mi | Anzahl der beobachteten Merkmale bei Objekt i
M i = {k ∈ M : vik = 0} Indizes der unbeobachteten Merkmale bei Objekt i
µ = (µ1, . . . , µm) Erwartungswertvektor
µk Erwartungswert des Merkmals k

µMi
Erwartungswerte der beobachten Merkmale im Ob-
jekt i

µorig =
(
µorig

1 , . . . , µorig
m

)T wahrer Erwartungswertvektor
µ(t) geschätzter Erwartungswertvektor in Iteration t

µ
(t)
k

geschätzter Erwartungswert des Merkmals k in Ite-
ration t

µ
(t)
M i

geschätzter Erwartungswertvektor der im Objekt i
beobachteten Merkmale in Iteration t

µ̂verv = (µ̂verv
1 , . . . , µ̂verv

m )T anhand der vervollständigten Datenmatrix geschätz-
ter Erwartungswertvektor

N = {1, . . . , n} Objektmenge

Nk = {i ∈ N : vik = 1} Indizes der Objekte mit beobachteten Werten im
Merkmal k

Nkl = Nk ∩ Nl
Indizes der gemeinsam beobachteten Objekte in den
Merkmalen k und l

Nκ,ik
Indexmenge der κ Zeilen mit der höchsten Korrelati-
on für Objekt i in Merkmal k

n Objektanzahl
nk = |Nk | Anzahl der im Merkmal k beobachteten Objekte
N k = {i ∈ N : vik = 0} Indizes der unbeobachteten Objekte im Merkmal k
N Anzahl Wiederholungen (Simulation)
O Matrix
oik Eintrag aus O
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Symbolverzeichnis

Ô Schätzwert für O
Ωθ Parameterraum von θ

p Anteil fehlender Werte bzw. Wahrscheinlichkeit für
fehlenden Wert

pk
Anteil fehlender Werte bzw. Wahrscheinlichkeit für
fehlenden Wert im Merkmal k

pk,<med Ausfallwahrscheinlichkeit
pk,≥med Ausfallwahrscheinlichkeit
φ Verteilungsparameter des Ausfallmechanismus
$ Anzahl vollständig beobachteter Objekte
q Anzahl vollständig beobachteter Merkmale

Rik
Menge der verwendeten Objekte und Merkmale zur
Imputation von aik

rij Korrelation zwischen Zeile i und j
rmax,ik maximale Korrelation bei Objekt i im Merkmal k
rmax,hilf ,jl maximale Hilfskorrelation bei Objekt j im Merkmal l
RMSEi RMSE in der Wiederholung i
ρ Korrelation
S = (skl)m×m geschätzte Kovarianzmatrix
skl geschätzte Kovarianz zwischen Merkmal k und l

sverv
kl

anhand von Averv geschätzte Kovarianz zwischen
Merkmal k und l

s2
Rausch geschätzte Rauschvarianz
s̃X Standardabweichung von X
s̃X ,Y Kovarianz von X und Y
s̃max obere Grenze für die Standardabweichung
Σ = (σkl)m×m Kovarianzmatrix
Σorig =

(
σorig

kl

)
m×m

wahre Kovarianzmatrix
Σ(t) geschätzte Kovarianzmatrix in Iteration t

Σ(t)
M i ,M i

geschätzte Teilkovarianzen zwischen den beobachte-
ten Merkmalen im Objekt i in Iteration t

σorig
kl wahre Kovarianz zwischen Merkmal k und l

σ
(t)
kl

geschätzte Kovarianz zwischen Merkmal k und l in
Iteration t

σ
(t)
k Standardabweichung im Merkmal k in Iteration t
σ̂MC Monte Carlo Standardfehler
σ̂MC ,max maximaler Monte Carlo Standardfehler
SP Spannweite
SPj Menge aller potenzieller Spender für Objekt j
T Testgröße
t Laufvariable für Iterationen
t Anzahl Faktoren bzw. Eigenwerte
θ Verteilungsparameter der Datenmatrix
θk Parameter zu Merkmal k
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Symbolverzeichnis

θ(t) Schätzwert für θ in Iteration t
θ

(t)
k Schätzwert für θk in Iteration t
θ̂ML ML-Schätzwert für θ
U Matrix der Links-Singulärvektoren
U (t) Rechengröße für Links-Singulärvektoren
Ū Matrix der Links-Singulärvektoren zu A(−i)

Ũ Matrix der Links-Singulärvektoren zu A(−j)
u Schwellwert
uiτ Eintrag aus U
ũiτ Eintrag aus Ũ

V = (vik)n×m
MD-Indikatormatrix mit n Zeilen (Objekten) und
m Spalten (Merkmalen)

vik MD-Indikatorvariable für aik
v́ Realisierung von V
Var(Xi) Varianz von Xi
wj Gewichtungsfaktor für Objekt bzw. Merkmal j
wik Gewichtungsfaktor für Objekt i im Merkmal k
X = (xil)n×m Faktorwertematrix bzw. unabhängige Variablen
X (t) Teilmatrix der Faktorwertematrix
xτ Faktorwertevektor
xil Faktorwert

xij
Indikatorvariable für Zuordnung Spender und Emp-
fänger

y abhängige Variable
zα α-Fraktil der Standardnormalverteilung
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Abkürzungsverzeichnis

ACS American Community Survey
aR adaptive Regressionsimputation
BHKA bayessche Hauptkomponentenanalyse
BWC Imputation eines Best oder Worst Case Werts
CART Classification and Regression Tree
CRAN Comprehensive R Archive Network
dEMI deterministische EM-Imputation
dlR deterministische lineare Regressionsimputation
DOI Digital Object Identifier
EM Expectation Maximization
eRHD einfaches Random Hot-Deck
FCS Fully Conditional Specification
FIML Full Information Maximum Likelihood
HKA Hauptkomponentenanalyse
IRMI Iterative Robust Model-based Imputation
IVEware Imputation and Variance Estimation Software
kNN k-Nächste-Nachbarn
kNNi kNN-Imputation mittels R-Paket impute
kNNT kNN-Imputation nach Troyanskaya et al. (2001)
lokR lokale Regressionsimputation
MAR Missing at Random
MCAR Missing Completely at Random
MD Missing Data
MICE Multivariate Imputation by Chained Equations
missF missForest
ML Maximum Likelihood
MNAR Missing not at Random
ModI Modusimputation
MSE Mean Squared Error
MWIM Mittelwertimputation (merkmalsweise)
MWIO Mittelwertimputation (objektweise)
MWIS Mittelwertimputation (skalenweise)
NNHD Nearest-Neighbor Hot-Deck
NRMSE Normalized Root Mean Squared Error
NULL Imputation einer Null
OAR Observed at Random
PUMS Public Use Microdata Sample
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Abkürzungsverzeichnis

RMSE Root Mean Squared Error
sEMI stochastische EM-Imputation
slR stochastische lineare Regressionsimputation
SWZ Singulärwertzerlegung
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