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1. Zusammenfassung und tragende Ideen

= Betrachtet wird in R¥ die Gitterpunkt- Menge Hy(x) ={(ny, ... ,n)e N : ny- .- i <x}, ein
Hyperboloid-Simplex, den man sich wegen der hohen Symmetrie zerlegt denken kannin
kongruente Teil-Simplices hy(x) = {(ny, ... ,nk) € N1 ny- ... n < x und ny <ny <...<ny}. Beim
Abzéhlen der Gitterpunkte erhalten solche mit n; = nj,; das “Gewicht” 1/2 und Punkte in
Schnittgeraden dieser Ebenen (Unterrdume) das Gewicht 1/r, r gleich Anzahl der umliegenden
hi(x). Dann ist Hy(x) = U, hi"(x), da jeder Teil-Simplex die maximalen Koordinaten x/?, x/¢-3 .
,x2 x einer der k! Permutationen der Koordinatenachsen zuordnet. Erzeugt wird diese
Klasseneinteilung durch die folgende Aquivalenzrelation : Zwei k-Tupel (ny, ..., ng) und (my, ...,
my) stehen in Relation genau dann, wenn die geordneten k-Tupel (n;y, ..., ny) und (mjy, ..., Mj)
zur gleichen Permutation der Koordinatenachsen gehoren, wobei gleiche Koordinaten in einem
Ausgangs-k-Tupel anschliefend in gleicher Reihenfolge nebeneinander stehen. Es wird sich bei
den nachfolgenden Untersuchungen zeigen, dass diese Uberlegung fiir k=3 nur eine Rolle spielt
bei der Abschatzung des Restgliedes, weshalb die oben erwahnten “Gewichte” keine Rolle
spielen.

m Jedes k-Tupel aus H(x) definiert eindeutig eine natiirliche Zahl n zu der samtliche
multiplikativen Zerlegungen n;- ... n, =n gesucht sind, auch solche, die durch Vertauschen
verschiedener n; entstehen. lhre Anzahl definiert die verallgemeinerte Teiler-Funktion
dy(n) == #{(n, ... ,nk) eN*: ny- ..o n=n }. Es sei nun Dy(x) := # Hi(X), also die Anzahl der k-Tupel in
Hi(x). Dannist Dy(x) = Tpex di(N) = 2, .n, <x 1 = k! # hy(x) , wenn man beim Auswerten die oben
erwahnten “Gewichte” beachtet. Fiir k=2 hat man das Teiler-Problem D,(x) = D(x) von Dirichlet
und flir k =23 das Teiler-Problem von Piltz.
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m Bekannt ist mit [07], [09], [11] : Mit der Riemannschen {-Funktion und komplexer Analysis ist
beweisbar, dass Dy (x) = 2%” b (k(TW)
das Residuum ist von der Form xL,_;(log x), wobei L;_; ein Polynom in Potenzen von log x und
k-1 sein Grad ist. Man schreibt D, (x) = x L,_1(log x) + Ax(x). Fur diese qualitative Aussage findet
man in [02] einen elementaren Beweis (vollstandige Induktion, allerdings mit schwacher
Abschatzung des Restgliedes). Eine elementare, auch quantitative Auswertung gelingt im

nachfolgenden Text.

x"dw firc>1.Esist w=1 ein Pol k-ter Ordnung, und

p_—l
m A.Piltz verdffentlichte 1881, siehe [09], die Abschitzung Ay(x) < x“* » , €>0. Das Teiler-Problem
von Piltz bedeutet seither, das folgende Infimum zu finden : inf{ ¢y ; Ax(x) < x%*}. G.H.Hardy

p-1

veroffentlichte 1916 die untere Abschdtzung A, (x) = Q(x2¢ ) und G.H.Hardy und J.E.Littlewood
1
1922, siehe [09], < z—: flir k24, speziell A4(x) < x2 . Indervorliegenden Arbeit wird ein

elementarer Beweis gefiihrt (elementare Analysis, elementare Zahlentheorie und Geometrie) mit
dem Ergebnis (E1): Ag(x) < x*?*¥ 3¢ fiirjedes €>0 und fiiralle k>4, wobei dies fiir k=2
und k=3 schon lange bekannt ist, da bessere Abschatzungen vorliegen.

= Tragender Baustein fiir (E1) ist die Abschatzung (E2): dy(n) < n-¢ fiir jedes €> 0, also
geometrisch der Sachverhalt, dass auf dem gekriimmten Rand des Hyperboloid-Simplex Hy(n)
hochstens n-V€ viele Gitterpunkte liegen fiir jedes €> 0, ein Ergebnis an der Schnittstelle von
additiver und multiplikativer Zahlentheorie (Partitionen, Primfaktorzerlegung).

m Ein weiterer tragender Baustein ergab sich aus der Idee D, (x) fiir k=3 rekursiv liber D,(x) =
D(x) zu behandeln. Fiir die Darstellung von D(x) wurde zum Abzahlen der Gitterpunkte nicht wie

in [09] die Funktion n(m) :ﬁ -m,l<ms< \/; , benutzt, sondern (E3): &(n) = ﬂ[x+(g)2 g ,

0<n <x-1, also die Inverse, mit der die Gitterpunkte liber die Diagonalen mit Anstieg 1 abgezahlt
werden. Damit wird die rekursive Behandlung von Dy(x) fiir k = 3 moglich mit dem Ergebnis (E1).

m Neben der klassischen Basis-Abschatzung von Van der Corput fiir Exponential-Summen hat noch
(E4): Satzl aus [06] (nachfolgend Theorem 1 als Kurzfassung) eine tragende Bedeutung, der an
der Schnittstelle zur Theorie der Gleichverteilung reeller Folgen modulo 1 (E. Hlawka, [05])
entstanden ist, Mit (E4) ergibt sich flir das Restglied der Hyperbel die gleiche gute Abschatzung
wie fiir das Kreis-Problem von Gauf8 in [06]. Dort wurde flir die Hyperbel ein schlechteres
Ergebnis iiber die Funktion n(m) = ﬁ -m erzielt.

m Sind alle bisherigen Aussagen korrekt, insbesondere (E4) : Satz 1 aus [06], so ware die Lindelé6f -
Hypothese (LH): {(o+it) < t€ fiirjedese>0 undalle g 2 % bewiesen, da nach E.C. Titchmarsh,

D.R. Heath-Brown in [11] die Abschatzung (E1) dquivalentist zu (LH).

2. Eine alternative Darstellung des Teiler-Problems von Dirichlet

Fir D(x) := #{(m, n) e NxN : m n < x}, also geometrisch die Anzahl der Gitterpunkte unterhalb oder auf der
Hyperbel ¢ n=x, zeigte P.G.L. Dirichlet im Jahr 1849
(1) D(X)=xlogx +(2y-1)x + A(x), A(x) << x2
Das “Teiler-Problem” bedeutet, ein moglichst kleines ¢<1/2 flir den Exponenten von x zu finden. 1915
zeigten E. Landau und G.H. Hardy, siehe [09], unabhangig voneinander die untere Abschatzung o= 1/4 fir
den x-Exponenten. Daran dnderten spatere untere Abschatzungen von A(x) nichts, die untere Schranke
vergroRerte sich lediglich um logarithmische Faktoren der Form (logx)* (loglogx)¢, C>0.Esistalso o
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mit i <¢ < % moglichst klein durch obere Abschatzungen zu finden.

n
In (1) ist y die Eulersche Konstante, die Euler als Grenzwert lim ( ¥ i - log n) definierte. Die Existenz
n—-o k=1

des Grenzwertes ist anschaulich klar, da die Differenz eine Summe von Rechteck-Inhalten auf Einheitsinter-
vallen und Flachenanteilen unter dem Graph von f(t) = —1 in Beziehung setzt. Diese Flachen-Differenzen auf

Einheitsintervallen lassen sich disjunkt in ein Einheitsquadrat verschieben, so dass anschaulich klar ist,

dass 0<y<1 gilt. Euler schrieb statt y ein C. Spater stellte Karl Weierstral3 , siehe [04], eine Verbindung
des Grenzwertes zum negativen Anstieg der Gamma-Funktion (x) an der Stellex=1 her: C=-T (1).

Seither bezeichnet man vorrangig diese Konstante mit “Gamma”: y .
Analytisch ergibt sich die Existenz des Grenzwertes liber die Summenformel von Euler- Maclaurin [09] :

Falls f(t) stetigistaufdem Summen-Intervall [a, b] und auch f‘(t) dort existiert und stetig ist, gilt
@ 3 ) = [Jf0dt s ue)a)- b)) + [ 0w dt
a<ks

worin @(z)=z- LZJ-%, Lzy :==max{geZ: g<z}, und y(z) mit der Fourier-Reihe

wiz)=- 2 oi %sin2n‘nz, zeR/Z. Speziell gilt dann
T h=1

) 1+ 3 i=1+ f—id/t+w(l)~1-qj(n)~711- ft—lzw(t)d?t=logn+§-w(n)% - 1"712 wt)dt.
=1 l1<ks<n
Also ist

n
@) v =limya (25 - logn) = 5[5 windt,
=1

und die Existenz des Grenzwertes folgt aus der Konvergenz des uneigentlichen Integrals.

Zur Berechnung von Naherungswerten von y eignet sich als Ausgangspunkt die geometrische Reihe :

(4) L =1+x+x%+..= 5 x* falls 0<x<1,
1-x k=0

und die Kenntnis der Zetafunktion von Riemann auf R*, {(s), s > 1. Flir s =k e N/{1} ergibt sich
w1k
=3 (3], k=2,3,..
n=1(n)
Integriert man (4) links , und rechts Glied fiir Glied von x=0 bis x=1/n, so erhalt man:
1y _
-log(1--) =

2 kil(%)k+l= A

® k
) . Damit ist das folgende Lemma beweisbar.
k=0 noog=p KAn

Lemma 1. (Leonard Euler, 1781, [04])
1

(5) y=1-k°i 22k - 1)

Bemerkung 1. Die Software “Mathematica” liefert fiir 2 <k <30 den Wert y=0,5772156649 ... mit 10
exakten Dezimalziffern.

Beweis . Aus der Vorbetrachtung ergibt sich fiir n>1
1

2 1f1\k _
-t k:zzz(;) = logn - log(n-1).
Summieren tber n links und rechts mit 1 <n <x ergibt, da rechts nur der erste und letzte Wert
verbleibt,
o k
S+ 34 5 (3] =loglx)=logx+0(3)
l<nsx k=2

l<n=x

und durch Addition von 1 links und rechts und Ergénzen der inneren Summe zu {(k) und Korrektur mit (-1)

nsx

y=lime (T 2-logx)=1- 3 ;(0-1 B
=2
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Bemerkung 2. Wegen y = i ff"t—lz wt)dt = i -flloot—lz pt)dt - ffz)ot_lz w(t)dt berechnet “Mathematica”

die Summe g der ersten beiden Summanden mit
f=-(1/t~2) (t-Floor[t] -1/2);
i = N[Integrate [f, {t, 1, 100}], 12];
Print["g = ", i+0.5]
g = 0.577207
Esistdann y= g+ fl‘f)ot—lz w(t)dt und das Rest-Integral kann wegen der Monotonie des Kofaktors von y(t)

mit dem 2. Mittelwertsatz fiir Integrale (siehe etwa [02]) mit einem ¢, 0<o<1, berechnet werden:

o - 00+ . .
[z Wy dt === [P @(t)dt < — 3 < s =0.0000125 . Damit gilt

"~ 1007 100 8 80000
g = 0.577207 < y < 0.577207 +0.0000125 = 0.5772195. Wahlt man als Naherung den Median-Bruch
von unterer und oberer Schranke, so ergibt sich
y = 0.57721325 mit exakter flinfter Nach-Komma-Stelle.

Wahlt man fiir D(x) in (1) zum Abzahlen der Gitterpunkte die libliche Funktion n(m) = ﬁ -m, 1<m=s \/; ,

so lassen sich die Gitterpunkte in D(x) wie folgt bestimmen :
DK =2 3 ([Z]-m+1Vxi=2 5 [£-m]+ Vx
m=< \/; ms= \/;
Damit ergibt sich fiir A(x) in (1), da w(z) 1-periodisch ist,

AX)=-2 3 w(n{-m)+0(1):-2 3 w(ﬁ)+0(1).
m< Vx m< A/x

In [06] wurde die w-Summe fiir die Hyperbel fiir kleine h < H aus der Fourier-Reihe mit dem Exponenten-
Paar (%, i;) abgeschatzt mit (Hx)?"log x (in [06] fehlt der logarithmische Faktor). Dies ergibt fiir die Hyper-
bel eine zahlentheoretische Diskrepanz NDy < x3(logx)™ und mit Satz 1 in [06] die Restglied-

Abschatzung Ay(x) < x¥2(

logx)?, 2—87 =0, 296 , wahrend fiir den Kreis dort in [06] das bessere Ergebnis
Dy(x) < x*Blogx, 1—58 =0,27, erzielt wurde.

Dieses Ergebnis wird mit den nachfolgenden Ausfiihrungen auch fiir die Hyperbel erreicht.

Das Ergebnis aus [06] fiir die Hyperbel soll nun verbessert werden, allerdings mit der Inversen &(n) von
n(m):

(6) ¢&(n) =\[X+(§)2-127 , 0<ns<x1

Hiermit werden die Gitterpunkte von D(x) liber die Diagonalen mit Anstieg 1 erfasst, und es gilt

(1) Dx)=2 Lf(”)J’fL‘/;J

O<n=x-1
Lemma 2. Fir die Gitterpunkt-Menge D(x) von Dirichlet gilt
(8) D(x)=xlogx-2 3 l,u( )(+(g)2 _L’) + 0(1)

2
n=x-1

Beweis. Wegen (6), (7) und |z) =z- @(z)-

N =

gilt

DX)=2 ¥ ( x+(g)2-§)-2 5 w( x+(g)2-§)-x+ x +0(1)

O<n=x-1 n=<x-1

und weiter mit der Summenformel (2) von Euler
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=2{f§_1( X+(‘§)2--§)d/t-§ Yx +o()+ § g-l[ L 2|y dt} -x +4x

wf)

— 5 [x-1 2t 1 x-1
=2{, ( X+(2) —Z)dt-x+

wiydt -2 3 w( x+(g)2_g)+o(1)

x+(-; )2 n=x-1

Im zweiten Integral ist der Faktor bei y(t) monoton wachsend und kleiner oder gleich (x-1)/(x+1), so dass
nach dem 2. Mittelwertsatz fiir Integrale das zweite Integral ein O(1) ist. Deshalb gilt weiter mit (6)

D(x) = 20“( X+(—;)2——;)d7t-x-2 s w(&n)) + 0Q1)

n<x-1
Fir das Integral folgt mit der Substitution t=2\/; sinh(1), dt=2+4x cosh(t) dr und mit der Inversen
Arsinh(z) = log(z+ Yz> + 1) die Integrationsgrenzen 0 und x-1 {ibergehenin 0 und

2
9) 1= log(;:/l; + (2)‘2/1;) +1)

Fir das Integral gilt also

2fg-1( x+(—;)2 -—;)dt = 4x gl(m - sinh(r))cosh(r)dt

=4x [ (cosh(1))* d - 4x [ *sinh(z) cosh(1) d.

Fur die letzten beiden Integrale gilt im Einzelnen

1. 4x OTl(COh(T))ZCﬂT=X Orl(er+e‘r)2cﬂt:x Orl(e2’+e‘2r+2)d7r:éx(e2t +e 2|8 +2xyy

= %x €2 +2x7y + O(1).
2. -4xf0“sinh(r) cosh(r) dr= -x 0’1(er —e N(eT+eNdr=-x Orl(e2 t_e2%)dr=- %x (e2t+e27)|¢
=—%xe2’1+x+0(l)
Somit gilt fiir das urspriingliche Integral

2fx_l( X+('§)2 ‘é)dt = x+2x7; +O(1) und somitist D(x) = 2x1; - 3 @(&(n)) +0(1)

0
n=<x-1

Nun gilt fiir (9) nach dem 2. binomischen Lehrsatz

_ x-1 \2 x-1\ _ x-1 _4x _\12 _ x-1 2x
7 =- log (2&) +1-20) =-logl 21 (1+ )7 1)) = - log { 1 22

3-of2 1 =tog v+ of).

also (8) ®

Die Summe in (8) enthalt mit Blick auf (1) den Term (2y-1)x, und zwar in jenem Bereich des Summen-
Intervalls 0 <nsx-1, wo die Abschédtzung der Summe schlecht wird. Mit der nachfolgenden Beziehung (14)
wird klar, dass das in einer linksseitigen Umgebung von (x-1) der Fall ist.

Mit (6) und der Fourier-Entwicklung von @(z), ze R/Z , gilt zunachst
2

(10 -2 3 wEm) =233 5 sin2mhgn) + L)
@<ns<x-1 h=1" @<n=zx-1

fiir jedes €>0. Der O-Term ist eine obere Schranke fiir die Anzahl der Gitterpunkte fiir xeN und &(n)eN auf
der Hyperbel m n=x. Den Beweis fiir die Grolenordnung findet man in [01]. Durch die Herausnahme der
Gitterpunkte auf dem gekriimmten Rand (hier die Hyperbel) ist Satz 1 aus [06] anwendbar.
Zunachst gilt
Lemma 3. Esbezeichne lz1 die kleinste ganze Zahl groRer oder gleich z und es sei mit einem p,2<p<3,

(11) X :=§ + T4/ phx 1

Dann gilt mit der Konstanten y von Euler fiir n >x,
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(12)

~NIN)

oi 717 > sin2rthé(n) = (2y-1)x +O(log x)

h=1" xp<n=<x-1

Bemerkung. Aufdie innere Summe in (12) soll die Summenformel (2) von Euler angewendet werden, und
(11) liefert den Wert w(xo) =

Beweis. Die h-Summe in (12) ist endlich, h < x, da die innere Summe fiir h > x wegen (11) leer ist.
Wegen sin(z) = zi’ (e'- e7?) kann die innere Summe nach Van der Corput ([09], Theorem 2.1) fiir kurze

Intervalle % N<n<N,N<x-1, abgeschatzt werden mit

(13) Y sin2rthé(n) < hiE M wobei wegen (6)

Lhg" (N2’
=N<nsN
(14) &0=x+(2) -1 = —=— und weiter
wl3) +3
f’(t) X2 f‘(N) 1 fur N < \/;
=- 5 << .
i o o] w firN >
— firN < \/;
f“(t)z X > \/;
X+ N? (X+N2+N X+N2) X

E fir N > \/;
Fir (12) ist von Bedeutung, dass ersichtlich ¢ ‘(t) monoton fallend bei wachsendem tist und fiir t>x, aus
(11) [h&“(t)] < [h&“(xo)| S ThE“(yohx)| mit

¢ X2 X/2 12 12 1 .
(15) |h§(t)|$hx+p_hx+ th+g_hx+g_hx Shh—ﬂﬁhmﬂawegen 022 inLemma3.
4 4

2

Ist nun S die Doppelsumme in (12), so ergibt sich mit der Summenformel (2) von Euler
2

(16) s=2 s Tllfx'lsinZNhf(t)d/t+ 5 717fx_127rh§'(t)coserhf(t)w(t)dt
T h«ex % T heaex *o
da w(xg) =0 und &(x-1) =

Im zweiten Integral setzen wir cos(z) = i(e +e72) und fiir w(t) die Fourier-Reihe aus (2) mit
wit) = - % z Tl,( @2ivt _e—27rivt)

und es ergeben SICh 4 Integrale vom Typ

_2mhé'(t) (t 27i(hé(t)+vi)
Z J;(O 2mmi(hE'( de

Wegen der fallenden Monotonie des ersten Faktors im Integral ist der 2. Mittelwertsatz flir Integrale
anwendbar, und die v-Summe ist wegen (15) konvergent, und beziiglich der h-Summe ergibt sich ein
O(logx):
2

(7)) s=2 5 3 lesm2rrh§()d7t+O(logx)
T h« X

Fir das Integral ergibt sich mit der Substitution
2
T = &t)= x+(—;) ——; , t=ir(-r, dt=-(§ +l)dr, t=xo— Ty, Tp < /Q_Xh ,t=x-1—>1=1.

Darty2r=1,ist hs< 5 und es ergibt sich die Darstellung

1
h 1

_2
s=2 3

( > +1)sm27rh tdt + O(logx)
h<x/o T

Zundachst ist flir den Summanden (+1)

hfl sin2mhtdt= £ ¥ h—lzflr°dcos2nhrd7r = 0(1)

h<X/Q ™ hSX/Q

und weiter mit dem 2. Mittelwertsatz fiir Integrale und einem C>1, und 6>1

2
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- X 15 e R
/; Ssin2mhrdr+ = hszx/ghf“’ dcos2rrhtdt + O(logx) "hg/gh , Zsin2rhrdr

+ O(logx)

[T %sin2mhrdr - — 3 & [’dcos2rhrdt + Ollogx) = 7 3 4 [ Ssin2mhrdr+

1 us h>x/o
O(log x)
= -Z(Jw = (- L % i sin2 rht) dt + O(logx)= -2 1°° = y(t) dt + O(logx)
T Tt h-1 T
was unter Beachtung von (3) die Behauptung (12) in Lemma 3 ergibt B

Mit (6), (8) und (12) ist nun

(18) D(x) = xlogx + (2y-1)x + A(& x) + O(x€) fiirjedes €>0.

worin A(&, x) das von der Funktion ¢ aus (6) abhangige Restglied mit n < x,, xo aus (11) ist. x, ersetzt
durch 4/ phx ergibt einen Fehler von O(log x) :
(19) AEX) =2 5 5 sin2ihg(n)
hex " 0 oRx
Fiir kleine h, h < H, und mit der verkiirzten Schreibweise e(z) :=e
einem k,0<k<1,
S 35 sin2mhg(n) < th;i | 5 e(hén)| < H*| 3 e(&mn))]

h<sH ™ n<N n<N n<N
worin der zweite Faktor rechts der h-freie Anteil der Abschatzung der urspriinglichen Summe ist.
Die Doppelsumme in (19) wird fiir h>H (iblicherweise (Beweis siehe [9], Theorem 1.8) mit N/ H
abgeschatzt. Dies flihrt zur Optimierung des Parameters H fiir die Berechnung der zahlentheoretischen
Diskrepanz NDy (Schreibweise von E. Hlawka, [5]) fiir A(¢, x) in (19)

(20) NDy = H*| 5 e(&(n))| + 4

n=<N

Im vorliegenden Fall ist \/; <N < 4/pHx und der Wert von N ergibt sich aus der Frage, fiir welches N in
diesem Intervall die Abschatzung maximal wird.

27z ist wegen der Abschatzung (13) mit

Lemma 4. Unter Verwendung der Abschatzung (13) von J.G. Van der Corput ergibt sich fiir h<H

(22) s 717 S sin2mthé(n) < HY2 xM4 4+ {14 x14
h<H n < 4/phx

mit den zugehdrigen N-Werten N = \/; und N = 4/pHx und mit der Optimierung (20) einheitlich

(23) NDy < x3, und folglich A(, x) < x3 mitdem Parameter H < x3
(diese Information beziiglich H ist firr das Teiler-Problem von Piltz von Bedeutung).

Beweis. Unter Beachtungvon (13) und (14) wird die innere Summe in (22) abgeschatzt auf den Teilinter-

vallen
n< \/; , \/;< n < \/hx , Yhx <ns 4 ohx
1. S sin2rthé(n) <« —= x4« hM2 x14
n<4/x Vh
2. S sin2mhé(n) <« ¥ 3 sin2rhé(n) < ¥ ;‘,—% « 3 (hﬁ)“2 <« hY2 14
Vx <n <+/hx \x <N N<n<2N Vx <N X Vx<N
3/4
3. > sin2rthé(n) < % < % «< (hx)*
V/hx < n < +/phx X X

In den ersten beiden Fallenist N= yx undim 3. Fall N= \/ eHx. Somit ergibt sich mit N= \/; die zahlen-
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theoretische Diskrepanz

NDy << HY? x¥4 + % , H¥2=x1"  H=xY also NDy <« % < x13

und im 3. Fall mit N = 4/ pHx

NDy < (Hx)Y*+ ,/ﬁ , H¥4=x¥ H=x"2 also NDy < 1/2 < x'3

also in beiden N-Fallen (23) B

Das folgende Theorem liefert eine bessere Abschatzung fiir A(¢, x)
Theorem 1. (Kurzfassungvon Satz 1in [06])
Hat man fiir das Restglied A(x)= ¥ w(f(n)) die zahlentheoretische Diskrepanz NDy durch die bekannte

n<N

Optimierung (20),
(24) NDy < HXN®+ g , A(x)<NDy, 0<a<1,
bereits abgeschatzt, so ergibt sich durch erneute Optimierung mit neuem Parameter H eine bessere obere
Schranke fiir A(x):
(25) A(x) < H*N® + %,NDN log H.

Dieses Ergebnis ergibt sich wesentlich aus der heuristischen Annahme, dass die Abweichung (Diskrepanz)
von der Gleichverteilung einer reellen Folge modulo 1 sich wegen der Dichtheit der Folge gleichmaRig
verteilt auf jedes Teilintervall einer dquidistanten Zerlegung des Intervalls (0, 1).

Beweis . Siehe Satz1in [06] W

Historische Bemerkungen . Vertritt man die Ansicht, dass die in (24) berechnete zahlentheoretische
Diskrepanz NDy eine Eigenschaft des gekriimmten Randes einer Gitterpunkt-Menge ist, die in (24) durch

eine spezielle Methode ermittelt wurde, so wird mit (25) klar, dass der Methode zur Abschatzung von
Exponentialsummen eine besondere Bedeutung zukommt : NDy in (25) steht fiir eine mit irgendeiner
(elementaren oder tiefliegenden) Methode ermittelten oberen Schranke der zahlentheoretischen
Diskrepanz. NDy < x** aus (23) wurde hier erzielt mit elementarer Analysis und ausschlieRlicher Verwen-
dung der Basisabschatzung (13) fiir Exponentialsummen von Van der Corput.
Ab 1900 wurde fiir die zahlentheoretische Diskrepanz bereits so gute Ergebnisse erzielt wie in (23) : G.F.
Voronoi 1903 mit A(x) << x* log x , siehe [12], mit der nachfolgenden Restglied-Darstellung (26) fiir A( x).
Ab 1922 wurden bessere Ergebnisse erzielt fiir das Hyperbelproblem, beginnend mit der sich entwickel-
nden Theorie der Exponentenpaare, die auf die Funktionenklasse mit Kern f(t) =x/t,t< \/;, also auf D(x)
zugeschnitten ist.
Mit der auf E.C. Titchmarsh zuriickgehenden Methode zur 2-dimensionalen Abschédtzung von Exponential-
summen erzielte E. Krditzel fir das Restglied A( x) von D(x) mit einem relativ einfachen Beweis das Ergebnis

19
(25) A(X) < NDy < X5 , ;—: =0,3275....,[09], 1988

Fortschritte ergaben sich durch alternative Restglied-Darstellungen, wie etwa die auf Voronoi zurlickge-
hende Darstellung (Quelle: [08])

(26) A(x)=-2 \/; 5 d(n)n "2 (K, (41T \/&) +52r Y, (4 M) ), K1 und Y; sind Bessel-Funktionen,
n=1

T
und der Entwicklung von immer komplizierteren Methoden, bis hin zur “Diskreten Hardy-Littlewood-
Methode” von H. lwaniec, C.J.Mozzochi und M.N. Huxley (Quelle: [08], [09]) :
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27
X2 J.G.Van der Corput , 1928

12 139

(27) A( X) «<NDy < [xav ... X2 G. Kolesnik ,1969...-1985

131

x2  H.lwaniec,C.J. Mozzochi , 1987
x5 M.N. Huxley , 2003

2 -0,329268..., 2=0324, £=0318, =£=0,314903...

82 37 22 416

In [08] wird aulRerdem die folgende Aussage von M.N. Huxley erwdhnt beziiglich der von ihm und H. Iwaniec
sowie C.J. Mozzochi entwickelten “Diskreten Hardy-Littlewood-Methode” : Fiir die zahlentheoretische

Diskrepanz NDy des Restgliedes A( x) von D(x) in (1) gilt fiir die obere Abschatzung nach dieser Methode fiir

das Infimum des Exponenten von x :

(28) inf{s:A(x) < NDy << x® (logx)P} = 136 , 1—56:0,3125

Fiir die untere Abschatzung von A(x), siehe etwa [09] gilt
(29) A(x)= Q((xlogx)* (loglogx)?), B>1.

Gilt nun Theorem 1 (also Satz 1 aus [06]), so gilt auch das folgende
Theorem 2. Fiir das Restglied (19) des Teiler-Problems von Dirichlet gilt unter Anwendung von Theorem 1
(also von Satz 1in [06])

5 1 1
(30) A(x) < x1 logx mit NDy= x3 aus (23) und H=xus
19 3

8
(31) A(x) < x» logx mit NDy= x5 aus (25) und H=xss

.
L]
13 5

(32) A(x) < x= logx mit NDy= x1s aus (28) und H=x2

5 o027, B = B 3
T 0,27 , % 0,275863... , m m m | p 0,27083

Bemerkung. Mit den Ergebnissen zu NDy in (27) ergeben sich weitere Verbesserungen zwischen (31) und
(32). (30) steht fiir den geringsten Aufwand (die gleiche Abschatzung wurde in [06] flir das Kreis-Problem
von C.F. GauR erzielt), und (32) ist nach Huxley maximal fiir Hyperbel und Kreis erreichbar mit seiner
Methode. Die Aussage zum optimierten Parameter H, etwa in (30), erlangen ihre Bedeutung in den
Abschadtzungen zum Teiler-Problem von A. Piltz.

Beweis. MitLemma4 und Theorem 1 gilt fiir (30): A(x) << HY2x4+ ﬁx’s logH,H3? =x% ergibt H=x1

und logH <« log x, also A(x) <« :llxélogx«xﬁ logx, (31) und (32) analog M

3. DasTeiler-Problem D(x) von Piltz, k=3

Ist D(x) = ¥ d(n), soist Dy(x) = 5 di(n) eine Verallgemeinerung von D(x) = D,(x). Fir k=2

n<x ns<x

bedeutet in der Menge N der natirlichen Zahlen das Zeichen t|n, dass t ein Teiler von n ist mit
der Bedeutung t|n = It’eN: tt'=n. t’ heilt Komplementar-Teilervon t. Ist t< \/F , so gilt fir
den Komplementar-Teiler: t’ > 4n, und ist t=\/F€ N, so ist n =tt=t* eine Quadratzahl. Also
haben Quadratzahlen eine ungerade Anzahl von Teilern. Die zahlentheoretische (arithmetische)
Funktion d(n) gibt die Anzahl der Teiler von n an. Da Teiler und Komplementar-Teiler immer als
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Paar (t, t’) auftreten, erfasst man die Teiler t < \/F mit (t, t’) und die Teiler t’ 2 \/F mit (t’, t). Es ist
also
d(n)= #{teN: t|n}= #{(ny, n,)eN?: n;:n, =n}.

Das ist eine Schnittstelle zwischen Arithmetik und Geometrie: d(n) gibt an, wie viele Gitterpunkte
auf der Hyperbel &n=n inR*xR* liegen. Andererseits gibt d(n) an, wie viele multiplikative Zerlegun-
gen esvon n gibt unter Beachtung der Reihenfolge.

d(n) hat zur Berechnung des Funktionswertes eine wichtige Eigenschaft: d(n) ist multiplikativ,
Beweis siehe etwa [10] : Es gilt
d(n;-n,) = d(ny)-d(ny), falls ny, n, keine gemeinsamen Teiler haben auRer 1. Folglich gilt, wenn n in
kanonischer Primfaktorzerlegung lber der Primzahl-Menge P gegeben ist und “V,(n) die Vielfach-
heit bezeichnet, mit der p als Teiler von n als Faktor enthalten ist :

(34) Furn= 11 p™™ ist d(n)= T d(p™™)="TT (Vp(n)+1)

peP peP peP
wobei fiir die Vielfachheit V,(n) gilt: V,(n) 20, das Produkt ist folglich immer endlich.

Lemma 5. Essei h(n):= {({,n) eR*xR": &n=neN}der Graph zur Hyperbel {:n=n, und es sei

H(x)= U h(n).
nsx
Dannist D(x) =H(X)nZ?= ¥ d(n) und es gilt
nsx

(35) d(n) < n¢® firjedes €>0.
und auf jeder Hyperbel h(n) gibt es genau d(n) Gitterpunkte mit
(36) #(h(n)nZ2) < n* fiirjedes €>0.

und fiir D(x) gilt die Abschatzung

(37) D(x) < x'*€ fiirjedes €>0.
Beweis . In [01] wird lim (d(n)/n€) =0 flir n — « bewiesen, was (35) impliziert : Wegen (34)
geniigt es, den Beweis fiir d(p™?), p™» — oo, zu fithren : siehe [01]. (36) ist dann klar, und fiir (37) ist

DX)= 3% dn)< ¥ n€«< x°¥ 1 « x'*€ fiirjedes €>0 W

nsx nsx nsx

Beim Teiler-Problem Dy(x) von Piltz,
(38) Dk(x)=% di(n)= ¥ 1

ns<x Ny NESX
ist die verallgemeinerte Teiler-Funktion di(n), d,(n) =d(n), zu erklaren:
(39) di(n):==#{(ny, ..., n)eN¥:n, - ...-n =n}
ist die Anzahl aller multiplikativen Zerlegungen von der Lange k in beliebiger Anordnung. Bei
kleinen n findet man alle k-Tupel liber die Bedingung n; =2 n, ... mit ny|n, ny|n ... ,umdannzu
jedem dieser “Start-k-Tupel” Koordinaten zu vertauschen, die das vorgelegte k-Tupel verandern.
Als Beispiele ergeben sich d5(2) = 3, ds(9) = 6, d3(18) = 12, woraus folgt, dass ds(n) nicht multiplika-
tiv ist. Bei der Herleitung einer Abschatzung fiir dy(n) kann man folglich nicht auf die Beweisidee
von Chandrasekharan in [01] zuriickgreifen, wohl aber auf die Abschatzung d(n) < n€
fiirjedes €>0 aus (35):

r A r A
Fiir n=T] pj(vj erzeugt das k-Tupel (n;= TT pj(v’, 1,..,1=n,) als “Start-k-Tupel” durch additive
j=1 j=1

k
Zerlegungender Vi=m= 3 m;, m; 20, alle méglichen k-Tupel ohne Vertauschung verschiedener
j=1
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Koordinaten. Deren Anzahl sei
Pi(m) = #{ (my, ..., m)eNE:m+ .. +mp=m,m=...2m2 0}.
Dann ist offensichtlich mit einer Konstanten ¢, wegen anschlieflend noch notwendiger
Vertauschungen der Koordinaten
r
(40) dk(n)=ck TTPk(V)) , 1<c<Kk!
j=1
Bekanntlich, siehe etwa [10], erfiillen die Partitionen maximaler Lange k beziiglich ihrer Anzahl
P,(m) die Differenzen-Gleichung
(41) Py(m) =Py(m - k) + Pg_1(m) mit Pg(m-k)=0 fir k>m, und es gilt

— | m m?, 13 2 £
(42) Pz(m)—[;J+lSm, P3(m)55+l—2m+lSm firm=2

Lemma 6. Fiir k=2 gilt P,(m)<m*?

Beweis (Vollstéandige Induktion liber k und m).
Die Behauptung gilt fiir k=2 und k=3 und alle m. Es sei nun P,(m-k)<(m - k) k-1
und P,_;(m) < m*2, Dannist fir ksm
(fur k>m st Pr(m) = Py_1(m)) : Pe(m) =Pr(m - k) + P_s(m) £ (m = k)L + mk2

k-1 k-1 1
Smk—l(l_r_l;) +r_1’mk—15mk—l{(l_nﬁ1) +;1’}gmk-1{(1_§)+;1,}5mk‘1l

Lemma 7. Essei hg(n):= { (&, ..., Ee(RY) : & ...-& =n} der Graph der k-dimensionalen Hyperbel
¢ é=n und Hy(x) := U hg(n).

nsx

Dann ist Dy(X) = Hx(X)NZ¥ = ¥ di(n) und es gilt

nsx
(43) di(n) <<, n*-D€ fiir jedes €>0.
und auf jeder k-dimensionalen Hyperbel hy(n) gibt es genau d,(n) Gitterpunkte mit
(44)  #(h(n)nZ¥) < n*V€ fiir jedes >0.
und fiir D, (x) gilt die Abschatzung
(45)  Dy(x) <4 x D€ fiirjedes €>0.

Beweis . Wegen (40) gilt mit Lemma 6 fiir (43): di(n) = ¢« ]r'[Pk(‘Vj) <S¢ ]r'[(Vj"‘l <S¢ (Vo V)L
j=1 j=1

< ¢ (d(n))<t <, n®D€ fiirjedes €>0,

da d(n)= ]r'[d(pj(V’) ]C[("Vj+1)2‘vl~...-’vr und wegen (35) W
j=1 j=1

Von der Abschatzung (45) gehen wir nun tiber zur asymptotischen Darstellung Dy(x) = Hy(x) + Ax(x)

: K
mit Hauptteil und Restglied. Der Hauptteil Hy(x) ergibt sich aus Dy(x) = = ff"'“’ £ v dw

2mi Je-ieo w
flir c>1 = “Residuum” + “Rest”, also Anwendung des Residuensatzes der komplexen Analysis.
Hy(x) = “Residuum” = “x mal Polynom vom Grad k-1 in Potenzen von log x”. Dieses Ergebnis soll nun
durch Rechnen im Reellen bestatigt werden, ebenso, wie die Bestimmung des Restgliedes A, (x) und
seine Abschatzung durch Riickfiihrung auf die bereits vorliegenden Ergebnisse zum Teiler-Problem
von Dirichlet. Insbesondere gilt mit (18)
Dy(x)=D(x) = xlogx + (2y-1)x + A(&,x) + O(x€) fiirjedes €>0 mit
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A(E X) = % 717 S sin2mthé(n) aus (19). Damit gilt mit
h<x n = +/ohx
D)= ¥ 1= % s 1= § Dz(n_ = ) und mit A,(€, 2) := A€, z) und
Ny N SX Ny e M2 SX mop < Ny e Mg $X 1o k2

N M

(46) z:=- st D(x)= ¥ {zlogz + (2y-1)z + Dy(&,2) + O(z°)} fiirjedes e€>0.

1o M2 N1 e Mg €X
. . X .
Der Term (2y-1)z bildet sich nur dann, wenn g < —2X—  alsofiir
Ny Ny Ny .. Nyg-
(47) ny- oonyy S f} ,2<p<3
X oHx .
und der Term A,(¢, z) nurdann, wenn < , also fir
Ny Ny Ny Niy
(48) = < ny- .. -Nk,, Haus Theorem2

oH
Esist also mit zaus (46) und fiir jedes €>0
Di(x)= ¥  zlogz+ > 2y-1)z + 2 {86 2)+0(z9)}
N1 Mieg SX Ny M2 <X fo D—XH SNy Nin
Ny NESX
Somitist mit z aus (46)
(49) Dy(x) = Hylx) + Ak(x)
(50)  Hi(x) = )3 zlogz + )3 (2y-1)z

Ny Nk <X Ny ..M sx o

(51) Axlx)= 2 {86 2)+0(z)}

S n n
<Ny Ny
1 k-2

Ny o NgsXx

Zur Abschatzung der Summe in (51) geniigt es wegen der hohen Symmetrie, die Abschatzung iiber
eines der k! Teil-Simplices mit den Kantenlangen x¥, x/%1, . x2 x und der Nebenbedingung
ni < ... <n, < x zuvollziehen. Esist also mit z aus (46) und jedes €>0
(52) Ay(x)=k! 2 {8y(8, 2) + O(z°) }

x
— <Ny ..'Ng_3'N
oH 1 k-3
3
Ny Ng3'N” s X
MS...SNg3<n

Der Fallk=3: Mit z aus (46) ist (leere Produkte haben den Wert 1) ist mit (50) und k=3
(53)  Hs(x)= ¥ Zlog? + Qy-1x ¥ -
nsx" n nsx/gn

und mit A,(&, z) aus Theorem 2 gilt fiir (52) mitk =3
As(x) < % {(’—;)€+(f)€logx} <« (Hf+H%ogx)¥ 1

nd<x ndsx

X
n>—
oH

Es gilt also mit a und H aus (23), Lemma 4, oder aus (30), Theorem 2 (Satz 1 in [06])
(54) Asz(x) < x3H%logx

Lemma8. Fir D3(x)= Hz(x)+ Asz(x) gilt
(55) H3(x):x(§log2x + (3y-1)log x +A3) mit

(56) A3 :=3y2-3y+3C; +1 mit



Teilerprobleme0.nb | 13

(57) = [LZ(logt)wtydt = -y - [* ( logt) wt)dt = -0.0728254, y ist die Eu

Konstante aus (3)
und fiir das Restglied gilt
x';"?la log x (ohne Satz1in[06] , a= % , H=x';)
(58) Az(x) <

5=

1 5
xS*ﬁlogx (mltSatlen[OG], OZ—E, H=x )

Beweis . (55), (56) ergeben sich aus dem Residuum von Ds(x), siehe E. Krdtzel [09], und dient der
endgiiltigen Festlegung des Parameters p in (53) liber die nachfolgende Beziehung (59). Die
Néherung fiir C; in (57) ergibt sich analog zur Bemerkung 2 unter Lemma 1 mit einem o, 0<o9<1:

0 l.
= Y-y - jl( logt)w(t)d/t =2y 1100(712 logt)w(t)cﬂt - loo"t—ft wiydt = 2 -y -
jl""( logt) w(t)d't - ‘°lgoz‘j° 1% ity dt.

Ist Cl1 die Summe der ersten drei Summanden, so ergibt sich mit “Mathematica”

f= ((-Log[t]) /t"~2) (t- Iéloor'[t] -1/2);
i = Integrate [f, {t, 1, 100}]; C1l = -0.0772156649 +1ij;
Print["C1= ", C1]
Cl= -0.0728542 und weiter mit dem Wert des Rest-Integrals < +0.0000576 :
-0.0728542 < (C;< -0.0728542 + 0.0000576 = -0.0727966. Nimmt man den Median-Bruch der
Schranken von C;,sogilt C; =-0,0728254, wie in (57).

Die beiden Summen in (53) werden nun getrennt ausgewertet mit der Summenformel (2) von Euler
und mit dem Ziel, die aus der komplexen Analysis bekannten Relationen (55) und (56) durch das
Rechnen im Reellen zu bestatigen. Dabei wird sich zeigen, dass der Parameter p aus (53) und
Lemma 3 hierfiir einen wohlbestimmten Wert annehmen muss, fiir den Theorem?2 auf D;(x) anwend-
bar ist, falls o= 2, wie in Lemma 3 verlangt :
Fir die 1. Summe in (53) ergibt sich mit (57)
nzs % log* = %xlogx+f1 >logidt+ [ 6t( log ) w(t)dt = —xlogx+xlog x-x [ 1logtd7t

-xlogxfl 9 w(t) - xj logt W(t)dt
= %xlogzx + %xlogx + (y—z)xlogx - Cix+0(1) = Exlog x + yxlogx - Cix +0(1)
Fiir die 2. Summe in (53) ergibt sich mit y aus (3)
@y-Dx 3 4= 3x@y-1)+O(1)+ (y-1)x [[7¢ 5 - @y-1)x 75 wlt) = 2y-1)xlogx

t 2
n<xfo
- 2y-1)xlog o + x(y-3) * (y-3)(2y-1)x + O(1)
= (2y-1)x log x + x(2y*-y -(2y-1)log o) = (2y-1)xlog x + x(2y*-y(1+2log o) + log o) .

Beide Ergebnisse zusammen ergibt Hs(x) = x (% log®x + (3y-1)logx - C;+2y*-y(1 +2log p) + log o)
Andererseits gilt fiir H3(x) (55) mit A3 aus (56). Da A; eindeutig bestimmt ist, ergibt sich der exakte
Wert des Parameters p mit
(59) (1-2y) log o= (y-1)*+4C,, also mit p= Exp(—+:cl) und esist p >2,07 ,

wenn fir C; die ungiinstigere Schranke -0.0727966 eingesetzt, und die siebte Nach-Komma-Stelle
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von y aufgerundet wird.
Mit dem exakten Wert fiir o gilt (55) mit A3 aus (56). AbschlielRend folgt (58 ) aus der Vorbetrachtung
unter Einbeziehung von (23) aus Lemma 4 und von (30) aus Theorem 2 B

Der allgemeine Fall k=3 fiir Di(x) = Hy(x) + Ag(x)
Lemma9. Fiirdie beiden Summen in (50) zu H,(x), k 2 3, gibt es jeweils Polynome Lf_)l(log x) und

L1 (log x) vom Grad k-1 und k-2 in Potenzen von log x mit den absoluten Koeffizienten C{”; und
Cff_)z, so dass mit (50) und z aus (46) gilt :

(60) S zlogz = fo_)l(log X\ +0( 1 )
Nyt Nip SX Ny e Nyz SX

(61) S @yz=xLP(log) + Ol =1 )
Ny ..M <X Jo Ny N3 <X

wobei der O-Term wegen der Symmetrie k! mal unter der Bedingung n;<n, <...<n,3<...<ng<x
abgeschatzt werden kann mit dem Ergebnis

0(1) fiir k= 3
62 r1 ={ O™ fiir k = 4
Mo Mg X o(X2/5+(k—4)f) fir k 2 5 undjedes € > 0

N1 S..SngEx
Beweis (Vollstandige Induktion lber k). Fir k =3 lautet der O-Term jeweils O(1) und die Poly-
nome lauten
fiir (60): LY (logx) = é log?>x + y logx-C;
fiir (61): L% (logx) = (2y-1) logx +3y2- 3y + 4C; +1
(siehe Beweis von Lemma 8). Die Behauptung gelte nun fiir k := k-1. Dann ergibt sich mit z aus (46)

fiir (60) :
> zlgz=3 % W og(——) = 5 {Xifl(log%) + O T 1 )}
N1 Mieg SX & NEX Ny ongzsxin T k3 gnl"“'n“‘3 nsx{n k=2 gn N1 e Niea SXIN
= X3 s Lihllog2) + 0l 1 ),
X Ny o Nieg NS X

was mit n=n,_3 der gewlinschte O-Term in (60) ist, und weiter gilt mit der Summenformel (2) von
Euler

= x{3 L (logx) - L2, + [ L 1 (log X) + [ (2 1 (log %)) wlt)dt}+ O = 1 )

1 ¢t 1 6t
Ny N3 <X

X

und weiter mit der Substitution - =1, dt=- =dr furdas l.Integral. Das 2.Integral ist konvergent
T

flir x — oo und fiir das Rest-Integral gilt mit dem zweiten Mittelwertsatz der Integralrechnung
insgesamt weiter

logk'2 X

= x{3 Lit(log) + [ F Ly (log 7+ (il }+ O +O=E=) + O T 1 )
1 e N3 =
= xL(logx) + 0 £ 1)
Ny Npz X
mit
(63) iy = [[7= (3 Ly (~logt))y(t)dt

Fiir (61) ergibt sich mit z aus (46)

T o@lz= T z@Qy-D0—= 3 {Z4%(gH)+0( T 1 )
n1'---‘nk—25§ nsxfe [ L poe nsxfe My Mg SXIN
14
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= x {32log %) - wix/oLP(log o) + [PL 1P log X) + [P (21 (log L)w(t)dt }4

Ol =1 )

= x{5 L2010 )+ [/ 1y (log 0+ 2, } + O + O(E) 40, 51 )
= xLP,(logx) +0,( T 1 )
mit
(64) €2, = 72 L (~log ) w(t)dt .
Somit gilt (60) und (61) mit vollstandiger Induktion H

Fiir den gemeinsamen Oy-Term ergibt sich wegen der Symmetrie und mit dj_4(n) <<, n*-5¢

fir k26 undjedese>0

1 <k 51 « xk9e 51 « xkBe s 51 « xkDexlih g,
Ny e N3 X Ny e Mig Mg SX mn*<x msx'? ns(i)”“ msx
Ny S..SNgsX msn "
« x25+(k-5)€

fir jedes €>0, was insgesamt (62) bedeutet flir k=5, und die Félle k=3 und k=4 sind offen-
sichtlich auch richtig. @

Lemmal0. Fir Dy(x) = Hi(x) +Ax(x) giltmitreellen A; ,j=1,2,... k
(65)  Hi(X)=x(Aloghktx+ A, logh?x+...+ Ayilog x + A, ) und mit (63) und (64) ist fiir k>4
(66) Ak = SAkr - (2y-Dloge + [[7 £ (3 Lia(-logt))w(t)dt mitLyp =L, + 112
Weiter gilt fiir jedes €>0

3a+l 1-a

67) Ag(x) = x2* e g xk-Ae min (xaH%, x = H2 }
und fur As(x) die Abschatzung (58) aus Lemma 8. a und H sind Lemma 4 oder Theorem 2 zu
entnehmen.

Beweis . (65) ergibt sich aus Lemma 9. Zu (66): %Ak_l ergibt sich aus der Anwendung der Summen-

formel (2) von Euler, - (2y-1)log o ergibt sich liber die Summen-Bedingung n < x /o im Beweis zu
(61) und das Integral ist die zusammengefasste neue Konstante nach (2). Zu (67):
Fiir Ax(x) in (52) bedeuten die Bedingungen ny- .. m3-n®<x, n<..<n3<n fir k=4:
m-n® < x und m < n. Und fiir k =5 unter Einbeziehung von dy_4(n) << n=>¢ wegen (43), ergibt
sich in beiden Fallen bei der Summierung der zusitzliche Faktor x4, Somit ergibt sich fiir die
Zweite Summe in (52) mitz€

1
3 0(zf) «< x4 51 « xtAe 5 51 « xkNexdBy |18 « x5 *k3)e
Ny iz N X mndsx msxl"‘ns(i)“3 ms<x*
m
Ny <.SNg3<n msn

fiir jedes €>0.
Das ist der erste Summand in (67). Fiir die erste Summe in (52) mit A, ergibt sich bei gleichem

Vorgehen, aber mit der Zusatzbedingung f_/ < Ny .. Ni_z-nound mit Ay(E, 2) < z% mit a und H

aus Lemma 4 oder Theorem 2 :
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k-4)e X \a k-8 e ja k-8 e ja k-4)e a-i
x4 Z(E) «< xkAega 51 « xkHepe s v 1« xkNegay

X m-n®<x msx¥ o (X\B

H «<mn “\m
msn

m-n®<x

msn

Verwendet man die Nebenbedingung ﬁ«m-n flr die Einschrankung des Bereiches der Sum-

mierung, so ergibt sich eine bessere Abschatzung bei Verwendung von Theorem 1 (Satz 1 in [06]) :

xk-4)e Z (m—Xn)“ «< xAexay maypa « xkAexas ma g« xhAeya gmas pa

X msx¥ mnd<x msx¥ (mnyn*<x msx* n?2<H
- <<mn
H X X
s m-n>= m-n s>
m-n®<x H H
msn

1-a 1+3a l-a

1-a
< xkNex* T HT « xkAe T HS

womit auch der 2. Summand rechts in (67) bestatigt ist |

Theorem3. Ohne Theorem 1 (Satz 1in [06]) ergeben sich fiir das Restglied Aj(x) beim
Teiler-Problem von Piltz (k = 3) die Abschatzungen
X3' = X fiirk=3, $=0,%
(68) Ax(x) <
xlderieg o ykedery flrk =4, % =0,61

1
Beweis. Lemma 8 und (67) in Lemma 10 mit jeweils a=§ und H=xz |

Bemerkung . Im Vergleich dazu die seit 1927 bekannte untere Abschatzung von G. Szegé und A.

Walfisz (Quelle [09]) :
Ay(x) = Q(x% log?), a > el

2p
Theorem 4. Mit Theorem 1 (Satz 1 in [06]) ergibt sich fiir das Restglied A,(x) beim Teiler-Problem
von Pjltz fiir k=4 die Abschatzung

(69) Ak(x) < x';+(k'3)5 fiirjedes €>0 und alle k=4

1
Beweis . In (67) sind wegen Theorem 2 die Werte a= 1—58 und H=x1s wahlbar, und fur das dortige

3a+l l-a 155

Minimum ergibt sich x + H2 =x3s
[
Folgerung:  Mit Theorem 1 (Satz 1in [06]) und Theorem 4 gilt dann auch
die Hypothese von LINDELOF fiir die Z-Funktion von Riemann
(70) {(o+it) < t€ fiirjedes €>0 und alle 02—;

Beweis. Nach Theorem 13.4 von E.C. Titchmarsh / D.R. Heath-Brown aus [11] ist (70) dquivalent zu
(69) H
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