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Vorwort

Dieser Tagungsband befasst sich mit einer
Herausforderung: der Weiterentwicklung
des Mathematikunterrichts an allgemein-
bildenden Schulen unter Einsatz von digi-
talen Technologien. Er dokumentiert einen
internationalen Workshop, der vom 27. bis
29. September 2017 an der Friedrich-Schil-
ler-Universitat Jena stattfand.

BereitsinderPlanungsphase des Workshops
wurde ganz bewusst auf Vielfalt gesetzt: Die
fiinf Referent/innen kamen aus Osterreich,
Ungarn, der Schweiz und Deutschland; an
der Veranstaltung nahmen Fachdidaktiker/
innen von Universitaten, Vertreter von Lan-
desinstituten, Thiringer Mathematiklehrer/
innen und Lehramtsstudierende teil.

Im internationalen Workshop wurde {ber
Erfahrungen, Tendenzen und Entwicklungen
sehr produktiv und facettenreich berichtet
und diskutiert. Die Veranstaltung erhielt ih-
ren Workshop-Charakter dadurch, dass sich
die Teilnehmenden stets aktiv einbringen
konnten — sowohl in den Diskussionen un-
mittelbar nach den Vortragen als auch in vier
sWorkshops zum Vortrag“. Der Austausch
war immer so rege, dass noch die Pausen-
zeiten zusatzlich genutzt wurden. Im Ple-
num prdsentierte Ergebnisse der einzelnen
Arbeitsgruppen sind Bestandteil dieses Ta-
gungsbhandes. Der internationale Workshop
wurde auch durch den Dekan der Fakultat
fuir Mathematik und Informatik Prof. Dr. Da-
vid ). Green mit einem GruBwort erdffnet.

Hans-Georg Weigand (Wiirzburg) entwickel-
te, aufbauend auf vielfdltiger Projekterfah-
rung, fiinf Thesen zum Einsatz digitaler Tech-
nologien im Mathematikunterricht. Diese
Thesen sollten das Potenzial besitzen, Ent-
wicklungen anzuregen und zu strukturieren.
Der Beitrag war wegen seiner Grundsétzlich-
keit der Eréffnungsvortrag zur Veranstaltung.

Kinga Szlics (Jena) informierte iiber das
Projekt,,Medien im Mathematikunterricht®,
das Teil des Jenaer Projekts ,,Prof|L — Pro-
fessionalisierung von Anfang an im Jenaer
Modell der Lehrerbildung” im Rahmen der
Qualitatsoffensive Lehrerbildung ist. In
dessen Rahmen wird der Einsatz von Medi-
en im Mathematikunterricht mit Aspekten
des Umgangs mit Heterogenitdt, auch In-
klusion verbunden.

Odon Vancsé (Budapest) berichtete liber
ein grofles Forschungs- und Entwicklungs-
vorhaben zum Problemlésen (Projekt Geo-
matech), in dem 1800 Unterrichtseinheiten
zum Computereinsatz im Unterricht von
Mathematik, Physik, Chemie, Biologie und
Geografie entwickelt und zum Teil auch
im Unterricht erprobt wurden. Ein Teil der
Einheiten wurde aus dem Ungarischen ins
Deutsche iibersetzt; in dem Beitrag gibt es
weitere Ubersetzungshilfen.

Markus Hohenwarter (Linz) stellte aktuelle
Forschungs- und Entwicklungsergebnisse
in der Weiterentwicklung der Software Geo-



Gebra vor. Diese betreffen den Einsatz von
GeoGebra auf Smartphones; die Realisati-
on eines Priifungsmodus; das schrittweise
Losen sowie Moglichkeiten der Augmented
Reality. Gerade diese Moglichkeiten {ibten
auf die Teilnehmer/innen am Workshop
eine Faszination aus.

Werner Hartmann (Schwyz) ging es um
Lehrerbildung; um das Verhdltnis von Fach-
und Mediendidaktik; um die Frage, wie sich
Inhalte des Mathematikunterrichts und die
zu erwerbenden Kompetenzen verdndern
werden; um zeitgemédfle Formen der Leis-
tungsbeurteilung; um Beziige zwischen
Mathematik und Informatik. Dabei wird
klar, dass wir erst am Anfang einer Entwick-
lung stehen, in der immer wieder wichtige
Fragen neu zu beantworten sind.

Zu danken ist den Vortragenden (dies auch
fiir das Bereitstellen von Beitrdgen fiir die-
sen Tagungsband), den Mitarbeitern der
Abteilung fiir Didaktik der Mathematik und
Informatik an der Universitdt Jena fiir ihre
Unterstlitzung beim Dokumentieren der
»Workshops zum Vortrag“ und allen Teil-
nehmenden fiir die Bereitschaft, sich aktiv
einzubringen. Kooperationspartner des
internationalen Workshops war das Lan-
desinstitut ThILLM Bad Berka, fiir dessen
Unterstiitzung wir uns bedanken. Rigobert
Méllers ist sehr herzlich fiir die wirksame
Unterstiitzung beim Erstellen der Druckvor-
lage zu danken.

Die Kurzfassungen der Tagungsbeitrdge und
die Aufgaben, die den Arbeitsgruppen zur
Bearbeitung vorgeschlagen wurden, sind
unter https://www.profjl.uni-jena.de/Veran-
staltungen/ abrufbar.

Michael Fothe, Birgit Skorsetz, Kinga Sz(ics
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Der Workshop wurde im Rahmen der ge-
meinsamen ,,Qualitdtsoffensive Lehrerbil-
dung“von Bund und Ldndern mit Mitteln
des Bundesministeriums fiir Bildung und
Forschung unter dem Forderkennzeichen
01JA1508 gefdrdert. Die Verantwortung fiir
den Inhalt dieser Verdffentlichung liegt bei
den Autor/innen und Herausgeber/innen.

Vortrage und Workshops

Hans-Georg Weigand

Wohin, warum und wie? — Zum Einsatz digitaler Technologien im

zukiinftigen Mathematikunterricht

Vor- und Nachteile des Einsatzes digitaler
Technologien und speziell des Einsatzes
von Computeralgebrasystemen (CAS) im
Mathematikunterricht werden  weltweit
kontrovers diskutiert. Im Folgenden wird
der frage nachgegangen, welche Bedeu-
tung digitale Technologien in den néichsten
Jahren und Jahrzehnten bekommen wer-
den oder konnten. Es wird insbesondere
gefragt, auf welche aktuellen Erkenntnisse
sich eine vorausschauende Antwort auf-
bauen ldsst, und es soll schlieflich auch
die Frage nach einer Vision fiir zukiinftige
Entwicklungen gestellt werden. Ausgehend
von Entwicklungen in der Vergangenheit
und einer kritischen Analyse der aktuellen
Situation im Hinblick auf den Einsatz digi-
taler Technologien im Unterricht werden
vor dem Hintergrund der persénlichen Er-
fahrungen des Autors fiinf Thesen zum Ein-
satz digitaler Technologien im zukiinftigen
Mathematikunterricht aufgestellt.

1. Visionen

In einem 1910 herausgegebenen Buch hat
Arthur Brehmer damals bedeutende Wis-
senschaftler aufgefordert, ,,Die Welt in 100
Jahren“ zu beschreiben. In einem Artikel in
diesem Buch mit dem Thema ,,Das draht-
lose Jahrhundert* beschreibt Robert Sloss
,»,Das Telephon in der Westentasche“:

»Der Biirger der drahtlosen Zeit wird (iber-
all mit seinem ,Empfdnger herumgehen, ...

Aufseinem Wege von und ins Geschdft wird
er seine Augen nicht mehr durch Zeitungle-
sen anzustrengen brauchen, denn er wird
sich in der Untergrundbahn, ... oder wo er
grad’ fdhrt ... nur mit der ,gesprochenen
Zeitung‘ in Verbindung setzen brauchen,
und erwird alle Tagesneuigkeiten, alle poli-
tischen Ereignisse und alle Kurse erfahren,
nach denen er verlangt.

... Und istihm damit nicht gedient, sondern
steht sein Sinn nach Héherem, so wird er
sich mit jedem Theater, jeder Kirche, jedem
Vortrags- und jedem Konzertsaal verbinden
und an der Vorstellung, an der Predigt oder
den Sinfonieauffiihrungen teilnehmen kon-
nen, ja die Kunstgeniisse der ganzen Welt
werden ihm offen stehen, ...“ (Brehmer,
1910: 35 ff)

Diese Vision ist heute, also 100 Jahre spater,
in Form des iPhones Wirklichkeit geworden.
Auch in der ersten ICMI-Studie von 1986
mit dem Titel “The Influence of Computers
and Informatics on Mathematics and its
Teaching” (Churchhouse, 1986) wurde ein
groBer Enthusiasmus bzgl. der Entwick-
lungsperspektiven des Mathematikunter-
richts angesichts der Verfiigbarkeit neuer
Technologien deutlich. Damals sagten vie-
le, wie etwa Jim Kaput, voraus, dass neue
Technologien sehr schnell alle Bereiche des
Mathematikunterrichts verdndern wiirden:
“Technology in mathematics education
might work as a newly active volcano — the
mathematical mountain is changing before
our eyes.” (Kaput, 1992: 515)



2. Erwartungen

Mit der Einfiihrung neuer Medien waren
stets Erwartungen und Hoffnungen verbun-
den. So war Thomas Alva Edison (1847-
1931) nach der Erfindung des Tonfilms
1922 der Meinung:

»Der Film wird unser Erziehungssystem
revolutionieren. In ein paar Jahren wird er
weitgehend, wenn nicht sogar vollstindig
den Gebrauch von Biichern ersetzen. “
Gerade im Zusammenhang mit neuen
Medien wurden allerdings Chancen und
Schwierigkeiten fast immer kontrovers dis-
kutiert. So musste sich bereits zu Beginn
des 20. Jahrhunderts Albert Rohrberg in
seinem Buch ,,Der Rechenstab im Unter-
richt aller Schularten® im Jahre 1929 gegen
die Behauptung wehren, der Rechenschie-
ber sei nur ein ,,Rechenknecht“ zur Mecha-
nisierung der Rechenarbeit. Dem stellte er
den besonderen pddagogischen Wert des
Rechnens mit diesem Gerdt gegeniiber,
und er sprach von der Moglichkeit, dass
der Rechenschieber gerade zum Gegenteil
herausfordere, ndmlich zu einer Vergeisti-
gung des Rechenprozesses, indem es um
das Antizipieren, das Abschdtzen der Gro-
Benordnung des Ergebnisses gehe.

In dhnlicher Weise wiederholte sich die-
se Kontroverse bei der Einfiihrung des
Taschenrechners. 1972 kam der erste Ta-
schenrechner auf den Markt. Zwischen
1976 und 1978 wurde er in den meisten
Ldandern der Bundesrepublik Deutschland
im Mathematikunterricht — meist ab Klasse
7 — erlaubt. In der DDR wurde der Schul-
rechner SR 1 an der Erweiterten Oberschule
ab Schuljahr 1984/85 in der Klasse 11 und
in der Polytechnischen Oberschule mit dem
Schuljahr 1985/86 in Klasse 7 eingefiihrt.
In der Stellungnahme der Gesellschaft fir
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Didaktik der Mathematik (GDM) vom 28.
Februar 1978 wurde ein ,,kontrollierter Ein-
satz von Taschenrechnern ab dem 7. Schul-
jahr aller Schulformen® (GDM, 1978: 117)
gefordert. Davon erwartete man sich u. a.
verstdarkte experimentelle Schiileraktivita-
ten im Rahmen des entdeckenden Lernens
und Problemldsens, eine konkrete nume-
rische Ausgangsbasis fiir Begriffsbildun-
gen, das wirklichkeitsnahe Behandeln von
Anwendungsaufgaben durch realitdtsad-
dquate Zahlen und das Entlasten von Tatig-
keiten, die fiir die Losung der anstehenden
Aufgabe keine zentrale Bedeutung haben.
Sicherlich kann heute festgestellt werden,
dass diese Hoffnungen, Forderungen und
Zielsetzungen zu weitreichend waren und
wohl nur zum kleinen Teil erreicht wurden.
Fiir die Ursachen lassen sich unterschiedli-
che Griinde anfiihren (vergleiche Weigand,
2003).

3. Ernilichterung

Auch hinsichtlich der Einfiihrung von Ta-
schencomputern (Taschenrechner mit Com-
puteralgebra) sind mittlerweile anfangliche
euphorische Erwartungen durch pragmati-
sche Haltungen verdrangt worden. So wird
zwar in den Empfehlungen der Kultusminis-
terkonferenz (KMK) von 2009 fiir die MINT-
Facher ohne weitergehende Begriindung
gefordert,

»Computerprogramme (z. B. Tabellenkalku-
lation, Dynamische Geometrie, Computer-
Algebra) sowie Taschenrechner (z. B. mit
Graphikfunktion oder CAS) in allen MINT-Fd-
chern verbindlich nutzen.“ (KMK, 2009: 5)
GDM und MNU sahen sich dadurch heraus-
gefordert, ein Jahr spater in einer eigenen
Stellungnahme nochmals auf die Vorteile
des Rechnereinsatzes hinzuweisen:

»Wirsehen es insbesondere im Hinblick auf
die Entwicklung des Begriffsverstdndnis-
ses, der Problemlésekompetenz, des Mo-
dellierens und der Fihigkeit des Argumen-
tierens und Begriindens als unverzichtbar
an, lber den Einsatz von Taschenrechnern
hinaus diese digitalen Werkzeuge nachhal-
tig in den Mathematikunterricht zu integrie-
ren.“(GDM & MNU, 2010: 2)

Uber die zukiinftige Verwendung von Ta-
schencomputern im Mathematikunterricht
ldsst sich allerdings augenblicklich nur
spekulieren. So wird etwa in der aktuellen
17.ICMI-Studie mit dem Titel “Mathematics
Education and Technology — Rethinking the
Terrain” (Hoyles & Lagrange, 2010) an vie-
len Stellen die Enttduschung deutlich, dass
sich neue Technologien trotz zahlloser Ide-
en, unterrichtspraktischer Erfahrungen und
Forschungsberichten zum Unterrichtsein-
satz nichtin der Weise durchgesetzt haben,
wie das viele zu Beginn der 1990er Jahre er-
wartet oder erhofft hatten. Einige Zitate aus
der ICMI-Studie:

“Technology still plays a marginal role in
mathematics classrooms.” (Hoyles & Lag-
range, 2010: 312)

“The impact of this technology (CAS) on
most curricula is weak today” (Hoyles &
Lagrange, 2010: 426)

“The situation is not so brilliant and no
one would claim that the expectations ex-
pressed at the time of the first study (20
years ago) have been fulfilled.” (Hoyles &
Lagrange, 2010: 464)

Es lassen sich verschiedene Griinde fiir
diese Situation anfiihren. Insbesondere
wurden sicherlich die Schwierigkeiten un-
terschéatzt, die Schiilerinnen und Schiiler
sowie Lehrkréfte mit dem technischen Um-
gang mit digitalen Technologien und ins-
besondere Taschencomputern hatten, die
sich bei der Integration digitaler Techno-

logien in das — technologiefrei entwickelte
— Curriculum ergaben oder technologisch
nicht vorgebildete Lehrkrdfte vom Mehr-
wert des Einsatzes digitaler Technologien
zu iberzeugen.

Das Buch liefert folglich auch keine Vision
(mehr), es listet vielmehr Fragen auf, die
allerdings jenen vor 20 Jahren durchaus
analog oder sehr dhnlich sind. Man mag
das als — teilweise — Resignation deuten,
man kann es aber auch als ein Zeichen
dafiir sehen, wie schwer diese Fragen zu
beantworten sind. Schlief3lich kann man
es auch als Aufforderung verstehen, neue
Ideen — Visionen — zu entwickeln, um die
reale Integration in den Mathematikunter-
richt voranzubringen.

Im Folgenden werden fiinf Thesen aufge-
stellt, die stdrker eine pragmatische An-
sicht vertreten und Handlungsanweisun-
gen geben mdchten, um den — theoretisch
vielfach vorbereiteten — Einfluss neuer
Technologien auf den realen Mathematik-
unterricht zu verstarken.

4. Das Problem der kognitiven
Aktivierung

In einem Interview in der Welt am Sonntag
vom 26. Juni 2011 hat Andreas Schleicher,
der Koordinator der PISA-Untersuchungen
herausgestellt:

w»Schliefilich ist die Schule heute eine von
mehreren Lernumgebungen. Es geht nicht
mehr allein darum, den Schiiler zur Schu-
le zu bringen, sondern darum, das Lernen
und die Lernumgebung zum Lernenden zu
bringen, Lernen als Aktivitdt aufzugreifen,
nicht als Ort.“

Es ist sicherlich richtig, dass der Monopol-
charakter der Schule fiir das Lernen ldangst
nicht mehr vorhanden ist. Die digitalen
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Medien bieten in vielfacher Hinsicht neue
Méoglichkeiten des Lernens, insbesondere
erschlieen sie neue Lernorte. Es ist aber
auch hinldnglich bekannt, dass nachhalti-
ges Lernen und Aneignen von Wissen viel
mehr erfordert, als den Zugang zu Informa-
tionen. Sicherlich ist der Internetzugang
eine wichtige Voraussetzung fiir aktuelles
zeitbezogenes Lehren und Lernen, der zen-
trale Aspekt fiir das Lehren und Lernen ist
und bleibt jedoch die theoretisch im Hin-
blick auf die Ziele des Unterrichts reflek-
tierte Konstruktion von Lernumgebungen.
Nachhaltiges Lernen erfordert Anstren-
gung, Konzentration, Geduld, Durchhalte-
vermdgen, es ist eine kognitive Anstren-
gung und Herausforderung. Genau das
betont auch das Projekt COACTIV (Kunter
u. a., 2010), das den ,kognitiv aktivieren-
den Unterricht“ in den Mittelpunkt des For-
schungsprogramms stellt.

1. These: Der Einsatz digitaler Technologi-
en muss vor allem im Hinblick auf die ange-
strebte kognitive Aktivierung von Lernum-
gebungen beurteilt werden.

Fiir die Beurteilung und Evaluation von Ni-
veaus oder Stufen der kognitiven Aktivie-
rung — also vor allem im Hinblick auf die
Diagnose — eignen sich Kompetenz- oder
Kompetenzstufenmodelle. So wurde von
Weigand und Bichler (Weigand & Bichler,
2010) ein Kompetenzmodell fiir den Ein-
satz von Taschencomputern beim Verstand-
nis von Funktionen entwickelt, das Stufen
des Verstandnisses des Funktionsbegriffs,
mit Arten der Werkzeugkompetenz beim
Einsatz eines Taschencomputers sowie
verschiedenen Stufen der kognitiven Ak-
tivierung in Beziehung setzt. Im Rahmen
des seit 2005 laufenden M’-Projekts zum
Einsatz von Taschencomputern an bayeri-
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schen Gymnasien' (Bichler, 2010; Bichler
u. a., 2012) zeigte sich insbesondere, dass
ohne eine hinreichende Werkzeugkom-
petenz, die viel mehr bedeutet, als das
lediglich technische Bedienen eines Rech-
ners, sondern vor allem eine sinnvolle kon-
textgebundene Benutzung des Rechners
bedeutet, keine hohere Stufe der kogniti-
ven Aktivierung zu erreichen ist (Weigand,
2017).

5. Uber die Bedeutung von Dar-
stellungen

Die digitalen Medien haben zu einer vielfal-
tigen Verwendung unterschiedlichster Dar-
stellungen in allen Bereichen der Wissen-
schaft und des tdglichen Lebens gefiihrt.
Im Hinblick auf die Entwicklung der Mathe-
matik sieht J.-B. Langrange insbesondere
fur die Geometrie neue Mdoglichkeiten der
visuellen Darstellung:

“Until the 17th century geometry has been
the queen of sciences and then decayed ...
It might be because of the too poor quali-
ty of drawing at that time, making ‘formal’
approaches more efficient. .... ...with new
computer based tools geometrical thinking
can return to be a central source of insights
when exploring new domains of know-
ledge.” (Hoyles & Langrange, 2010: 436)
Fiir die weitere Entwicklung der Geometrie
im Mathematikunterricht werden vor allem
digitale dreidimensionale Geometriesyste-
me zu einer verstdarkten Einbeziehung der
Raumgeometrie in den Geometrieunterricht
fihren. In der ICMI-Studie vertreten K. Jones
u. a. die Meinung:

M= Modellprojekt Medieneinsatz im Mathematikun-
terricht

“It may be that, in another 20 years, we will
have moved beyond flat screen technology,
perhaps to a spherical screen for spherical
geometry, and perhaps to ‘virtual reali-
ty’ environments which embed the user in
space.” (Hoyles & Lagrange, 2010: 58)
Zukinftig wird sicherlich die Bedeutung
von interaktiven multiplen Darstellungen
im Mathematikunterricht erheblich zuneh-
men. Dabei sollte aber stets mitbedacht
werden, dass die wichtigste Darstellungs-
form die mentale Reprdsentation ist und
bleiben wird.

2. These: Es ist die zentrale Aufgabe des
Mathematikunterrichts, die Beziehung zwi-
schen realen und mentalen Darstellungen
bewusst (weiter) zu entwickeln.

Damit wird die Bedeutung des bereits und
vor allem durch Piaget als zentral heraus
gestellten Prozesses der Entwicklung der
mathematischen Abstraktion, der Prozess
der ,Konstitution mentaler Objekte* (Freu-
denthal, 1983) oder auch das “Designing
for abstraction® (Pratt & Noss, 2010) her-
ausgestellt. In den letzten Jahren hat sich
in diesem Zusammenhang der Begriff der
“Semiotic Mediation* entwickelt, der ins-
besondere die digitalen Medien als ein
Medium oder einen Mediator zwischen den
mathematischen Inhalten und Begriffen,
deren Darstellungen und den mentalen Re-
prdsentationen ansieht (vgl. Hoyles & Lag-
range 2010: 113 ff.).

Das folgende Beispiel aus dem M’-Projekt
zeigt die Bedeutung mentaler Reprdsenta-
tionen beim Arbeiten mit Taschencompu-
tern.

1. Beispiel:

Gegeben sind die beiden Funktionen f und
g mit f(x) = sin(x) + 1 und g(x) = 2*. Wie viele
Schnittpunkte haben die Graphen dieser

beiden Funktionen?

Wenn diese Aufgabe symbolisch bzw. gra-
phisch mit dem TI-Nspire bzw. dem Casio
ClassPad gelost wird, erhdlt man Abbildung
1la und Abbildung 1b. Abbildung 1c und Ab-
bildung 1d zeigen vergrofierte (,,gezoom-
te“) Darstellungen der Graphen der beiden
Funktionen.
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Abbildung 1d: Vergréerter Ausschnitt 11

Ohne grundlegende mathematische Kennt-
nisse der Eigenschaften der betrachteten
Funktionen und Graphen ist das zielgerich-
tete Arbeiten mit den Darstellungen nicht
moglich. Das mentale Bild der Objekte
steuert den Darstellungsprozess.

6. Darstellung von Papier- und
Bleistift-Losungen

Fiir die Darstellung von Papier- und Blei-
stift-Losungen gibt es im Mathematikunter-
richt sinnvolle Schemata, die auch etwa in
Klassenarbeiten von den Schiilerinnen und
Schiilern erwartet werden.
Beispiel: Gegeben ist die Funktion mit
f(x) = (x — 2)? + 3. Bestimmen Sie die Glei-
chung der Tangente t des Graphen G¢von f
im Punkt P(1]4).
Losungsdarstellung auf Papier:
fX)=x-22+3

f'x)=2(x-2)
=2x—4
Steigung von tin P: f'x)=-2

Gleichung der Tangente: y=mx+b
usw.

Wenn nun digitale Technologien bei Priifun-
gen verwendet werden, miissen zwei Falle
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unterschieden werden. Zum einen kann es
sich um eine digital erzeugte Losungsdar-
stellung auf dem Bildschirm handeln, zum
anderen geht es um taschenrechner- oder
computerunterstiitzten Losungen, die dann
auf Papier festgehalten werden. Das fol-
gende Beispiel (Abbildungen 2a, 2b und
2¢) zeigt drei Schiilerlésungen im Rahmen
eines Tests, bei dem der Taschencomputer
als Werkzeug verwendet werden durfte.

ya e X orh i
Cl)ax-4 (g 2hg S RIN'S
CUY s =2 =5 me -2

G=-2-4+ &

= ohe (= -2 A k] oAb

Abbildung 2a: Lésung von Schiiler A

Fanline ﬁfkhzy-raf»rf 4) Py = 2% &

Abbildung 2b: Losung von Schiiler B
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Abbildung 2c: Losung von Schiiler C

Wahrend sich die Losung von Schiiler A
weitgehend an der klassischen Papier-
Losung orientiert, werden bei Schiiler B
Taschencomputer-Befehle verwendet und
Schiiler C gibt nur das Resultat an.

Das Problem verschérft sich noch einmal,
wenn graphische Darstellungen auf Papier
skizziert werden, was als heuristische Stra-
tegie zur Losungsfindung durchaus sinnvoll
sein kann.

Es gibt verschiedene Vorschlage, aber kei-
ne einheitliche Strategie fiir die schriftliche
Darstellung von Losungen beim Arbeiten
mit Taschencomputern. Es ist weiterhin
eine offene Frage, welche konstruktiven
Hilfen Schiilerinnen und Schiilern gegeben

werden kdnnen oder sollen. Zentral und
wichtig ist aber wohl: Dass manuelle Dar-
stellungen von Ldsungen zeigen miissen,
wie und wann der Taschencomputer einge-
setzt wurde.

3. These: Darstellungen von Losungen bei
der Verwendung von Taschenrechnern bzw.
-computern miissen zeigen, wie und wann
das digitale Werkzeug bei Problemlésun-
gen eingesetzt wurde.

Kriterien und entsprechende Prototypen fiir
richtige bzw. akzeptierte Losungsdarstel-
lungen sind allerdings noch zu entwickeln.

7.Beziehungshaltigkeit

Ein Gesamtkonzept fiir den Einsatz digita-
ler Technologien hat verschiedene Aspekte
zu beriicksichtigen. So geht es insbesonde-
re darum, die Beziehung

e zwischen verschiedenen digitalen
Werkzeugen wie Taschencomputern,
Computern, Laptops, Smartphones,
Whiteboards, Navigationssystemen
in Klassenzimmern und dem Internet;

e zwischen traditionellen und digitalen
Materialien und Arbeitsmitteln;

e zwischen Schulbiichern und elektro-
nischen Materialien;

e zwischen verschiedenen Gruppen
im Bildungsprozess wie Lehrkréften,
Fachleitern, Schulleitung, Eltern und
Dozenten (von Fortbildungen) oder

e zwischen Kollegien verschiedener
Schulen

herzustellen.

Zukiinftige Entwicklungen miissen dari-
ber hinaus in einem gréleren Umfeld oder
einer grofBeren Lernumgebung unter Ein-
beziehung des Arbeitsplatzes zu Hause
bzw. anderen Lernorten diskutiert werden.

Dabei sollte aber nicht vergessen werden,
dass eine Verdanderung der Lehr-und-Lern-
Situation nicht automatisch auch ein bes-
seres oder anderes Wissen oder Verstand-
nis hervorbringt.

4. These: Beziehungshaltigkeit wird ein
Schliisselwort in der Zukunft sein. Die Ak-
zeptanz und der gewinnbringende Einsatz
digitaler Technologien erfordert ein globa-
les Konzept des Lehrens und Lernens.

8. Visionen bleiben wichtig

Ohne Visionen gibt es kein in die Zukunft
gerichtetes kreatives Arbeiten. Visionen
missen an ,grof’en Fragen“ ausgerichtet
sein (Trgalova et al., 2017). So ist auch die
Zukunftsvision in der ICMI-Studie 2010 an
grof3en Fragen ausgerichtet.

“How does the use of different digital techno-
logies influence the learning of different ma-
thematical concepts?” (Hoyles & Lagrange,
2010: 82)

“How can technology-integrated environ-
ments be designed so as to capture sig-
nificant moments of learning?” (Hoyles &
Lagrange, 2010: 82)

“How can technology-integrated environ-
ments be designed so as to foster signifi-
cant mathematical thinking and learning
opportunities for students?” (Hoyles &
Lagrange, 2010: 16)

In seiner Er6ffnungsrede bei der Study Confe-
rence zu dieser Studie 2006 hat Seymour Pa-
pert in Hanoi gefordert: ,,We need a vision!*
Allerdings sind Antworten auf derartige grofie
Fragen hdufig oder fast immer enttduschend,
da sie — vor allem dann, wenn sie auf empiri-
schen Resultaten aufbauen — stets nur einen
Teilbereich untersuchen und beantworten
kénnen. So ist das auch bei der ICMI-Studie.
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Zwar tritt in einzelnen Kapiteln immer wieder
der Begriff ,Vision“ auf, letztlich stellt das
Buch aber keine Vision fiir den zukiinftigen
technologieunterstiitzten Unterricht dar, es
kann vielmehr als eine Basis fiir eine mog-
liche Vision dienen (vergleiche Weigand,
2010).

5. These: Wir bendétigen visiondre Ideen,
die auf empirischen Resultaten gestiitzt
sind, die sich aber auch an theoretischen
Analysen und Betrachtungen orientieren,
und schlieflich benétigen wir auch Visi-
onen, die ,lediglich” auf kreativen Ideen
aufbauen.

9. Zum Schluss: Lehrer(aus)-
bildung

Die Empfehlungen der DMV, GDM und MNU
zu Standards fiir die Lehrerbildung im Fach
Mathematik (2008) fassen die Aufgaben
der Didaktik der Mathematik gut zusam-
men. Danach zielt die Fachdidaktik als Wis-
senschaft vom fachspezifischen Lernen auf
theoretische und empirische Erkenntnisse
zu fachlichen Lehr- und Lernprozessen und
ihren Bedingungen. Insbesondere sollen
Lehramtsstudierende
e in ihren fachwissenschaftlichen Stu-
dien fachbezogene Reflexionskompe-
tenzen erwerben, die sie mit Blick auf
ihr kiinftiges Berufsfeld in den fachdi-
daktischen Studien vertiefen, und
e inihren fachdidaktischen einschlief3-
lich der schulpraktischen Studien
mathematikdidaktische Basiskompe-
tenzen erwerben, insbesondere ma-
thematikdidaktische diagnostische
Kompetenzen, sowie theoretisch re-
flektierte mathematikunterrichtsbe-
zogene Handlungskompetenzen.
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Der Erwerb dieser Kompetenzen erfolgt in
einem wissenschaftlichen Studium und
wird in reflektierten Praxisphasen wah-
rend des Studiums aufgebaut und in einer
praxisbetonten Phase vertieft. Dass diese
Ziele in der Realitdt der Ausbildung nicht
immer erreicht werden, ist bekannt. Dabei
ist der internationale Blickwinkel fiir das
Entwickeln von Losungsmoglichkeiten bei
der Méangelfeststellung im eigenen Land
(Deutschland) duBerst hilfreich (Blomeke
u. a., 2008; Blomeke u. a., 2011).

Dariiber hinaus muss die Lehrerausbildung
in entscheidender Weise dazu beitragen,
die Fahigkeit zu einer visiondren Sicht des
zukiinftigen Mathematikunterrichts  bei
Studierenden zu entwickeln (Kaiser & Li,
2011). Dabei sind Visionen sehr schwer in
Form vorgefertigter Texte und Biicher und
nur in begrenztem Mafe durch Zielvorga-
ben und Standards auszubilden. Visionen
bediirfen einer Gesamtsicht der Zukunft,
das Einbeziehen vieler Aspekte, Bezie-
hungshaltigkeit. Daran gilt es fortwdhrend
zu arbeiten.
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Hans-Georg Weigand, Matthias Miiller

Workshop zum Vortrag ,,Wohin, warum und wie? — Zum Einsatz
digitaler Technologien im zukiinftigen Mathematikunterricht*

Im Vortrag von Hans-Georg Weigand wur-
den Thesen zum Einsatz von DT im zukiinf-
tigen Mathematikunterricht entwickelt,
die auf Erfahrungen aus dem M?3-Projekt
basieren und sowohl mit praxisrelevanten
Unterrichtsbeispielen als auch Aufgaben
veranschaulicht wurden.

Im Workshop zum Vortrag bildete die von
Bund und Landern initiierte ,,Bildungsof-
fensive fiir die digitale Wissenschaft” die
Arbeitsgrundlage. Im Zusammenhang mit
,Digitaler Bildung“ heift es dort (BMBF,
2016:13):

e Es gilt das Primat der Pddagogik, sie
muss den Einsatz digitaler Technik
bestimmen, nicht umgekehrt.

e Es gilt pddagogische Ziele und Stan-
dards festzulegen und die Lehrkréfte
dahingehend zu qualifizieren, dass
sie einen modernen Unterricht mit
digitalen Medien gestalten kénnen.

e Nicht Vereinheitlichung, sondern be-
darfsorientierte Differenzierung und
Vielfalt sind die richtige Antwort auf
grof3e Herausforderungen.

Im Workshop wurde ein Experten-Hearing
im Bildungsministerium zur Neukonzepti-
on des Mathematiklehrplans fiir das Jahr
2020 durchgespielt. Die Workshopteilneh-
mer erarbeiteten in Kleingruppen fiir ein
solches Experten-Hearing einen moglichen
Inputvortrag, wie zukiinftig der Mathema-
tikunterricht zur digitalen Bildung beitra-
gen konnte. Dabei konnten sie sich aufihre
eigenen Erfahrungen stiitzen. Es war das
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erklarte Ziel des Workshops, anhand des
skizzierten Szenarios iiber die Bedeutung
digitaler Technologien zu reflektieren, Fiir
und Wider abzuwdgen und an konkreten
Beispielen fiir den Mathematikunterricht
zu diskutieren. Die Workshopteilnehmer
fanden sich in der Erarbeitungsphase in
Gruppen zusammen, die vier unterschied-
liche thematische Schwerpunkte setzten.
Dariiber hinaus wurde den Teilnehmern ein
Vorschlag zur Gliederung des Inputvortrags
unterbreitet. Demnach bilden allgemeine
Aspekte zu DT im Mathematikunterricht,
zentrale Ziele und etwaige Hoffnungen
mogliche Ausgangspunkte. Im Hauptteil
des Kurzvortrags sollen die Bedeutung von
DT im jeweiligen Gebiet an einigen Beispie-
len aufgezeigt werden. Den Abschluss bil-
den konkrete Richtlinien zum Einsatz von
DT in Priifungen. Im Folgenden werden die
Arbeitsergebnisse zu den vier Themen vor-
gestellt.

1. Einsatz von DT in der Geomet-
rie in der Sekundarstufe |

In diesem Bereich stellen DT eine gute Mog-
lichkeit zur Motivation bestimmter Inhalte
dar. Hierbei ergeben sich drei Aspekte: Die
Motivation kann durch DT aufgrund ihres
hohen Aufforderungscharakters erfolgen;
die Motivation kann mit DT erfolgen, indem
sie eine tragende Motivation maBgeblich
bereichern; die Motivation kann fiir DT

erfolgen, denn bestimmte Routinen miis-
sen erprobt und erlernt werden. Weiterhin
kdnnen DT die Relevanz mathematischer
Inhalte fiir den Alltag auf besondere Wei-
se veranschaulichen. Verkniipft mit den
mathematischen Kompetenzen als ord-
nendem Rahmen (KMK, 2012: 11; TMBWK,
2013: 7) sollen diese Uberlegungen an-
hand von Beispielen untersetzt werden.

Die Kompetenz mathematisch Argumen-
tieren kann durch die Moglichkeiten der
Dynamisierung mittels DT unterstiitzt wer-
den. Die Lernenden kdnnen dabei mathe-
matische GesetzmafBligkeiten erkennen
und durch dynamisierte geometrische Kon-
struktionen aufzeigen. Ein bezeichnendes
Beispiel ist ein interaktives Arbeitsblatt
zum Satz des Thales (Abbildung 1). DT bie-
ten den Lernenden einen experimentellen
Zugang. Sie ermoglichen heuristische Ar-
beitsweisen und helfen den Lernenden
beim Vernetzen von Inhalten. Durch ein
planvolles und iiberlegtes Vorgehen kann
das logische Denken geschult werden. Da-
mit kdnnen die Lernenden ihre Kompetenz
Probleme mathematisch l6sen weiterent-
wickeln. DT sind hilfreich Sachverhalte zu
visualisieren, Konstruktionen nachzuvoll-
ziehen und Inhalte zu strukturieren. Damit
ist die Kompetenz mathematisch Model-
lieren verbunden. Ein gutes Beispiel dafiir
stellt das Verpackungsdesign von Milch-
titen dar. An dieser Stelle wird deutlich,
wie DT die Vorstellungskraft der Lernenden
unterstiitzen konnen. Generell fallt es den
Lernenden nicht leicht, von Kdrpernetzen
auf die entsprechenden Korperformen zu
schlieBen. Die Kompetenz mathematische
Darstellungen verwenden betrifft im Be-
reich der Geometrie auch das raumliche
Vorstellungsvermogen. Entsprechende
dynamisierte geometrische Konstruktio-
nen konnen die Analogiebildung zwischen

Beziehungen im zwei- und dreidimensio-
nalen Raum ebnen. Die 3D-Visualisierung
ist hierbei ein leistungsstarkes Werkzeug,
das nicht in Konkurrenz zu realen Modellen
steht, die wichtige haptische Erfahrungen
ermoglichen.

K safz des Thales - Arbeitsblatt 2

Zieh mich!

Abbildung 1: Interaktives GeoGebra-Arbeitsblatt zum
Satz des Thales. Der Punkt C kann auf dem Kreisbogen
bewegt werden. Die GrofRe des Winkels y wird durchge-
hend angezeigt. Der Lernende kann aufgrund dessen
eine Vermutung entwickeln. Auf weiteren (verlinkten)
digitalen Arbeitsblattern wird der Beweis erarbeitet
(P6chtrager, 2017).

Fiir die Lernenden ist ein sicherer Umgang
mit der mathematischen Fachsprache und
den mathematischen Symbolen wichtig.
Die Auseinandersetzung mit DT kann zu
konstruktiven Dissensen fiihren, die die
Kompetenz mit symbolischen und techni-
schen Elementen der Mathematik umgehen
weiterentwickeln. Speziell in der Geometrie
der Sekundarstufe | bedarf es der Kompe-
tenz mathematisch Kommunizieren. Diese
wird zum Beispiel bei der Formulierung von
Konstruktionsbeschreibungen oder der Ar-
gumentation zu Kongruenzabbildungen im
besonderen Mafse geschult.

Auf Grundlage der Einsatzmdglichkeiten
von DT und deren Bedeutung fiir die Kom-
petenzentwicklung konnen Forderungen
formuliert werden, die als Gelingensbe-
dingungen verstanden werden kénnen. Im
Sinne eines Spiral-Curriculums sollten In-
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haltsbereiche iiber die Jahrgdnge hinweg
entwickelt und vernetzt werden. Beziige zu
DT sollten hier klar herausgearbeitet wer-
den. Eine eilige Novellierung der Lehrpldne
ist in diesem Zusammenhang nachteilig.
Alle beteiligten Bildungsinstitutionen soll-
ten in der Ausbildungskette eng zusam-
menarbeiten. In der Grundschule sollten
die Lernenden verldssliche Medienkompe-
tenzen erwerben, auf denen die weiterfiih-
renden Schulen aufbauen. Ebenso miissen
die Hochschulen auf die Medien- und Werk-
zeugkompetenzen der Studierenden einge-
hen bzw. diese fortzuentwickeln helfen. Ein
Ausbau der Infrastruktur ist zwingend erfor-
derlich, um eine andauernde und flexible
Nutzung von DT zu ermdglichen. Entschei-
dend werden in Zukunft auch die Angebote
in der Lehreraus- und -fortbildung sein. Ein
Ausbau und eine Fortentwicklung dieser
Angebote miissen in Ubereinstimmung mit
der steigenden Bedeutung der GTR im Geo-
metrieunterricht erfolgen. Diese Gesichts-
punkte bedingen sich wechselseitig. Wich-
tig ist ebenfalls, dass sich die Lehrkréfte
ihrer neuen Rolle in einem technologiege-
stiitzten Geometrieunterricht bewusst wer-
den, indem der Fokus, wie eben erldutert,
klar auf der Entwicklung der Kompetenzen
der Lernenden liegt. Fiir den Einsatz von DT
in Priifungssituationen miissen rechtliche
Rahmenbedingungen geschaffen werden.

Der Einsatz von DT komplettiert und berei-
chert den Geometrieunterricht, allerdings
kann er keinen Aspekt des traditionellen
Unterrichts voll ersetzen. Insbesondere
haptische Tatigkeiten diirfen nicht vernach-
lassigt werden, bilden sie doch einen ent-
scheidenden Beitrag zu Verstehensprozes-
sen und Kompetenzentwicklung. Im Kern
des Unterrichts geht es darum, mit Prob-
lemstellungen addquat umzugehen, Ansat-
ze zu finden und Losungen zu entwickeln.
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Dabei kdnnen keine Algorithmen einstu-
diert werden, sondern es miissen flexible
Denk- und Handlungsmuster ausgebildet
werden, um sich die wandelnde Umwelt
(im Sinne Alexander von Humboldts) ele-
gant erschlieflen zu konnen. Das Primat der
Pddagogik gilt auch im modernen Geomet-
rieunterricht (BMBF, 2016: 13).

2. Einsatz von DT in der Algebra
der Sekundarstufe |

Die Einsatzmoglichkeiten von DT in diesem
Bereich und deren Bedeutung soll zundchst
an zwei ausgewdhlten Beispielen illustriert
werden. Erste Schritte bei der Arbeit mit
Termen, was zum Beispiel das Umformen
(evtl. Vereinfachen) von Termen und das
Beachten der Rechenoperationen bzw. der
Vorrangregeln umfasst, konnen die Darstel-
lungen der (ersten) natiirlichen Zahlen mit-
hilfe der Jahreszahl 2017 sein (Abbildung
2). Ein CAS kann dabei das experimentelle
Arbeiten durch Riickmeldungen (Feedback-
Funktion) und individuelle Kontrollméglich-
keiten nachweislich unterstiitzen (Miller,
2014: 96). Ein weiteres Beispiel ist das
schrittweise Manipulieren einer linearen
Gleichung, um diese nach der gesuch-
ten Variablen umzuformen (Abbildung 3).
Aufgrund der Nutzung von CAS kann auch
ohne Vorkenntnisse das zielgerichtete
Umformen in zwei Schritten von den Ler-
nenden selbststandig erkundet werden.
Fruchtbare Umwege im Lernprozess sind
dabei wertvoll. Im Anschluss kénnen diese
Erkenntnisse verallgemeinert und Ubertra-
gen werden. Dieses Vorgehen entspricht
dem didaktischen Konzept des Black-Box-
White-Box-Prinzips (Heugl et al., 1996:
176).
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Abbildung 2: Bildschirmausschnitt der GeoGebra-Appli-
kation CAS. Unter Verwendung der Ziffern der Jahreszahl
2017, von Rechenoperationen und von CAS-Befehlen
werden die natiirlichen Zahlen von 0 bis 12 dargestellt.
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Abbildung 3: Bildschirmausschnitt der GeoGebra-Appli-

kation CAS. Eine lineare Gleichung wird nach der Varia-
blen x umgeformt.

Von diesen Beispielen ausgehend kénnen
Ziele formuliert werden, die mit Hoffnun-
gen zum Einsatz von DT im zukiinftigen Al-
gebraunterricht verkniipft sind. Die Lander
sollten sich auf gemeinsame Rahmenplédne
zum Einsatz von DT im Unterricht verstan-
digen. Die Bildungsstandards Mathematik
bilden dafiir eine gute Grundlage (KMK,
2012). Wichtig ist, dass eine Vernetzung
von Inhalten, die mit DT gut moglich ist,
herausgearbeitet wird. So bieten DT die
Moglichkeit der schnellen Darstellungs-
wechsel. Dabei sollte fachiibergreifend
gedacht werden. Medien- und Werkzeug-
kompetenzen sind fachunabhangig zu
entwickeln, so wie es die ,Bildungsoffen-
sive fiir die digitale Wissensgesellschaft®
herausstellt (BMBF, 2016: 12 f.). An dieser
Stelle kann auch iiber die Notwendigkeit
eines (Pflicht-) Schulfachs Informatik nach-
gedacht werden.

Individuelles und schiilerzentriertes Arbei-
ten wird einen groBeren Umfang als bisher
einnehmen. Der sichere und {iberlegte Um-
gang mit DT durch die Lernenden sollte in
zunehmendem Mafie selbststandig und ei-
genverantwortlich erfolgen. Dies erfordert
einen hohen Grad an Medien- und Werk-
zeugkompetenz auf Seiten der Lernenden.
Aus der Perspektive der Lehrenden ist es
erforderlich, Unterstiitzungssysteme weiter
auszubauen. Die Lehreraus- und -fortbil-
dung muss die Lehrkrédfte mit dem notigen
Handwerkszeug ausstatten, damit sie den
Anforderungen im Zusammenhang mit dem
Einsatz von DT im Unterricht gewachsen
sind und flexibel agieren konnen. Weitere
Partner im Bildungsprozess kénnen dafiir
gewonnen werden. Bereits jetzt spielen
kommerzielle Anbieter bei der Forderung
von Lernenden eine nicht unbedeutende
Rolle. Es ist vorstellbar, dass Online-Ange-
bote fiir Lernende zur Priifungsvorbereitung
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und zur Nacharbeit von Unterrichtsinhalten
weiter ausgebaut werden und an Bedeu-
tung gewinnen. Mit Sicht auf Grof3britan-
nien und die Vereinigten Staaten von Ame-
rika ist der entstehende Markt durchaus
lukrativ fiir private Anbieter. Die 6ffentliche
Hand muss sich dessen bewusst sein und
Position beziehen.

Zusammenfassend sollen zwei Vorschla-
ge unterbreitet werden: Es ist gewinnbrin-
gend, bundesweit einheitliche Rahmenpla-
ne zum Einsatz von DT zu erarbeiten, die
sowohl innerfachliche (fachdidaktische
Perspektive) als auch facheriibergreifende
Vernetzungen (mediendidaktische Pers-
pektive) aufweisen. Daraus folgt ein ver-
bindlicher Einsatz von DT in allen Fachern
tiber alle Bildungseinrichtungen hinweg.
Alle am Bildungsprozess beteiligen Akteure
sollten dabei mit einbezogen werden.

3. Einsatz von DT in der Analysis

Dafiir sollen zentrale Ziele formuliert wer-
den, die zum Teil mit Hoffnungen verkniipft
sind. Ein wichtiges Ziel ist die Aus- und
Fortbildung der Mathematiklehrkrafte. Ei-
nige Fortbildungsprogramme sind bereits
aufgelegt worden. Sie reichen jedoch nicht
aus, um die Lehrkrdfte auf die Herausfor-
derungen in einem technologiegestiitzten
Analysisunterricht vorzubereiten. Explizit
ist dabei die fachdidaktische Perspekti-
ve erforderlich (GDM, 2016). Des Weite-
ren missen DT zuverldssig zur Verfligung
stehen. Das beinhaltet insbesondere das
Schaffen von materiellen und personellen
Rahmenbedingungen. Dabei muss die Fi-
nanzierungsfrage langfristig geklart sein,
damit ein kontinuierlicher Einsatz von DT
gewdhrleistet ist. Die bisherigen Ansdtze
dazu miissen ausgescharft werden (BMBF,
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2016). Entsprechend dem Primat der Pa-
dagogik ist das wichtigste Werkzeug des
Menschen sein Geist. Unterstrichen wird
dies, wenn man die technischen Grenzen
von DT auslotet. DT kdnnen Denkprozesse
begleiten und ergdnzen, aber nicht erset-
zen. Die Begriffsbildung (zum Beispiel zum
Grenzwertbegriff) kann durch den Einsatz
von DT unterstiitzt, allerdings nicht ersetzt
werden. Die Konzepte miissen auch losge-
[6st von DT Bestand haben. Ein Einsatz von
DT um ihrer selbst Willen kann nicht sinn-
voll sein (KMK, 2016). Wie in den Grund-
satzpapieren zum Thema (BMBF, 2016;
KMK, 2016; GDM, 2016) dargelegt, ist ein
Schulterschluss aller am Bildungsprozess
beteiligten Akteure von N6ten. Das schlief3t
auch das gemeinschaftliche Entwickeln
von Unterrichtsmaterialien mit ein.

Die Bedeutung von DT wird in dem Span-
nungsfeld zwischen realistischen Anwen-
dungen bzw. praxisnahen Beispielen auf
der einen Seite und mathematischen Sat-
zen sowie formalen Beweisen auf der an-
deren Seite deutlich. Als normierende Gro-
Be ist in diesem Zusammenhang die Zeit
zu nennen. DT konnen Vorteile an beiden
Polen des Spannungsfeldes bieten, sind
aber auch immer kritisch im Hinblick auf
ihren Mehrwert zu hinterfragen. Als Best-
Practise-Beispiel kann an dieser Stelle ein
interaktives Arbeitsblatt zum Mittelwert-
satz der Differentialrechnung (Abbildung 5)
genannt werden (Terveer, 2016).

Einen Vorteil stellt die schnelle und einfa-
che Visualisierung teils komplexer Sach-
verhalte dar. So kann der Grenzwertbegriff
anhand des Zoom-Werkzeuges erschlossen
werden. Gleiches gilt fiir den Ableitungsbe-
griff. Durch das Zoom-Werkzeug kann die
Tangente als beste lineare Approximation
der Funktion an einer Stelle erarbeitet wer-
den (Abbildung 4).
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Insbesondere die einfache Manipulation
der Graphen mittels Touchscreen ermog-
licht einen intuitiven Zugang zu den Inhal-
ten und kann ein tieferes Verstdandnis bei
den Lernenden hervorrufen. Es ergeben
sich weitere Zugdnge und damit verbunden

Abbildung 4: Interaktives Geo-
Gebra-Arbeitsblatt zur Tangente
als beste lineare Approximation.
Die dynamisierte Darstellung er-
maoglicht heuristisches Arbeiten
(Lindner, 2016).

Abbildung 5: Interaktives GeoGe-

bra-Arbeitsblatt zum Mittelwert-

satz der Differentialrechnung.

Durch die dynamisierte Darstel-
ey lung wird der Mittelwertsatz fiir
' die Lernenden veranschaulicht
und sie entwickeln eine Vorstel-
lung zur Beweisidee (Terveer,
2016).

die Méglichkeit neuer Einsichten auf Seiten
der Lernenden bei der Untersuchung der
Eigenschaften von Funktionen (Funktions-
graph, Nullstellen, Ableitungen, ...). Wich-
tig sind dabei tragfahige fachdidaktische
Konzepte, die die Basis fiir einen technolo-
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giegestiitzten Analysisunterricht darstellen
und die Lehrkraft in ihrer Rolle als direktem
Vermittler befdhigt.

Die angesprochenen Konzepte miissen
passfahig sowohl flir den Unterricht in der
Schule als auch fiir die Lehrerausbildung an
der Universitadt sein. Eine enge Kooperation
zwischen den Bildungseinrichtungen ist da-
bei erforderlich (Mathematik-Kommission
Ubergang Schule-Hochschule, 2017). Im
schulischen Kontext ist die Umsetzung der
Lehrplaninhalte ein zentrales Ziel, welches
auch ein Mag fiir die Lehrerausbildung dar-
stellen sollte. Fiir eine erfolgreiche Koopera-
tion miissen Rahmenbedingungen durch die
Politik gesetzt werden, die auch die Realita-
ten an den Bildungseinrichtungen beachten.
Ein verbindendes Element stellt der Einsatz
von DT als Motivationsmoglichkeit fiir Ler-
nende in jeder Ausbildungsphase dar. Die-
ser Aspekt darf nicht unterschéatzt werden.
Ideen und Erfindungen der Informatik (zum
Beispiel Mehrprozessorsysteme) ermogli-
chen auch andere, neue Einstiege in mathe-
matische Themen. Ein Beispiel dafiir sind
unendliche Reihen, also Summen mit unend-
lich vielen Summanden. Ein besseres Ver-
stdndnis von Lernenden Uber diese Objekte
kann moglicherweise mithilfe eines solchen
Systems erreicht werden. Es besteht aus un-
endlich vielen Behdltern. Fiir jeden Summan-
den der unendlichen Reihe gibt es einen Be-
halter, der die Fliissigkeitsmenge enthalt, die
dem jeweiligen Summanden entspricht. Zur
Summenbildung werden die Inhalte aller Be-
halter gleichzeitig zusammengegossen. Die
Gesamtmenge an Flussigkeit entspricht der
Summe der unendlichen Reihe. Ein anderes
Beispiel sind nicht-periodische unendliche
Dezimalbriiche. Zu jeder Ziffer gibt es einen
Behdlter mit einer bestimmten Fliissigkeits-
menge. Die nach dem ZusammengiefRen
vorhandene Fliissigkeitsmenge reprdsentiert
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eine irrationale Zahl. In beiden Beispielen
wird ein unendliches Nacheinander durch ein
unendliches Nebeneinander ersetzt.

DT kénnen als Werkzeuge klassifiziert wer-
den, deren umsichtige und verstdndige
Verwendung im Sinne einer Werkzeugkom-
petenz durch die Lernenden entwickelt wer-
den muss. Dabei ist die Zeit ein wichtiger
Faktor innerhalb des Lernprozesses. DT
konnen eine schnelle Begeisterung durch
ihren hohen Aufforderungscharakter er-
zeugen. Uberspitzt kann man sie auch als
»Entertainment-Werkzeuge“ bezeichnen.
Innerhalb des Lernprozesses ermdglicht
die bereits beschriebene schnelle und un-
komplizierte Visualisierung von Sachver-
halten eine umféngliche Zeitersparnis. Zum
Teil wird diese Ersparnis durch die Bedie-
nung der DT amortisiert. Ein versierter und
sicherer Umgang gehort daher ebenso zur
Werkzeugkompetenz. An dieser Stelle sei
erneut auf das Primat der Pddagogik ver-
wiesen. Die Lehrenden miissen innerhalb
eines technologiegestiitzten Analysisun-
terrichts geeignete Methoden wahlen; das
schliet auch den bewussten zeitweisen
Verzicht auf DT mit ein. Des Weiteren muss
eine Ergebnissicherung gewdhrleistet sein,
die die erarbeiteten Konzepte (Begriffe)
unabhdngig von DT fasst. Dennoch werden
die inhaltlichen Konzepte in den Kontext
der Verwendung von DT gestellt, sodass ein
sinnstiftender und angemessener Umgang
mit DT im Sinne einer hochentwickelten
Werkzeugkompetenz ermoglicht wird.

4. Einsatz von 3D-Programmen
in der Analytischen Geometrie

Das (ibergeordnete Ziel eines modernen
Mathematikunterrichts, und das schlieft
das Themengebiet der Analytischen Geo-

metrie mit ein, ist es, die Lernenden auf
ihre  Zukunft vorzubereiten. Fokussiert
wird also auf die Zukunft der Lernenden
und nicht etwa auf die Vergangenheit der
Lehrenden. Diesem Ziel muss in jedem
Schulfach und gerade im Mathematikun-
terricht Rechnung getragen werden. DT mit
den Moglichkeiten der 3D-Programme sind
dabei ein wichtiger Tiirdffner. Ein 3D-Pro-
gramm ist ein leistungsstarkes Werkzeug,
das nicht nur als Hilfsmittel zur Visualisie-
rung angesehen werden kann, sondern
geeignet ist, geometrische Inhalte aktiv
durch die Lernenden entwickeln zu lassen.
Wir leben in einer Zeit, in der die Geometrie
im Unterricht nicht ausschlieBlich mit Stift,
Lineal und Papier gedacht wird, sondern
tatsdchlich auch mit DT, eventuell sogar
nur mit DT entwickelt wird. Engagierte jun-
ge Lehrkrdfte kdnnen es sich teilweise gar
nicht mehr vorstellen, wie bestimmte geo-
metrische Inhalte ganz ohne DT erarbeitet
wurden. Wie man zum Beispiel mit den Ler-
nenden mathematische Zusammenhadnge
erarbeitet, die heutzutage visualisiert wer-
den kdnnen, und zwar in echt 3D, mit einer
3D-Brille auf dem Kopf, echt dynamisch,
das heifit in der Bewegung. Das entspricht
einem Setting, in dem die Sachverhalte ak-
tiv erlebt werden konnen. Es kann die Dis-
kussion gefiihrt werden, ob neben der 3D-
Visualiserung auch ein haptischer Zugang
angeboten werden sollte. Jenaer Lehrkrafte
berichten {iber eigene Erfahrungen, wenn
die Lernenden Objekte mit einer 3D-Brille
gesehen haben; dann besteht fiir sie keine
zwingende Notwendigkeit mehr, die Ob-
jekte zu beriihren. Schwierigkeiten bei der
Herstellung und Beschaffung realer Model-
le entfallen.

DT kénnen, wie schon angedeutet, als ef-
fektives Werkzeug zum Problemldsen ein-
gesetzt werden, mit deren Hilfe eine Zeit-

ersparnis im Unterricht moglich wird. Es
missen dabei keine speziellen Werkzeug-
kompetenzen entwickelt werden. Vielmehr
sollten bekannte Ldsungsstrategien und
-wege, die z.T. auch ohne Hilfsmittel erar-
beitet wurden, genutzt und mit DT nach-
vollzogen werden, um diese effektiver und
verldsslicher anwenden zu kénnen.
Dariiber hinaus kdnnen 3D-Programme
auch komplexe Vorgange dokumentieren.
Ein Beispiel stellen Konstruktionsskizzen
dar. So kann in einer von Hand erstellten
Skizze nicht nachvollzogen werden, ob der
Umkreis wirklich als Umkreis konstruiert
wurde. In einer dynamischen Konstrukti-
on kann man dies besser nachvollziehen,
indem durch die Nutzung der Dynamik die
Eigenschaften des Umkreises erhalten blei-
ben (Hohenwarter, 2006). Dieses Beispiel
kann analog auf dreidimensionale Zusam-
menhange libertragen werden.

DT unterstiitzen verschiedene Aspekte des
Modellierungskreislaufs. Mit Hilfe von 3D-
Druckern kann nach der Losung des Prob-
lems im mathematischen Modell die Riick-
ibersetzung in die reale Situation erfolgen.
Weiterhin konnen DT in Abhdngigkeit von
der Hardware, zum Beispiel als Netbook,
alltagliche Probleme in der Schule l6sen.
So kann das facherverbindende Arbeiten
unterstiitzt werden, da bestimmte DT in ver-
schiedenen Fachern zum Einsatz kommen
konnen. Dies gilt beispielsweise fiir die Ver-
wendung von digitalen Schulbiichern, die
aufgrund einer digitalen Verlinkung Schnitt-
mengen zu anderen Fachern verdeutlichen
konnen. Als Recherche-Werkzeug sind DT in
jedem Fachunterricht wichtig. Damit kon-
nen alle Facher einen Beitrag zur digitalen
Bildung leisten.

Mit Blick auf die Zukunft der Lernenden
werden diese nach ihrer Schulzeit nicht nur
mit den DT arbeiten, die sie im Unterricht
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kennengelernt haben, sondern sich weite-
re Werkzeuge erschliefen. Dieser Aspekt
kann durch den Einsatz berufsnaher DT
unterstiitzt werden. In Osterreich wird zum
Beispiel mit der Ingenieur-Software Auto-
CAD im Unterricht gearbeitet. Dies kann
aber nicht das bestimmende Maf fiir den
Einsatz von DT in der allgemeinbildenden
Schule sein.

Abschliefend soll bemerkt werden, dass
das Bewusstsein aller Partner im Bildungs-
prozess gescharft werden muss, dass der
Einsatz von DT den Mathematikunterricht
nachhaltig und tiefgreifend verandern wird
bzw. bereits verandert hat. Dies wird zum
Beispiel in verdnderten Aufgabenstellun-
gen deutlich. Daher muss die Uberzeugung
bei allen Beteiligten reifen, diesen Verdn-
derungsprozess mitzugestalten. Die ange-
sprochenen Verdnderungen im Unterricht
betreffen Aufgaben und Priifungsformate.
Die Uberlegungen dazu kénnen nicht abge-
schlossen sein und miissen mit der Fortent-
wicklung von DT weitergefiihrt werden.
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Kinga Sz(ics

Das QL-Teilprojekt ,,Medien im Mathematikunterricht”

1. Qualitatsoffensive Lehrerbil-
dung

Mit dem durch das Bundesministerium fiir
Bildung und Forschung geférderte bundes-
weite Projekt ,,Qualitdtsoffensive Lehrerbil-
dung® (QL) wurde zum Ziel gesetzt solche
Forschungsvorhaben sowie Lehrerausbil-
dungsmafBnahmen ins Leben zu rufen, die
die Lehrerausbildung nachhaltig verbes-
sern konnen. An der Friedrich-Schiller-Uni-
versitdt Jena wird das Projekt ,,Professiona-
lisierung von Anfang an im Jenaer Modell
der Lehrerbildung® (Prof]L) geférdert und
durchgefiihrt, dessen Teilprojekt ,,Medien
im Mathematikunterricht“ an der Fakultat
fir Mathematik und Informatik in der Ab-
teilung Didaktik betreut wird. Im Folgenden
wird dieses Teilprojekt vorgestellt.

2. Das Teilprojekt ,,Medien im
Mathematikunterricht“

In diesem Teilprojekt geht es primdr um die
Auseinandersetzung mit und kritische Ana-
lyse von Medien und Unterrichtswerkzeu-
gen unter dem Aspekt deren Beitrags zum
Umgang mit Heterogenitat einschlief3lich
Inklusion. Hierbei werden im Rahmen des
gleichnamigen Tutoriums Unterrichtsideen
entwickelt, diese zu Unterrichtsentwiirfen,
-einheiten einschliellich Unterrichtsma-
terialien ausgearbeitet und exemplarisch
auch auf deren praktische Umsetzbarkeit

erprobt. Die Materialien und Entwiirfe die-
nen in der Zukunft als Grundlage fir die
Konzipierung eines neuen Studiengangele-
ments ,,Mathematik und Inklusion®, aber
einige Materialien finden bereits in die vor-
handenen Pflichtmodule in Mathematikdi-
daktik Einzug.

Nach einer kurzen Pilotphase (Winterse-
mester 2015/16) wurden zundchst Ma-
terialien und Entwiirfe zum Umgang mit
Leistungsheterogenitit entwickelt (Szlcs,
2016 a; b), seit dem Wintersemester
2016/17 findet jedoch eine jahrliche
Schwerpunktsetzung statt: In jedem aka-
demischen Jahr wird eine andere Behin-
derungsart laut KMK-Beschliissen (KMK,
1994: 6-7; KMK, 2011: 7) beziehungsweise
der inklusive Umgang im Mathematikunter-
richt damit in den Fokus der Uberlegungen
gestellt. Begonnen wurde mit dem Forder-
schwerpunkt Sehen, im akademischen Jahr
2017/18 wird der Forderschwerpunkt HG-
ren thematisiert.

3. Inhalte des Teilprojektes

Im Rahmen des Tutoriums ,,Medien im Ma-
thematikunterricht“ werden Inhalte wie Me-
dienbegriff, Einsatz und Rolle von Medien
im Mathematikunterricht im Allgemeinen,
Aspekte der Heterogenitdt und Binnendif-
ferenzierung, Einsatz von nichtdigitalen
Medien wie Zeitungen und populdrwissen-
schaftlichen Zeitschriften im Mathematik-
unterricht, Film(ausschnitte) sowie
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Lage von
Kreisen

Tabelle1: Im Tutorium entwickelte Unterrichtsentwiirfe

zum Umgang mit Leistungsheterogenitat
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zum Umgang mit Sehbehinderung

Medium/ Unterrichtsein- | Mathema- Medium/ Unterrichtsein- | Mathema-
Werkzeug heit tischer Inhalt Werkzeug heit tischer Inhalt
Populdrwis- Verschieden Nicht-Eindeu- Analoge Werk- | Kérpererkun- Systemati-
senschaftliche | und doch tigkeit der zeuge, taktile | dungen sierung der
Artikel gleich Dezimaldar- Hilsmittel Kenntnisse
stellung von iber konvexe
bestimmten Polyeder
rationalen
Zahlen Geféafle Einfiihrung des
Funktionsbe-
Pythagoras Pythagoreische griffs
Zahlentripel
P Sitzordnungen | Einfiihrung
Thales von Beweisme- von Pi
Milet thoden in der
Mathematik Geschwister- Einfiihrung
und die Not- Stationen linearer
wendigkeit des tGlelchungssys-
Beweisens eme
Unterhaltungs- | Rosenkranz Frequentis- S?;en und {.p‘sen von
filme und Gul- tische Wahr- uhner Glrlle.a;en
denstern scheinlichkeit eichungs-
systemen,
Podcasts, Pythagoras V2 istirrational Problemldse-
Videocasts strategien
Cantor Abzdhlbare §
und tberab- Zeichenbrett Munzwurf auf | Geometrische
zéhlbare Zah- Gitter Wahrschein-
lenmengen lichkeit
Interaktive Sinus Herleitung der Podcasts Proportionen Goldener
Whiteboards Sinusfunk- am Kérper Schnitt
tion aus der C Bruch u K
Rotation eines Lo;n);zuter, ruchterme Bn}gﬁng mltd
Punktes am aTe Bruchen un
Einheitskreis ruc ,t?r,men’
Sensibili-
Wiirfeln Einflihrung der sierung flr
Binomialvertei- Fachsprache
lung
GeoGebra Kreise Gegenseitige Tabelle2: Im Tutorium entwickelte Unterrichtsentwiirfe

Pod- und Videocasts im Mathematikunter-
richt, Arbeit am interaktiven Whiteboard
sowie Einsatz von CAS und weiterer spe-
zieller Mathematik-Software thematisiert.
Die jdhrliche Schwerpunktsetzung hat al-
lerdings Einfluss auf die jeweilige Thema-
tik: So kamen bedingt durch den Schwer-
punkt Sehbehinderung im akademischen
Jahr 2016/17 beim Thema ,nichtdigitale
Medien* anstatt von Zeitungen taktile
Hilfsmittel zum Tragen, tiberdies wurde der
Software LaTex besondere Aufmerksamkeit
geschenkt.

Die nebenstehenden Ubersichten (Tabellen
1 und 2) geben iiber alle bisherim Rahmen
des Tutoriums entwickelten Unterrichtsent-
wiirfe Auskunft.

Nachfolgend werden exemplarisch zwei
Unterrichtseinheiten, die im Rahmen des
Tutoriums herausgearbeitet wurden, aus-
fuhrlich vorgestellt, um einen Einblick in
die Projektarbeit zu gewdhren.

4, Einblick in die erstellten Un-
terrichtseinheiten

4.1 Verschieden und doch gleich
In dieser Unterrichtseinheit werden we-
sentliche mathematische Inhalte durch ein
nichtdigitales Medium, namlich eine popu-
larwissenschaftliche Zeitschrift, vermittelt
und dabei insbesondere auf die Leistungs-
heterogenitdt der Schiilerinnen und Schi-
ler Riicksicht genommen. Die fiir die Un-
terrichtseinheit vorgesehene Zeit umfasst
eine Unterrichtsstunde, sie ist etwa ab der
8. Klasse einsetzbar. Thematisch geht es
um die partielle Nichteindeutigkeit der De-
zimalzahldarstellung. In der Unterrichtsein-
heit wird zum Ziel gesetzt, dass die Schi-
lerinnen und Schiiler begriinden kénnen,
warum 0,9 und 1 gleich sind, sie kénnen

iberdies weitere Zahlen mit mehreren De-
zimaldarstellungen nennen und in konkre-
ten Fillen (wie zum Beispiel 0,19 und 0,2)
begriinden, warum die Darstellungen zu
einer einzigen Zahl gehoren. Dabei wird die
Kenntnis der Bruch- und Dezimalzahlen,
aber auch deren Ordnen, Vergleichen, Re-
chenoperationen und die Umrechnung zwi-
schen ihnen vorausgesetzt.

Die Unterrichtsstunde beginnt mit einer Auf-
gabe, die gleichzeitig als Wiederholung, Ein-
fiihrung und Motivation fiir das Stundenthe-
ma gilt: Schiilerinnen und Schiiler ordnen
Bruchzahlen Dezimalzahlen zu und verglei-
chen sie miteinander, indem sie die Zahlen
auf den Zahlenstrahl eintragen (Abbildung
1). In einer anschlieBenden Besprechung
im Plenum unter Verwendung einer (evtl. in-
teraktiven) Tafel werden die Ergebnisse kurz
verglichen. Wahrend die Reihenfolge der
Zahlenpaare aus dem Aufgabenteil a) ein-
deutig ist, ,,hofft“ man als Lehrperson, dass
die Schiilerinnen und Schiiler 1 und 0,9 aus
dem Aufgabenteil b) als zwei verschiede-
ne Zahlen mit 0,9 < 1 auf dem Zahlenstrahl
eintragen. Die Frage, ob dies richtig ist, be-
ziehungsweise wie man dies entscheiden
kann, gibt Anlass fiir weitere Erkundungen.

a) Orduoe den Brikhen die entsprechenden Dezumalzablen s, Ubertrage aschlieBend die
Zahlen auf emen Zahlenstrahl

2 1 2 1 3 1 13
3 o E 3 0 0 100

[A] 03 0l 033 [F] 0.6 03
by Trage auf den Zahbenstrald 1 und 0,5 ebenfalls ein

Abbildung 1: Einfiihrungsaufgabe der Unterrichtsein-
heit ,Verschieden und doch gleich*

In der Erarbeitungsphase lesen die Schi-
lerinnen und Schiiler in Einzelarbeit einen
Text (Rittaud, 2005), der unter anderem
den Beweis der Gleichheit: 0,9 = 1 enthilt
und bearbeiten anschlieBend eine Richtig/
Falsch-Aufgabe (Abbildung 2). Hierbei geht
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es in erster Linie um Aufkldrung von miss-
verstdandlichem Gebrauch von Punkten am
Ende einer unendlichen Dezimalzahl und
um die indirekte Erlduterung und Begriin-
dung der gefiihrten Beweisschritte. Die zwei
letzten Fragen konnen als Schlussfolgerung
sowie als Reflexion des Studientextes inter-
pretiert werden.

Lies folgende Bebaupningen soegfaltig durch. Lies amchliefend den Text  Verschieden und
dich gleich” und entscheide, welche Behaptungen richtig sind

R |F
Bei x=3,14.., bedeuten die Punkichen, doss die weiteren Ziffery alle glesch 9 sind
Bet x=0.999... bedeuten die Piukichen, da: m alle gleich 9 sind.
Woenn usan 0,999, mat 10 multiplizsent, verscluebt sich das Komma van eme Stelle
nach ks
| Bas 0999 und 0,599, stunnat die Angabl der Nachkommastellen nicht nherein
9999__0959__=10

L 9

0.59%. .. kaun als Susuue vou pemeinen Brachen i da Forus: + i
1100 1000

dargestellt werden
19 hat kesne weitese Dezimalbruchdarstelhng

| Jede Zahl hat genan eme Dezimalbrmehdarsceliung
[ Alle Zahlen haben mehrere Dezimalbruchdarstellungen

Abbildung 2: Erarbeitungsaufgabe der Unterrichtsein-
heit ,Verschieden und doch gleich*

Eine Besprechung der Losungen im Plenum
sollte auch in dieser Unterrichtsphase er-
folgen.

Wahrend in den ersten beiden Unterrichts-
phasen alle Schiilerinnen und Schiiler am
selben Thema mit den selben Aufgaben
arbeiten, erfolgt in der Ergebnissicherungs-
phase die eigentliche Binnendifferenzie-
rung. Hier haben die Schiilerinnen und
Schiiler die Moglichkeit, sich eine Aufgabe
entsprechend ihrem Leistungsniveau aus-
zuwdahlen. Alle angebotenen Aufgaben (Ab-
bildung 3) greifen den im Artikel gefiihrten
Beweis nochmals auf, allerdings auf ganz
unterschiedlichen kognitiven Ebenen: In
der Aufgabe a) wird der Beweis in mathe-
matischer Notation wiedergeben, aller-
dings mit Liicken, die man anhand des Tex-
tes ergdnzen sollte. Hierbei geht es also um
Vergleich bzw. um Wechsel der Reprdsen-
tationsebenen (zum Teil umgangssprach-
licher Text — mathematische Symbolik). In
der Aufgabe b) wird ein Transfer, eine Uber-
tragung auf ein weiteres vorgegebenes Zah-
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lenpaar verlangt, wahrend es in der Aufga-
be ¢) um das Austesten der Reichweite des
Beweises geht.

8] Erganze den Beweis anhand des Textes

Xm0, "

=03
or 9

b I dems Text Tt d eine Herleimng D die Gleichbein von | md 0,7 gelesen. Zeige n
uut Hilfe diesar Beweradee, dass 0.2 mnd (119 glesch sind

<) Fmde watere solche Dezimalzahilen. und begrimde jeweils. wamm sie dieselbe Zabl
darstellen

Abbildung 3: Leistungsdifferenzierte Aufgaben der Er-
gebnissicherungsphase in der Unterrichtseinheit ,Ver-
schieden und doch gleich“

4.2 Proportionen am Kérper

In der Unterrichtseinheit ,,Proportionen
am Korper“ wird der Begriff des Goldenen
Schnittes mit Hilfe eines Podcast, also ei-
ner in digitaler Form erreichbaren Radio-
sendung thematisiert. Der Einsatz der Audi-
odatei bietet die Moglichkeit, sehende und
sehbehinderte Schiilerinnen und Schiiler
gleichermaBen am Unterricht teilhaben zu
lassen. Die Einheit umfasst etwa zwei Un-
terrichtsstunden und ist ab Klassenstufe 9
im Mathematikunterricht verwendbar. Es
wird vorausgesetzt, dass die Schiilerinnen
und Schiiler bereits mit einem Mafband
Ldngen messen kdnnen, dass sie Verhdlt-
nisse aus vorgegebenen Zahlen ermitteln
kdnnen und dass sie mit Tabellen umgehen
kdonnen, lberdies, dass sie quadratische
Gleichungen mit Hilfe einer Losungsformel
l6sen sowie mit irrationalen Zahlen wie v2
und V5 umgehen kdnnen. Aus der Geome-
trie ist ihnen der Satz des Pythagoras und
der Begriff der Ahnlichkeit bekannt und sie
kennen auch regelmdfige Fiinfecke. Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen befdhigt
werden, anhand einer Skizze den Begriff
des Goldenen Schnittes zu erldutern sowie
Streckenverhiltnisse, die sie anhand von
selbst ermittelten Ldngen am Kdrper oder

in geometrischen Figuren bestimmt haben,
mit dem Goldenen Schnitt zu vergleichen.
Dariiber hinaus sollen Schiilerinnen und
Schiiler nach der Unterrichtseinheit die
MaBzahl des Goldenen Schnittes nennen,
diese aber aus der entsprechenden Glei-
chung auch herleiten sowie die Schritte der
Herleitung begriinden kénnen.

Als Einstieg ins Unterrichtsthema liest die
Lehrperson ein Zitat (Zeising, 1854: V) vor
und erldutert, dass der deutsche Gelehrte
Zeising die Proportion Korpergréie/Stre-
cke zwischen Bauchnabel und Fusohle be-
stimmte sowie das Verhaltnis zwischen der
Strecke von Bauchnabel bis Fuf’sohle und
der restlichen Strecke der Korpergrofie be-
rechnete. Uberdies unternahm er Messun-
gen, in denen er Proportionen am Arm und
am Kopf ermittelte. Anschlieffend stellt die
Lehrperson den Arbeitsauftrag, die selben
Proportionen am eigenen Korper in Dreier-
gruppen zu berpriifen. Hierzu erhalten die
Schiilerinnen und Schiiler drei vorgefertig-
te Tabellen (Abbildung 4) sowie ein taktiles
MaBband (Abbildung 5), das sehende und
sehbehinderte Schiilerinnen und Schiiler
gleichermafien verwenden konnen. Die Ta-
bellen konnen bei Bedarfauf DIN A3 vergro-
Bert oder taktil angelegt werden.

Nach einem Vergleich der in den letzten bei-
den Spalten gewonnenen Proportionen im
Plenum kénnen Schilerinnen und Schiiler
bereits die Vermutung formulieren, dass die-
se Proportionen {ibereinstimmten und 1,6
nahekommen. Diese Vermutung wird nun in
der Unterrichtseinheit ndher untersucht.

Zu Beginn der Erarbeitungsphase hdren
sich Schiilerinnen und Schiiler gemein-
sam einen Auszug aus einer Radiosen-
dung ,,Reformation, Weltuntergang und die
Kunst,mit negativen Zahlen zu rechnen“
(HR Info, Wissenswert vom 16.04.2017,
Zeitcode: 18:38-20:30) an und ergdnzen

dabei Skizzen mit MaBangaben (Abbildung
6). Diese konnen fiir sehbehinderte Schiile-
rinnen und Schiiler — genauso wie die oben
beschriebenen Tabellen — vergrofert bzw.
taktil vorbereitet werden.

In einem anschlieBenden Lehrer-Schiiler-
Gesprdch wird die Definition des Goldenen
Schnittes formuliert und textuell sowie vi-
suell (Abbildung 7) festgehalten.

A B: Kopergiobe | C. Stocke | Proportion | Propertion
Kinpergriibie bis v . Mabel AR B
| Buchuabel | und Oberkapl |
Persom |
Person 2

Person 3

Abb. 4: Tabellenbeispiel aus der Einstiegsaufgabe der
Unterrichtseinheit ,,Proportionen am Kérper

r

Abbildung 5: Taktiles MaBband

T

Proportion im Hortext meing Proportionen

Froportionen eines Mitschilbers

Abbildung 6: Skizzen zum Ergédnzen in der Erarbeitungs-
phase der Unterrichtseinheit ,,Proportionen am Kérper*

a b

b:(atb)=a:b

Abbildung 7: Skizze zur Definition des Goldenen Schnittes

31



Die Herleitung der MaBzahl, die sich an
die in der Definition festgelegte Gleichung
anschliefit, wird leistungsdifferenziert in
Form eines Beweispuzzles angeboten.
Die Schritte, die jeweils auf ein Kartchen
geschrieben und den Schiilerinnen und
Schiilern vorgelegt werden sollen, sind in
der Abbildung 8 zu sehen. Leistungsschwa-
chere Lernende erhalten alle Kdrtchen in
der richtigen Reihenfolge, ihre Aufgabe
besteht darin, die einzelnen Schritte zu be-
griinden. Fiir die Mehrheit der Lerngruppe
kann die Aufgabe dadurch erschwert wer-
den, dass die Kartchen gemischt werden,
beziehungsweise dass sie zwar in der rich-
tigen Reihenfolge, aber nicht vollstandig
vorgelegt werden. Jedes Mal ist aber nicht
nur die Wiederherstellung beziehungswei-
se Vervollstandigung der Herleitung, son-
dern auch die Begriindung der Schritte die
Aufgabe. Fiir leistungsstarke Schiilerinnen
und Schiiler kann die Aufgabe derart mo-
difiziert werden, dass sie nur den Anfang
und das Ende der Herleitung erhalten und
jeder weitere Schritt selbst gefunden und
begriindet werden soll. Die Arbeit mit den
Kadrtchen ist auch fiir Sehbehinderte geeig-
net, da sie bei Bedarf vergrofiert oder in
LaTex-Code umgewandelt werden konnen.

O=x*=x=1

S

. o
Sei punx ==
a

T
=
=1 _1,  [5_1zv5
xl.z—ziJ4— 3

-+1l=x

x 1+V5

x=
1+x=x* 2

Abbildung 8: Herleitung der Mafizahl des Goldenen
Schrittes — Vorlage fiir ein Beweispuzzle

Im Anschluss an diese Aufgabe bearbeiten
die Schiilerinnen und Schiiler in Kleingrup-
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pen je eine Wahlaufgabe, die jeweils eine an-
dere Vertiefung des Unterrichtsthemas dar-
stellt: Konstruktion des Goldenen Schnitts
am rechtwinkligen Dreieck, Teilungsver-
haltnisse der Diagonale des regelmdBigen
Fiinfecks sowie Konstruktion des Goldenen
Schnittes in einem gleichschenkligen Drei-
eck, das einem Quadrat einbeschrieben ist.
In der Ergebnissicherungsphase entwi-
ckeln die Kleingruppen der selbst gewahl-
ten Vertiefung entsprechend einen etwa
dreiminiitigen eigenen Podcast, in dem sie
anderen ausschlieBlich auditiv erldutern,
was sie aus der Auseinandersetzung mit
der Wahlaufgabe gelernt haben.

Einen weiteren Einblick in die Arbeit im
Tutorium vermittelt ein Kurzfilm auf der
Homepage des Projektes (https://www.
profjl.uni-jena.de/Medien_im_Mathema-
tikunterricht.html).
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0don Vancsé

Wie kann GeoGebra zum Problemlésen beitragen?

In diesem Beitrag wird vor allem iiber das
Geomatech-Projekt unter dem Gesichts-
punkt berichtet, welche Rolle der Einsatz
der Software GeoGebra bei der Entwicklung
des problemldsenden Denkens spielen
kann.

Im ersten Kapitel wird das Projekt inhaltlich
und statistisch charakterisiert. Im zweiten
Kapitel werden die mathematischen Unter-
richtseinheiten exemplarisch durch kon-
krete Beispiele vorgestellt, wobei auch auf
den Prozess der Erstellung und der Evaluie-
rung Bezug genommen wird.

1. Das Projekt Geomatech
(2013-2015)

Es geht um ein Projekt, welches durch die
EU und den ungarischen Staat in der Hohe
von ca. 10 Millionen Euro finanziert wurde.
Drei Daten sollen die Dimension des Pro-
jektes andeuten: mehr als 300 Mitarbeiter
wirkten mit, ca. 1,5 Millionen Arbeitsstun-
den wurden mit der Durchfiihrung des Pro-
jekts geleistet, es entstanden 1800 Unter-
richtseinheiten.

1.1 Ziele des Projekts

Das Hauptziel des Projekts bestand darin,
eine starke Wirkung auf die Gewohnheiten
der Mathematiklehrer auszutiben, damit
sie in ihrem Unterricht neue Technologien
und Methoden verwenden. Das Projekt hat
in mehreren Bereichen ein bedeutendes
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Ergebnis zu erreichen versucht. Erstens
sollten Lehr- und Lernmittel fiir den tagli-
chen Einsatz in Mathematikstunden erstellt
werden, moéglichst solche, die bereits einer
existierenden methodischen Idee folgen
und somit mit wenig Mithe im Unterricht di-
rekt angewandt werden kdnnen. Zweitens
waren Lehrerfortbildungen (Tanartovabb-
képzés?) organisiert, um die Vorbehalte der
Lehrerinnen und Lehrer dem Neuen gegen-
tiber abzubauen und die Verwendung die-
ser Lehr- und Lernmittel zu {iben. Drittens
sollten Schulpilotierungen (Pilot) organi-
siert werden, um die im Projekt neu erstell-
ten Unterrichteinheiten auszuprobieren,
bevor sie dem breiten Lehrerpublikum zur
Verfiigung gestellt werden. Um diese Ziele
zu erreichen, musste man noch zwei wich-
tige Tatigkeiten einplanen: die Software-
Entwicklung (Szoftverfejlesztés) und der
Aufbau eines Kommunikationsmodells.
Alle Tatigkeiten wurden durch Forschungen
begleitet und durch experimentelle Erfah-
rungsergebnisse untermauert, wie dies
aus der sehr verbreiteten Theorie “Inquire
Based Learning and Teaching“ bekannt ist.
Die Komplexitat des Projektes wird aus der
Visualisierung (Abbildung 1) ersichtlich.
Der obere Kreis symbolisiert die Entwick-
lung der Unterrichtseinheiten (Tananyagfe-
jlesztés), danach kommt im Uhrzeigersinn

2 Im Folgenden werden die ungarischen Worter in den
Abbildungen immer in Klammern nach den entspre-
chenden deutschen Wértern gestellt.

Tananyagfejlesztés

_ Kutatas

die Software-Entwicklung (Szoftverfejlesz-
tés), die Pilotierung (Pilot), die Lehrerfort-
bildung (Tanartovabbképzés) und die Kom-
munikation (Kommunikacio).

Diese fiinf dufleren Kreise symbolisieren
die Hauptgebiete des Projekts, in der Mitte
steht die Forschung (Kutatas), die alle Ge-
biete zusammenfiigt und -hélt. Dieses Bild
fasst sehr plastisch alle wichtigen Tatigkei-
ten und Richtungen innerhalb des Projekts,
die irgendwie eine Einheit bilden, zusam-
men. Im Folgenden werden die verschie-
denen Bereiche (Kreise) kurz beschrieben.
Eine Kerntdtigkeit bildete die Entwicklung
von Unterrichtsmaterialien, symbolisiert
durch den obersten Kreis, auf der eigent-
lich alle anderen Tatigkeiten basierten, aus
diesem Grund wird dieser Bereich als erster
vorgestellt.

Abbildung 1: Die komplexe
Struktur des Projekts

1.2 Entwicklung der Unterrichts-

einheiten aus der Mathematik
Zundchst wird die Erstellung der Unter-
richtseinheiten ausfiihrlich beschrieben
und analysiert. Diese Arbeit war wissen-
schaftlich und inhaltlich von Mathematik-
didaktikern geleitet. Dies erfolgte in enger
Zusammenarbeit mit GeoGebra-Experten
(Informatikern) und mit Lehrern, die die
Einheiten mit konkretem Inhalt gefiillt ha-
ben. Sie formulierten {iberdies didaktische
Fragen, Hinweise fiir Lehrer und Schiiler
und kontrollierten kontinuierlich den all-
taglichen Einsatz der Einheiten.

Die fachdidaktische Gruppe wurde von
Odén Vancsé (Budapest) und Jézsef Kosz-
tolanyi (Szeged) geleitet. Weitere Teilneh-
merinnen und Teilnehmer waren: Judit
Szitanyi (Budapest); Csaba Csapodi (Buda-
pest); Lasz|l6 Szabadi (Budapest); Emese K.
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Nagy (Miskolc) und Klara Pintér (Szeged).
Emese K. Nagy war iiberdies fiir die Erstel-
lung von Unterrichtseinheiten fiir Schiiler
mit speziellem Forderbedarf verantwort-
lich, als Direktorin einer solchen Schule.
Sie verbreitete die KIP-Methode® in Ungarn
auch im Mathematikunterricht. Diese spe-
ziellen Einheiten haben ein besonderes
Zeichen, das diese spezielle Ausrichtung
der Einheit anzeigt. Die Entwicklung der
Einheiten erfolgte nach dem folgenden
Ablauf: Die Gruppe traf sich wéchentlich
und danach lief die Arbeit schon allein
mit einem Hauptentwickler (d.h. einem(r)
Didaktiker(in)) und GeoGebra Einheit-Er-
steller und einem(r) Lehrer(in). Die Zuord-
nung der Probleme zu Klassenstufen und
zu mathematischen Gebieten erfolgte in
Gruppen. Das Ziel war, moglichst die ganze
Schulmathematik abzudecken. Natiirlich
ist dies nur teilweise gelungen.

Die Tatigkeiten im Rahmen der Entwicklung
von Unterrichtseinheiten kdnnen folgen-
dermaBen zusammengefasst werden: Ins-
gesamt wurden 1800 Unterrichteinheiten
entwickelt, davon 1200 zur Mathematik
und 600 zu weiteren naturwissenschaftli-
chen Fachern (Physik, Chemie, Biologie und
Geografie). Alle Einheiten waren lehrplan-
konform und richteten sich an den ,,Durch-
schnittsschiiler. Ein wichtiges Ziel war
allerdings, solche komplexen Einheiten zu
entwickeln, die fiir Binnendifferenzierung
geeignet sind, bei denen es also Maglich-
keiten gibt, sowohl leistungsschwéchere
als auch begabte Schiilerinnen und Schiiler
angemessen zu fordern und zu fordern. In

3 KIP (Abkiirzung) ist die ungarische Entsprechung fiir
die aus den USA stammende Complex Instruction Me-
thod, welche in ca. 20-jdhriger Forschungsarbeit von E.
Cohen und R. Lotan an der Stanford-Universitat in Kali-
fornien entwickelt wurde.
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einer Einheit gibt es daher mehrere Fragen
oder Teilaufgaben, die den Lehrpersonen
bei der Differenzierung helfen konnen. An
konkreten Beispielen wird versucht, diese
Idee im ndachsten Kapitel zu erldutern.

1.3 Der Prozess der Entwicklung

einer Einheit

Die Idee bzw. Ziele und Funktionen jeder
Einheit sind aus der Didaktiker-Gruppe ge-
kommen. In der Gruppe wurden die Gebiete
und die Klassenstufen grob aufgeteilt. Ein
Mitglied dieser Gruppe hat die Arbeit fiir
einen GeoGebra-Experten/eine GeoGeb-
ra-Expertin verifiziert, der/die eine erste
Version der GeoGebra-Datei geplant und
programmiert hat. Danach kam die Datei
zu den Didaktikern zuriick und gleichzeitig
formulierte eine Lehrperson zur erstellten
GeoGebra-Datei die Fragen/Arbeitsauftra-
ge und einige didaktische Hinweise, alles
nach Riicksprache mit dem Mitglied der
Didaktiker-Gruppe. Die Lehrpersonen und
die Mitglieder der Didaktiker-Gruppe kom-
munizierten vor allem via E-Mail und Skype,
neben reguldren persénlichen Besprechun-
gen. Uberdies haben beide fiir den GeoGe-
bra-Experten Verbesserungsvorschladge for-
muliert. Nach dieser zweiten Runde wurde
die Einheit in einer Versuchsschule (Pilot)
ausprobiert. Die Korrekturen bendtigten
manchmal ldngere Zeit und der Zyklus wur-
de drei- oder viermal durchlaufen. Im zwei-
ten Projektjahr wurden einige Einheiten in
der Schule wegen Zeitmangels nicht mehr
ausprobiert. Wir hofften, leider vergeblich,
dass dieses Projekt weitergefdrdert wird
und in einer zweiten Forderphase die Erfah-
rungen mit den zuletzt entwickelten Aufga-
ben noch eingebaut werden kdnnten.

Im Folgenden wird noch ein Bildschirmfoto
von der Projekthomepage (Abbildung 2)

= 7 " B Abbildung 2: Der Empfangsseite
UpVBZOLIOK A GEOMATECH PORTALONI [) der Homepage des Projekts fiir
“‘ : s Lehrer
st wim
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gezeigt, welche fiir Lehrkrafte bereitgestellt
ist. Hier kann man sich orientieren und
nach konkreten Materialien suchen. Alle im
Rahmen des Projekts entwickelten Einhei-
ten sind auf dieser Homepage zu finden.
AufderHomepage gibtzwei Hauptbereiche:
Mathematik und TT (Naturwissenschaften).
Unter den mathematischen Einheiten kon-
nen Materialien nach Themenkreis, nach
Stufen, nach Schwierigkeitsgrad und nach
speziellen Anspriichen gesucht werden.
Alle Einheiten haben einen Titel einschlief3-
lich kurzer Beschreibung und Bild. Diese
sind nach Klassen und nach Themen einge-
stuft. Zur Klassifikation wurde die Struktur
des ungarischen Mathematik-Curriculums
genutzt. Letztere geht auf T. Varga zuriick,
der das sog. ,Komplexe Mathematikunter-
richt-Experiment“ ausarbeitete und leitete.
Die fiinf Hauptgebiete sind:

1. Mengen, Logik, Kombinatorik und Graphen
2. Arithmetik, Zahlen und Algebra
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3. Funktionen, Folgen, Elemente der Analysis
4. Geometrie und Messen

5. Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung
Alle Gebiete sind in weitere Teilgebiete
unterteilt. Die Unterrichtseinheiten sollten
alle Teilgebiete abdecken, den Abituranfor-
derungen entsprechend.

Gehen wir weiter in der Abbildung 1 und
schauen wir uns unten rechts den Kreis ,,Pi-
lot“ an.

1.4 Pilotierung

Zur Pilotierung wurde eine Lehrergruppe ge-
bildet. Wie der Abbildung 3 zu entnehmen
ist, wurden 40 Lehrerinnen und Lehrer aus
insgesamt 30 Schulen fiir den einjdhrigen
Schulversuch ausgewahlt. Sie unterrichte-
ten mehr als 1500 Schiilerinnen und Schii-
ler und hielten Kontakt zueinander sowie
zu der Gruppe, die sich mit der Entwicklung
der Lehr- und Lernmaterialien beschéftigte.
Als konkretes Beispiel fiir den Erfolg der er-
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stellten Materialien soll eine gute Pilotklas-
se erwdahnt werden, in der sich sowohl die
Einstellung der Schiilerinnen und Schiiler
zur Mathematik als auch die Leistungen um
ca. 10% verbesserte (von 4,3 auf 4,6 * im
Schnitt). Natirlich kann man daraus noch
nicht langfristige und allgemeine Folgerun-
gen ableiten, aber es scheint sehr positiv,
wenn die guten Schiilerinnen und Schiiler
noch besser werden. Diese Verdnderungen
sind noch markanter bei unmotivierten und
leistungsschwdcheren Schiilerinnen und
Schiilern zu sehen. Wegen des Zeitmangels
(der wéahrend des ganzen Projekts ein stan-
diges Problem gewesen ist) wurde nur ein
Drittel der Einheiten ausfiihrlich erprobt.
Wichtige Erfahrungen wurden aber sowohl
von Lehrpersonen als auch von Lernen-
den gesammelt, die die spdteren Arbeiten

4 In Ungarn ist 5 die beste Note und 1 die schlechteste.
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Abbildung 3: Daten der Pilotie-
rung

wesentlich beeinflussten. Nachdem die
Teilnehmenden mehrmals befragt worden
waren, zeigte es sich, dass sich die Vorstel-
lungen der Lehrer bezogen auf den Compu-
tereinsatz verdndert haben und dass auch
die Lernenden auf die Verdnderungen im
Mathematikunterricht positiv reagierten;
vor allem die groBe Interaktivitdt haben sie
positiv hervorgehoben. Noch nicht belegt
werden konnte eine Verdnderung der Sozi-
alform, namlich weg vom Frontalunterricht
hin zu mehr Gruppen- und Projektarbeit.
Die Befragung zeigte iiberdies, dass die
Schiilerinnen und Schiiler mehr Verstand-
nis fiir und weniger Widerstand gegeniiber
der Mathematik hatten, verglichen mit
Klassen, die an der Pilotierung nicht teilge-
nommen haben.

Setzen wir nun mit dem Kreis unten links in
der Abbildung 1 fort.

1.5 Lehrerfortbildung
Tanartovabbképzés NN

' | |
950+ iskola w

2400+ tanar

Abbildung 4: Daten der Lehrerfortbildung

In einem Jahr wurden sechs verschiede-
ne Lehrerfortbildungskurse an mehr als
950 Schulen durchgefiihrt, in die mehr als
2400 Lehrerpersonen involviert waren (Ab-
bildung 4). Ein beeindruckendes Bild zeigt
die Anzahl der Lehrerfortbildungen auf ei-
ner Landkarte Ungarns (Abbildung 5).

Abbildung 5: Lehrerfortbildungsorte im Projekt Geomatech

Wie die Abbildung zeigt, wurde das ganze
Land abgedeckt und wie es zu erwarten
war, gab es in der Hauptstadt Budapest
die meisten Lehrerfortbildungen. Mehr als
die Hélfte der Fordermittel wurde fiir Lehr-
erfortbildungsmafinahmen  ausgegeben.
Die Teilnahme war kostenfrei, die Lehrer
mussten sich nur fiir die Fortbildung regis-
trieren. Dieser Kreis kostete also von den

fiinf duBeren Kreisen (Abbildung 1) das
meiste Geld. In diesen Bereich waren die
meisten Angestellten und Teilnehmer invol-
viert. Die Entwicklung der Unterrichtsein-
heiten machten den zweitgroften Bereich
aus, gefolgt von der Pilotierung und der
Software-Entwicklung, Schlusslicht bilden
die Bereiche Kommunikation (Kreis oben
links) und Forschung (Kreis in der Mitte).
Bei Letzteren haben zwar deutlich weniger
Personen mitgearbeitet als in den anderen
Bereichen, sie mussten aber immer in en-
gerem Kontakt mit den anderen Teilberei-
chen, also grofleren Kreisen, arbeiten. Die
Organisation des Informationsaustauschs
war der schwierigste und empfindlichste
Teil des Projektes. Ich selbst arbeitete nur
im ersten Kreis mit.

1.6 Kommunikation und Wer-
bung

Kommunikacio

100+ media megjelenés
20 tv és rddié

50+ publiy

Abbildung 7: Kommunikation und Werbung

In den vierundzwanzig Monaten erfolgten
mehr als 100 Medienereignisse, mehr als
50 Publikationen wurden veréffentlicht und
30 Konferenzen fanden statt (Abbildung 7).
Dazu kam noch ein Mannschaftwettbewerb
fiir verschiedene Klassenstufen in ganz Un-
garn. In einem Zeitraum von neun Monaten
bekamen die Schiilerinnen und Schiiler
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jeden Monat neue kreative Aufgaben, die
durch GeoGebra geldst werden mussten.
Zum Abschluss wurden die besten Schiiler-
gruppen zu einer Landesrunde eingeladen
und die Besten der Besten ausgewahlt und
belohnt. Das war eine gute Werbung fiir das
Projekt, nicht nur unter den Schiilerinnen
und Schiilern, sondern auch unter den El-
tern. Es wurde eine Rangfolge der Schulen
aufgestellt, je nachdem, wie viele Schiile-
rinnen und Schiiler mit welchem Ergebnis
am Wettbewerb teilgenommen haben. Die
Pilotschulen und Schulen, deren Lehrer
sich als Aufgabenentwickler oder Lehrer-
fortbildungsteilnehmer am Projekt betei-
ligten, waren durch ihre Vorerfahrungen in
besserer Position.
Am Ende dieses Abschnittes soll noch die
Geomatech-Steuergruppe vorgestellt wer-
den:
e |stvanJuhos, fachlicher Projektleiter
e Balazs Koren, Koordinator unter den
Gruppen
e 7solt Lavicza, Verantwortlicher fir in-
ternationale Kontakte, Leiter der For-
schungsgruppe
° Agnes Szokol, Leiterin der Unterrichts-
materialien-Entwicklung

2. Beispiele fiir Unterrichtsein-
heiten

Alle Unterrichtseinheiten, die entwickelt
worden sind (iberwiegend in ungarischer
Sprache), sind unter http://tananyag.geo-
matech.hu zu erreichen. Alle Materialien,
die ins Deutsche ubersetzt worden sind,
sind unter folgendem Link zu finden: http://
tananyag.geomatech.hu/book/title/id/
0z40YAMx. Jede Unterrichtseinheit folgt
dem gleichen Aufbau: Die Einheit hat einen
sogenannten Kern, eine GeoGebra-Datei.
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Dazu gibt es verschiedene Aufgaben. An-
schlieBende Fragen sollen den Lernenden
helfen, selbst zum Ziel zu kommen.

Ein Inhaltsbereich soll hervorgehoben
werden: Da die Graphentheorie in Ungarn
erst seit dem Jahr 2000 in den Schulen
eingefiihrt ist, freuten sich die Lehrperso-
nen {ber zahlreiche Unterrichtseinheiten
zu diesem Themengebiet, welche unter
http://tananyag.geomatech.hu/material/
simple/id/510501#material/1749629 zu
finden sind. Da die Unterrichtseinheiten
oft in enger Verbindung mit dem Problem-
l6sen erstellt worden sind, machen wir im
nachsten Abschnitt einen Exkurs in diesen
didaktischen Bereich.

3. Exkurs: Das Problemldsen in
Ungarn

Problemlésen ist seit mehr als hundert
Jahren eine der Starken des ungarischen
Mathematikunterrichts. Leider gibt es nach
wie vor grofie Unterschiede zwischen den
Elite-Schulen und den allgemeinbildenden
Schulen auf diesem Gebiet. Die Begabten-
forderung in Ungarn funktioniert in der Pra-
xis sehr selektiv und die Chancengleichheit
ist leider nur zum Teil realisiert.

3.1 Problemlésen damals und

heute

Die Geschichte des Problemlésens hat mit
Gyorgy Pélya und Gabor Szegd begonnen.
Seit Pélyas Biichern (z. B. Pélya, 1949 und
Pélya, 1961) erbffnete sich ein neues di-
daktisches Forschungsfeld, ein beriihmter
Schiiler von Pélya ist Alan H. Schoenfeld
(Schoenfeld, 1989). Heute gibt es schon
mehrere Forschungsfelder innerhalb des
Problemldsens, zum Beispiel die Gruppe
Promath (http://www.promath.org/) arbei-

tet auf diesem Gebiet mit steigender In-
ternationalitdt (Teilnehmer aus Slowenien,
Kroatien, Finnland, Ungarn, Deutschland,
Tiirkei, Griechenland, Israel). Die Griin-
der waren Bernd Zimmermann (Hamburg,
Jena), Giinther Graumann (Bielefeld), An-
dras Ambrus (Budapest) und Erkki Pehko-
nen (Helsinki). Die letzte Tagung fand in Bu-
dapest im Herbst 2017 statt (siehe http://
promath.org/meeting2017.html). Ein Vor-
ldufer war Lip6t Fejér, ein Schulgriinder in
Budapest, auf den noch bei einem Beispiel
zuriickgekommen wird.

3.2 Férderung der mathemati-

schen Begabung in Ungarn

In Ungarn standen immer die begabten

Schiilerinnen und Schiiler im Fokus des

Mathematikunterrichts. Bis heute gibt es

mehrere Organisationen, die fiir dieses Ziel

arbeiten (Vancsd, 2002). Eine kurze Aus-

wahl soll dies verdeutlichen:

e |. P6sa und seine Sommerlager schon
seit 30 Jahren

e P. Erdds-Schule (Mathe-AGs im ganzen
Land)

e D. Arany-Begabtenforderungsprogramm
fiir Schulen

e zahlreiche Mathematikwettbewerbe

e Zeitschriften: Abacus (Sekundarstufe I)
und K6Mal (Sekundarstufe 1)

Das System von Wettbewerben istin Ungarn

besonders reichhaltig und komplex. Es gibt

viele Einzelwettbewerbe; diese werden in

immer groferem MafBe auch fiir Gruppen

oder Mannschaften zugdnglich gemacht.

Es gibt mehrere internationale Wettbe-

werbe (z. B. Mathematik ohne Grenzen

oder IMO), einer davon ist der Ungarische

Internationale Wettbewerb (an dem jede

ungarischsprachige Schiilerin/jeder unga-

rischsprachige Schiiler teilnehmen kann).

Letzterer ist vor allem fiir Schiilerinnen und
Schiiler aus den Nachbarlandern attraktiv,
die ungarische Minderheiten haben: Ruma-
nien, Slowakei, Osterreich, Ukraine, Serbi-
en, Kroatien, Slowenien. Wettbewerbe gibt
esvon der Klassenstufe 3 bis 12, aber auch
noch danach fiir Studierende, beispiels-
weise den J. Kirschak-Wettbewerb, der
auf eine mehr als hundertjahrige Tradition
zurlickblicken kann und der M. Schweitzer-
Wettbewerb, der seit 1949 jahrlich stattfin-
det.

3.3 Die Theorie des Problemldsens
Nach langjahriger Analyse und Reflexion des
Problemloseverhaltens von Schiilern, Stu-
dierenden und Mathematikern stellte Pélya
ein einfaches Modell des Problemldsens auf,
in dem vier Phasen/Schritte unterschieden
werden. Erstens (Verstehen): Die Aufgabe
muss verstanden werden. In dieser Phase
soll nach Zusammenhangen zwischen den
gegebenen Daten und den Unbekannten ge-
sucht werden. Zweitens (Ausdenken eines
Planes): Ein Plan der Losung muss aufgestellt
werden. Drittens (Durchfiihrung des Planes):
Der Plan muss durchgefiihrt werden. Und
viertens (Riickschau): Die Losung muss ana-
lysiert und mit anderen Aufgaben, Resulta-
ten verbunden werden. Siehe: http://users.
minet.uni-jena.de/~schmitzm/didaktik/
lib/exe/fetch.php?media=problemloesen_
nach_polya.pdf

4. Praxis des Problemldsens
durch Geomatech-Lerneinheiten

Wie versuchten wir das problemlésende
Denken der Schiiler durch Geomatech-Ein-
heiten zu entwickeln? Hierfiir gibt mehrere
Wege, einer ist das Experimentieren, wofir
die Software GeoGebra ein gutes Werk-
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zeug ist. Ein Beispiel fiir solche Aufgaben
bilden die Einheiten ,Fupunktdreiecke
(I und 1)* Bei diesen Aufgaben wird von
einem schwierigen Problem ausgegangen
und durch Fragen und Experimentieren nd-
hern wir uns immer weiter einer méglichen
Losung an. Zundchst zeigen wir aber zwei
einfachere Aufgaben als Beispiele fiir einen
anderen Weg, ndmlich fiir die Problemlose-
strategie, anhand von Erfahrungen Vermu-
tungen zu formulieren.

4.1 Schwerpunkt-Aufgabe

Das Thema gehort in Ungarn in jedem Ma-
thematik-Lehrplan zum Pflichtkanon der
elementaren Geometrie. Der Satz lautet:
In jedem Dreieck ABC schneiden sich die
drei Seitenhalbierenden in einem Punkt, im
sogenannten Schwerpunkt S. Die folgende
Einheit zeigt einen Weg, den Satz zu ver-
muten, und bietet auch Maoglichkeiten, ihn
zu begriinden (Argumentieren oder Bewei-
sen): http://tananyag.geomatech.hu/mate-
rial/simple/id/507203#material/1705547
In dieser Einheit kénnen die Schiilerinnen
und Schiiler selbst erfahren, wie der Fla-
cheninhalt eines Dreiecks halbiert und da-
nach in drei gleichgrofie Teile geteilt wird.
Daraus wird eine Beweisidee zum Schwer-
punkt abgeleitet. Es gab natiirlich andere
Beweise, dieser ist nur eine Moglichkeit
von vielen.

4.2 Die Eulersche Gerade

Die Frage ist, ob die drei wichtigen Punkte
eines Dreiecks, ndmlich der Schwerpunkt,
der Umkreismittelpunkt und der H&hen-
schnittpunkt, stets auf einer Gerade liegen.
Die Antwort lautet ja. Diese Aussage ist ein
wohlbekannter Satz in der Sekundarstufe Il
und gehort zum Curriculum auf dem erhoh-
ten Anforderungsniveau in Ungarn.
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Der Beweis selbst ist heute nur noch fa-
kultativ, wird also in den Abiturpriifungen
nicht gefragt. Die Hauptidee der L&sung
ist die folgende: Die Gerade durch den
Hohenschnittpunkt (M) und den Umkreis-
mittelpunkt (O) bewegt sich derart, wenn
man eine Ecke bewegt, dass man vermutet,
der Schwerpunkt (S) liegt immer auf der
Strecke zwischen M und O und somit auf
der Geraden. Es gibt eine Ahnlichkeit (mit
A= -14), die das Dreieck ABC in das Dreieck
A’B’C* transformiert, sodass M und O in M*
und in O tiberfiihrt werden, dabei aber die
Rollen von M und O getauscht werden. Die-
se Bemerkung ist aber noch viel raffinierter
als die Schwerpunktaufgabe. Die Einheit
ist unter folgendem Link zu finden: http://
tananyag.geomatech.hu/material/simple/
id/507533#material/1494569

4.3 FuBpunktdreieck

Nach diesen einfachen Beispielen werden
wir uns zundchst mit dem Fulpunktdreieck
beschéftigen. Das Problem ist das folgen-
de: In einem beliebigen Dreieck ABC seien
P, Q, Rdrei beliebige Punkte aufje einer der
Seiten AB, BC, CA. Die Frage lautet, wann
der Umfang des Dreiecks PQR minimal
wird. Die Heranfiihrung an die Losung ist in
zwei Phasen aufgeteilt:

Lerneinheit FuBpunktdreieck 1. unter:
http://tananyag.geomatech.hu/book/title/
id/oz4oYAMx#material/5535213 und Ler-
neinheit Fupunktdreieck 2. unter: http://
tananyag.geomatech.hu/book/title/id/
oz4oYAMx#material/5535195. Da diese
Einheiten die am Workshop teilnehmen-
den Lehrerinnen und Lehrer ausfiihrlich
unter die Lupe genommen haben und ihre
Erfahrungen in dem Bericht zum Workshop
zusammengefasst sind, werden an dieser
Stelle nur zwei Bemerkungen gemacht. Ein

moglicher Losungshinweis ist das bekann-
te Reflexionsprinzip (kiirzeste Wege zwi-
schen Punkten unter derin der Aufgabe for-
mulierten Bedingung zu finden). In diesem
Fall miissen wir mehrmals diese Idee ein-
setzen. Eine weitere Bemerkung ist, dass
die Schiilerinnen und Schiiler gut durch die
auf dem digitalen Arbeitsblatt formulierten
Hilfsfragen an die Ldsung geleitet werden
kdnnen. Fir innere Differenzierung ist es
aber auch moglich, mit weniger Hilfe zu ar-
beiten oder erst Erfahrungen mit der Aus-
gangssituation zu sammeln, also viel lang-
samer fortzuschreiten als dies das digitale
Arbeitsblatt vorsieht. Das Problem ist aber
duBerst schwer, nur wenige Schiiler kon-
nen es ausschlieflich durch Experimentie-
ren an der GeoGebra-Datei ohne weitere
Hilfe losen.

Zur Geschichte dieser Aufgabe soll erwdahnt
werden, dass sie zuerst von H. A. Schwartz
um 1900 formuliert wurde. Lip6t Fejér, ein
ehemaliger Student von ihm aus Klausen-
burg (Siebenbiirgen), fand eine besonders
elegante elementare Lésung dafiir. Die ent-
wickelte GeoGebra-Unterrichtseinheit ba-
siert auf seinem eleganten Losungsweg. Fe-
jér war zuerst in Klausenburg (1906-1911),
spdter ab 1912 in Budapest Professor fiir
Mathematik und hat eine beriihmte Mathe-
matiker-Schule gegriindet. Einige Namen
seiner Schiiler: G. Pélya, J. von Neumann,
P. Erdds, P. Turan, A. Rényi, L. Kalmar, M.
Riesz (Bruder von F. Riesz), C. Lanczos. Er
hat wichtige Ergebnisse in der Fourier-Ana-
lysis erreicht.

4.4 Unterrichtseinheiten zur
Stochastik

Mein Hauptinteresse in der Didaktik ist die-
ses Gebiet. Im Rahmen meiner Dissertation
beschaftigte ich mich mit der klassischen

und der Bayes’schen Statistik aus dem
Blickwinkel des Mathematikunterrichts. In
dem Geomatech-Projekt war aber nur die
klassische Auffassung relevant und es galt,
diese Schiilerinnen und Schiilern mit Hilfe
der Méglichkeiten der Software GeoGeb-
ra klarer zu machen. Ein- und zweiseitiges
Testen wurden durch konkrete Aufgaben
aufgearbeitet und visualisiert. Das Motto
bei dieser Arbeit war: Es muss der Haupt-
gedanke eines Tests klar formuliert werden
und die Schiilerinnen und Schiiler sollen
nicht mit technischen und rechnerischen
Schwierigkeiten {iberfordert werden. Der
Rechenaufwand wird den Lernenden von
GeoGebra abgenommen, die Rechener-
gebnisse erscheinen immer auf dem Bild-
schirm und werden visualisiert.
Nachfolgend werden exemplarisch einige
ausgewdhlte Beispiele vorgestellt. Im Rah-
men des Workshops konnte eine Gruppe
die einschldgigen deutschen Lerneinheiten
ausprobieren.

Irrfahrten in dem ein-, zwei- oder dreidi-
mensionalen Raum sind bereits an und fir
sich spannend. Dieses Problem wurde von
P6lya als Erstem vollstandig gelost. Dabei
ist das Problem das Folgende: Schauen
wir uns eine zuféllige Irrfahrt im ein-, zwei-
oder dreidimensionalen Raum an. Im ein-
dimensionalen Fall gibt zwei gleichwahr-
scheinliche Schritte, ndmlich nach links
oder nach rechts. Im zweidimensionalen
Fall vier (links, rechts, oben, unten), wih-
rend im dreidimensionalen Fall insgesamt
sechs (links, rechts, oben, unten, vorn, hin-
ten). Wir starten im Ursprung und die Fra-
ge lautet, mit welcher Wahrscheinlichkeit
wir zum Ausgangspunkt zurlickkehren. Die
tiberraschende Antwort von Pélya ist, dass
die Riickkehr sicher ist (mit Wahrschein-
lichkeit 1) in den ersten beiden Fillen, aber
im dreidimensionalen Fall kehrt man nur
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mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 0,34
zum Ausgangspunkt zuriick. Detailliert ist
dies nachzulesen z. B. in der schriftlichen
Hausarbeit von Stefanie Endres: Irrfahrten
— Alle Wege fiihren nach Rom. (http://www.
mathematik.uni-wuerzburg.de/~steuding/
Irrfahrten.pdf)

Fiir den eindimensionalen Fall gibt es eine
ausgearbeitete GeoGebra-Einheit, bisher
jedoch nurin ungarischer Sprache. Die Ein-
heit ist ein gutes Beispiel dafiir, wie man
Erfahrungen mit dem Zufall machen kann
und dadurch Hypothesen finden kann. Die
Einheit ist unter folgendem Link zu finden:
http://tananyag.geomatech.hu/material/
simple/id/510439#material/1360275.
Auf die Unterrichtseinheit zur Fahrkarten-
kontrolle wurde im Workshop ausfiihrlich
eingegangen. An dieser Stelle soll nur die
Aufgabe beschrieben werden: In der Kennt-
nis des Anteils der Schwarzfahrer muss die
Anzahl der gefundenen Schwarzfahrer ge-
schatzt werden und umgekehrt, wenn wir
die Anzahl der erwischten Schwarzfahrer
von n Reisenden kennen. Wie kann daraus
auf den tatsdachlichen Anteil der Schwarz-
fahrer geschlossen werden? (http://tana-
nyag.geomatech.hu/material/simple/
id/510353#material/1173493)

Eine weitere Einheit beschaftigt sich mit der
Anzahl der neugeborenen Jungen unter den
neugeborenen Kindern; diese Aufgabe hat
eine dhnliche Struktur wie die der Irrfahr-
ten. (http://tananyag.geomatech.hu/mate-
rial/simple/id/510333#material/935123)

Folgende vier Leitfragen wurden fiir den

einschlagigen Workshop formuliert:

e In welcher Form kénnen Sie sich vor-
stellen, die Einheiten in lhrem Unter-
richt einzusetzen?

e Was meinen Sie tiber die Ziele der ana-
lysierten Einheit?
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e Sind die Hinweise detailliert genug?
e Konnen Sie andere Fragen stellen?
Wenn ja, welche?
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0dén Vancsb, Kinga Szlics

Workshop zum Vortrag ,,Wie kann GeoGebra zum Problemldsen

beitragen?”

Im Workshop anschlieend an den Vortrag
von Odén Vancsé hatten die Teilnehmer die
Maoglichkeit, sich mit ausgewdhlten Unter-
richtsmaterialien, die im Rahmen des Pro-
jekts Geomatech mit Hilfe von GeoGebra
erstellt worden sind, zu den Schwerpunk-
ten Hypothesentest, Binomial- und Nor-
malverteilung, Kombinatorik und syntheti-
sche Geometrie auseinanderzusetzen. Die
deutschsprachigen Aufgaben sind unter
http://tananyag.geomatech.hu/book/title/
id/oz40YAMx# zu finden. Da ein Teil der
Ausdriicke auf den digitalen Arbeitsblat-
tern nicht Ubersetzt werden konnte, stand
den Teilnehmern ein Glossar zur Verfiigung,
welches auf der letzten Seite dieses Bei-
trags angefiigt ist. Die Auseinandersetzung
mit den Aufgaben ging iiber deren erste
Sichtung hinaus: Brauchbarkeit, Einsetz-
barkeit an deutschen Schulen, mégliche
Zielsetzungen bei deren Einsatz und Ver-
danderungsvorschlage wurden rege in vier
Gruppen zu den einzelnen Schwerpunkten
diskutiert.

1. Hypothesentest

Aus dem Bereich der Hypothesentests wur-
den die Aufgaben 6 und 12 ausfiihrlich
bearbeitet. Auch wenn beiden Aufgaben
einseitige Signifikanztests bei Binomial-
verteilungen zugrunde liegen, sind die an-
gesprochenen Kontexte unterschiedlich:
Bei der Aufgabe 6 (Abbildung 1) geht es um
das Roulette-Spiel, bei der Aufgabe 12 (Ab-

bildung 2) um Schwarzfahren und Kontrol-
le der Arbeit von Fahrkartenkontrolleuren.
Beide Kontexte wurden von den Teilneh-
mern als geeignet und die hierdurch an-
gesprochenen Inhalte, zu denen lber den
oben genannten hinaus auch der Erwar-
tungswert und kumulative Wahrscheinlich-
keiten gehdoren, fiir schulrelevant gehalten.

Guritdsok srdma (o) 309 = Syl -* 2]
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Abbildung 1: Einfiihrung von einseitigen Signifikanz-
tests: Anzahl der Nullen bei 500-maligem Rollen der
Roulettekugel (Aufgabe 6 — Geomatch-Projekt)

Eine Moglichkeit fiir den schulischen Ein-
satz sahen die Teilnehmer in der Erarbei-
tungs- oder Ubungsphase bei der Thema-
tisierung von Signifikanztests, sie wiirden
also schon eine Einfiihrung der wichtigsten
relevanten Begriffe und die Kenntnis des
Testdesigns voraussetzen. Als Hilfe bei dem
Einsatz wiirden sie aber beispielsweise eine
Simulation des Roulette-Spiels bevorzugen,
damit Schiilerinnen und Schiiler auch das
durchgefiihrte Zufallsexperiment — bzw. ein
Modell davon — vor Augen haben. Erst da-
nach ist die Auseinandersetzung mit dem
Spiel auf einer theoretischen Ebene sinn-
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voll. Uberdies wére eine stirkere Lenkung
beim Losen des Problems wiinschenswert.
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Abbildung 2: Einfiihrung von einseitigen Signifikanz-
tests: Anzahl der Schwarzfahrer bei 800 Fahrkartenkon-
trollen (Aufgabe 12 — Geomatch-Projekt)

Die Teilnehmer standen den beiden Aufga-
ben positiv gegeniiber. AnschlieBend an
die Aufgaben wiirden sie sich allerdings
wiinschen, den Perspektivwechsel bei der
Aufstellung von Hypothesen (die Nullhypo-
these mochte man verwerfen!), die Fehler
1. und 2. Art bzw. links- und rechtsseitige
sowie zweiseitige Tests mit den Schiilerin-
nen und Schiilern zu thematisieren.

2. Binomial- und Normalverteilung

Zu diesem Themenbereich wurden exemp-
larisch die Aufgaben 16 und 10 gesichtet,
aus Zeitgriinden hat sich aber die Gruppe
die Aufgabe 10 ndher unter die Lupe ge-
nommen. Hierbei geht es anfangs um ei-
nen Kartenstapel mit 32 Karten, aus dem
100-mal mit Zuriicklegen eine Karte gezo-
gen wird, wobei beobachtet wird, wie oft
die gezogene Karte griin ist. Im weiteren
Verlauf wird diese Aufgabe stark verallge-
meinert und die Binomialverteilung, die
dahintersteckt, mit der dazugehorigen
Normalverteilung gemeinsam betrachtet.
Das digitale Arbeitsblatt (Abbildung 3) bie-
tet die Moglichkeit, bei fester Trefferwahr-
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scheinlichkeit p die Anzahl n der Versuche
zu vergréfRern oder bei festem n die Treffer-
wahrscheinlichkeit zu verdndern. Auch das
beobachtete Intervall kann mit Hilfe von
Schiebereglern gedndert werden. In einem
zweiten Fenster kann die Binomialvertei-
lung in ihrer Gesamtheit betrachtet werden.
Die entsprechende Normalverteilung kann
durch Hakensetzung ein- und ausgeblen-
det werden.
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Abbildung 3: Zusammenhang zwischen der Binomial-
und der Normalverteilung (Aufgabe 10 — Geomatch-
Projekt)

Es wurde kritisiert, dass die analytische
Form der Normalverteilung unbekannt ist
und auch wahrend der Auseinandersetzung
mit der Aufgabe unbekannt bleibt. Dies
sei nicht verstandnisférdernd. Mégliche
Ziele beim Einsatz der Aufgabe konnten
die Demonstration des Zusammenhangs
zwischen der Binomial- und Normalver-
teilung oder auch die Einfiihrung von Hy-
pothesentests sein. Die Idee des zweiten
Fensters kam bei den Teilnehmern sehr gut
an, Schilerinnen und Schiiler kénnen hier-
durch einschédtzen, ob eine Approximation
der Binomialverteilung durch die Normal-
verteilung geeignet ist. Es wurde fiir einen
moglichen Einsatz auch vorgeschlagen,
dass man die Aufgabe derart verandert,

dass man die Wahrscheinlichkeit eines
Intervalls einstellen kann, wozu dann das
passende Intervall um den Erwartungswert
herum gefunden wird.

Eine kurze Auseinandersetzung mit der Auf-
gabe 16 (Abbildung 4) hat ergeben, dass
der deutschsprachige Aufgabentext sehr
lang ist; dieser sollte vor einem Einsatz im
deutschen Sprachraum gekiirzt werden. Die
Maoglichkeit des Eingehens auf verschiede-
ne Lerntempi wurde hervorgehoben, aber
auch, dass durch die Hilfekdrtchen sowie
Ausblendung der Losungen der schulische
Einsatz vielfdltiger, interessanter gestaltet
werden kann. Gerade diese Aufgabe hatim
Auge der Teilnehmer viel Potenzial.
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Abbildung 4: Hypothesentest mit Binomialverteilung
(Aufgabe 16 — Geomatch-Projekt)

3. Kombinatorik

Die Aufgaben 4 (Abbildung 5) und 5 (Abbil-
dung 6) bringen Schiilerinnen und Schiilern
die Begriffe Variation mit und ohne Wieder-
holung, Kombination ohne Wiederholung
sowie die Idee der Rekursion ndher. Auch
wenn der Inhalt des Eiskugel-Applets nach-
ibersetzt werden sollte, die spielerische
Herangehensweise an die Probleme wir-
ken motivierend. Die Aufgaben eignen sich
sogar, in der Primarstufe oder am Anfang
der Sekundarstufe | in den Themenbereich
Kombinatorik einzuftihren.
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Abbildung 5: Eiskugel-Aufgabe zur Kombinatorik (Auf-
gabe 4 — Geomatch-Projekt)
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Abbildung 6: Fahrkarten-Aufgabe zur Kombinatorik
(Aufgabe 5 — Geomatch-Projekt)

Besonders positiv wurde bei der Eiskugel-
Aufgabe hervorgehoben, dass es viele
Moglichkeiten der Differenzierung gibt:
Wahl zwischen Becher und Waffel, Anzahl
der Sorten, der ausgewdhlten Eiskugeln
und ob mit oder ohne Wiederholung gear-
beitet wird. Dopplungen werden vom Pro-
gramm angezeigt und man erhdlt sofort
Rickmeldungen (Vermutung richtig oder
falsch), wenn man beispielsweise die An-
zahl der Moglichkeiten geschatzt hat.

Wiinschenswert wédre die Moglichkeit, ei-
nen Schritt zuriickzugehen, ansonsten
kann man sich bei einem Fehler nicht kor-
rigieren. Auch die Option des Sortierens
sollte gegeben werden, da bei einer gro-
Reren Anzahl an Moglichkeiten der Uber-
blick recht schnell verlorengeht. Uberdies
wdre es wichtig, wenn Schiilerinnen und
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Schiiler die Eisvarianten systematisch, zum
Beispiel tabellarisch, darstellen kdnnten,
beziehungsweise, wenn sie gestaffelte,
aufklappbare Hilfen bekommen kdnnten.
Auch fiir Lehrer wiinscht man sich fachdi-
daktische Hinweise; der bereits eingebau-
te Ministeckbrief sollte noch iibersetzt und
ergdnzt werden.

4. Synthetische Geometrie

In diesem Themenbereich wurde ein ganz
spezifischer Zusammenhang im Rahmen
der Aufgaben 8 (Abbildung 7) und 9 (Ab-
bildung 8) erarbeitet, ndmlich, dass das
Fupunktdreieck den minimalen Umfang
von denjenigen in ein Dreieck einbeschrie-
benen Dreiecken hat, deren Ecken sich auf
jeweils einer anderen Seite des Dreiecks
befinden.

Die Aufgabe eignet sich in der Klassenstufe
8, nachdem Dreiecke und Spiegelungen the-
matisiert worden sind. Eine mégliche Heran-
gehensweise besteht darin, durch Spielen,
durch Manipulation der digitalen Abbildung
eine Losung der Optimierungsaufgabe zu
finden. Hierzu wadre es allerdings notwen-
dig, dass die Streckenldngen automatisch
gemessen werden und dadurch der Umfang
von den Schiilerinnen und Schiilern ermittelt
werden kann. Uberdies sollten im Vorfeld
Probleme, bei denen der kiirzeste Strecken-
zug zwischen zwei Punkten eine Rolle spielt,
thematisiert werden, damit Schiilerinnen
und Schiiler in der Lage sind, die optima-
le Losung der Aufgabe zu finden. Auch die
Moglichkeit, Punkte an den Seiten des Drei-
ecks spiegeln zu kénnen, sollte gewahrleis-
tet sein. Die Schiilerinnen und Schiiler wer-
den zwar gut durch die eher kleinschrittigen
Aufgabenstellungen geleitet, fiir den Lehrer
stellt sich die Frage, inwieweit anschlieBend
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die Beweisidee nachvollzogen werden kann
bzw. wie — d.h. durch welche Aufzeichnun-
gen, Notizen von Seiten der Schiilerinnen
und Schiiler — das Ergebnis der Stunde ge-
sichert wird.
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Abbildung 7: Erkundung des Zusammenhangs beim
FuBpunktdreieck (Aufgabe 8 — Geomatech-Projekt)

u

Abbildung 8: Heranfiihrung an den Beweis beim Fuf3-
punktdreieck (Aufgabe 9 — Geomatech-Projekt)

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass
die Aufgaben zu lebendigen fachdidak-
tischen Diskussionen angeregt haben
und dass eine — soweit dies im zeitlichen
Rahmen moglich war — detaillierte, tiefe
Auseinandersetzung mit ihnen erfolgte.
Ideen zum praktischen Einsatz, Varianten
der Aufgaben, Erganzungen sowie Modifi-
kationen der Arbeitsauftrage wurden ent-
worfen, auch Grenzen und Potenzial der
ausschlieilich digitalen Form der Arbeits-
blatter wurden diskutiert.

Es wurde zum Schluss der Wunsch gedu-
Bert, weitere Lerneinheiten ins Deutsche zu
ibersetzen, um auch deren Anwendbarkeit
im deutschen Schulsystem empirisch iiber-
priifen zu kénnen.

Glossar zu den Untertiteln

(alphabetisch nach den ungarischen Aus-
driicken geordnet)

Haromszog rogzitése
(5535109 und 5535119)

Dreieck fixieren

id6vonal (5535329)

Zeitleiste

ismétléssel (5535151)

mit Wiederholung

kamattorlesztés,
t6ketorlesztés
(5535261)

Zinstilgung, Kapitaltil-
gung

kehely (5535151)

der Becher

kisérletek szama
(5535229)

die Anzahl der Experi-
mente

kiilon (5535329)

getrennt

Ungarisch (Nummer der | Deutsch
Unterrichtseinheit)

|épés (5535187)

der Schritt

A felvenni kivant hitel
6sszege (5535261)

gewiinschtes Darlehen

megfelel§ alapfiiggvé-
nyeket (5535187)

die passenden Grund-
funktionen

minta mérete (5535241)

GroBe der Stichprobe

a megfigyelt esemény das beobachtete
(5535229) Ereignis

a szamla egyenlege Kontostand

(5535261)

Mit gondolsz hany
fagyi lehet 6sszesen?
(5535151)

Was meinst Du, wie
viele Eiskombinationen
gibt es insgesamt?

Nagyitas (5535129)

Vergroflerung

a torleszt6részlet na- Tilgungsbetrag, Til-
gysdga (5535261 gungsrate

normalis eloszlas muta-
tdsa (5535229)

Darstellung der Normal-
verteilung

Alkalmazas (5535165) | Anwendung

Nulldk szama(5535165)

Die Anzahl der Nullen.

apa fia (5535329) Der Vater, der Sohn

az animacio sebes- Die Geschwindigkeit
ségét v szabalyozza der Animation wird
(5535329) durch v bestimmt.

P valészinliséggel a [ ]
tartomanyba esik a fidk
szama (5535129)

Die Anzahl der Jungen
fallt in den Bereich [] mit
der Wahrscheinlichkeit P

az apa munkavégzése d | Die Arbeitsausfiihrung
masodperc késleltetés- | des Vaters beginnt mit
sel kezd6dik (5535329) | einer Verzégerung von d

pirosak szama a so-
kasagban (5535241)

die Anzahl der Roten in
der Grundgesamtheit

rogzitett (5535187)

fixiert

Segitség (5535109)

Hilfe

selejtes gyongyok
szama 5535349

Anzahl der defekten
Perlen

sorrend (5535187)

Reihenfolge

statisztikai sokasag
(5535241)

statistische Grundge-
samtheit

tippelek (5535151)

Ich rate

tolcsér (5535151)

die Waffel

torlesztSrészlet me-
goszlasa (5535261)

Aufteilung der Tilgungs-
rate (zwischen Zins-
und Kapitaltilgung)

Sekunden.
az éves kamatlab der Jahreszinssatz
(5535261)
binomialis eloszlas Binomialverteilung
5535349
binomialis eloszlas nach der Binomialver-
szerint (5535229) teilung
Eddig O fagyi van kész | Bis jetzt ist O Eis fertig.
(5535151).
ellen8rzottek szama die Anzahl der Kontrol-
(5535291) lierten
fagyifajtak szama Anzahl der Eissorten
(5535151)

urna (5535241)

die Urne

feladat szdma (5535187) | Nummer der Aufgabe

v=1 tényleges sebesség
(5535329)

Beiv=1 tatsdchliche
Geschwindigkeit

Fitik szdma (5535129) | Anzahl der Jungen

gombdcok szdma Anzahl der Eiskugeln

w1 gyorsitott lejatszas
torténik (5535329)

Bei w1 erfolgt eine be-
schleunigte Abspielung

Valaszd ki (5535187)

Wahle aus

(5535151)
Guritasok szama Die Anzahl der Rollen.
(5535165) (Wie oft die Roulette-

Kugel gerollt wird.)

valészinliség
(5535165)

Wahrscheinlichkeit

véletlen (5535187)

zuféllig
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Markus Hohenwarter

Der Weg mathematischer Unterrichtssoftware vom Desktop aufs

Telefon am Beispiel von GeoGebra

In diesem Beitrag gehe ich auf verschiedene
Aspekte der dynamischen Mathematiksoft-
ware GeoGebra ein. Dabei erldutere ich zu-
erst den Weg der GeoGebra-Apps vom Desk-
top aufTablets und schlie3lich Smartphones.
Danach gehe ich auf den neuen Priifungs-
modus der verschiedenen GeoGebra-Apps
ein und stelle weitere derzeit in Entwicklung
befindliche Funktionen und neue Apps vor,
etwa im Bereich Augmented Reality. Weiters
skizziere ich die aktuellen Entwicklungen der
Austauschplattform von GeoGebra basierten
Lernumgebungen in Richtung eines sozialen
Netzwerks fiir Lehrerinnen und Lehrer.

1. Computeralgebra und dyna-
mische Geometrie

Die Entwicklung der dynamischen Mathe-
matiksoftware GeoGebra (vgl. Hohenwar-
ter, 2002) begann im Jahr 2001 zu einer
Zeit, als CAS und DGS ausschliedlich auf
Desktop- und Laptop-Computern zur Ver-
fuigung standen. An der Universitdt Salz-
burg wurde damals beispielsweise das
CAS Mathematica (Abbildung 1) in einer
eigenen Lehrveranstaltung fiir Mathematik-
Studierende unterrichtet. An Osterreichs
Schulen war zu diesem Zeitpunkt vorwie-
gend das CAS Derive im Einsatz. Allen CAS
ist gemeinsam, dass sie den Fokus auf die
algebraische und numerische Reprédsen-
tation mathematischer Objekte legen und
symbolisches Rechnen erlauben.
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Clear[f. fx. fy. a. b. ¢]

flx_. ¥.] = x°Z » y°2

x0 = -0.5:

¥y0 = -0.5:

fx{x_. y_] = DLE[x. ¥]. x]:
fylx_. v_1 = D[£[x. ¥]. ¥]:

a = fx[x0, y0].
b = fy[x0. y0]:
c = f[x0. y0] - a x0 - b yO:

Tx_.¥Y.] i=az+by+c

Show[Plot3D[f[x. ¥]. {x. -1. 1}. {y. -1. 1}.
PlotRange -> {-4. 2}].
Plot3D[T[x. y]. {x. -1. 1}. (¥. -1. 1}.
PlotRange -> {-4. 2}]]

Abbildung 1: CAS Mathematica im Jahr 2001

DGS andererseits zeichnet sich durch eine
Konzentration auf die geometrische bzw.
graphische Reprdsentation mathemati-
scher Objekte aus. Insbesondere erlaubt
der sogenannte Zugmodus das nachtragli-
che Verdndern einer geometrischen Konst-
ruktion durch Ziehen beispielsweise eines
Punktes oder einer Strecke mit der Maus.
In Osterreich wurde damals vor allem die
Software Cabri (Abbildung 2) in Schulen
eingesetzt, wahrend in Deutschland unter-
schiedliche Systeme wie Geonext, Zirkel
und Lineal, Cinderella sowie Dynageo Ver-
wendung fanden.
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Abbildung 2: DGS Cabri im Jahr 2001

Im Jahr 2000 besuchte ich eine Lehrver-
anstaltung von Professor Karl Josef Fuchs
an der Universitat Salzburg mit dem Titel
»Rechnen mit dem Taschenrechner”, in
welcher den Studierenden ein Semester
lang der Taschenrechner TI-92 zur Verfii-
gung gestellt wurde. Dieses Gerét vereinte
sowohl DGS als auch CAS sowie Tabellen-
kalkulation in einem Werkzeug. Die inten-
sive Beschaftigung mit dieser Plattform
filhrte schliefilich zur Idee der Entwicklung
einer integrierten Desktop-Software, die
diese verschiedenen Systeme nicht nur ne-
beneinander quasi als unabhdngige Apps
betrachtete, sondern eine dynamische Ver-
bindung zwischen den unterschiedlichen
Reprdsentationsformen erméglichen sollte.
Bemerkenswert ist an dieser Stelle auch das
Osterreichische Curriculum, welches einen
starken Schwerpunkt auf die analytische
Geometrie legt, sodass eine integrierte Be-
handlung von Gleichungen und geometri-
schen Objekten naheliegt. Traditionelle CAS
erlauben zwar eine flexible Untersuchung
von Gleichungen und symbolischen Ausdrii-
cken der analytischen Geometrie, graphi-
sche Darstellungen sind aber in der Regel
nur sehr umstandlich durch Programmie-
rung Uber Befehle erstellbar. Umgekehrt

erlauben DGS sehr komfortable Konstruktio-
nen mit der Maus durch Klicken und Ziehen;
sobald jedoch Gleichungen oder Befehle
bendtigt werden, stoBen diese Systeme
schnell an ihre Grenzen.

Der erste Prototyp von GeoGebra basierte
also auf der Idee, Geometrie und Algebra
als gleichberechtigte Partner nebeneinan-
der stehen zu lassen. So sollte es moglich
sein, sowohl mit einer geometrischen Kon-
struktion zu starten und diese dann durch
Eingabe von Gleichungen oder Befehlen
analytisch zu untersuchen. Umgekehrt soll-
te es auch moglich sein, beispielsweise mit
einer Parameterdarstellung einer Geraden
zu starten und danach einen Kreis mittels
geometrischer Konstruktion zu ergdnzen.
Daher wurde GeoGebra (Abbildung 3) so
konzipiert, dass prinzipiell die geometri-
sche Eingabe und die algebraische Einga-
be gleichberechtigt nebeneinander stehen,
sodass eine bidirektionale Verbindung von
graphischer und symbolischer Reprdsenta-
tionsform gewdhrleistet werden konnte.
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Abbildung 3: GeoGebra im Jahr 2002
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Uber die letzten Jahre hinweg wurde dieses
Konzept um weitere Ansichten erweitert,
sodass heute neben Geometrie- und Alge-
bra-Fenster auch eine 3D-Ansicht, eine Ta-
bellenkalkulation und ein vollwertiges CAS
zur Verfiigung stehen (Abbildung 4).
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Abbildung 4: GeoGebra im Jahr 2017 mit Tabellenkalkulation, CAS und 3D Ansicht

2. Vom Desktop-Programm zur
online-App

Neben der mathematischen Funktionalitat
von Unterrichtssoftware wie GeoGebra ist
fur die praktische Anwendung aber auch
die Unterstiitzung verschiedener Betriebs-
systeme und Plattformen von grofer Be-
deutung. Durch die Weiterentwicklung von
Webbrowsern und deren Maglichkeiten
konnen heute vollwertige Programme in
einem Webbrowser ohne Plugins wie Java
oder Flash ausgefiihrt werden. Dies hat

den groBen Vorteil, dass keine Installati-
on mehr notig ist und Programme jederzeit
und tberall verfligbar werden.

Im Fall von GeoGebra stand zundchst ein
Export der mit dem Programm erzeugten
Konstruktionen in Form von interaktiven
Webseiten, sogenannten dynamischen
Arbeitsblattern, zur Verfligung. In der Ver-
gangenheit benétigten diese interaktiven
Inhalte noch ein Zusatzprogramm, das Java
Plugin. Heute funktionieren sie mit jedem
modernen Webbrowser ohne zusétzliche
Installation von Plugins (Abbildung 5).

T ———

A = Extremum (f)

(0.-3)

it o x

Abbildung 5: GeoGebra als Web-
Applikation im Browser

Inzwischen steht das gesamte GeoGebra-
Paket als Web-Applikation zur Verfiigung,
sodass die Software direkt online unter
www.geogebra.org/classic abgerufen wer-
den kann. Technisch gesehen war diese
Umstellung von einem Desktop-Programm
auf eine online-App nicht einfach, was man
auch daran erkennen kann, dass die meis-
ten anderen alten Desktop-Programme fiir
den Mathematikunterricht heute leider
gar nicht oder nur mit eingeschrankter
Funktionalitdt als Web-Applikationen zur
Verfligung stehen. Im Fall von GeoGebra
konnte der mathematische Kern technisch
vollstdandig ibernommen werden, die Nut-
zeroberflache musste allerdings neu fiir die
Web-Applikation programmiert werden.
Die aktuelle Version der Online Web-Ap-
plikation dient auch als Grundlage fiir die
»,GeoGebra Classic”-Tablet Apps auf Andro-
id und iPads, welche im Wesentlichen ein
Paket der Web-Applikation darstellen, das
offline auf diesen Gerdten installiert wer-
den kann. Der Schritt von der Desktop-Ver-
sion zur Web-Applikation und schliefilich
zu solchen Touch-Apps auf Tablets wurde
bei GeoGebra im Zeitraum von 2009 bis
2013 vollzogen (vgl. Hohenwarter/Kovécs/
Ancsin, 2013).

3. Vom grofRen auf den kleinen
Bildschirm

Als letzte verbleibende Plattform, auf der
GeoGebra nicht verfiighar war, blieben nun
also Smartphones ubrig. Die erste Idee, um
auch eine Smartphone-App bereitstellen zu
kdnnen, war es, einfach die Web-Applikati-
on zu nehmen und diese im auf diesen Te-
lefonen ebenfalls verfiigharen Webbrowser
laufen zu lassen. Prinzipiell funktioniert die-
ser Ansatz auch, bei den ersten Tests stell-

ten sich jedoch schnell zwei grundsatzliche
Probleme heraus: Einerseits lief die Web-
Applikation insbesondere auf preisgiinsti-
geren Smartphones deutlich langsamer als
auf Laptops, andererseits machte auch die
Bildschirmgréfle Probleme, da die Benut-
zeroberfldche der Web-Applikation nicht auf
kleine Bildschirme ausgerichtet war.

Um sowohl das Geschwindigkeitsproblem
als auch die Frage der Unterstiitzung klei-
ner Bildschirme besser l6sen zu kdnnen,
entschloss sich das GeoGebra-Entwickler-
team schlieBlich einen anderen und auf-
wandigeren Weg zu gehen. Daher wurde
im Jahr 2015 mit der Entwicklung von so-
genannten ,native Apps” begonnen, was
bedeutet, dass die Programmierung von
Grund auf neu in den Programmierspra-
chen der jeweiligen Plattformen, also von
Android und i0S, gemacht werden muss-
te. Im Wesentlichen wurde dieses Prob-
lem bereits einmal beim Schritt von der
Desktopversion auf die Web-Applikation
gelost, sodass hier im Team bereits Erfah-
rungen vorhanden waren. Auch in diesem
Fall ist es schlieBlich gelungen, einen au-
tomatisierten Weg zu finden, um die ma-
thematischen Algorithmen von GeoGebra
vom urspriinglichen Java Quelltext in die
Programmiersprachen von in diesem Fall
Android und iOS zu tibersetzen. Die Benut-
zeroberflache musste allerdings wiederum
von Grund auf neu programmiert werden.
Das Geschwindigkeitsproblem fiihrte also
letztlich dazu, dass auch die Benutzerober-
flache neu liberdacht werden musste, was
die Gelegenheit bot, auf kleinen Bildschir-
men komplett neue Wege einzuschlagen.
Das Hauptproblem der GeoGebra-App auf
kleinen Bildschirmen lag insbesondere
im Bereich der Werkzeugleiste, die auf
dem Desktop verschiedene Untermeniis
mit zahlreichen Icons verwendet. Derarti-
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ge Meniis sind auf kleinen Bildschirmen
schwer handhabbar, da der Platz dort
einfach nicht ausreicht. Als erster Ansatz
wurde daher die Werkzeugleiste dahin-
gehend verdndert, dass sie zwar noch am
oberen Bildschirmrand positioniert wurde,
allerdings die Untermeniis nicht mehr nach
unten ausklappten, sondern sich die Werk-
zeugleiste selbst entsprechend verdnder-
te. Zur Navigation zwischen den verschie-
denen Werkzeugmeniis mussten daher
entsprechende ,,Zuriick-Pfeile” verwendet
werden (Abbildung 6).

Abbildung 6: GeoGebra Smartphone-App 2016 mit
Werkzeugleiste oben

In einem weiteren Schritt wurde versucht,
das Platzproblem fiir die Werkzeugleiste
auf andere Art zu losen. In der aktuellen
GeoGebra Smartphone-App fiir Geometrie
wurde ein eigener Bereich fiir die Werkzeu-
ge im unteren Bildschirmteil geschaffen,
der keine Untermeniis mehr notig macht.
Stattdessen werden nun alle Werkzeuge
nach Kategorien eingeteilt untereinander
angezeigt, sodass durch einfaches Scrollen
ein schnelleres Auffinden der unterschied-
lichen Werkzeuge moglich ist (Abbildung
7). Im Rahmen eines Dissertationspro-
jekts an der Universitét Linz (Tomaschko/
Hohenwarter, 2016) wird aktuell auch un-
tersucht, ob diese Verdnderungen der Be-
nutzeroberflache auch tatsdchlich zu einer
Vereinfachung fiir die Nutzerinnen und Nut-
zer gefiihrt haben. Dazu werden Methoden
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der Usability Forschung wie insbesondere
Eyetracking benutzt.

Zusammenfassend kann also festgestellt
werden, dass der Weg der Mathematik-
Software GeoGebra vom Desktop auf das
Smartphone einerseits technische Her-
ausforderungen und andererseits auch
die Moglichkeit der Untersuchung neuer
Ansdtze in Bezug auf die Benutzeroberfla-
che solcher Werkzeuge mit sich gebracht
hat. Wichtig ist dem Entwicklerteam dabei
insbesondere, dass alte Konstruktionen
der Desktop-Apps auch in Zukunft in allen
neuen Apps funktionieren und somit groft-
mogliche Abwédrtskompatibilitat erméglicht
wird.

L X =4 L Abbildung 7: GeoGebra

- Smartphone-App 2017 mit
Werkzeugbereich unten
4. GeoGebra in Priifungen

Mathematik-Apps wie GeoGebra wurden in
erster Linie fiir den Unterricht entwickelt,
um mathematische Zusammenhange visu-
alisieren und untersuchen zu kénnen. Fir
eine breite Akzeptanz solcher Unterrichts-
software ist es natiirlich auch wichtig, dass
die im Unterricht gebrauchlichen Werkzeu-
ge auch in Priifungen zugelassen werden
konnen. GeoGebra wird an Osterreichi-

schen Schulen bereits seit einigen Jahren
in Computerlaboren und Laptopklassen fiir
Priifungen verwendet, wobei in diesen Fal-
len jeweils die Lehrer darauf zu achten hat-
ten, das entsprechende Vorkehrungen fiir
die Unterbindung von Kommunikation mit
diesen Gerdten getroffen wurden. In der Re-
gel handelt es sich dabei um traditionelle
Priifungen auf Papier, in denen GeoGebra
quasi als Taschenrechner-Ersatz fungiert.
In Kooperation mit einer CAS-Projektgrup-
pe rund um Ewald Bichler in Bayern wurde
daher an entsprechenden Ldsungen fir
den Priifungseinsatz von GeoGebra gear-
beitet. Zur Absicherung von Schiilerlaptops
wurde zundchst ein ,,GeoGebra Priifungs-
stick” entwickelt. Dabei muss der Schi-
lerlaptop mit einem speziell vorbereiteten
USB-Stick gestartet werden, sodass in der
Priifung eine gesicherte Umgebung zur Ver-
fligung steht, aus der kein Zugriff mehr auf
die Festplatte des Geradts oder Kommunika-
tionskandle moglich ist. Technisch gese-
hen funktioniert dieser Priifungsstick sehr
zuverldssig, in der Praxis hat sich jedoch
herausgestellt, dass der Aufwand fiir die Er-
stellung und Verteilung dieses Sticks hdu-
fig dazu fiihrt, dass Lehrer lieber gar keine
AbsicherungsmaBnahmen fiir Schiilerlap-
tops ergreifen als den aufwandigen Weg
des Sticks zu gehen. Aus diesem Grund
wurde nach einer einfacheren Losung fiir
den Einsatz von Schiilergerdten in Prifun-
gen gesucht.

Gemeinsam mit Lehrern wurde daraus der
sogenannte GeoGebra-Priifungsmodus
(Hohenwarter/Tomaschko, 2016) entwi-
ckelt, welcher eine abgesicherte Priifungs-
umgebung direkt um eine GeoGebra-App
errichtet. Das Schiilergerdt wird auf diese
Art und Weise fiir die Zeit der Priifung in
einen Taschenrechner verwandelt, ohne
dass zusdtzliche Software oder Hardware

notig ist. In den folgenden Abbildungen
(Abbildungen 8-10) wird der entsprechen-
de Ablauf am Beispiel der GeoGebra-Grafik-
rechner-App fiir Tablets und Smartphones
gezeigt. Nach Auswahl des Meniipunktes
»Prifungsmodus” wird der Nutzer zundchst
aufgefordert (Abbildung 8), alle Funkver-
bindungen des Gerats zu trennen, so dass
keine Kommunikation mehr mdglich ist.
Der Priiffungsmodus erkennt automatisch,
sobald alle WLAN- und Bluetooth-Verbin-
dungen unterbrochen wurden, bevor er in
einem ndchsten Schritt das Starten der Prii-
fung erlaubt (Abbildung 9).
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Abbildung 8: Vorbereiten des GeoGebra Priifungsmodus
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Abbildung 9: Starten des GeoGebra Priifungsmodus
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Abbildung 10: Farbliches Feedback bei Verlassen des
Priifungsmodus

Auf Kommando der Lehrperson kdnnen so-
mit alle Schiilerinnen und Schiiler gleich-
zeitig den Priiffungsmodus selbst auf ihren
Gerdten starten. Im Hintergrund lauft wah-
rend der gesamten Priifungszeit ein Timer,
den die Lehrperson jederzeit mit Hilfe ei-
nes Priifungsprotokolls einsehen kann. Auf
diese Art und Weise ist gewdhrleistet, dass
Schiilerinnen und Schiiler wahrend der Prii-
fung nicht den Priifungsmodus verlassen
und wieder neu starten kénnen, da dies
tiber eine unterschiedliche Timer-Anzeige
sofort ersichtlich ware.

In der in Abbildung 10 dargestellten Ver-
sion des Priufungsmodus wird zudem ein
farbiger Balken am oberen Bildschirmrand
benutzt, um anzuzeigen, ob die GeoGebra-
App jemals verlassen wurde (roter Balken)
oder nicht (griiner Balken). Aktuell wird an
einer Weiterentwicklung des Priifungsmo-
dus gearbeitet, welcher es sowohl auf An-
droid- als auch auf i0S-Gerdten nicht mehr
erlaubt, den Priifungsmodus liberhaupt zu
verlassen. Technisch werden dazu soge-
nannte Kiosk-Modi derverschiedenen Platt-
formen genutzt, welche nur die Verwen-
dung einer einzigen App fiir den Zeitraum
der Priifung erlauben, sodass sowohl Tab-
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lets als auch Smartphones duferst zuver-
ldssig in einen abgesicherten Priiffungsmo-
dus versetzt werden kdnnen. Eine dhnliche
Losung existiert auch bereits fiir die Win-
dows- und Mac-Versionen von GeoGebra
(www.geogebra.org/download).

5. Neue Moglichkeiten: Schritt-
weises Losen und Augmented
Reality

Neue mathematische Werkzeuge fiir den
Unterricht haben selbstverstandlich auch
Auswirkungen darauf, wie Priifungen aus-
sehen. In Zukunft wird es interessant sein,
inwieweit dies etwa auch fiir die Moglich-
keiten des CAS von GeoGebra gilt. Derzeit
ist es etwa so, dass im Priifungsmodus die
Funktionen des CAS komplett ausgeschal-
tet werden kdnnen, da in verschiedenen
Landern nur numerische, aber keine sym-
bolischen Funktionen erlaubt sind.

Ein Beispiel fiir einen sehr machtigen Be-
fehl eines CAS ist der Solve- bzw. Lose-
Befehl, mit dem Gleichungen sowohl sym-
bolisch also auch numerisch geldst werden
konnen. Die meisten CAS erkldren jedoch
nicht, wie diese Losung gefunden wurde.
Didaktisch wére es jedoch durchaus sinn-
voll, auch die verwendeten Losungsschrit-
te des Systems untersuchen zu konnen
(Heugl/Klinger/Lechner, 1998). Aktuell
beschaftigt sich ein Studentenprojekt auch
mit der Entwicklung solcher schrittweisen
Losungsbeschreibungen fiir ausgewdhlte
Befehle des GeoGebra-CAS (Abbildung 11).
Wann und ob derartige Funktionen auch in
Priifungen zugelassen werden, ist derzeit
eine offene Frage.

Ein weiteres Beispiel fiir neue Moglichkei-
ten, die sich durch den Technologieeinsatz
fur den Unterricht erdffnen, ist der Bereich

Abbildung 11: Lésungsschritte einer einfachen Glei-
chung in GeoGebra CAS

der Augmented Reality. Die neuesten Versi-
onen von Smartphones und Tablets ermog-
lichen dabei die Platzierung von virtuellen
dreidimensionalen Objekten auf beliebi-
gen Flachen in der Umgebung des Nutzers
(Abbildung 12). Mit Hilfe der Kamera eines
Smartphones kdnnen Schiiler so um virtu-
elle mathematische Objekte herumgehen
und diese von allen Seiten betrachten. Dies
ermoglicht neue Wege zur Unterstiitzung
des rdumlichen Vorstellungsvermogens.
Insbesondere durch die stdndige Verfiig-
barkeit von Smartphones werden hier in
Zukunft sicherlich noch neue Ideen fiir
weitere sinnvolle Unterrichtsanwendungen
entstehen.

O
Abbildung 12: GeoGebra-Augmented-Reality-App

6. Lernumgebungen und GeoGe-
bra-Webseite

Die Web-Applikation von GeoGebra wur-
de schon eingangs beschrieben, an dieser
Stelle soll nun auch kurz auf die Rolle der
GeoGebra-Webseite selbst eingegangen
werden. Inzwischen stehen dort bereits iber
eine Million interaktiver Arbeitsblatter und
Unterrichtseinheiten zur Verfligung, welche
von Lehrern in aller Welt erstellt wurden. Bei
einer derart groBen Anzahl ist es schwie-
rig, die qualitativ hochwertigen darunter zu
identifizieren. Mit dieser Thematik hat sich
deshalb ein Dissertationsprojekt an der
Universitdt Linz beschéftigt (Kimeswenger,
2017), welches iiber Experteninterviews
und Befragungen von Lehrern versucht hat,
geeignete Moglichkeiten zur Lésung dieses
Qualitdtsproblem vorzuschlagen. Ein zentra-
les Resultat dieser Arbeit ist, dass Qualitat
subjektiv ist, das heifdt fiir eine Grundschul-
lehrerin sind andere Materialien interessant
als etwa fiir einen Universitdtsprofessor,
und stark mit den Autoren der Materialien
zusammenhdngt. Damit ist gemeint, dass
die Qualitdt von Materialien stark mit dem
Autor in Verbindung gebracht wird, sodass
es sinnvoll erscheint, guten Autoren auf der
Webseite ,,folgen zu kénnen, um iber neue
Materialien dieser Personen informiert zu
werden. Dies ist die Grundidee fiir die der-
zeit in Entwicklung befindliche neue GeoGe-
bra-Webseite, welche versuchen wird, ein
soziales Netzwerk fiir Lehrer zum Austausch
von Unterrichtsmaterialien aufzubauen (Ab-
bildung 13).

In Zukunft sollen die beiden Bereiche der
GeoGebra-Apps sowie die Plattform zum
Austausch von Materialien auf der Websei-
te noch enger miteinander verbunden und
vernetzt werden.
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Abbildung 13: Neue GeoGebra-
Webseite als soziales Netzwerk
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Workshop zum Vortrag ,,Der Weg mathematischer Unterrichtssoft-
ware vom Desktop aufs Telefon am Beispiel von GeoGebra”

Nach dem Vortrag von Markus Hohenwarter
wurden zwei Workshops angeboten, zu de-
nen im Folgenden Berichte zu finden sind.

1. Einsatz von Technologie in
Priifungen

Die Teilnehmer des Workshops wurden
zundchst nach ihren eigenen Erfahrungen
mit digitalen Werkzeugen im Allgemeinen
und GeoGebra im Speziellen in Priifungen
gefragt. In der daraus entstandenen Dis-
kussion wurden klare Festlegungen als
notwendig erachtet: Es konne nicht alles
in Priifungen zugelassen werden, was die
Schiiler kennen. Beispielsweise ist der 3D-
Modus in manchen Landern nicht erlaubt,
um Chancengleichheit zwischen verschie-
denen Technologien in der Priifung zu ge-
wahrleisten. Es wurde auch von eigenen
positiven Erfahrungen mit speziellen Zu-
gdngen, zum Beispiel der Arbeit im GeoGe-
bra-Priifungsmodus ohne Internetzugang,
mit Uberwachungssoftware, Priifungssticks
und Linuxsystemen berichtet. Wichtig er-
scheint dabei, dass der Priifungsmodus
vor dem Abitur zundchst in Tests und Klas-
senarbeiten eingesetzt wird, um die Schii-
ler daran zu gewohnen. Gerdte sollten in
Priifungen autark funktionieren, da Netz-
werkzugriffe aktuell in vielen Schulen sehr
langsam und damit problematisch sind.
Beziiglich der Anpassung der Funktionali-
taten der App in den Priifungen stellte sich

die Frage, ob diese fiir alle Schulen gleich
sein sollen oder Lehrer selbst Festlegungen
treffen konnen.

Fiir die Zukunft wurden auch Wiinsche im
Hinblick auf Priifungssituationen und die
Weiterentwicklung des GeoGebra-Priifungs-
modus gedufert. Insbesondere ist die au-
tomatische Speicherung von Zwischener-
gebnisse vor allem in langeren Priifungen
wiinschenswert. Es sollte darauf geachtet
werden, dass es im Priifungsmodus keine
Moglichkeit gibt, Screenshots zu machen,
um diese spater zu teilen. Es wurden auch
die Vor- und Nachteile der GeoGebra-Einzel-
apps bzw. einer Paketlosung diskutiert, wo-
bei in Thiiringen ein groBes Gesamtpaket,
das den Wechsel der Reprdsentationsmodi
vollstandig erlaubt, zu bevorzugen wadre.
Abgesehen vom Priifungsmodus selbst wur-
den auch Wiinsche fiir einen Ausbau des
Stochastik-Moduls sowie der Unterstiitzung
von Sensoren in Smartphones genannt.

2. Lernumgebungen

Die Teilnehmer an der Diskussion haben be-
sonders betont, dass im Thiiringer Lehrplan
die Verwendung von dynamischer Geomet-
riesoftware verlangt wird. Dabei steht Geo-
Gebra an erster Stelle in der Verwendung,
aber auch die in den CAS-Taschencompu-
tern eingebauten Systeme werden benutzt.

Der Begriff der Lernumgebung wurde von
den Teilnehmern kontrovers diskutiert, da
dieser Begriff sehr allgemein sei. Daher hat
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sich die Diskussion nur auf solche Umge-
bungen konzentriert, bei denen GeoGebra
zum Einsatz kommt. Ein Hauptszenario ist
dabei die Weitergabe von vorbereiteten
GeoGebra-Dateien mit zugehorigen Ar-
beitsbldttern an die Schiiler, die dann in
unterschiedlichen Sozialformen bearbeitet
werden. In diesen Dateien wird oft von der
Moglichkeit der Einschrankung der Werk-
zeugleiste Gebrauch gemacht. Zum Bei-
spiel sollen bei Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal (beispielsweise Mittelsenkrech-
te oder Parallele) nur das Zeichnen eines
Kreises um einen Punkt bzw. das Verbin-
den von zwei Punkten durch eine Gerade
zu Verfligung stehen und keine weiteren
Werkzeuge.

In der Diskussion stellte sich das Veran-
schaulichen von mathematischen Zusam-
menhdngen als ein wichtiger Einsatzbe-
reich von GeoGebra heraus. Dabei wurde
auch auf das Problem hingewiesen, dass
GeoGebra gewisse tiefliegende Uberlegun-
gen verschleiert. Als Beispiel wurde hier
der Ubergang vom Differenzen- zum Diffe-
rentialquotienten genannt. Man zeigt auf
dem Graphen einer Funktion zwei Punkte,
die durch eine Gerade (Sekante) verbun-
den sind und demonstriert durch das Her-
anschieben des einen Punktes an den an-
deren, wie diese Sekante in die Tangente
in einem Punkt tibergeht, wenn die beiden
Punkte zusammenfallen. Da auch GeoGe-
bra durch zwei zusammenfallende Punkte
keine eindeutig bestimmte Gerade zeich-
nen kann, dies aber bei der Demonstration
suggeriert wird, muss hier gedanklich an
diesem Schritt mit den Schiilern gearbeitet
werden.

In einigen Beitragen zur Diskussion wurde
auch darauf hingewiesen, dass beim Ein-
satz von GeoGebra die Schiiler oft mit dem
Programm herumspielen, ehe es zur eigent-
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lichen Arbeit kommt. Darauf wurde entgeg-
net, dass dies durchaus niitzlich sein kann,
wenn sich die Schiiler mit dem Programm
und der Problemstellung vertraut machen.
In diesem Zusammenhang hat ein Teilneh-
mer von seinen GeoGebra-Dateien berich-
tet, bei denen er erwartet, dass die Schiiler
damit spielen.

Speziell hat er von einer Moglichkeit be-
richtet, die Addition bei ganzen Zahlen
bzw. bei Briichen zu erkunden. Die beiden
Bildschirmfotos (Abbildungen 1 und 2) zei-
gen die beiden Dateien, in denen bereits
alle Einzelschritte ausgefiihrt wurden.
Auch das Erkunden von Situationen und
Problemldsen spielt beim Einsatz von Geo-
Gebra eine wichtige Rolle. Ein weiterer Teil-
nehmer hat dazu ein Beispiel vorgefiihrt,
in dem es um das Finden eines optimalen
Winkels beim Fotografieren eines Leibniz-
Denkmals geht:

Das Leibniz-Denkmal ist 8,5 m hoch, wobei
der Sockel bereits eine Héhe von 3,3 m hat.
In welcher Entfernung vom Denkmal sieht
man die Gestalt von Leibniz unter dem
grofiten Winkel, wenn die Augenhéhe 1,5
m Uber dem horizontal verlaufenden, ebe-
nen Boden angenommen wird und so der
bedeutende Mathematiker eine besonders
»gute Figur” beim Fotografieren macht?
Abbildung 3 zeigt ein Bildschirmfoto dieser
GeoGebra-Datei.

Beeindruckt hat die Teilnehmer an der Dis-
kussion die Vorfilhrung des Beispiels zur
Augmented Reality wahrend des Vortrags.
Hier wird weiteres Potential gesehen, um
rdumliche Objekte besser erkunden zu
kdnnen.
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Abbildung 1: Addition ganzer

Zahlen (Datei von Alexander

Gehring)

Abbildung 2: Darstellung und
Addition von Briichen (Datei von

Alexander Gehring)

Abbildung 3: Optimaler Winkel

(Datei von Gerhard Zinn)
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Werner Hartmann

Medieneinsatz als padagogisch-didaktischer Doppeldecker

Die Digitalisierung stellt den Mathematik-
unterricht vor neue Herausforderungen. Da-
bei ist die entscheidende Frage nicht, wie
die digitalen Technologien im Mathematik-
unterricht genutzt werden kénnen, sondern
wie sich die Inhalte des Unterrichts verdn-
dern und welche mathematischen Kompe-
tenzen heute im Rahmen der Allgemein-
bildung erworben werden sollten. Diese
Fragen und das Lehren und Lernen mit di-
gitalen Medien sind zentrale Themen einer
zeitgemden Lehrerbildung, nicht nur im
Fach Mathematik. Gehoren diese Themen
in die allgemeine Didaktik oder in die Fach-
didaktik? Braucht es in der Lehrerbildung
Mediendidaktik, Medienpddagogik und
auch Informatik? An einem Beispiel aus
der Lehrerbildung in der Schweiz wird ein
Ansatz vorgestellt, der Theoriewissen aus
der allgemeinen Didaktik sowie konkrete
Umsetzungen aus der Fachdidaktik und
Schulpraxis verbindet. Konkrete Lerninhal-
te und Prifungsfragen illustrieren diese
Methode des didaktischen Doppeldeckers
und zeigen exemplarisch auf, welche digi-
talen Kompetenzen heute von Lehrerinnen
und Lehrern gefragt sind. Zum Schluss wird
an zwei Problemstellungen aufgezeigt,
dass es nicht um Mathematik oder Infor-
matik geht, sondern um Mathematik und
Informatik als sich gegenseitig ergdnzende
Disziplinen.
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1. Digitale Transformation: Her-
ausforderung fiir die Bildung

Der Ubergang von der Buch- zur Informati-
onsgesellschaft macht auch vor der Schule
nicht Halt. Friher lag der Schwerpunkt in
der Schule bei der Vermittlung und Weiter-
gabe von Wissen durch die Lehrpersonen
an die Schiilerinnen und Schiiler. Schulen
und Bibliotheken waren Orte, an denen In-
formationen und Wissen zentral gesammelt
wurden und zur Verfligung standen. Diese
Rolle wird angesichts der heute im Internet
zur Verfligung stehenden riesigen Daten-
mengen immer mehr obsolet. Die Schi-
lerinnen und Schiiler haben fast jederzeit
und tberall Zugriff auf die ,weltweite Bib-
liothek®. Informationsdienste wie Google
und Online-Enzyklopddien wie Wikipedia
erschlieBen uns ein Vielfaches von dem,
was Schulen und was Bibliotheken zu leis-
ten vermdgen und sie sind dariiber hinaus
noch aktueller. Die reine Zugriffsmdéglich-
keit auf die gigantischen Datenmengen ist
allerdings nur Voraussetzung fiir das, was
man unter Bildung oder Ausbildung verste-
hen kann. Der Grundauftrag der Schule ist
gleichgeblieben. Sie wahlt Wissensbestan-
de aus, sortiert und selektiert die Inhalte
und ordnet diese in einen grofReren Zusam-
menhang ein. AufSerdem fordert sie die Ent-
wicklung der Schiilerinnen und Schiiler zu
selbststdandigen und verantwortungsvollen
Personlichkeiten.

Der einfache Zugriff auf die ,weltweite Bi-
bliothek“ hat auch das Rollenbild der Leh-
rerinnen und Lehrer verandert. In den Mit-
telpunkt riickt zunehmend der Umgang mit
Konzepten, Strukturen und Zusammenhan-
gen. Dieser Wandel verunsichert viele Lehr-
personen. Wie viel Faktenwissen braucht
jemand, um alltagliche Tatigkeiten ohne
groBen Aufwand erledigen zu konnen?
Wie viel Anwendungs- und Konzeptwissen
braucht es, um Informationsdienste wie
Google und Wikipedia erfolgreich zu nut-
zen? Wie stark sollen die technologischen
Entwicklungen im Unterricht Eingang fin-
den? Fiihrt die Digitalisierung, verbunden
mit der dauernden Erreichbarkeit und der
permanenten Informationsberieselung,
nicht zur Ablenkung der Schiilerinnen und
Schiiler? Habe ich als Lehrperson {iber-
haupt eine Chance, mit der rasanten Ent-
wicklung Schritt zu halten?

Die digitale Transformation zeigt sich auch
in den Schulzimmern selbst. Wandtafel und
Kreide, Hellraumprojektor und Schulwand-
bilder werden abgel6st durch interaktive
Whiteboards, interaktive Bildschirme und
Beamer. 1:1-Computing halt Einzug in den
Schulen. Die Schiiler bringen ihr eigenes
mobiles Endgerat mit und haben jederzeit
Zugriff auf das Internet. Statische geogra-
phische Karten werden abgelost durch
interaktive Computerkarten, der Diavor-
trag des Lehrers liber ferne Ldnder durch
einen virtuellen Rundgang vor Ort mit
Google Street View. Interaktive Molekiila-
nimationen ersetzen im Chemieunterricht
3D-Molekiilmodelle. Im Fremdsprachenun-
terricht bieten Apps auf dem Smartphone
Moglichkeiten zur Individualisierung des
Unterrichts, die Schiilerinnen und Schiiler
verfligen {iber ein Sprachlabor auf ihrem
Smartphone. Der Kopierprozess ,Lehrer
schreibt an die Tafel, Schiiler schreiben ab*

wird obsolet, die Unterlagen werdenvon der
Lehrperson auf einer Online-Plattform zur
Verfligung gestellt, sind jederzeit und von
tiberall her abrufbar, kénnen laufend aktu-
alisiert, ergénzt und kollaborativ bearbeitet
werden. Besonders deutlich zeigen sich
die Veranderungen bei den Werkzeugen im
Mathematikunterricht. Innert fiinfzig Jahren
hat sich der Wandel von Logarithmentafel
und Rechenschieber hin zum webbasierten
Computeralgebrasystem vollzogen. Das
Single Purpose Tool-Taschenrechner stellt
nur eine Art Ubergangsphase dar und wird
immer mehr durch vielseitige, machtigere
und mobile Endgerdte wie das Smartpho-
ne, Tablets oder Notebooks abgeldst.

Bei allen Veranderungen riickt oft die Frage
in den Hintergrund, ob die neuen interak-
tiven und multimedialen Moglichkeiten fiir
die Lernprozesse wirklich forderlich sind.
Zwar gibt es warnende Stimmen, den Wert
digitaler Bildungstechnologien nicht zu
iberschdtzen. Die resultierenden Diskus-
sionen gleiten aber rasch in dogmatische
Auseinandersetzungen ,,Digitale Demenz“
versus ,Digitale Kompetenz*“ ab. So wer-
den Studien (etwa Mueller / Oppenheimer,
2014), die belegen, dass handschriftliches
Notizennehmen bessere Lernleistungen zur
Folge habe als das Mitschreiben auf einem
Notebook, als Argumente gegen die Nut-
zung von Computern im Unterricht herange-
zogen. Zur Stiitzung dieser Argumentation
werden unreflektiert Erkenntnisse aus der
Hirnforschung zitiert, zum Beispiel dass
der feinmotorische Prozess des Schreibens
von Hand dazu beitrage, Informationen
besser abzuspeichern und zu verarbeiten.
Geflissentlich ibersehen wird dabei, dass
wohl ganz andere Griinde verantwortlich
sind fiir die besseren Lernleistungen: Wer
von Hand Notizen nimmt, wird automa-
tisch gezwungen eine Auswahl zu treffen.
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Welche Aspekte sind wichtig? Welche De-
tails konnen weggelassen werden? Diese
kognitive Auseinandersetzung mit dem
Lerninhalt entféllt logischerweise praktisch
vollstandig, wenn die Schiilerinnen und
Schiiler den Unterricht nur auf einem Video
oder mit Fotos der Wandtafel festhalten.

Es ist eine Binsenweisheit, dass Lernen
mehr ist als nur das Aufnehmen und Ab-
speichern von Informationen. Beim Lernen
geht es um das Verkniipfen von Informati-
onen, um Analyse und Evaluation, um den
Transfer von Wissen und Konzepten auf
neue Situationen, also um den Erwerb an-
spruchsvoller {ibergeordneter Kompeten-
zen. Lehren ist die Vermittlung von grund-
legendem Wissen, um sich {berhaupt in
der heutigen Informationsflut zurecht zu
finden, und die Férderung von Kénnen, zum
Beispiel das erworbene Wissen anwenden
oder Unwichtiges vom Wichtigen unter-
scheiden zu kdnnen. Nur durch das Be-
trachten von Bildern oder Videos hat man
noch nicht wirklich viel gelernt. Wenn man
selbstvon einer Pflanze eine Skizze erstellt,
lernt man vermutlich mehr, als wenn man
nur ein Foto der Pflanze betrachtet. Wenn
man selbst einen Wirtschaftskreislauf mo-
delliert, setzt man sich mit den beteiligten
Faktoren und ihren Zusammenhdngen aus-
einander. Wer im Physikunterricht oder im
Analysis-Unterricht in Mathematik selbst
zu Bewegungen die zugehorigen Weg-Zeit-,
Geschwindigkeit-Zeit- und Beschleuni-
gung-Zeit-Diagramme skizziert, erhalt zwar
keine so prazisen graphischen Darstellun-
gen wie mit dem Computer, aber ein tiefe-
res Verstdandnis fiir den Zusammenhang der
involvierten Grofien.

Die obigen Ausfiihrungen zeigen nur einen
Teildermitderdigitalen Transformation ver-
bundenen Herausforderungen, denen sich
die Schule stellen muss. Dass in den Aus-
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filhrungen Fragen zur Infrastrukturausstat-
tung der Schule und zum Medieneinsatz im
Zentrum stehen, spiegeln die aktuellen Dis-
kussionen im Bildungsbereich wider und
zeigen, dass wir erst am Anfang stehen, die
Auswirkungen der digitalen Transformation
wirklich zu verstehen. Die entscheidenden
Fragen stellen sich auf einer ganz anderen
Ebene: Welche Kompetenzen miissen in der
Schule erworben werden, um als miindige
Biirger an der Gesellschaft selbstbestimmt
teilnehmen zu konnen und um sich auf dem
rasant andernden Berufsmarkt behaupten
zu kénnen? Auf den Mathematikunterricht
bezogen geht es also nicht primar darum,
wie digitale Medien Lehr- und Lernprozesse
unterstiitzen kénnen, sondern welche The-
men im Unterricht obsolet werden oder an
Bedeutung verlieren, und welche Themen
neuin den Lehrpldnen Eingang finden mis-
sen. Eng mit dieser Frage verkniipft ist die
Leistungsbeurteilung: sind die heutigen
Priifungsformen noch zeitgemaf3, wie sieht
eine zukunftsgerichtete Kompetenziiber-
prifungin einerdigital gepragten Welt aus?

2. Digitale Transformation:
Inhalte neu denken

Mehr als Denkansto und ohne Anspruch
auf eine vorgdngig durchgefiihrte sorgfalti-
ge Analyse sollen hier ein paar grundsatzli-
che Fragen zu den Inhalten in den heutigen
Mathematiklehrplanen und -lehrmitteln
aufgeworfen werden. Die Beispiele und
Fragen sind bewusst provokativ gehalten
und konnen kontrovers diskutiert werden.
Anzumerken ist zudem, dass sich dhnliche
Fragen in allen Fachern stellen. Der Fremd-
sprachenunterricht als Beispiel wird nicht
darum herumkommen, sich angesichts der
technologischen Fortschritte im Bereich

der Spracherkennung und -lbersetzung
neu auszurichten. Schriftliche Abiturpri-
fungen in einer Fremdsprache, bei denen
die Nutzung von Computer und Internet-
diensten untersagt ist, entsprechen bei-
spielsweise nicht mehr der Arbeitsweise
im Berufsalltag. Denkt man einen Schritt
weiter, miisste auch das heutige Bildungs-
system mit der Strukturierung nach Fachern
kritisch hinterfragt werden. In einer globa-
lisierten, vernetzten und immer komplexe-
ren Welt ist interdisziplindres Denken ge-
fragt, nicht ,,Denken in Schubladen®.
Stellvertretend soll nachfolgend an zwei
Beispielen aus aktuellen Lehrmitteln und
Abiturpriifungen aufgezeigt werden, dass
ein  zeitgemdfer Mathematikunterricht
nicht mehr darum herumkommt, seine In-
halte auf den Priifstand zu stellen.
Beim ersten Beispiel geht es um Aufgaben
zu Konstruktionen mit Zirkel und Lineal aus
einem Geometrie-Lehrmittel. Hier finden
sich Aufgaben der Art
e Konstruiere ein Dreieck aus der Summe
der Seiten a und b, der Hohe auf die
Seite c und dem Winkel Alpha.
e Konstruiere ein Dreieck aus seinem Um-
fang und den Winkeln Beta und Gamma.
e Konstruiere ein Viereck aus den Seiten
a und b, den beiden Diagonalen und
dem Winkel zwischen den beiden Dia-
gonalen.
Der Autor dieses Artikels hat in seiner
Schulzeit solche Konstruktionsaufgaben
heif3 geliebt und unbestritten wurde in der
Auseinandersetzung mit diesen Aufgaben
seine Problemlosekompetenz geférdert.
Versetzt man sich aber in die Lage einer
heutigen Schiilerin, so stellt sich automa-
tisch die Frage ,,So what?“: Warum soll ich
als Schiilerin oder Schiiler solche Aufgaben
l6sen? Welche Relevanz fiir meinen Alltag
oder fiir einen spdteren Beruf haben diese

Aufgaben? Und wer konstruiert heute noch
mit den Werkzeugen Zirkel und Lineal? Es
wdre nun natrlich falsch, die Geometrie
aus dem Mathematikunterricht zu verban-
nen oder Zirkel und Lineal einfach zu igno-
rieren. Zu hinterfragen sind jedoch die Lern-
ziele und die Sichtweisen auf das Thema.
Beispielsweise sollte ein Bewusstsein ver-
mittelt werden fiir die Rolle von Dreiecken
als elementare Bausteine in der Geometrie,
eine Grundvoraussetzung fiir das Verstand-
nis von 3D-Modellierwerkzeugen. Zirkel
und Lineal wiederum stellen ein schénes
Beispiel dar, um die Bedeutung der Rah-
menbedingungen bei der Modellbildung
aufzuzeigen. Im Modell der Geometrie mit
Zirkel und Lineal ldsst sich ein Winkel nicht
dreiteilen, mit einem computergestiitzten
Geometriesystem stellt die Dreiteilung ei-
nes Winkels kein Problem dar.

Ein zweites Beispiel stammt aus einer
Matur (Abitur)-Priifung in der Schweiz. In
der Priifung diirfen die Schiilerinnen und
Schiiler mit Einschrankungen ein CAS nut-
zen. Unter dem Titel ,Diskussion einer
Ndherungsfunktion” wird die Entwicklung
des Rohstoffpreises auf einem fiktiven Pla-
neten betrachtet. Als Ndherungsfunktion
wird eine kubische Polynomfunktion ange-
geben. Die Aufgabe besteht darin, die no-
tigen Ableitungsfunktionen (ohne Verwen-
dung des Computeralgebrasystems!) von
Hand zu berechnen, die entsprechenden
Gleichungen zu l6sen und so zu berechnen,
wann der tiefste und wann der hdchste
Rohstoffpreis erreicht wird und in welchem
Zeitpunkt der Rohstoffpreis am stdrksten
zunimmt. Ahnliche Aufgaben finden sich
in fast allen Lehrmitteln und Priifungen zur
Analysis. Sie orientieren sich an einer Zeit,
in welcher geschlossenen Ldsungen eine
grofie Bedeutung zukam, da noch keinerlei
computergestiitzte Werkzeuge zur Losung
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von Gleichungen, zur Berechnung von Ab-
leitungen und Integralen etc. zur Verfiigung
standen. Aus heutiger Sicht ist der vorge-
schlagene Losungsweg gleich aus zwei
Griinden nicht mehr angezeigt: Erstens
ist es bei einer Ndaherungsfunktion nicht
sinnvoll, ja sogar irrefiihrend, mittels Ab-
leitung und Losen der resultierenden quad-
ratischen Gleichung den exakten Zeitpunkt
des hochsten bzw. tiefsten Preises be-
stimmen zu wollen. Bei solchen Aufgaben
bieten sich numerische Verfahren an. Zwei-
tens wiirde eine gute Schiilerlosung darin
bestehen, den Sachverhalt zuerst in Form
des Funktionsgraphen zu visualisieren
und sich so einen Uberblick zu verschaf-
fen. Dieses Beispiel soll nur stellvertretend
aufzeigen, dass der Mathematikunterricht
heute durch digitale Werkzeuge iiber ein ei-
gentliches ,,Mathematiklabor“ verfiigt, das
im Unterricht effizient und effektiv genutzt
werden kann. Auch in der Mathematikfor-
schung spielen heute computergestiitzte
Werkzeugsammlungen eine immer wich-
tigere Rolle. Im Internet finden sich ganze
Werkzeugkdsten. Als Beispiel sei hier etwa
die Sammlung ,,CoCalc — Collaborative Cal-
culation in the Cloud“(https://cocalc.com/)
angefiihrt. Mit Werkzeugen wie GeoGebra
stehen fiir den schulischen Mathematik-
unterricht vergleichbare Angebote zur Ver-
fiigung, die es zu nutzen gilt und die eine
neue Gewichtung der vermittelten Inhalte
erfordern.

3. Digitale Transformation: Prii-
fungen neu denken

Nicht nur die Unterrichtsinhalte, auch die
heutigen Formen der Leistungsbeurteilung
missen hinterfragt werden. Priifungen fin-
den in der Regel immer noch als Einzelleis-
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tungen statt, auf Papier und ohne Nutzung
von Computer und Internet. Diese Form der
Leistungsbeurteilung steht im Widerspruch
zu den aktuellen Anforderungen auf dem
Berufsmarkt. Hier sind Teamfdhigkeit, die
Kompetenz zur virtuellen, ortsunabhédngi-
gen Zusammenarbeit und die effiziente und
sinnstiftende Nutzung von ICT-Werkzeugen
explizit gefragt. Wahrend in der Schule die
Resultate in Priifungen meist in Textform
festgehalten werden, sind im Alltag zuneh-
mend multimediale Darstellungen gefragt.
Auch an den Hochschulen finden sich fir
Leistungsnachweise immer noch Anga-
ben der Art ,,Mindestens 30 DIN A4-Seiten
(reiner Text, ohne Titelblatt/Anhang/Ver-
zeichnisse). Seitenrdnder oben/unten/
rechts/links je 3 cm. Textschrift entweder
Times New Roman 12 oder Arial 11, Zei-
lenabstand 1,5 in Blocksatz mit Trennung*.
ZeitgemdBer wdre wohl eine Vorgabe der
Art ,Darstellung der Uberlegungen in ge-
eigneter multimedialer Form, verdichtet auf
das Wesentliche, max. 5 Minuten Zeitbe-
darf fiir die Leser®. Priifungen sollten auch
testen, ob die Schiilerinnen und Schiiler in
der Lage sind, in einer bestimmten Zeit in
effizienter Zusammenarbeit mit anderen
Lernenden eine Aufgabe gemeinsam zu be-
waltigen. Im Geschichtsunterricht kdnnte
eine Aufgabe zum Thema ,,Migration: Men-
schen auf der Flucht“ fiir eine Gruppe von
sechs Lernenden zum Beispiel (in gekiirzter
Form) wie folgt lauten: ,Welche Haltungen
nehmen die Regierungen der Tiirkei, von
Albanien, Kosovo [...] ein und was sind die
Griinde dafiir? [...] Tragen Sie in ihrer Grup-
pe die relevanten Informationen zusam-
men und prasentieren Sie die Ergebnisse in
einem Vortrag von max. fiinf Minuten. [...]“
(Details in Hundertpfund, 2017).

Auch im Mathematikunterricht drangen sich
neue Fragestellungen in Priifungen auf. Der

Differentialkalkdil ist eine Erweiterung der
elementaren Algebra durch Ableitungsre-
geln fiir Summen, Produkte, Quotienten,
zusammengesetzte und inverse Funktionen
und entsprechende Integrationsregeln und
Techniken. Dieser Kalkiil ldsst sich weitge-
hend automatisieren und die Berechnung
von Ableitungen und Integralen von Hand
hat nicht mehr den friitheren Stellenwert.
Der Kalkiil ist mit geniigend Flei lernbar,
aber er taugt wenig, wenn das semantische
Verstandnis fehlt. Was bedeutet die Ablei-
tung? Wo wird sie in Anwendungen genutzt
und warum? Was bedeutet ein Integral und
warum braucht es verschiedene Begriffe wie
bestimmtes Integral und unbestimmtes In-
tegral? Was verbindet Ableitung und Integral
miteinander, und was hat das wiederum mit
Differentialgleichungen zu tun? Solche Fra-
gen missen nicht zwingend mit herkémmli-
chen Berechnungsaufgaben gelost werden,
sondern kénnen auch als themeniibergrei-
fende Erdrterungen aufgegriffen werden.
Beispielsweise kdnnte eine Abituraufgabe
in der Vektorgeometrie (in gekirzter Form)
wie folgt lauten:

»Zur Losung vieler mathematischer Prob-
leme eignen sich sowohl geometrische,
algebraische als auch numerische Metho-
den. Ein geeignetes Beispiel sind Nullstel-
len-Probleme. Beschreiben Sie auf einer
A4-Seite eine Problemstellung aus der
Vektorgeometrie, bei der ebenfalls alle drei
Methoden geeignete LOsungsverfahren
sind.“

Auf den ersten Blick mag eine solche Abi-
turaufgabe ungewohnt erscheinen, ihre L6-
sung ist aber anspruchsvoll und sagt mehr
iber das Verstdndnis einer Schiilerin aus
als eine gangige Berechnungsaufgabe wie
etwa die Berechnung der Seitenldngen, der
Winkel und der Flache eines durch die Ko-
ordinaten der Eckpunkte gegebenen raum-

lichen Dreiecks oder die Berechnung der
Schnittgeraden zweier Ebenen im Raum.
Solche reinen Berechnungsaufgaben las-
sen sich heute mit einem ,,geometrischen
Taschenrechner” per Knopfdruck l6sen.

Wichtig: Aus obigen Ausfiihrungen darf
nicht der Schluss gezogen werden, im Un-
terricht sollten elementare Berechnungen
— zum Beispiel in der Vektorgeometrie —
nicht mehr behandelt werden. Im Gegen-
teil: Kompetent ein Werkzeug nutzen kann
nur, wer ein Werkzeug versteht. Ein guter
Mathematikunterricht vermittelt das Ver-
standnis dafiir, wie Winkel im Raum mittels
des Skalarproduktes berechnet werden, wie
Normalen mittels des Vektorproduktes kon-
struiert werden usw. Um dieses Verstandnis
zu erwerben, muss man sich in der Regel
auch die Hdnde schmutzig machen und
ein paar Berechnungen selbst durchfiihren.
Zugespitzt konnte man sagen: ,Man muss
nicht selbst Berechnungen in der Vektor-
geometrie durchfithren kénnen, aber man
muss solche Berechnungen durchgefiihrt
haben.“ Hier finden wir eine Analogie zum
Informatikunterricht. Nur die wenigsten
Schiilerinnen und Schiiler werden spéter
selbst programmieren. Die bekannte Studie
»The future of employment: How suscepti-
ble are jobs to computerisation?“ (Frey &
Osborne, 2013) kommt zum Schluss, dass
der Beruf des Programmierers mittelfristig
ein Risiko von rund 50 Prozent hat, durch
die Digitalisierung automatisiert zu werden
und ganz wegzufallen. Fiir das Verstandnis
unserer durch Algorithmen geprdgten Welt
ist es aber wichtig, eine Vorstellung davon
zu haben, was ein Computerprogramm ist
und fiir welche Aufgaben sich Computer-
programme besonders eignen. Zugespitzt:
»Man muss nicht programmieren kénnen,
aber man sollte programmiert haben.“ Die
Reihe dieser Aussagen kann fast beliebig
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fortgesetzt werden. Allgemeinbildung muss
nicht Produktwissen und spezifisch auf ei-
nen Beruf ausgerichtete Fertigkeiten vermit-
teln, sondern ein Verstdandnis fiir die Zusam-
menhdnge, in das sich dann spezifisches
Fachwissen einordnen ldsst. Kaum jemand
von uns flihrt spater mathematische Bewei-
se, aber wenn wir eine Briicke {iberqueren,
gehen wir davon aus, dass das mathemati-
sche Verstdndnis der erbauenden Ingenieu-
re Uber das Driicken einiger Befehlstasten
auf dem Computer hinausgeht.

Obwohl heute Kompetenzorientierung im
Bildungswesen in aller Munde ist, richten
sich Leistungsbeurteilungen kaum an der
Uberpriifung von Kompetenzen aus. Eine
wichtige Kompetenz ist heute die Fahigkeit
zur Abstraktion und Modellbildung (Abbil-
dung 1). Aufgrund der Digitalisierung ist
die Fdhigkeit, komplexe Sachverhalte und
groBe Datenmengen in abstrakte Konzepte
zu {ibersetzen sowie Modelle zu bilden und
auszuwerten, eine zentrale Kompetenz.
Der Mathematikunterricht wiirde sich zur
Forderung dieser Kompetenz hervorragend
eignen.

System ¥ halten
experimentell
untersuchen
[
[
L
= Vergleich
=
»
3
L
mathematisch /
untersuchen
Modell ——* Modeliverhalten
optimieren

Abbildung 1: Beispiel einer Concept Map zur Modellbil-
dung

In Abituraufgaben finden sich aber kaum

Aufgaben zur Modellierung. Der Grund ist
einfach: Wenn Schiilerinnen und Schiiler

68

selbst einen Sachverhalt in einem Modell
beschreiben sollen, resultieren unter-
schiedliche Modelle und unterschiedliche
Losungsansdtze. Eine Beurteilung nach
richtig / falsch ist damit nicht mehr so
einfach moglich, wird zudem fiir die Lehr-
person aufwdndiger und ist im Rekursfall
schwieriger zu begriinden. Plakativ for-
muliert: Auch formale juristische Uberle-
gungen sind im aktuellen Bildungssystem
wesentlich dafiir verantwortlich, dass nach
wie vor Faktenwissen im Vordergrund des
Unterrichts steht und nicht die Forderung
wirklich bendtigter Kompetenzen.

4. Lehren und Lernen mit digita-
len Medien

Nach den vorangehenden, allgemeinen
Gedanken zu Auswirkungen des Leitme-
dienwechsels von der Buch- zur Informa-
tionsgesellschaft auf die Schule und den
Mathematikunterricht im Speziellen, be-
trachten wir im Folgenden die Nutzung di-
gitaler Medien im Unterricht. Angehenden
Lehrpersonen sollte heute in ihrer Grund-
ausbildung neben fachlichen Kompeten-
zen und pddagogisch-methodischem Rist-
zeug auch umfassendes Wissen zur Rolle
und zum Einsatz von digitalen Medien im
Unterricht vermittelt werden. Dabei neh-
men die digitalen Medien unterschiedliche
Rollen ein. Das TPACK-Modell von Mishra /
Koehler (Abbildung 2) zeigt die verschiede-
nen Dimensionen bei der Integration von
digitalen Medien im Unterricht auf.

Die zentrale Botschaft von Mishra / Koehler
lautet, dass nur die gleichzeitige Beriick-
sichtigung aller drei Sichtweisen zu einer
erfolgreichen Integration der Informations-
und Kommunikationstechnologien im Un-
terricht fiihrt.

- S
” Technological N
Pedagogical Content
g Know

Abbildung 2: Technological Pedagogical Content Know-
ledge Framework (TPACK) (Mishra / Koehler, 2006)

Dobeli Honegger beschreibt die notwen-
digen Kompetenzen von Lehrpersonen im
Themenfeld ,,Medien und Informatik* (Ab-
bildung 3) in dhnlicher Form.

Mediendidaktische
Kompetenzen

Anwendungs-
kompetenzen

>
>

Werkzeug

Digitales

4
<

Fachdidaktische

Kompetenzen
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Medien- Informatik-
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he F he

Didaktische
Kompetenzen Medien
v

Informatik

Abbildung 3: Notwendige digitale Kompetenzen von
Lehrpersonen (D6beli Honegger, 2016)

Sowohl das TPACK-Modell als auch die Dar-
stellung von Dobeli Honegger zeigen, dass
das Thema ,,Digitales” in der Lehrerbildung
nicht einfach der Fachausbildung, der all-
gemeinen Didaktik oder der Fachdidak-
tik zugewiesen werden kann. Das fiihrt in
vielen Lehrerbildungscurricula dazu, dass

weder die Mediendidaktik noch die Fach-
kompetenzen zu Medien und Informatik
den notigen Platz finden oder die Angebote
in der Schulpraxis wenig Wirkung zeigen.
Unzdhlige Studien belegen diese Schwie-
rigkeiten (zum Beispiel Kjaergaard / Fougt,
2016).

Mediendidaktische Kompetenzen werden
in der Regel im Rahmen von Lehrveranstal-
tungen zur allgemeinen Didaktik vermittelt.
Ausgehend von lerntheoretischen Grund-
lagen und verschiedenen Paradigmen des
Lehrens und Lernens (zum Beispiel behavi-
oristische, kognitivistische oder konstruk-
tivistische Lehr- und Lerntheorien) werden
digitale Lern- und Unterrichtsmedien meist
in eher theoretischer Art und Weise behan-
delt. Zur Sprache kommen Themen wie
das Lesen und Schreiben von Texten und
Hypertexten, die multimediale Veranschau-
lichung mit Bildern, Audio und Video, das
Kommunizieren mit sozialen Netzwerken
oder der Einsatz von Lernsoftware oder ga-
mifizierten Lernumgebungen. Betrachten
wir als typischen Beispielinhalt einer sol-
chen Lehrveranstaltung die kognitive The-
orie des multimedialen Lernens, gepragt
durch Mayer (Mayer, 2001). Gegenstand
dieser Theorie ist die Nutzung verschiede-
ner Medienformate wie Text, Ton, Bild und
Video bei der Gestaltung von Lerninhalten
unter Beriicksichtigung der beschrankten
Kapazitat des Arbeitsgeddchtnisses. Das
Wissen um verschiedene Prinzipien des
Multimedia Learning hilft Lehrpersonen in
vielfaltiger Weise im Unterrichtsalltag, von
der Gestaltung von Arbeitsblattern und Pré-
sentationen bis hin zur Nutzung von Audio-
und Videoinhalten mit einem didaktischen
Mehrwert. Die Prinzipien der rdumlichen
oder zeitlichen Ndhe (Spatial oder Tempo-
ral Contiguity Principle) besagen, dass die
raumlich benachbarte oder zeitnahe Dar-
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Abbildung 4: Illustration des Prinzips der rdumlichen Ndhe von Text- und Bildinformationen

stellung von Text- und Bildinformationen
den Wissenserwerb mehr fordert als eine
getrennte Darstellung. Zum Beispiel soll-
ten Grafiken und Bilder nicht mit Texten in
getrennten Legenden beschriftet werden,
sondern, wenn immer moglich, die textuel-
len Angaben sollten direkt in den Grafiken
und Bildern platziert werden. Diese Prinzi-
pien lassen sich in der Lehrveranstaltung
an allgemeinen Beispielen illustrieren (Ab-
bildung 4).

Die Erfahrung aus Lehrveranstaltungen zeigt
aber, dass die angehenden Lehrpersonen
in der Regel den Transfer dieses Wissens
auf ihren Unterricht nicht schaffen. Was be-
deutet das Prinzip der rdumlichen Ndhe im
Mathematikunterricht? Spielt dieses Prinzip
eine Rolle bei algebraischen Umformungen,
bei Berechnungen in der Vektorgeometrie?
Was bedeutet das Prinzip im Fremdspra-
chen- oder Informatikunterricht? Es ist na-
heliegend, dass Dozierende der allgemei-
nen Didaktik dazu kaum Beispiele machen
werden. In der fachdidaktischen Ausbildung
werden die Dozierenden ebenfalls nicht auf
diese Prinzipien eingehen, da die kognitive
Theorie des Multimedia Learning nicht im
Zentrum ihrer Interessen liegt.

In Lehrerbildungscurricula finden sich teil-
weise auch spezifische, auf die Integration
von ICT ausgerichtete Lehrveranstaltungen,
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meist als gleichzeitiges Angebot fiir Studie-
rende verschiedener Facher. Hier liegt der
Fokus auf der Vermittlung von allgemeinen
Anwenderkompetenzen und es werden
verschiedene Werkzeuge fiir Prdsentation,
Kommunikation und Kooperation, Recher-
chieren, Analysieren etc. im Unterricht vor-
gestellt. Im Netz finden sich unzéhlige Auf-
listungen der Art ,,Die 100 besten Apps fiir
ihren Unterricht“. Beispielsweise werden
gemeinsame nutzbare Online-Plattformen
wie Blogs und Wikis oder Werkzeuge zum
Erstellen von Erkldrvideos vorgestellt. Die
Schwachstelle solcher Lehrveranstaltun-
gen liegt wiederum im mangelnden Trans-
fer des Wissens in die Unterrichtspraxis der
einzelnen Facher. Kann ich im Lateinunter-
richt Erkldrvideos gewinnbringend nutzen?
Warum sollte ich im Sportunterricht ein
Wiki nutzen? Da die Dozierenden in solchen
Lehrveranstaltungen in der Regel nicht
selbst an einer Schule tdtig sind, bleiben
wichtige Themen auf3en vor. Dazu gehdren
etwa die Herausforderungen des Classroom
Managements in 1:1-Computing Klassen,
in denen alle Lernenden iiber ein mobiles
Endgerdt und permanenten Internetzugang
verfiigen. Beobachtet man den Unterrichtin
solchen ,,digitalen Klassenzimmern®, stellt
man vielerorts fest, dass sich der Unter-
richtsstil gegeniiber dem ,,analogen Klas-

senzimmer®“ kaum gedndert hat. Die Lehr-
person steht vor der Klasse und nutzt statt
der Wandtafel die digitale Projektion mit-
tels Beamer oder Whiteboard. Dazwischen
erteilt die Lehrperson den Schiilern kleine
Auftrage, die am Computer zu erledigen
sind, etwa Rechercheaufgaben in den geis-
teswissenschaftlichen Fachern oder kleine
Berechnungen in der Physik oder Mathe-
matik. Die Lehrperson zirkuliert dann unter
den Lernenden und bietet Hilfestellungen
an, auch bei Problemen mit der Bedienung
von Hardware und Software. Diese Form der
Unterrichtsgestaltung in einer 1:1-Compu-
ting Umgebung fiihrt unweigerlich zu Pro-
blemen (zum Beispiel hervorgerufen durch
das grofRe Ablenkungspotenzial) und nutzt
die Moglichkeiten der digitalen Werkzeuge
(zum Beispiel zur Individualisierung des
Unterrichts) nicht aus. In ein zeitgemafies
Lehrerbildungscurriculum gehort auch die
Methodik und Didaktik des Unterrichtes
in einer 1:1-Computing Umgebung. Dazu
zadhlt eine andere Rhythmisierung des Un-
terrichts als in herkdmmlichem Frontal-
unterricht oder die Demokratisierung des
Beamers, also die selbstverstdndliche Nut-
zung der digitalen Projektion wahrend des
Unterrichts durch die Lernenden. Ebenfalls
thematisiert werden muss der Umgang mit
technischen Problemen der Lernenden. Die
Lehrpersonen diirfen nicht in den Fehler
verfallen, zum ICT-Supporter zu degenerie-
ren. Vielmehr miissen sie ein Repertoire
an Methoden beherrschen, wie die Lernen-
den angeleitet werden konnen, technische
Probleme selbst zu l6sen. Die Vermittlung
von Medien- und Informatikkompetenzen
gehort somit zu den Zielsetzungen im digi-
talen Klassenzimmer.

Neben Lehrveranstaltungen zur allgemei-
nen Didaktik und spezifisch auf die Integ-
ration von ICT im Unterricht ausgerichteten

Lehrveranstaltungen werden digitale Medi-
en und Werkzeuge auch in der Fachdidak-
tik der jeweiligen Facher thematisiert. Im
Vordergrund steht dabei in der Regel der
Einsatz spezifischer Fachwerkzeuge im Un-
terricht, etwa Computeralgebrasysteme im
Mathematikunterricht, Hardware- und Soft-
wareldsungen zum Messen und Auswerten
von Laborexperimenten im Physikunter-
richt, Recherche in qualitativ hochstehen-
den Datenbestdanden im Geschichtsun-
terricht (Stichwort Digital Humanities,
Editionen etc.), Molecular Modelling Soft-
ware im Chemieunterricht, Videoanalyse
beim Gerateturnen im Sportunterricht und
viele weitere Anwendungen. Die zentrale
Frage ist, welchen Mehrwert diese Werk-
zeuge im Unterricht bieten, wie sich allen-
falls die Gewichtung der zu vermittelnden
Fachinhalte verschiebt, ob gewisse Kennt-
nisse aufgrund der Verfligbarkeit digitaler
Werkzeuge gar obsolet werden und welche
neuen Themen sich im Unterricht erschlie-
Ben lassen. In der Fachdidaktik Mathematik
geht es zum Beispiel um die Frage, welche
Auswirkung Computeralgebrasysteme und
Softwarepakete zur numerischen Mathe-
matik auf die Mathematik insgesamt und
den Unterricht haben. Zur Illustration seien
hier nur zwei konkrete Themen angefiihrt:
Spielten Logarithmen frither beim Lésen
von Exponentialgleichungen eine wichtige
Rolle, ist der Logarithmenkalkil heute fast
bedeutungslos. Computeralgebrasyste-
me l6sen Gleichungen, die sich auch der
Losung von Hand erschliefen, problem-
los. Die Logarithmen spielen aber weiter
eine wichtige Rolle beim Verstdndnis von
Wachstumsprozessen oder der Wahl von
geeigneten Skalierungen. Wurden frither
in der Integralrechnung Aufgaben in Lehr-
mitteln oder Abiturpriifungen so gestellt,
dass fiir die gesuchten Stammfunktionen
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mit vertretbarem Zeitaufwand geschlosse-
ne Losungen hergeleitet werden konnten,
l6sen Computeralgebrasysteme diese Auf-
gaben im Handumdrehen. Anstelle solcher
oft kiinstlicher, durch die Beschranktheit
der verfiigharen Werkzeuge vorgegebenen
Aufgabenstellungen, lassen sich heute im
Unterricht realistische, anwendungsorien-
tierte Aufgabenstellungen behandeln. Der
Kalkiil der Analysis hat an Stellenwert verlo-
ren, Methoden der diskreten numerischen
Mathematik massiv an Bedeutung gewon-
nen. So lassen sich heute im Gymnasial-
unterricht auch anspruchsvollere Differen-
tialgleichungen numerisch behandeln und
damit komplexere Systeme modellieren.

Die obigen Ausfiihrungen zeigen, dass in
der Lehrerbildung digitale Medien nurin den
wenigsten Fdllen ganzheitlich thematisiert
werden. Entweder liegt der Fokus einseitig
auf einer eher theoretischen Mediendidak-
tik ohne groflen Transfer in die Praxis des
Fachunterrichtes oder im Zentrum stehen
Werkzeuge mit allgemeinen Anwendungs-
gebieten (zum Beispiel Kommunikation,
Présentation) oder spezifisch auf ein Fach
bezogenen Einsatzmoglichkeiten. Eigent-
lich spiegelt sich hier nur das altbekannte
Dilemma allgemeine Didaktik versus Fach-
didaktik wider: Wie konnen angehende
Lehrpersonen auf ihre praktische Tatigkeit
vorbereitet werden? Die Praxis verlangt kon-
kretes Tun, das man aber in einer eher the-
orielastigen Lehrveranstaltung zur allgemei-
nen Didaktik nicht lernt. In der Fachdidaktik
wiederum fehlt die Zeit, um sich mit tiberge-
ordneten Erkenntnissen aus der Lehr- und
Lernforschung auseinanderzusetzen. Beim
Lehren und Lernen mit digitalen Medien
gesellt sich noch erschwerend hinzu, dass
die Dozierenden nur in seltenen Fallen mit
dem aktuellen wissenschaftlichen Stand der
Mediendidaktik vertraut sind und ihnen oft
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das notige Konzeptwissen aus der Medien-
bildung und Informatik fehlt. Im folgenden
Kapitel skizzieren wir einen Vorschlag zur
engen Verkniipfung von allgemeiner Didak-
tik und Fachdidaktik mit dem Fokus auf der
Nutzung digitaler Medien. Der Ansatz orien-
tiert sich stark am Konzept einer wissensba-
sierten allgemeinen Didaktik mit enger Ver-
zahnung zur Fachdidaktik und Schulpraxis,
angelehnt an die Konzeption der allgemei-
nen Didaktik von Karl Frey in der Lehreraus-
bildung Sekundarstufe Il an der ETH Ziirich
(Frey / Frey-Eiling, 2009) und der Gestaltung
der Lehrveranstaltung Informations- und
Kommunikationstechnologien fiir ange-
hende Lehrpersonen aller Facher ebenfalls
auf Sekundarstufe Il an der Pddagogischen
Hochschule Bern.

5. Mediendidaktik als didakti-
scher Doppeldeckerim Rahmen
der allgemeinen Didaktik

Der Medieneinsatz im Unterricht ist schon

lange ein Thema in der allgemeinen Didak-

tik und hat durch Computer, Internet und

den sich damit er6ffnenden multimedialen

Moglichkeiten an Bedeutung gewonnen. In

(Kjaergaard / Fougt, 2016) werden die Er-

wartungen der Lernenden an einen zeitge-

mafien Unterricht sehr schon auf den Punkt

gebracht:

“Innovative teaching is teaching and lear-

ning designs involving ICT supported lear-

ning processes which

e show a high degree of student activity
with a subject-specific aim

e are project-oriented

e are collaborative

e involve communicative competences

e involve the world outside the school.”

Die Versuchung fiir die Lehrpersonen ist

groB, dieser Erwartungshaltung durch den
gelegentlichen Einsatz von Medien Rech-
nung tragen zu wollen. Man zeigt ein kurzes
Video, gibt einen Rechercheauftrag, nutzt
eine kleine Computersimulation oder stellt
die Unterrichtsunterlagen auf einer Lern-
plattform zur Verfligung. Wir wissen schon
lange, dass diese Enrichment-Praxis, die
Anreicherung des Unterrichts mit Medien,
weitgehend wirkungslos ist und keine Lern-
unterstiitzung bringt (Fraser et al., 1987).
Entscheidend ist die systemische Einbet-
tung des Medieneinsatzes. Ausgehend von
den Lernzielen oder angestrebten Kompe-
tenzen tberlegt man sich, ob zum Beispiel
der Einsatz von Videos mit eingeblendeten
Aufgabenstellungen oder auf Papier erganzt
mit Arbeitsauftragen, einen didaktischen
Mehrwert mit sich bringen. Natirlich ist
dafiir Voraussetzung, dass man einen Uber-
blick tiber die zur Verfiigung stehenden digi-
talen Werkzeuge besitzt. Fiir Dozierende in
derallgemeinen Didaktik ist es sehr aufwan-
dig, sich hier einen Uberblick zu verschaffen
und dazu noch geeignete Praxisbeispiele in
verschiedenen Fachgebieten zu erstellen.
Hier setzt der sogenannte didaktische Dop-
peldecker an. In der Lehrveranstaltung wer-
den zum einen wissenschaftlich abgestiitzte
Konzepte prasentiert, diese aber gleich an
konkreten Praxisbeispielen aus verschie-
denen Fachgebieten illustriert und dadurch
erfahrbar gemacht (Wahl, 2005). Die Praxis-
beispiele stammen dabei mehrheitlich aus
der Feder von Studierenden. Um den Trans-
fer der Theorie in die Praxis sicherzustellen,
erhalten die Studierenden den Auftrag, das
erworbene Wissen an Beispielen aus ihrer
Unterrichtspraxis zu illustrieren und diese
Produkte der Studierenden flieSen wiederin
die Lehrveranstaltung ein.

Der ,,didaktische Doppeldecker” bezeichnet
allgemein die Kombination von Theorie und

Konkretisierung auf der Handlungsebene.
Die angehenden Lehrpersonen sollen so-
wohl wissenschaftlich abgestiitztes Wissen
Uiber ICT-unterstiitztes Lehren und Lernen er-
werben, als auch dieses Wissen gleich kon-
kret bei der Gestaltung von Lernprozessen
anwenden. Wir illustrieren das Prinzip stell-
vertretend am Beispiel der Taxonomie der
Interaktivitat von Lernumgebungen. Im The-
orieteil wird die flir Schulzwecke niitzliche
Taxonomie der Interaktivitat von Schulmeis-
ter (Schulmeister, 2003) vorgestellt. An ver-
schiedenen Beispielen wird diskutiert, wel-
che Interaktivitatsstufe die Aufgaben nach
der Taxonomie von Schulmeister erreichen
und wie sich allenfalls der Grad der Inter-
aktivitat noch verbessern lassen wiirde. Als
Beispiel wird etwa eine multimediale Zuord-
nungsiibung aus dem Geografieunterricht
gezeigt, in welcher links kurze Videoaufnah-
men der Wetterentwicklung im Zeitraffer auf
einem Berggipfel und rechts Wetterkarten
dargestellt sind (Abbildung 5). Aufgabe der
Schiilerinnen und Schiiler ist es, die Videos
den richtigen Wetterkarten zuzuordnen.

Abbildung 5: Multimediale Zuordnungsiibung aus dem
Geografieunterricht
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Diese Zuordnungsiibung ldsst sich mit ein-
fachen Mitteln, beispielsweise einer gdn-
gigen Prdsentationssoftware erstellen. Am
Beispiel ldsst sich die Frage diskutieren, ob
allenfalls eine statische Bildersequenz der
Wetterentwicklung der dynamischen Dar-
stellung in Form eines Videos vorzuziehen
wadre. Aus der Lehr- und Lernforschung zu
Multimedia ist bekannt, dass dynamische
Darstellungen von Sachverhalten schnell
zu einer kognitiven Uberlastung bei den
Lernenden fiihren kdnnen. Entscheiden-
der ist aber, dass die Studierenden sich
selbst Gedanken machen, ob und wie sich
dieses Beispiel aus dem Geografieunter-
richt auf das eigene Fachgebiet {ibertragen
lasst. Die Studierenden erhalten deshalb
die Aufgabe, entsprechende Beispiele fiir
ihr Fachgebiet zu erstellen und in einem
Online-Portfolio verfiigbar zu machen. Mit
ein wenig Fantasie werden Studierende
im Lehramt Mathematik oder Physik auf
die Idee kommen, dass man Weg-Zeit-, Ge-
schwindigkeit-Zeit- und Beschleunigung-
Zeit-Diagramme in dhnlicher Form als Zu-
ordnungsiibung erfahrbar machen kann.
Verschiedene, sich nicht allzu stark unter-
scheidende Bewegungsabldufe werden
als kurze Videos gezeigt und sollen den
entsprechenden Diagrammen zugeordnet
werden. Im Sportunterricht nutzt eine Stu-
dentin die Lehr- und Lernplattform www.
bewegungslesen.ch, die zu vielen Sportar-
ten bereits Videosequenzen samt Analysen
und Beratungshinweisen enthalt. Aufgrund
der so entstandenen Konkretisierungen
in verschiedenen Fachern kann in einer
ndachsten Durchfiihrung der Lehrveranstal-
tung eine ganze Liste von weiteren Beispie-
len angefiihrt werden. Die Studierenden
werden zudem — ein entscheidender Punkt
—die in der allgemeinen Didaktik erstellten
Praxisbeispiele mit in die Fachdidaktik tra-
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gen. Dort konnen die Beispiele aus fachdi-
daktischer Perspektive diskutiert werden.
SchlieBlich verfiigen die angehenden Lehr-
personen nach Abschluss ihrer Ausbildung
bereits iber eine ganze Sammlung von teils
sehr kreativen Praxisbeispielen zur ICT-In-
tegration in ihrem Fach.

In unseren Lehrveranstaltungen gehen wir
noch einen Schritt iber den didaktischen
Doppeldecker hinaus. Alle von den Stu-
dierenden wahrend der Lehrveranstaltung
erarbeiteten Materialien werden in ei-
nem Online-Portfolio abgelegt und stellen
gleichzeitig die Antworten auf die Halfte
der moglichen Priifungsfragen dar. Die Stu-
dierenden erledigen also einen Teil ihrer
Priifungsleistung bereits im Vorfeld. In der
Priifung lautet eine entsprechende Frage
dann ein wenig ungewohnt zum Beispiel
wie folgt:

»Aufgabe: Videos aus dem Internet

In der Aufgabe zu Lernvideos aus dem Netz
haben Sie auf YouTube ein Video gesucht,
das sich fiir den Unterrichtseinsatz in ihrem
Fach eignen konnte. Sie haben aus dem
Video den relevanten Ausschnitt heraus-
geschnitten und das Video in ihrem Portfo-
lio im mpg- oder mp4-Format gespeichert.
Dazu haben Sie erldutert, in welchem Kon-
text Sie das Video einsetzen wollen und wa-
rum der Videoausschnitt fiir die Erreichung
der Lernziele forderlich ist.

Wichtig: Bei dieser Aufgabe miissen Sie
nichts mehr machen! Wir haben lhre Aus-
fihrungen aus dem Online-Portfolio herun-
tergeladen.”

Dieses Beispiel einer Priifungsaufgabe zeigt,
dass neben konzeptionellen didaktischen
und fachdidaktischen Uberlegungen auch
Anwenderkompetenzen gefordert sind. Die
Studierenden miissen ein Video aus YouTu-
be herunterladen, lokal abspeichern, einfa-
che Bearbeitungen vornehmen (zum Beispiel

Zuschneiden), in ein anderes Videoformat
umwandeln und das resultierende Video auf
eine Online-Plattform hochladen.

Die zweite Halfte der Priifungsfragen ist di-
rekt in der Priifung und ohne Nutzung von
Computer und Internet zu bearbeiten. Einer-
seits dienen diese Fragen der Prdvention
von Plagiaten, andererseits sind Lehrperso-
nen im Schulalltag immer wieder gefordert,
ohne Vorbereitung aus dem Stegreif zu Fra-
gen Stellung zu beziehen, sei es in Diskus-
sionen im Lehrerkollegium, in Elterngespra-
chen oder in Arbeitsgruppen. Ein Beispiel
einer solchen Priifungsaufgabe:

»Aufgabe: Audio-Feedback in ihrem Fach
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Ton-
dokumente (Audio) im Unterricht einzu-
setzen. So konnen auch Feedbacks (bei-
spielsweise zu einem Aufsatz oder einer
Projektarbeit) nicht nur schriftlich, sondern
auch per Audio gegeben werden.

Schildern Sie auf max. einer A4-Seite, wie
in Ihrem Fachgebiet ein Audio-Feedback
eingesetzt werden kann. Beschreiben Sie
die Vor- und Nachteile gegeniiber einem
schriftlichen Feedback und begriinden Sie,
welchen Mehrwert Sie von einem Audio-
Feedback erwarten wiirden.“

Unsere Erfahrungen tiber rund zehn Jah-
re hinweg haben gezeigt, dass die enge
Verzahnung von allgemeiner Didaktik,
Fachdidaktik und Unterrichtspraxis sowie
die Methode des didaktischen Doppel-
deckers und der unmittelbare Einbezug
der Studierenden in die inhaltliche Wei-
terentwicklung der Lehrangebote von den
anderen Dozierenden zuerst mit grofer
Skepsis aufgenommen wurden und auch
zu Widerstand gefiihrt hat. Die Studieren-
den haben gelernt, Prdsentationen auf
ihre Qualitat hin zu beurteilen und ihre
eigenen Prdsentationen entsprechend zu
gestalten. Die erworbenen Kenntnisse zur

Gestaltung guter Prdsentationen haben die
Studierenden als Maf3stab fiir die Prasen-
tationen der Dozierenden genommen, was
zu diversen Diskussionen Anlass gegeben
hat. Dieser ,,Druck von unten“ hat letztlich
zur Steigerung der hochschuldidaktischen
Qualitat aller Lehrveranstaltungen beige-
tragen. Parallel zur Lehrveranstaltung fir
die Studierenden wurden allen Dozieren-
den die gleichen Inhalte im Rahmen von
Workshops vermittelt. Damit wurde die
Grundlage geschaffen, dass das erworbe-
ne Wissen der Studierenden spater in der
Fachdidaktik genutzt wird. Seitens der Stu-
dierenden wurde unser Ansatz von Beginn
weg sehr begriifit. Insbesondere, dass die
Halfte der moglichen Priifungsfragen vorab
bekannt war und bearbeitet werden konnte
und dass die meisten Aufgaben gleich im
eigenen Unterricht genutzt werden konn-
ten, stief3 auf groBe Gegenliebe.

6. Mathematik und Informatik
im Wechselspiel

Zum Abschluss werfen wir noch einen Blick
auf die Informatik. Wie das TPACK-Modell
von Mishra / Koehler zeigt, bendtigen
Lehrpersonen heute zwingend auch ein
informatisches Grundverstdndnis. Ddobeli
Honegger (D6beli Honegger, 2016) setzt
sich eingehend mit der Frage auseinan-
der, warum in der Schule kein Weg mehr
an Informatik vorbeifiihrt. Er betont dabei,
dass Informatik mehr als Programmieren
ist. Mit Informatik ldsst sich zum Beispiel
Mathematik und Physik besser verstehen
und Informatik hilft, Probleme besser zu
l6sen. Wir verzichten hier auf detaillierte
Ausfiihrungen und verweisen auf die Kern-
aussagen von Ddobeli Honegger. An zwei
konkreten Problemstellungen wollen wir
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aber aufzeigen, wie eng verzahnt Mathe-
matik und Informatik sind. Mathematische
Gedankengdnge kénnen zu unverhofft ein-
fachen Losungen informatischer Probleme
fuhren und umgekehrt. Halmos beschreibt
die Fehlvorstellung von mathematischem
Denken sehr treffend (Halmos, 1968): “Ma-
thematics — this may surprise or shock you
some — is never deductive in its creation.
The mathematician at work makes vague
guesses, visualizes broad generalizations,
and jumps to unwarranted conclusions.*
Die Informatik stellt heute fiir die Mathema-
tik ein Experimentierlabor mit einem riesi-
gen Potenzial zur Verfligung und stellt da-
mit Werkzeuge ganz im Sinne von Halmos
zur Verfligung.

Parnas, ein Pionier der Softwaretechnik,
duBert sich zum Thema Abstraktion wie
folgt (Parnas, 2007): “Mathematic courses
teach us how to work with abstractions but
not usually how to develop appropriate
ones. [...] Many computer science courses
fail to teach students how to develop abs-
tractions because they use models that are
not abstractions but lies. [...] Finding the
simplest model that is not a lie is the key to
better software design.“

Beide Zitate zeigen, dass die Mathematiker
von den Informatikern lernen kénnen und
umgekehrt. Die beiden folgenden auf Dijks-
tra zurlickgehenden Probleme zeigen zum
Schluss das Wechselspiel zwischen Mathe-
matik und Informatik auf (Dijkstra, 1990).
Beim ersten Beispiel ist die Terminierung
des Algorithmus trivial, eine Aussage liber
den Output des Programms hingegen ist
auf den ersten Blick nicht offensichtlich.
Beim zweiten Beispiel ist der angestrebte
Output klar, unklar aber bleibt, ob das zu-
gehorige Programm tiberhaupt terminiert.
Beim ersten Problem betrachtet man blaue
und rote Kugeln in einem Sack. Ausserhalb
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des Sacks hat man noch einige blaue Ku-
geln als Vorrat. Solange sich wenigstens
zwei Kugeln im Sack befinden, zieht man
zufédllig zwei Kugeln. Haben beide Kugeln
die gleiche Farbe, legt man eine blaue Ku-
gelin den Sack zuriick. Hat man eine blaue
und eine rote Kugel gezogen, legt man eine
rote Kugel in den Sack zuriick. Es ist ein-
fach, ein Programm zu schreiben, welches
diesen Prozess simuliert. Das Programm
wird terminieren, denn mit jedem Griff in
den Sack reduziert sich die Anzahl der Ku-
geln im Sack um eine Kugel. Unklar ist, wel-
che Aussage iber die Farbe der am Schluss
im Sack verbleibenden Kugel gemacht wer-
den kann. Eine sorgfdltige mathematische
Analyse zeigt, dass die Antwort sehr ein-
fach ist. Die Paritdt der roten Kugeln bleibt
wdhrend des Prozesses erhalten, sie ist
eine Invariante im Programm. Beginnt man
mit einer ungeraden Anzahl roter Kugeln,
bleibt am Schluss eine rote Kugel (brig.
Beginnt man mit einer geraden Anzahl ro-
ter Kugeln, bleibt eine blaue Kugel tbrig.
Eine mathematische Analyse reduziert das
Programm auf eine Uberpriifung der Paritit
der roten Kugeln zu Beginn und macht das
Simulationsprogramm {berfliissig.

Beim zweiten Problem sind in der Ebene n
schwarze und n rote Punkte gegeben, wo-
bei keine drei Punkte kollinear — also nicht
auf einer Geraden liegend — sein sollen. Je
ein schwarzer und ein roter Punkt soll mit
einer Strecke verbunden werden. Die Frage
stellt sich, ob es eine schnittfreie Anord-
nung der Verbindungsstrecken gibt. Eine
mathematische Aussage dazu ist nicht auf
Anhieb ersichtlich. Ein geschickter algo-
rithmischer Gedankengang fiihrt jedoch zur
tiberraschenden Aussage, dass es fiir jede
Anordnung der Punkte mindestens eine
schnittfreie Losung gibt.

3

Abbildung 6: Sukzessive Entfernung einzelner Schnitt-
punkte

Man entfernt nach dem Muster in der Abbil-
dung (Abbildung 6) sukzessive die Schnitt-
punkte zweier Strecken. Da dadurch auch
mehr Schnittpunkte entstehen konnen,
scheint das Vorgehen auf den ersten Blick
nicht zielfihrend zu sein, das Verfahren
konnte endlos laufen. Aber wir haben es mit
einem endlichen Zustandsraum zu tun: Es
gibt nur n! verschiedene Anordnungen der
Verbindungsstrecken. Fiir die Terminierung
des Algorithmus reicht es deshalb zu zei-
gen, dass beim Verfahren nie ein vorheriger
Zustand erneut besucht wird. Wegen der
Dreiecksungleichung sehen wir, dass die
Summe der Langen aller Verbindungsstre-
cken beim Verfahren abnimmt. Jeder neue
Zustand weist eine geringere Gesamtlange
auf. Das Programm wird deshalb terminie-
ren. Die Betrachtung des Zustandsraumes
fiilhrt uns bei diesem Problem zu einem ele-
ganten mathematischen Existenzbeweis.
Die beiden Beispiele zeigen sehr schon
auf, wenn auch an Beispielen ohne unmit-
telbaren anwendungsbezogenen Nutzen,
wie sich Informatik und Mathematik gegen-
seitig befruchten kdnnen.
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Werner Hartmann, Stefanie Jackel

»Medien im Mathematikunterricht“ — Dokumentation der

Abschlussdiskussion

Im Anschluss an den Vortrag ,,Medienein-
satz als pddagogisch-didaktischer Doppel-
decker” des Referenten Werner Hartmann
wurde die zum Tagungsblock stattfindende
Abschlussdiskussion durch den Moderator
Michael Fothe erdffnet. Die Folien des Vor-
tragenden standen dem Plenum als Grund-
geriist und roter Faden der Diskussion zur
Verfiigung.

Die nachfolgende Dokumentation spiegelt
Redebeitrage, Schwerpunkte und Verlauf
der Abschlussdiskussion wider, von der sich
die Teilnehmenden sicher waren, dass ge-
meinsam erorterte Fragen in Zukunft mehr
und mehr an Bedeutung gewinnen werden.
Auch wurde iUbereinstimmend festgestellt,
dass fiir dargelegte Diskussionsfelder im
Gesamtkontext Schule — und fiir den Mathe-
matikunterricht im Speziellen — noch keine
endgiiltigen Resultate erkennbar sind. Das
gemeinsame Analysieren der Thematik kann
lediglich den Anfang einer bildungswissen-
schaftlichen, gesellschaftlichen und politi-
schen Debatte bilden, fiir die es noch keine
fertigen Losungen gibt. Sie kdnnen jedoch
Ziel einer langerfristigen Entwicklungspha-
se sein. Veranstaltungen in der Art des in-
ternationalen Workshops sind laut Plenum
als mogliche Teilschritte auf diesem Wege
anzusehen.

Einleitend umriss der Moderator verschie-
dene Beispiele einzelner Folien und stellte
sie offen zur Diskussion. In chronologischer
Reihenfolge der Vortragsfolien setzten sich
die Tagungsteilnehmer mit den angespro-
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chenen Grundsatzthemen des aktuellen
und zukiinftigen Mathematikunterrichts
auseinander. Die nachfolgende Dokumen-
tation fasst die einzelnen Redebeitrdage und
Ergebnisse der Diskussion in zentralen Pro-
blemkreisen zusammen, die sich nach dem
Vortrag von Hartmann und im bisherigen
Tagungsverlauf herauskristallisiert hatten.

1. Problemkreis: Unterrichtsge-
staltung, Kompetenzentwick-
lung und Aufgabenstellungen

Der erste diskutierte Problemkreis bezieht
sich auf die zukinftige inhaltliche und
methodische Gestaltung von Mathematik-
unterricht durch Medieneinsatz. Es wurde
die Ansicht vertreten, dass der Einsatz ver-
schiedener Technologien zum Wandel von
Aufgaben fithren muss und auch fiihrt. Es
sind beispielsweise Aufgabenstellungen
wiinschenswert, bei deren Bearbeitung das
Internet ganz selbstverstandlich zugelassen
ist. Am Beispiel einer klassischen Konstruk-
tionsaufgabe (man konstruiere ein gleich-
seitiges Dreieck aus Seitenlange und Hohe)
wurde erortert, dass die Lehrkraft gestellte
Aufgaben legitimieren muss. Haufig wird
hierbei das Argument ,man schule das all-
gemeine Denkvermégen® hervorgebracht.
Jedoch kann ein Gegenargument lauten,
dass man das Denkvermdgen auch mit Hil-
fe ganz anderer Aufgaben schulen kann,
beispielsweise durch Drehen eines zweimi-

nitigen Erklarvideos zum Thema Dreiecks-
konstruktionen, wodurch komplexe Anfor-
derungen bewdltigt werden miissen.

Dass aussagekrdftige Videotutorials zu-
kiinftig an Bedeutung gewinnen, ldsst
sich am Beispiel einer Studentin zeigen,
deren Schiller die Division von Briichen
auf nicht herkdmmliche Art und Weise be-
rechneten. Sie konnte sich mit Hilfe online
bereitgestellter Lehrvideos schnell und
unkompliziert rlickversichern, dass auch
dieser Losungsweg korrekt ist. Individuell
ausgewdhlte und qualitativ hochwertige Er-
klarvideos wurden von vielen Diskussions-
teilnehmern als sinnvolle Ergdnzung (zum
Beispiel beim Wiederholen von Unterrichts-
inhalten zu Hause) zum Unterricht gesehen.
Konzepte des E-Learnings und authenti-
sche Aufgaben riickten einhergehend mit
dem zentralen Begriff der Partizipation
insgesamt in den Vordergrund. Interaktivi-
tat wurde im gemeinsamen Dialog als ent-
scheidender Faktor genannt.

Die Lehrpersonen haben dabei die Heraus-
forderungen zu meistern, Schwerpunkte zu
setzen und klar definierte Ziele fiir den Kom-
petenzerwerb zu stecken. Da Kompetenzen
im Leben sehr wichtig sind, muss im Unter-
richt die Konzentration auf das Nichtautoma-
tisierbare und das Nichtabrufbare erfolgen.
Kompetenzorientierung und offene Aufga-
benstellungen sind fiir das Fach Mathematik
somit unabdingbar. AuBerdem wurde ein
Pladoyer fiir das elementare Wissen gehal-
ten, da viele Inhalte aufeinander aufbauen.
Folglich konnen auch vertiefende Fachinhal-
te nicht verstanden werden, wenn die Basis
nicht sitzt. Bedeutsam ist hierbei auch das
Entwickeln und Erproben von Szenarien zur
Kreativitatsforderung, die laut Hattie-Stu-
die eine hohe Lernwirksamkeit verspricht.
Schopferische Aufgaben konnen dabei ver-
schiedenen Gebieten entstammen.

Nachdem die Art der Aufgabenstellung
selbst in den Fokus des Diskurses gestellt
worden ist, berichteten Teilnehmer von der
Erfahrung, dass beim Bestreben, alle Rand-
bedingungen einer Aufgabe anzugeben, zu
lange Texte entstehen, die Lernende kaum
mehr erfassen kdnnen. Kurze, prdgnante
Texte sind daher geeigneter. Bei diesen miis-
sen sich die Schiilerinnen und Schiiler selbst
sinnvoll tiberlegen, was zu berechnen ist. Es
wurde resiimiert, dass zu Arten von Aufga-
benstellungen und zugelassenen Wegen der
Losungsfindung weitere Erfahrungen im Un-
terricht gesammelt werden miissen. In die-
sem Zusammenhang wurde beispielsweise
auch das Schreiben eines mathematischen
Aufsatzes als Arbeitsauftrag vorgeschlagen.
Auch an Aufgabenstellungen dieser Art soll-
te man sich mit seinen Schiilern probieren
und je nach Schiilergruppe im Aufsatz die Er-
wahnung vorgegebener Worter zu erwarten,
um reichhaltigen Inhalt zu sichern.

2. Problemkreis: Priifungsge-
staltung, Schummeln und Leis-
tungsbewertung

Der zweite Problemkreis setzt sich mit
Verdanderungen bei der Gestaltung von
Priifungen und der Bewertung von Schiiler-
leistungen auseinander. Es wurde kritisch
diskutiert, welche Inhalte mit welchen Me-
thoden zu priifen sind, welche Regeln da-
bei gelten sollen und wie eine Bewertung
erfolgen kann.

Am Beispiel der schriftlichen Maturitdts-
priifung der Kantonschule Baden gelang
der Einstieg in dieses Problemfeld. Bei der
genannten Abschlusspriifung waren die For-
melsammlung und ein Notebook mit Inter-
netzugang als Hilfsmittel zugelassen. Nicht
gestattet war hingegen die Nutzung von
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Notebook und Internetzugang zu Kommu-
nikationszwecken. Ahnliche Festlegungen
wurden auch vom Mannschaftswettbewerb
Informatik berichtet: Hier erfolgte ebenfalls
die Belehrung, dass das Internet zu Kommu-
nikationszwecken nicht gestattet ist.
Weiterhin beschéftigte sich das Publikum
mit der Uberlegung, wie vorgegebene Prii-
fungsmodalitdten bestmdglich abzusi-
chern sind. Auf Nachfrage berichtete der
Referent von seinen Erfahrungen, Tricks an-
zuwenden und als Lehrkraft kreative Ideen
zu entwickeln. So konnen beispielsweise
zwei Serien einer Abschlussarbeit entwi-
ckelt werden — mit Varianten von Aufgaben,
die sich nur ganz gering unterscheiden
(zum Beispiel in den gegebenen Koordina-
ten). Fir die Schiiler darf es hierbei keine
ersichtliche Kennzeichnung von Variante A
und B geben. Sitzt die Lehrkraft hinten im
Raum, kann sie die Schiilerinnen und Schii-
ler auBerdem besser beobachten.

Auch die Wahl der Priifungsform bedarf
wesentlicher Uberlegungen: Priifungen
schriftlich bearbeiten zu lassen, hat den
Vorteil, dass es im Gegenzug zur digitalen
Version keine Kopiermdglichkeit komplet-
ter Aufgaben gibt. Wird die Priifung digital
durchgefiihrt, ist eine Versionskontrolle
hilfreich, bei der die Priiflinge die Entste-
hung und relevante Einzelversionen ih-
rer Arbeit abspeichern miissen oder die
Speicherung in regelméafiigen Abschnitten
automatisiert durch Dokumentversionen
erfolgt. Notfalls kdnnen auch Protokolle
nachverfolgt werden, fiigte ein Diskussi-
onsteilnehmer hinzu.

Bei elektronischer Abgabe der Lésung soll-
te mit den Priiflingen vereinbart werden,
dass die Losung klar ersichtlich hergelei-
tet wird. Dieses Vorgehen und auch die Art
der Dokumentation ist mit den Schiilern im
Unterricht zu {iben, da als Konsequenz bei
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Nichtdokumentation und Nichtbeachtung
keine Punkte gegeben werden. Somit sollte
auch die Art der Lésungsdokumentation in
die Unterrichtsgestaltung einflieBen.
Weiterhin wurde angemerkt, dass es schon
immer Moglichkeiten zum Schummeln
gab (beispielsweise durch einen Toilet-
tengang). Mit Absicherungsmechanismen
beim Einsatz digitaler Systeme (zum Bei-
spiel Priifungsmodus in GeoGebra) ver-
sucht man, auch anteilig die psycholo-
gische Seite zu bedienen. Wohlwissend,
dass man sich nur einem bestimmten Grad
der Absicherung anndhern kann und es
vollkommene Sicherheit gegeniiber Be-
trugsversuchen nicht geben wird. Verschie-
dene Diskussionsbeitrdge unterstrichen
iberdies die Einsicht, dass es vollstandige
Gerechtigkeit beim Bewerten nicht geben
wird, da es beispielsweise zufallsabhadngig,
aber notenentscheidend sein kann, was
ein Schiiler kurz vor der Priifung noch (eher
zufallig) lernt. Gleichwohl wurde betont,
dass die in der Priifung eingesetzte Tech-
nik nicht die einzige Moglichkeit ist, mit
der gemogelt werden kann. Es gibt weitaus
mehr ,digitale Helfer* wie beispielsweise
die Apple-Watch oder Google-Glass mit un-
zdhligen Features sowie die ,klassischen
Methoden*“ wie Spickzettel, Beschreiben
der Formelsammlung usw. Auch sei es
insgesamt kompliziert, eine vollkommene
Gerechtigkeit bei notenorientierten Formen
der Bewertung herzustellen.

Es wurde im weiteren Verlauf der Diskus-
sion die provokante Frage aufgeworfen,
,»0b wir aus dem Grund, vermeintliche Ge-
rechtigkeit herstellen zu wollen, eigentlich
keine zeitgemdBen Aufgaben stellen?“, da
sich die heute zu vermittelnden Kompeten-
zen und die entsprechenden Priifungen wi-
dersprechen. Der kompetente Umgang mit
digitalen Technologien riickt in der Lebens-

welt immer weiter in den Mittelpunkt. Diese
Entwicklung wird aber in den momentanen
Abschlussaufgaben nicht ersichtlich und
muss daher starker beriicksichtigt werden.
Als weiterer Aspekt wurde die Kontroverse
Gruppen- versus Einzelpriifungen heraus-
gestellt: Obwohl Sozialkompetenz, Kom-
munikationsfahigkeit und gemeinsames
Problemldsen in der Bildungs- und Be-
rufswelt gefragter denn je sind, werden in
Abschlusspriifungen derzeit Einzelleistun-
gen bewertet. Auflerdem wurde der Wider-
spruch zwischen offenen Aufgaben, die im
Mathematikunterricht arbeitsteilig geldst
werden und einer korrekten Bewertung um-
rissen. Oftmals ist die korrekte Bewertung
der Einzel- und gemeinschaftlichen Losun-
gen auch durch die zusdtzliche Offenheit
der Aufgabe problematisch.

Diesbeziiglich wurde diskutiert, ob die Be-
wertung von Gruppenleistungen zusdtzlich
zur Einzelleistung einer Abiturpriifung ge-
recht wird. Ein moglicher Ansatz kann vor
allem bei offenen Aufgaben sein, das Be-
werten der Losung durch Charakterisieren
zu ersetzen und die Schiilerleistung nicht
in eine Note miinden zu lassen. Stattdessen
kann die Lehrkraft eine verbale Charakteri-
sierung der Eigenschaften der Losung vor-
nehmen.

Ubereinstimmend kamen die Diskussions-
teilnehmer zum Ergebnis, dass Regeln und
Vorgaben des Priifungsrahmens fiir alle
Beteiligten klar definiert sein miissen. Man
muss ein ausgewogenes Verhdltnis zwi-
schen Vertrauen und konsequenter Uber-
prifung finden.

Als Zwischenfazit der Abschlussdiskussion
kann restimiert werden, dass angestrebt
werden muss, Aufgaben so zu stellen, dass
Arten des Schummelns (mit oder ohne di-
gitaler Technik) keinen wirklichen Vorteil
bringen, sondern die Losung eigenes Nach-

denken erfordern sollte.

3. Problemkreis: Zusammenwir-
ken von Mathematik, Medien-
bildung und Informatik

Der dritte Problemkreis enthdlt Themenbe-
reiche, die vom Referenten als Anregung
zum Informationsaustausch tber die Ver-
zahnung des Unterrichtsfachs Mathematik
mit Medienbildung und dem Fach Informa-
tik zur Verfligung gestellt wurden.

e Welchen Beitrag leistet der Unterricht
in meinem Fach (zum Beispiel Mathe-
matik) zur Medienbildung? Wie sieht
dieser Beitrag konkret aus?

e Missten in der Lehrerbildung fiir mein
Fach (zum Beispiel Mathematik) auch
Grundlagen der Informatik vermittelt wer-
den? Und falls ja, welche Grundlagen?

e Bald kommen alle Schiilerinnen und
Schiiler mit ihrem eigenen mobilen
Endgerdat (Smartphone, Tablet, Note-
book) in die Schule. Damit verfiigen die
Schiiler tiber ein ganzes Spektrum von
standardméaBiig mitgelieferten, nicht
auf ein einziges Fach ausgerichteten
Programmen zum Beispiel zur Prasenta-
tion, Kommunikation und Kooperation.
Lassen sich diese Programme in lhrem
Fachunterricht mit Mehrwert nutzen?
Wie konnten solche Szenarien konkret
aussehen?

e (berlegen Sie, welche disruptive Ent-
wicklung (zum Beispiel technische
Neuerung) lhren heutigen Unterricht
grundlegend verandern oder gar obso-
let machen kénnte. Denken Sie von Ih-
ren Schiilerinnen und Schiilern und den
Zielen der Allgemeinbildung aus. Be-
grenzen Sie lhr Denken nicht, sondern
tiberlegen Sie, wie Ihr Unterricht grund-
legend neu gedacht werden konnte.
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4. Problemkreis: Rolle und
Aufgabe der Schule im Zeitalter
digitaler Technologien

Imvierten Problemkreis wurde die Frage des
Personals an Schulen in den Vordergrund
gestellt. Der Referent erlduterte, dass in
den letzten Jahren von vielen Seiten Techni-
ker fiir die Schulen gefordert wurden. Heute
muss man stattdessen die Forderung nach
funktionierendem, einfach zugadnglichem
W-LAN an den Schulen stellen. An Stelle
von schuleigenen Servern und Technikern
benotigten die Lernenden High-End-Gerdte
mit Internetzugang. Auflerdem wurde die
Empfehlung geduBiert, keine lizenzpflichti-
ge Software mehr zu installieren, sondern
einfache, kostenfreie Softwarelosungen
und mobile Umgebungen zu verwenden. Im
Weiteren verwunderten die zugelassenen
Hilfsmittel in der Maturitatspriifung 2014,
da zusétzlich zum Notebook ein einfacher
Taschenrechner gestattet wurde. Dieses
Beispiel zeigt, dass man Technologien in
den Schulen derzeit nicht ersetzt, sondern
hinzufligt. Andererseits bietet die Vorge-
hensweise natiirlich auch Vorteile, da Ler-
nende individuell mit dem Hilfsmittel arbei-
ten kdnnen, an das sie sich gewdhnt haben
und hier auch die Frage der Effizienz in der
Bedienfertigkeit eine Rolle spielt.

Als positives Beispiel flir sinnstiftenden
Einsatz digitaler Technologien wurde eine
vom Schnee eingeschlossene Schule in den
SchweizerAlpen angefiihrt, deren Unterricht
mit Hilfe von digitaler Technologien auf-
rechterhalten werden konnte. Als Lawinen-
gefahr drohte, wurde der Unterricht sogar
individualisiert von zu Hause fortgefiihrt.
Erweiternd wurde in diesem Zusammen-
hang auch dargestellt, dass durch den Ein-
satz von Technologien im Gesamtkontext
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Schule und Unterricht auch disruptive Ent-
wicklungen (eventuell kann beispielsweise
der 3D-Druck diese auslosen) hervorge-
rufen werden kdnnten, deren Folgen noch
nicht zu erahnen sind.

Als Ausblick der Diskussion soll die Uber-
zeugung dienen, dass dringend grundle-
gend dariiber nachgedacht werden muss,
welche Aufgabe Schule im Zeitalter der di-
gitalen Revolution hat, welche Rahmenbe-
dingungen gelten sollen und welche Mittel
zur Verfligung stehen miissen.

Abkirzungsverzeichnis

CAS Computeralgebrasystem

DGS dynamische Geometrie-Software

DT digitale Technologien

GDM Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik

GTR graphikfahiger Taschenrechner

KMK Kultusministerkonferenz

MNU Deutscher Verein zur Forderung des mathematischen und naturwissenschaft-
lichen Unterrichts

QL Qualitatsoffensive Lehrerbildung

Die in diesem Tagungsband angegebenen Internetquellen wurden zuletzt am 30. Juni 2018

gepriift.
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