Sicherheitsbeurteilung von Tragwerken mit Fuzzy-Modellen
Bernd Moller, Michael Beer, Wolfgang Graf, Andreas Hoffmann

1 Fuzzifizierung

Typische unscharfe Eingangsinformationen fiir Bauwerke Anzahl Stichproben A M (Bo)
sind Belastungen (z.B. Erdbebenbelastungen), Materialeigen-
schaften (z.B. Dampfungskoeffizienten) oder geometrische
Grofen. In Abb. 1 ist die Fuzzifizierung einer MaterialgrofBe
dargestellt. An einem historischen Gebdude in Dresden war
die Druckfestigkeit von Sandsteinmauerwerk zu bestimmen.
Da nur sehr wenige Druckversuche durchgefiihrt werden
konnten, ist keine gesicherte statistische Verteilung angebbar.

Vorschlag 1
= === Vorschlag 2

Die Druckfestigkeit wird daher folgerichtig als Fuzzy-Grofe ol 20 By E‘ﬁ/mrif} 010200 By ?g/mi%
modelliert. Unter Beriicksichtigung von heuristischem Inge-

nieurwissen wurden zwei Vorschlige fiir Zugehorigkeits-  Abb. 1 Druckfestigkeit von Sandsteinproben und
funktionen ausgearbeitet. Fuzzifizierung

2 Fuzzy-Analyse

Als Fuzzy-Analyse wird die Abbildung unscharfer Eingangsinformationen (im weiteren als konvex vorausgesetzt) auf einen
unscharfen Ergebnisraum bezeichnet. Grundlage ist das Erweiterungsprinzip in Verbindung mit dem kartesischen Produkt
zwischen unscharfen Mengen, s. z.B. /1/, /2/.

Gegeben seien
- n+l Grundmengen X,,...., X,,....,X,, Y,
- nunscharfe Mengen A, auf X, mit den Zugehérigkeitsfunktionen py(x ), i=1,...,n
- eine Abbildung f: X, x...xX - Y mit y=f(x,,...,x,) und yeY.

Die Abbildung f(A,,..., A,) fiihrt zu einer unscharfen Menge Bauf Y mit

]§:{(Y7 HNB(y)) ‘ y:f(xla'“axn)a (Xlr"axn) € XIX"'XXn}a
wobei sich die Zugehorigkeitsfunktion pg(y) ergibt

Y=(Xi5..0X0)

o Sup min [ul (Xl )7 R ”‘n(xn)] ’ faus 3 y:f(xl EARN 9X11)
HE(y)=
sonst.

Die unscharfen Eingangsgroflen miissen mittels des kartesischen Produktes verkniipfbar sein. Im Erweiterungsprinzip sind
zwei Operatoren enthalten, der Abbildungsoperator f zur Erzeugung der Ergebnisgrofle y und der Min-Max-Operator zur
Erstellung der Zugehdrigkeitsfunktion pg(y).

Statt des Erweiterungsprinzips ist bei Anwendungen im Bauingenieurwesen der Einsatz der a-Diskretisierung vorteilhaft. Die
Fragestellung zur Findung des Losungspunktes in der y-p5(y)-Ebene wird damit invertiert. Bei gegebenem festen o= py(y) ist

der kleinste und grofite Wert von y gesucht. Ergebnis der Analyse mit Hilfe der a-Diskretisierung ist stets eine konvexe

unscharfe Menge. Wird vorausgesetzt, dafl die Abbildungsvorschrift f stetig ist, dann liefern Erweiterungsprinzip undea-Dis-

kretisierung identische Zugehdrigkeitsfunktionen. Ist der Operator f nicht stetig, kann der Einsatz des Erweiterungsprinzips
eine nicht konvexe (evtl. sogar nicht zusammenhingende) unscharfe Ergebnismenge erzeugen. Bei Anwendung der a-

Diskretisierung ergeben sich die Zugehdorigkeitswerte fiir min y, < y< max y, zu u; (y)> o, es entsteht eine Hilllkurve. Durch
eine aufwendige Analyse der Abbildungsfunktion in Verbindung mit der Auswertung aller lokaler Minima und Maxima von
y innerhalb des Losungsintervalls lassen sich diese Méngel beheben. Am Beispiel eines Einfeldtragers mit der Lange 1 unter
einer Einzellast und einem Einzelmoment an der unscharfen Stelle %, der Stabachse (s.

Abb. 2) wird der beschriebene Effekt verdeutlicht. Betrachtet wird die Abbildung der P=10 kN

Laststellung %, auf das Biegemoment Mxk an der Stelle x,, y = M (xp )= f(Xp). Die Funk- NEZZ kNm

tionsgleichung zur Ermittlung von M, (x;) ergibt sich aus Abb. 2 mit den dort ein- /%7\7? ' 1_ g

getragenen Parametern 0 % X i

M, (xp)= { I+ 5% [kNm] | xp<x, 4L 220 m 4L 220m 4L
* 24 - 5%, [kNm] | xp>X,.

Abb. 2  EinfeldtrigermitBelastung
an der unscharfen Stelle %,



In Abb. 3 sind das Vorgehen nach dem Erweiterungsprinzip und nach der a-Diskretisierung gegeniibergestellt. Die a-Dis-
kretisierung kann eingesetzt werden, wenn Fehler infolge Nichtbeachtung lokaler Optima fiir die Auswertung unscharfer
Ergebnisse nicht von Bedeutung sind (a priori Abschdtzung), oder wenn stetige Abbildungsoperatoren vorliegen. Bei dera-
Diskretisierung werden die iiber das kartesische Produkt zu verkniipfenden Fuzzy-Eingangsgroen ina-Niveau-Mengen zer-
legt, aus denen ein unscharfer Eingangsbereich gebildet wird. Dieser Eingangsbereich stellt im Raum der Eingangsparameter
einen n-dimensionalen (n Anzahl der Fuzzy-Eingangs-
grofBen) Hyperquader dar. Der n-dimensionale unscharfe
Eingangsbereich wird auf einen m-dimensionalen unscharfen
Ergebnisbereich abgebildet, m ist dabei die Anzahl der
Fuzzy-Ergebnisgrolen. Hangt der Abbildungsoperator zu-
sitzlich von scharfen Parametern (z.B. Lastfaktor v, Zeit-
parameter t) ab, entwickelt sich der unscharfe Ergebnis-
bereich mit Verdnderung dieser Werte. Sonderfille ergeben
sich durch die Eigenschaften des Abbildungsoperators und
der Abhingigkeit der unscharfen Ergebnisbereiche von den
scharfen Parametern. Derartige Eigenschaften sind
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Abb. 3 a) unscharfe Laststellung %,,

- Stetigkeit, b) unscharfes Biegemoment bei x, =x, nach Er-

- Eineindeutigkeit, weiterungsprinzip,

- Relation zwischen n und m, c) unscharfes Biegemoment bei x, =x, nach a-

- Monotonie, Diskretisierung ohne Beriicksichtigung lokaler
- Linearitit. Optima

Diese konnen bei der Absuche des unscharfen Eingangsbereiches nach den Losungspunkten und bei der Verfolgung der
Entwicklung des unscharfen Ergebnisbereiches mit der Verdnderung scharfer Parameter teilweise zur Vereinfachung genutzt
werden. Bei Monotonie in alle Richtungen fallen z.B. die gesuchten Losungspunkte mit den Ecken des unscharfen Eingangs-
bereiches zusammen. Die genannten Eigenschaften sind partiell auswertbar.

Sind keine Vereinfachungen moglich, muf der gesamte unscharfe Eingangsbereich nach Losungspunkten abgesucht werden.
Fiir einen Einfeldtréager unter Streckenlast, s. Abb. 4, wird die Abbildung der unscharfen Laststellung %, auf das Biegemoment

1\~/Ixk an der Stelle x, betrachtet. Bei Einschrankung 1ms<x,<3m lautet der stetige Abbildungsoperator f
V(%)= M (xp)= -3:%" + 12%, + 3 [kNm].
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Abb. 4 Einfeldtrager mit Belastung
an der unscharfen Stelle %,

Abb. 5 a) unscharfe Laststellung %,
b) unscharfes Biegemoment bei x,=x, nach
a-Diskretisierung

Diese Funktion besitzt an der Stelle x,=2,00 m ihr globales Maximum. Wird die Fuzzy-Eingangsgrofe %, so vorgegeben, dall
der Wert x,=2,00m mindestens Element einer a.-Niveau-Menge ist, liegt der Losungspunkt bei Maximumsuche im Inneren des

unscharfen Eingangsbereiches. Die Fuzzy-Eingangsgrofe %, und die Fuzzy-Ergebnisgrofie 1\~/[xk sind in Abb. 5 eingetragen. Der
vertikal verlaufende Abschnitt der Zugehdrigkeitsfunktion pg(M,, ) entsteht durch die beschriebene Lage des Losungspunktes
innerhalb mehrerer a-Niveau-Mengen, fiir die sich gleiche Maximum-Ldsungen ergeben.

Die Absuche des unscharfen Eingangsbereiches stellt eine Optimierungsaufgabe dar. Der Abbildungsoperator f ist als
Zielfunktion zu betrachten. Das (streng betrachtet) auftretende Vektoroptimierungsproblem (mehrere Ergebnisgroflen =
mehrere Zielfunktionen) zerféllt sofort wieder, wenn die einzelnen Zielfunktionen nacheinander betrachtet und die tibrigen mit
0 gewichtet werden. Eine Kompromiflosung im eigentlichen Sinne ist hier nicht von Bedeutung. Fiir die Losung des
Optimierungsproblems stehen verschiedene Algorithmen zur Auswahl. Erlauben die Eigenschaften des Abbildungsoperators
die a priori Abschétzung, daf3 die gesuchten Losungspunkte nur in den Ecken des unscharfen Eingangsbereiches liegen, ist die
Anwendung einer Permutationsabsuche mdglich, s. z.B. /3/. Dabei wird der Vektor der Eingangsgrofien nacheinander mit allen
moglichen Intervallrand-Kombinationen besetzt und ausgewertet. Liegt der Losungspunkt auf der Oberfléche, ist eine Randab-
suche sinnvoll. Die Absuche des gesamten Eingangsbereiches 14t sich z.B. mittels systematischer Vernetzung, Monte-Carlo-
Methode, Gradientenmethode oder Evolutionsstrategie durchfiihren. Die Anwendung der Gradientenmethode erfordert Kennt-



nisse tiber die Richtungsableitungen der Zielfunktion. Bei der Losung von gewdhnlichen Differentialgleichungssystemen erster
Ordnung ist diese Methode vorteilhaft einsetzbar. Das Vorgehen wurde von Bontempi /2/ beschrieben.

Im Rahmen der nichtlinearen Tragwerksanalyse liegen i.d.R. nur sehr wenige oder keine Informationen zum Verlauf der
Zielfunktion (des Abbildungsoperators) vor. Deshalb werden die folgenden Beispiele mit Hilfe eines Mehrschicht-
netzverfahrens und einer modifizierten Evolutionsstrategie gelost. Der Rechenaufwand wichst bei Anwendung von Netzver-
fahren exponentiell mit der Anzahl der Fuzzy-EingangsgroBien. Die Anwendung der Evolutionsstrategie kann zum Verfehlen
der globalen Optima fithren. Beide Verfahren lieferten im Rahmen der gesetzten Abbruchschranken fiir die Absuche-
genauigkeit die gleichen Ergebnisse.

Beispiel 1

Ein eben wirkender Rahmen aus Stahl-Walzprofilen nach Abb. 6 wurde unter der angegebenen Belastung B, in den Rahmen-
ecken auf Stabilitdtsversagen untersucht, dabei war P,; = 0. Die Stiitzenfiile sind starr mit den quadratischen Fundamenten
verbunden. Fiir den Bodenkennwert des halbfesten Lehms wird eine Steifezahl E =5000...20000 kN/m? benutzt. Die Funda-
mente werden als linear-elastisch auf dem Baugrund gebettet idealisiert und daraus fiir die Stiitzenfiile ein unscharfer
Einspanngrad abgeleitet. Es ergibt sich fiir den Einspanngrad eine Fuzzy-Zahl zu k=K ,,=<6666;13333;26666> kNm/rad. Die
Stirnplattenanschliisse in den Rahmenecken wurden als Rotationsfedern modelliert und als Fuzzy-Dreieckzahlen mit
k,=k,=<20000;23400;25000> kNm/rad in die Rechnung einbezogen. Die horizontale Wegfeder in der rechten Rahmenecke
wird als scharfe Grofe k;=194 kN/m betrachtet. Sie ergibt sich aus dem rechten, senkrecht zur Rahmenebene verlaufenden
Walzprofiltrager IPE 360. Die vier Fuzzy-EingangsgroBen (zwei Stiitzenfulleinspanngrade und zwei Rotationssteifigkeiten in
den Rahmenecken) werden als unabhingig voneinander angenommen und kdnnen {iber das kartesische Produkt verkniipft
werden.
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Abb. 6 Rahmen mit unscharfen Rotationssteifigkeiten, Konstruktionsskizze, statisches System und Belastung

Berechnet wird die linearisierte Verzweigungslast v-Py,. Es wird eine Anfangsbelastung ns(v-Py)

P, aufgebracht und der Langskraftzustand S durch lineare Rechnung bestimmt. Dieser  ; g0

Langskraftzustand S wird linear mit dem Faktor v gesteigert, bis die Koeffizientenmatrix |

(Gesamtsteifigkeitsmatrix) des Gleichungssystems zur Bestimmung der unbekannten (.75 /L

Knotenverschiebungskomponenten singuldr wird und damit die Verschiebungen iiber / \

alle Grenzen anwachsen. Es ist das transzendente Fuzzy-Eigenwertproblem 0,50 \
det(K(v-S))=0 0,25 7

zu 16sen. Der nichtlineare Abbildungsoperator f lautet 0,00 !
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y:V:f(kqjlﬂngZ’k@fwkgM)’ V'PV [kN]

er verhélt sichin allen Richtungen streng monoton, d.h. die Ldsungspunkte werden

in den Ecken des vierdimensionalen unscharfen Eingangsbereiches liegen. Bei allen  Abb. 7 Zugehoérigkeitsfunktion
a-cuts bildet die gleiche Kombination von Intervallgrenzen den Losungspunkt. Die fiir linearisierte Verzwei-
Nichtlinearitét ist sofort zu erkennen, da alle Fuzzy-Eingangsgroflen Dreieck-Fuzzy- gungslastv-Py,



Zahlen (lineare Zugehorigkeitsfunktion) sind, die Fuzzy-Ergebnisgrofie (Abb. 7) jedoch eine deutlich nichtlineare Zugehorig-
keitsfunktion besitzt. Die Berechnung wurde fiir elf o-cuts durchgefiihrt. Zur Absuche des unscharfen Eingangsbereiches
wurde die Evolutionsstrategie angewendet. Aufgrund der Monotonie von f fithrt auch eine Permutationsabsuche zum richtigen
Ergebnis.

Beispiel 2

Wir ermitteln nun die Traglast nach der Elastizitétstheorie II. Ordnung. Eine Anfangsschiefstellung des Systems ist durch die
Eintragung einer geringen Horizontalbelastung P,;=1,00 kN vorgegeben. Die Belastung P, wird stufenweise um je 20 kN
erhoht, es erfolgt fiir jede Laststufe eine iterative Ermittlung der Sekantensteifigkeit sowie des Schnittkraft- und Verschiebungs-
zustandes. Der Verschiebungsvektor v der Systemknoten wird durch die Losung eines linearen Gleichungssystems ermittelt.
Das zu 16sende Fuzzy-Gleichungssystem lautet

P - K(S)¥=0.

Der Fuzzy-Ergebnisbereich wird dreidimensional gewéhlt. Betrachtet werden die Horizontalverschiebung ¥,(2) der rechten
Rahmenecke, die maximale Spannung &, am rechten Stiitzenkopf und die maximale Sohlspannung &, unter dem rechten
Stiitzenfundament. Zur Berechnung der maximalen Sohlspannung wird ndherungsweise eine konstante Spannungsverteilung
unter einer Ersatzfliche angenommen. Die Ersatzrechteckfldche ergibt sich aus der Bedingung, daf3 die resultierende Kraft in
der Sohlfuge mittig auf dieser Flidche steht. Der Abbildungsoperator f ergibt sich zu

vi(2)
V= |0g | = 0 Kokonke,)-

Q1o e2o™ 3

Osn 4 Py [kN] — a1

Monotonie kann nur in Richtung der Ergebnisgrofle v,(2) vorausgesetzt 2000
werden, die Abbildung ist nichtlinear. In Abb. 8 ist die Last-Sohlspan- ==
nungs-Abhéngigkeit fiir =0 und a=1 dargestellt, Abb. 9 zeigt die /
Last-Verschiebungs-Abhéngigkeiten fiir die gleichen a-cuts. Die Zu- 1500 /
gehorigkeitsfunktion der Verschiebung v(2) ist fiir die Laststufe /
P,=1880 kN in Abb. 10 eingetragen. Die nichtlinearen Zusammen- /'
hénge zwischen dem scharfen Lastparameter P, bzw. den unscharfen 1000
EingangsgroBen K, und den ErgebnisgroBen sind in den Abbildungen ;/
erkennbar. Mit linear abnehmenden Steifigkeiten k, wéchst die Hori- /
zontalverschiebung v,(2) zunehmend an. Bei linearer Steigerung des 500 "4
scharfen Lastparameters Py, ist ein iiberlineares Ansteigen der Sohl- /
spannung O, und der Verschiebung v, (2) zu beobachten. Die Be- 0
rechnung erfolgte mittels Evolutionsstrategie, es wurde mit elf a-cuts =
gearbeitet. Die Anwendung einer Rand- oder Permutationsabsuche ist 0 200 400 900 800
nur eingeschrankt moglich. Es ist vorab eine sorgféltige Diskussion des Osont [KN/7’]
Abbildungsoperators notwendig, um fehlerhafte Ergebnisse zu vermei-

den. Der zu erwartende Rechenaufwand ist geringer als beim Einsatz ~ Abb. 8 Last-Sohlspannungs-Abhéngigkeit
allgemeinerer Suchalgorithmen.
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Abb. 9 Last-Verschiebungs-Abhéngigkeit Abb. 10 Zugehdrigkeitsfunktion fiir die Verschie-

bung v,(2) bei der Laststufe P,=1880 kN



3 Defuzzifizierung, Sicherheitsbeurteilung

Die unscharfen Ergebnisse konnen defuzzifiziert oder direkt zur weiteren Auswertung (z.B. Sicherheitsbeurteilung, s. z.B. /5/)
benutzt werden. Die Defuzzifizierung stellt eine eingeschriankte subjektive Einschitzung dar; eine unscharfe Information wird
mittles geeignet gewiahlter Vorgehensweisen auf eine scharfe Grofe abgebildet. Die Wahl des Defuzzifizierungsverfahrens ist
abhéngig von der gesuchten Aussage. Es stehen zahlreiche Moglichkeiten fiir eine Defuzzifizierung zur Verfiigung. Beispiels-
weise kann das Niveau-Ebenen-Verfahren nach Rommelfanger /6/ angewendet werden.

Fiir die Sicherheitsbeurteilung ist es notwendig, Versagensbedingungen zu formulieren, die scharfe oder unscharfe Mengen
bilden konnen. Versagensfunktionen nt(x) sind Moglichkeitsfunktionen. Sie sind ihrer Definition nach Zugehorigkeitsfunk-
tionen (T(x)=(x)), die die Moglichkeit des Versagens bewerten. Im folgenden Beispiel wird als Versagenkriterium u.a. das
Erreichen der FlieBgrenze f, in einem Stahlbauteil verwendet. Zum Erstellen der Versagensfunktion 7(g) wird die Fuzzy-

Grofe ?y benutzt (s. Abb. 11 oben, f, ist die FlieBspannung von Stahl). Die Versagensfunktion wird nach
(0) = V. He(f,) = sup pe(f,) A ni(f)
1,00

ermittelt (s. Abb. 11 unten). Die Versagensmoglichkeit 1'[(1~3) infolge eines

Fuzzy-Ereignisses F ergibt sich aus der Auswertung der Zugehérigkeitsfunk- () 75 |
tionen px(x) in Verbindung mit der unscharfen Versagensbedingung m(x)
0,50

II(F) = sup min( k3(x), m(x)).

Bei baustatischen Tragwerksuntersuchungen sind i.d.R. mehrere Versagens- 0,25 7
kriterien zu tiberpriifen, es existieren mehrere Werte fiir die Versagensmog-

lichkeit 1'[(%) zum gleichen Untersuchungszeitpunkt. Die Versagensmdoglich- 0’006 220 240 260 280 300 320
keit V eines Tragwerkes ist dann £ [N/mm?]

V = sup I({F}). A 7(0)
F 1,00

Es soll nun die Versagensmoglichkeit fiir den Rahmen nach Abb. 6 bestimmt
werden. Das Versagen sei von den Fuzzy-GroBen ¥,(2), 8 und 3¢, ab- 0,75+
hingig. In Abb. 11 und Abb. 12 sind die drei zugehdrigen Versagensfunk-

tionen dargestellt. 1] I E— :
Fiir P,=1880 kN ergeben sich die Versagensmoglichkeiten :
0,25
II(F(os)) = sup min( pg(0g), T(0s)) = 0,096
~ - 0,00 -
H(F(0syy)) = sup min( Pe(Og), T(Osey)) = 0,491 0220 240 260 280 300 320
~ . ~ | [
H(F(v,(2))) = sup min( pe(v,(2)), T(v,(2))) = 0,569. 22942 250,31 262,14 o [N/mm?]
In Abb. 13 sind die entsprechenden Funktionen eingetragen, die ermittelten
Werte sind gekennzeichnet. Abb. 11 Bildung unscharfer Versagensfunk-
tionen, FlieBspannung f, von Stahl
A T (Osen) A T(Vi(2)
1,00 T 1,00+
0,75 + 0,75 1
0,50 e /
0,25+
0,00 +—=—+4—————+—+—+—+—>
0450 470 490 510 530 550 Ogy [KN/m?] 020 6,0 10,0 14,0 18,0 22,0 v,(2) [cm]

Abb. 12 Versagensfunktionen fiir die maximale Sohlspannung o, und die Horizontalverschiebung v,(2)
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Abb. 13 Versagensmoglichkeiten bei P,= 1880 kN fiir das Versagenskriterium
a) maximale Spannung & ;. am rechten Stiitzenkopf,
b) maximale Sohlspannung 3, in der Sohlfuge rechts,
¢) Horizontalverschiebung ¥,(2) der rechten Rahmenecke

Die Auswertung aller Laststufen liefert die Versagensmoglichkeitskurve fiir das Tragwerk (Abb. 14). Es ist ein progressiver
Anstieg der Versagensmdglichkeit mit wachsender Last P, zu erkennen. Dieser zunehmende Anstieg wird durch den nichtli-

nearen Verlauf der rechten Teile der Zugehdrigkeitsfunk-
tionen der Fuzzy-Ergebnisgrofien u £(0g,), |t £(0gy) und
p 7(v,(2)) verursacht (s. Abb. 13). Der Knick in den Ver-
sagensfunktionen bei 1(x)=0,5 spiegelt sich in der Versa-
gensmoglichkeitskurve wider. Ein Wechsel der aktiven
Versagensbedingung ruft ebenfalls einen Knick hervor. In
Abb. 14 sind die Knicke (Markierungen) aufgrund der
geringfligigen Anstiegsdnderung der Kurve nur sehr
schwach zu erkennen.

Werden die Fuzzy-Eingangsgrofen fiir die Tragwerksana-
lyse bei o=1 als deterministische Werte betrachtet und als
scharfe Versagensbedingungen die Grofien

f, = 240 N/mm?
Osm = 500 kN/m?
v,(2) = 10,0 cm

verwendet, ergibt sich als deterministische Versagenslast

P,~ 1880 kN.
4 SchluBBbemerkung
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Abb. 14 Versagensmoglichkeitskurve

Die Fuzzy-Modellierung stellt eine Ergénzung zu den bisher angewendeten deterministischen und stochastischen Modellen dar.
Die Beriicksichtigung unscharfer Eingangsgrofien, die aufgrund unzureichender Informationen nicht in Form von stocha-
stischen Verteilungen angegeben werden kénnen, ist moglich. Expertenwissen fliet durch die subjektive Bewertung der
Eingangsgrofen bei der Fuzzifizierung in die Berechnungen ein. Durch Anwendung der Mdoglichkeitstheorie auf die berech-
neten Fuzzy-Ergebnisgrofien kann eine neue Sicherheitsbeurteilung von Tragwerken erfolgen. Das Verhalten von Tragkon-

struktionen kann so fallweise realistischer beurteilt werden.
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