Beitrag zur Anwendung der nichtlinearen Optimierung bei der
geometrisch und physikalisch nichtlinearen Tragwerksanalyse

E. Raue, S. Marx, R.Weitzmann D

1 Einleitung

Bei der Tragwerksplanung sowohl fiir Massivkonstruktionen als auch fiir Stahlkonstruktionen
werden zukiinftig nichtlineare Berechnungsverfahren in gréBerem Umfang Anwendung fin-
den, als das in der Vergangenheit {iblich bzw. moglich war. Wichtige Impulse gehen dabei von
der européischen Normung aus.

Bei der Anwendung von Berechnungsverfahren, die die Nichtlinearitdt des Materialverhaltens
beriicksichtigen und bei der Ermittlung der Tragsicherheit planmdBig ausnutzen, ist es not-
wendig, die Entwicklung plastischer Deformationen zu verfolgen und bei der Beurteilung des
Grenzzustandes der Tragfahigkeit als Kriterium mit heranzuziehen.

Die Abschitzung bleibender und plastischer Deformationen im Grenzzustand der Tragféhig-
keit stellt eine Berechnungsaufgabe dar, die iiber das traditionelle Nachweisspektrum hinaus-
geht und im allgemeinen mit erheblichem Aufwand verbunden ist. In Sonderfillen kann der
explizite Nachweis der Verformungen, insbesondere der plastischen Rotationen in den plasti-
schen Gelenken entfallen, wenn durch konstruktive Malnahmen eine ausreichende Duktilitét
sichergestellt wird. Derartige Vereinfachungen beschrinken sich jedoch im wesentlichen auf
Tragwerke, die ausschlieBlich auf Biegung beansprucht sind, bzw. bei denen der Einflu} aus
Langskréften von untergeordneter Bedeutung und damit vernachléssigbar ist.

Bei Rahmentragwerken ist der Nachweis der Einhaltung kritischer Deformationen unverzicht-
bar. Im Regelfall ist dabei der Einflul der Verformungen auf die Gleichgewichtsbedingungen
zu berticksichtigen.

Im vorliegenden Beitrag werden mathematische Modelle fiir folgende Berechnungsaufgaben
vorgestellt:

- Ermittlung der SchnittgroBen und Forminderungen in ebenen Stabtragwerken nach
Theorie II. Ordnung unter Berilicksichtigung der physikalischen Nichtlinearitét und

- Ermittlung von Grenzlasten, die durch Spannungs- und Verformungskriterien definiert
sind.

Dabei zeigt sich, daB mathematische Modelle auf der Grundlage von Extremalprinzipien und
unter Einbeziehung der mathematischen Optimierung effektiv und hinreichend universell for-
muliert werden konnen. Wie Beispielrechnungen zeigen, ist die Beurteilung der Tragfahigkeit
unter Bertlicksichtigung von Deformationsbegrenzungen von entscheidender Bedeutung, um
Fehleinschitzungen der Tragsicherheit zu vermeiden.

2 Berechnungsmodelle
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2.1 Ermittlung des Schnittgroflen- und Forménderungszustandes

Zur Bestimmung der Schnittgrolen und Verformungen von Tragwerken mit nichtlinearem
Material- und Formédnderungsverhalten wird aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
ein Extremalproblem abgeleitet, das nach der Zerlegung des Tragwerkes in finite Elemente als
Optimierungsaufgabe gelost wird. Die einzelnen Elemente des Tragwerkes werden dabei mit
linear-elastischem Materialverhalten und nichtlinearer Formanderungsbeziehung angenom-
men.

Die Forméanderungsbeziehung des Stabes ergibt sich unter Beriicksichtigung der nichtlinearen
Verschiebungsgeometrie zu:

€, =u'+%w'2—zw" (1)

An den Stabenden treten plastische Verformungen auf, sobald die elastischen Grenzdehnun-
gen und -kriimmungen {iberschritten bzw. die korrespondierenden Grenzschnittgrofen erreicht
werden.

Da bei Bauteilen aus Stahlbeton im allgemeinen eine starke Abhingigkeit der aufnehmbaren
Biegemomente von den auftretenden Normalkriften vorhanden ist, muf3 deren Interaktion in
den Plastizititsbedingungen beriicksichtigt werden.

Fiir die Berechnung von ebenen Stabtragwerken sind im Optimierungsproblem als Variablen
die elastischen Stabrandverschiebungen el ( Ul ,Wiel, P1el , U2el ,W2eel, P21 ), die Knotenver-
schiebungen u (u, w, ¢) sowie die FlieBparameter A an jedem Stabende enthalten:

Bei Annahme linearisierter Plastizititsbedingungen lautet die Zielfunktion:
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Stab i

K und K, sind die aus der FEM bekannten linearen und geometrischen Steifigkeitsmatrizen
der Stibe, der Vektor Ky enthilt die zu u1 ¢ und uze gehdrigen Anteile der Steifigkeitsmatrix
K. Der Abstand der FlieBfliche vom Koordinatenursprung wird mit ) bezeichnet, fo ist der
Vektor der duBBeren Kréfte.

Auf dem Rand S, werden die geometrischen Randbedingungen vorgegeben:

u -u,=0 e S, 3)

Die elastischen Stabendverschiebungen ug sind gleich der Differenz aus Knotenverschiebun-
gen u und plastischen Verformungen:

ug =Tu=D A, (4)

Hierbei ist T' die Matrix zur Transformation der Knotenverformungen vom globalen System in
das Stabkoordinatensystem. Ap beschreibt den Normalenvektor auf der FlieBfunktion, welcher
die Richtung der plastischen Verformungen bestimmt.

Die FlieBparameter sind der Nichtnegativitdtsbedingung A > 0 unterworfen.

Das Extremalprinzip wird als kinematische Formulierung aufgestellt, so daf} als primale Lo-
sung nur die o.g. Verformungsgréfen erhalten werden. Als dualer Variablensatz werden die zu
den Restriktionen gehorigen Lagrangemultiplikatoren geliefert, die als SchnittgroBen und



Auflagerkrifte des Systems identifiziert werden konnen. Zur Bestimmung der Lagrangepara-
meter wird die zum Optimierungsproblem gehorige Lagrangefunktion gebildet:
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Die partiellen Ableitungen dieser Funktion nach den primalen Variablen ergeben die gesuch-
ten Identitaten:

1 EA
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Ag =s — Stabrandschnittkrifte

L'(M) =8y —Afg Ay =0 ; Ap 20
(7

So —Ajhg =s,—A}s>0 — Plastizititsbedingungen

L'(u)=—f, + A, +Thg =0

8
hg, +Thg =s, +Ts= f, — Gleichgewichts — und stat. Randbed. am Knoten ®

2.2 Ermittlung von Grenzlasten

Mit Hilfe des im Abschnitt 2.1 vorgestellten Berechnungsmodells werden SchnittgroBBen und
Verformungen fiir vorgegebene Belastungsverteilungen und -intensitdten ermittelt. Ein Ver-
fahren zur direkten Bestimmung von Grenzzustdnden kann ebenfalls unter Anwendung der
mathematischen Optimierung formuliert werden.

Aus dem ReiBner-Funktional lassen sich durch partielle Differentiation Bedingungsgleichun-
gen gewinnen, die nach einer entsprechenden Diskretisierung als Nebenbedingungen in einer
nichtlinearen Optimierungsaufgabe verwendet werden. In diesen Nebenbedingungen sind be-
reits alle notwendigen Angaben zur Beschreibung des Tragwerks und der dulleren Einfliisse
enthalten, so daf} iiber die Zielfunktion ein Extremwert fiir einen vorzugebenden Systempara-
meter gesucht werden kann. Unter Verwendung eines linear elastisch - ideal plastischen Mate-
rialgesetzes und linearisierter Plastizitdtsbedingungen gelingt eine Reduzierung der Unbe-
kanntenzahl des urspriinglichen Lagrangeproblems, indem die Spannungen bzw. Schnittgro3en
in Abhéngigkeit von den Knotenverformungen u und den FlieBparameternA ausgedriickt wer-
den.

In der nichtlinearen Tragwerksanalyse sind vor allem Grenzzustandsbeschreibungen in Ab-

hingigkeit von der Lastintensitit von Interesse.

Fiir den Fall ebener Stabtragwerke ist zur Bestimmung der Grenzlastintensitét p fiir eine vor-
gegebene Lastfunktion fo folgende Optimierungsaufgabe zu 16sen:



Zielfunktion p — Max (9a)

Gleichgewichtsbed. A'Q'Au - ATQ'ApA - fo-p = 0 (9b)
Plastizitdtsbedingung - ApTQ'lAu + ApTQ'lApk - S0 >0 (9¢)
Komplementarititsbed. A[-ArQ'Au + AP Q'APA - s0] = 0 (9d)
Nichtnegativitdtsbed. A > 0 (9e)
statische Randbed. TTQ'IAu - TTQ'IAp A - 2 >0 (99)
kinematische Randbed. Ax (u,\) >0 (%g)
Im einzelnen bedeuten: p Lastfaktor fiir Lastfunktion f o

u Vektor der Knotenverformungen

A Vektor der FlieBparameter

A verschiedene Transformationen

Ap Ableitung der Plastizitdtshyperfliche

S0 konstantes Glied der Plastizititsbedingung

Q Flexibilitatsmatrix

T Transformation lokale in globale Systemgrof3en

£o vorgegebene Randschnittgréfen

Ax(u,A) lin. bzw. nichtlineare kin. Randbedingungstkt.

Im Unterschied zu den Grenzlastmodellen in der statischen Formulierung [1] besteht bei Ver-
wendung kinematischer Systemvariablen die Mdglichkeit, den Lastfaktor auch abhéngig von
Verformungsbeschrankungen zu ermitteln. Diese konnen sich aus Forderungen der Ge-
brauchstauglichkeit bzw. Tragfdhigkeit ergeben.

Das in Gl. 9 angegebene Modell nach Theorie I. Ordnung kann analog Abschnitt 2.1 auch fiir
Untersuchungen geometrisch nichtlinearen Verhaltens erweitert werden, indem die Zusatz-
momente infolge Normalkraft und Ausmitte in die Gleichgewichtsbedingungen aufgenommen
werden. Die Bedingung Gl. 9b wird erweitert zu:

A'Q'Au  + AyuMu - A'Q'APA - fo-p =0 (10)
Alle anderen Bedingungen in GI. 9 bleiben unveréndert.
Als Ergebnisse einer Berechnung liegen neben dem Grenzlastfaktor die Knotenverformungen

und FlieBparameter fiir den p-fachen Ausgangsbelastungszustand f vor. Diese konnen genutzt
werden, um SchnittgroBen sowie elastische und plastische Verformungsanteile zu bestimmen.

3 Berechnungsbeispiel

Fiir den im Bild 1 dargestellten Stockwerkrahmen sollen die SchnittgroBBen und Verformungen
bei verschiedenen Belastungsintensititen bestimmt werden.
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Bild 1 Statisches System und Belastung Bild 2 Querschnitte von Riegeln und Stiitzen

Die Interaktionsbeziehungen zwischen den SchnittgroBen M und N werden durch vier lineare
Gleichungen approximiert .
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Bild 5 Last- Verformungsdiagramm
Bild 4 Biegemomentenverteilung Reihenfolge der Plastizierung
Bild 4 zeigt die Schnittgroenverteilung bei H=90 kN und V =450 kN. Im Bild 5 ist die hori-
zontale Verschiebung des Knotens 7 bei geometrisch linearer bzw. nichtlinearer Berechnung
sowie die Reihenfolge der sich ausbildenden Fliegelenke aufgetragen. Die dargestellten Kur-
ven sind das Ergebnis einzelner Berechnungen fiir verschiedene Belastungsintensitéten bis zur
Herausbildung eines kinematischen Mechanismus (Punkt 6). Die Bildung des ersten Flie3ge-
lenkes kennzeichnet die elastische Grenzlast (Punkt 1).



Zur Bestimmung von Grenzbelastungsintensitdten kann anstelle dieser iterativen Vorgehens-
weise auch die unter 2.2 beschriebene direkte Losung verwendet werden.

In Tabelle 1 sind die Lastfaktoren fiir verschiedene Grenzlastdefinitionen gegeniibergestellt.
Lastintensitdten kleiner oder gleich der elastischen Grenzlast pg erzeugen keine plastischen
Deformationen. Die plastische Grenzlast pp kennzeichnet den Ubergang des Tragwerkes in
einen kinematischen Mechanismus. Bei Berlicksichtigung von Verformungskriterien 146t sich
eine Grenzbelastungsintensitét p, nach Abschnitt 2.2 ermitteln, die kleiner oder gleich der pla-
stischen Grenzlast ist. Das Grenzkriterium fiir dieses Grenzlastmodell wird entweder durch die
Bildung einer kinematischen Kette oder durch das Erreichen einer Verformungsbedingung an
einer Stelle im Gesamtsystem bestimmt. Fiir die Ermittlung des Grenzlastfaktors fiir den Bei-
spielrahmen ist eine Deformationsbegrenzung fiir alle Querschnitte von 3.5 %o am gedriickten
Rand zugrundegelegt.

normierte Lastfaktoren Theorie I. Ordnung Theorie II. Ordnung

elastische Grenzlast pg 1.00 0.97

plastische Grenzlast pp 1.46 1.28
deformationsbeeinflufite Grenzlast py 1.06 1.02

Tabelle 1 Grenzlastintensititen bei Verwendung verschiedener Grenzlastdefinitionen

Das Beispiel zeigt, da eine erhebliche Uberschitzung der Tragfihigkeit mdglich ist, wenn
Verformungskriterien nicht in die Betrachtung einbezogen werden. Die Berechnung nach der
Plastizititstheorie setzt ausreichend duktiles Materialverhalten voraus, das z.B. bei Tragwer-
ken in Stahlbetonbauweise nicht immer garantiert werden kann.
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