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1 Einfiihrung

Im Stahlbeton- und Spannbetonbau kommen in zunehmendem MafBle Verbundkonstruktionen
aus Betonfertigteilen und Ortbetonergénzungen zum Einsatz. Die Fertigteile werden je nach
Spannweite, Belastung und speziellen Anforderungen mit schlaffer oder vorgespannter Be-
wehrung ausgefiihrt. Aufgrund der im Allgemeinen unterschiedlichen Betone der einzelnen
Querschnittsanteile sowie bedingt durch den zeitlichen Versatz in der Herstellung der Fertig-
teile und der Ortbetonergdnzungen ergeben sich Unterschiede im Langzeitverhalten, die bei
der Bemessung und Nachweisfithrung zu beriicksichtigen sind. Das Kriechen und Schwinden
der Betone als Folge des zeitabhéngigen Materialverhaltens und die Spezifik des Verbund-
querschnitts konnen fiir die Gebrauchstauglichkeit relevant sein, insbesondere wenn die Fer-
tigteile vorgespannt sind.

Eine hinreichend wirklichkeitsnahe Beschreibung des Langzeitverhaltens von Beton gestattet
die Theorie des elastisch-kriechenden Korpers. Dabei ist das Betonverhalten sowohl vom Be-
obachtungszeitpunkt als auch vom Zeitpunkt der Lasteintragung bzw. vom Zeitpunkt der Ver-
anderung der Betonspannungen abhéngig.

Im Allgemeinen lassen sich geschlossene Losungen flir bewehrte Betonverbundquerschnitte
nach der Theorie des elastisch-kriechenden Korpers nicht angeben. Die auf eine zeitliche Dis-
kretisierung aufbauende sukzessive Berechnung der Schnittgrofenumlagerungen ist an zu-
sdtzliche Vereinfachungen des Berechnungsmodells gebunden [1 - 4] und Annahmen iiber
den zeitlichen Verlauf der SchnittgroBenanteilen sind erforderlich.

Eine Alternative hierzu ergibt sich, wenn fiir die einzelnen Kriechintervalle ein vereinfachter
Ansatz fiir den Verlauf der Kriechfunktion ¢_(t,t)= ¢,(t) - ¢ (t)entsprechend der Theorie des
Alterns getroffen wird. Dabei werden die im Zeitintervall (t;.1,t)) umgelagerten SchnittgroBBen
als neue Belastung der einzelnen Querschnittsanteile im Zeitintervall (t;,tj+1) mit der Kriech-
funktion ¢(t;+1,tj) berticksichtigt. Bei hinreichend kleinen Zeitschritten konnen die Nachteile
der getroffenen Vereinfachung vernachldssigt werden.

2 Annahmen und Voraussetzungen

Der Gesamtquerschnitt besteht aus n zum jeweiligen Zeitintervall wirksamen Querschnittsan-
teilen. Fiir die Anwendung des Berechnungsmodells werden folgende Annahmen zum Ver-
formungs- und Materialverhalten getroffen:

Annahme 1:
Zwischen den schubsteifen Querschnittsanteilen besteht starrer Verbund. Es wird vom Eben-
bleiben der Querschnittsanteile und des Gesamtquerschnitts ausgegangen.

Annahme 2: i
Der Beton ist ungerissen (Zustand I) und beteiligt sich zu jedem Zeitpunkt an der Ubertragung
der inneren Krifte.
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Annahme 3:

Der Betonstahl sowie der Spannstahl sind kriechfest und verhalten sich linear elastisch. Zwi-
schen der Dehnung &4(t) bzw. €(t), der Spannung o4(t) bzw. 6,(t) und dem Elastizitdtsmodul
Es bzw. E,, besteht nach dem HOOKEschen Gesetz der Zusammenhang:

Betonstahl: ¢ (t)= GE(t); de, (t) = dflfzs(t) 0
Spannstahl: ¢ (t)= Glpi(t); de, (t) = dcé,(t)

P p

Annahme 4:
Alt- bzw. Neubeton verhalten sich wie elastisch-alternde Kdorper. Die Kriechverformungen
sind nur vom Betonalter, nicht vom Belastungsbeginn abhédngig. Die Kriechzahl wird

o.(t 1) =0 (1) — ¢ (1) (2)
gesetzt.
Unter dieser Voraussetzung kann die Betondehnung ¢.(t) zum Zeitpunkt t infolge einer iiber
den Kriechzeitraum (t-ty) verdnderlichen Betonspannung o.(t) (to< 1< t) durch die Beziehung

o (t)  o.(r) de.(1)

g (t)= 0 +JEC(T) T dr+e(tt,) 3)
beschrieben werden.
Der differenzielle Zuwachs der Betondeformationen ergibt sich unter Annahme eines
konstanten Elastizitdtsmoduls E. , zu:

de (1) = 22+ 2 g 1)+ 05,0 )

[ c

3 Berechnungsmodell

Das Berechnungsmodell basiert auf:

— Beschreibung der Zusammenhinge zwischen den Deformationen und den Spannungen
in den einzelnen Querschnittsanteilen mit Hilfe zeitabhéngiger Materialgesetzte.

— Betrachtung der Aquivalenz der zeitabhingigen SchnittgroBen und der Summe der
SchnittgroBenanteile.

— Berticksichtigung der Vertrdglichkeit der zeitabhéngigen Deformationen der einzelnen
Querschnittsanteile.

Gleichgewichtsbedingungen:

Die Ableitung der SchnittgroBenanteile (..)'=d(..),/de (r=1, 2, .., n) in einem Zeitintervall (t;.
1,tj) miissen zu jedem Zeitpunkt 7 (t;.1< 1< t;) drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillen. Diese
werden als Krifte- bzw. Momentenbedingungen um den ideellen Schwerpunkt i formuliert.

YN, ) - N ()
Z[N'”(r)-zin M, (1) - M, (1) (5)
YN @-y, M @] = M)

Bei hinreichend kleinen Zeitintervallen kénnen die Zuwéchse der am ideellen Schwerpunkt 1
wirkenden SchnittgroBen S;' konstant angenommen und ndherungsweise der Sekantenanstieg

S/~ (S, — S, )/le(t) - o(t, ,)) eingesetzt werden.
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Vertrdglichkeitsbedingungen:

Mit den getroffenen Annahmen lassen sich die Dehnung dey(t) sowie die Verdrehungen
dky (1) und dk, (1) des Querschnittsanteils r aus den Deformationen des ideellen Gesamtquer-
schnittes 1 berechnen. Dabei ist zu beachten, dass die zum Zeitpunkt t, neu hinzugekommenen
Schnittgroenanteilen mit der entsprechenden Kriechfunktion dg, ,iiberlagert werden miissen.

dN”(T)+ N, (1)

X,

de, (1)

’ d(pr,u(T) + dgcs,x,r(‘r) dsx,i(T) + de,i(T) ' Zi,r + dKz,i(T) ' yi,r

E-A  E-A
dM M
ae, () = Ty Bedg (4 i, (0 = dx, (%) (6)
r'yJ V-y,r
M M
de.. () dE Z'r|(r)+ Ez‘rﬁr)'d‘Pr‘u(f)Jf dk,,, (1) = d, (1)

r zr r zr

Auf Grund der unterschiedlichen zeitabhéngigen Materialeigenschaften der einzelnen Quer-

schnittsanteile miissen die jeweiligen Kriech- und Schwindverldufe normiert werden. Durch

Einflihrung eines zeitabhdngigen Multiplikators
do,,(7)

Oty (T) = ——27—

~ do,(1) @
konnen die differenziellen Kriechzuwichse do,,(tr) des Querschnittsanteile r einer zum Zeit-
punkt t, beginnenden Kriechfunktion in einen normierten Kriechzuwachs do,(t) tliberfiihrt
werden. Analog wird mit den Deformationen infolge Schwindens verfahren.

_ o) LG TN G
Puunl) =S Bl =g Bl = = (8)

Unter Beachtung der vorgenommenen Normierungen, dem Zusammenhang (..)'=d(.)/d¢ so-

wie den Abkiirzungen D, bzw. B_; fiir die Dehn- bzw. Biegesteifigkeiten des Querschnittsan-
teiles r konnen die Gleichungen (6) wie folgt umgestellt werden.

g @ = el Bl g0 e = ea@r K@ K0,
M, () M,

@ = et Bl h g0 €, (0) ©)
M' y.r M yr

€, = Ml Bl g s 0 = €0

zr zr

Die Gleichgewichtsbedingungen (5) und die Vertraglichkeitsbedingungen (9) stellen zusam-
men ein lineares Differenzialgleichungssystem erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
dar, dass zur Bestimmung der SchnittgroBenanteile Ny.j, My.; und M,,; sowie der Quer-
schnittsdeformationen &, ;, Ky,ij und Ky ;; fiir einen beliebigen Zeitpunkt t = t; benutzt wird.

Fiir die Darstellung des Gleichungssystems in Matrizenschreibweise werden folgende Vekto-
ren und Matrizen fiir n Querschnittsanteile zum Zeitpunkt t = t; eingefiihrt:

Vektoren s; und s’; der Schnittgrof3enanteile bzw. ihrer Ableitungen

N

x,n,j

M, MZYnYJ]T' S'J.:[N'm M

y:1j

Koeffizientenmatrizen Qsjund A, sowie Koeffizientenvektor B; .

S, = [Nx,n M,.,; M.,
_D1 0
0 B,
: Bz,1
Q,, =
0

Bj,u = [Bs,x,1,j,u BK,yJ,j,u

Bx,z,tj,u

0 g 0
0 o,
: awmj,u
’ Aw,j,uz
0
B., | 0

Bg,x,n,j,u Bn,y,n,j,u Bx,z,n,j,u]T >

-3
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N'x,n,j M'y,n,j M'Zyn,i]T’
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Gleichgewichtsmatrix Ag
1 00 - 1 00
A;=|lz, 10 - z 1 0],
y, 001 -y 0 1
Vektor b; der Sekantenanstiege der du3eren Schnittgroflen
b, =[AN, /Ap,, AM, /A¢,, AM,/A¢.[,
Vektor q'j der Ableitungen der Gesamtquerschnittsdeformationen
quz[g'x,i‘j Ky Koy
Somit konnen die Differenzialgleichungen (5) und (9) wie folgt dargestellt werden.
Acs', = b,
Q)'s'+Q] A, .5, — A, =-B,

s.7 ] S0 et

(10)

Durch Umformungen der Differenzialgleichungen (10) kénnen die Ableitungen der Funktio-
nen s(tj)=s; und q(t})=q; voneinander getrennt werden. Unter Beriicksichtigung der Zusammen-
fassung einiger Matrizen erhilt man:

q-R.s, =Pp.+Qb,

L 11
$+G,s, =Fp, +Kpb, (11)

huTl

mit R.=QAA,,, P=QAQ,
G =Ay - Q, ALQJAA, F=Q,AlQAQ, -Q, K, =Q, AQ]
D. S, S,
Q,=AQ A =S, B, B,
S, B, B

z,i yz,i z,i
Zur Entkopplung der Variablen des Vektors s; des linearen Differenzialgleichungssystems
(11) sind einige Transformation notwendig. Zunéchst werden die Matrix der Eigenwerte L;
und die Matrix der Elgenvektoren T;u der Matrix G;j, bestimmt und eine Hauptachsentrans-
formation Gj, = Tju Lju Tju ! durchgefiihrt.
Miw 0
L, = 4 Tj.u = lvtiu Vsn‘j‘UJ
0 Msn o

Nach weiteren Umformungen und der Transformation der SchnittgroBen s =Tj,"s; bzw.
ihren Ableltungen si =Tju sJ lasst sich die Gleichung (11) wie folgt darstellen.

s +L,s*=T.FB, +T Kb, (12)

Mit Hilfe der Laplace-Transformation ldsst sich diese entkoppelte Differenzialgleichungssys-
tem vom Originalraum in den Bildraum {iberfiihren und nach den Laplace-Transformierten
F(s; ) der SchnittgroBen umstellen.

F(s*)=(E+L,,)"s,,* +(E+pL,,)'TFB,, +(OE +pL, )T, Kb, (13)

juj I |
Fiir das Zeitintervall (tj.1,tj) fithrt die Rucktransformatlon in den Originalraum sowie die
Transformation des Schnittgrofenvektors s;= TjusJ zur Losung des Differenzialgleichungs-
systemS'
TJMS TJJ1YJJ1TJJ1S +TJJ1( ji-1 JJ1 JJ1)TJJ1FBJJ1 111(111 LJJ1YJJ1 JJ1Kb (14)
e T1AQj g 0

mit: Y, , = -
0 e—}vanmpu_1
u=j-1 Belastungs- und Schwindbeginn bei t,=t;.;
Ao, , Sekantenanstieg der Kriechfunktion fiir eine zum Zeitpunkt t;.; beginnende

Belastung
-4 -
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Fiir die Berechnung des nichsten Zeitschrittes miissen die SchnittgroBendnderungen s;-s;.; als
neue Belastung angesetzt und mit der Kriechfunktion @(tj+1,t;) liberlagert werden. Sprunghafte
Verdnderungen der dulleren Belastung werden mit Hilfe eines zusitzlichen Terms K;d; in
Gleichung (15) beriicksichtigt. Dabei ist der Vektor d; fiir einen Zuwachs der am ideellen
Schwerpunkt angreifende dulere Belastung As; zum Zeitpunkt t; wie folgt definiert:

d=[AN, AM AM

Yhij Z,i.j

Fiir die Berechnung der SchnittgroBen sy zum Zeitpunkt t, unter Beriicksichtigung der Umla-
gerungen im gesamten Beobachtungszeitraum (ty-tx) ergibt sich eine Summation der Schnitt-
grofendnderungen As;=s;-s;.; der einzelnen Zeitpunkte t; (j=0..k). Dabei ist zu beachten, dass
die zu unterschiedlichen Zeitpunkten t, beginnenden Anteile des SchnittgroBenvektors s; mit
den entsprechenden Kriechfunktionen tiberlagert werden miissen. Gleichung (14) kann somit
wie folgt dargestellt werden:

SR . Umlagerungen infolge Kriechen
= TY T'-E)s —s,
Sk ;1;1[( ju tju Cju XSJ SJ—1)] mit s, :[0 O]T

n k - . . .

n T (- -y YTFp Umlagerungen infolge Schwinden fiir n schwind-
;j:uZA[ ”u'( ba T e )T"”' ‘B"“'] willige Querschnittsanteile mit Schwindbeginn t,, (1)
[ . . . . . .

S L 'y YT 'Kb. Schnittgrofenanteile infolge Kriechen einer
,Z[ “'1( b T )T“'1 ! gleichmiBigen Belastungsinderung

i zk: [K. d.] Schnittgréﬁ.enanteile infolge einer sprunghaften
= Belastungsianderung

Mit diesem Verfahren ist es moglich, die SchnittgrofSen sy zum Zeitpunkt t, direkt nach der
Ermittelung der Eigenvektoren bzw. Eigenwerte der Matrix G;,, der einzelnen Zeitpunkte t; zu
bestimmen. Dabei ist zu beachten, dass sich die Matrix- bzw. VektorgroBBe zu jedem Zeit-
punkt infolge neu hinzukommender oder wegfallender Querschnittsanteile andern kann.

4 Beispiel

Die Berechnung eines Deckensystems mit einer Spannweite von 15,30m soll die Anwendung
des vorgestellten Berechnungsverfahrens veranschaulichen. Es werden vorgefertigte Spann-
bretter mit nachtrdglicher Ortbetonergédnzung verwendet. Die Spannbretter werden unter so-
fortigem Verbund mit Spannlitzen und Betonstahl bewehrt. Die Vorspannung der Spannlitzen
im Spannbett betridgt 6,00=103,2 kN/cm?. Nach dem Umspannen (2. Tag) werden die Fertig-
teile so gelagert, dass das Eigengewicht nicht wirksam wird. Am 28. Tag werden die Spann-
bretter eingebaut und der Ortbeton ergénzt. Die Verbundkonstruktion aus Alt- und Neubeton
wird bis zum 58. Tag durch Joche unterstiitzt, so dass das Eigengewicht des gesamten Quer-
schnitts erst ab diesem Tag wirksam wird. Auf eine Betrachtung des zeitlichen Einflusses
weiterer Nutzlasten wird verzichtet. In Tabelle 1 sind die Querschnittswerte sowie Material-
kenngrofen und in Abbildung 1 der zeitliche Verlauf der Einwirkungen dargestellt.

Die Ergebnisse der Berechnungen sind in Tabelle 2 bzw. in Abbildung 2 dargestellt. Infolge
des Schwindens des Altbetonquerschnittes bauen sich bis zum Zeitpunkt t; Zugspannungen
auf. Durch das Umspannen zum Zeitpunkt t,=t; entstehen sprunghaft Durchspannungen. Bis

4 ; P Querschnitts- | Werkstoff Fliche E-Modul

‘ Eigengewicht: M=633,42 kNm‘ anteil [cm?] [kN/cm’]

‘ Schwinden des Neubetonquerschnittes‘ Altbeton A, C40/50 270 x 16 =4320 3500

| Vorspannung ope—103.2 kN/en®| | [Betonstahl A, [BSt500S  [2x 14010 ~21.98 20 000

AT

Schwinden des Altbetonquerschnittes‘ Spannstahl A,,, | St 1570/1770 | 2 x 38 @'2"" = 70,94 19 500

— : : y | | Neubeton A, [C35/45 270 x 16 = 4320 3350

toti=tt3  t=ts t6 t7 tg=o0 Betonstahl Ay, | BSt 500 S 15 928 = 30,15 20 000
Abb. 1: zeitabhingiger Belastungsverlauf Tabelle 1: Querschnittwerte und Materialkenngréfen

-5-
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zum Zeitpunkt t4 ist sowohl beim Altbeton als auch beim Spannstahl ein Spannungsabbau zu
beobachten, welcher durch den Spannungsanstieg des Betonstahls Ag, kompensiert wird. Zum
Zeitpunkt t3 wird der Neubeton aufgebracht, der erwartungsgeméal zu diesem Zeitpunkt span-
nungslos ist. Infolge der Kriechverformungen im Intervall (t3,t4) bauen sich im Neubeton Zug-
bzw. Druckspannungen auf. Auf Grund der

. . . o [kN/em?] -
Aktivierung des Eigengewichtes kommt es |4 Alt- und Neubeton
zum Zeitpunkt ts zu einem Spannungssprung |, -
bei allen beteiligten Querschnittsanteilen. Im |, || | [
weiteren Verlauf ist zu erkennen, dass sich | & ——p}——a====- ek ekl et
die Spannungsspitzen den Betonen sowie die s : T ]
Spannungsunterschiede in der Kontaktfliche | ~ | I — Altbeton
. . 1,6 -t 1 -
Alt - Neubeton im Laufe der Zeit erwar- g I gllf:fem“
. . 22,0 S -
tungsgemdll abbauen. Zum Zeitpunkt tg=oo -~ ---- unten
. . . 24
hat sich nahezu ein linearer Spannungsver- 0 “ 0 o 0 250 t[d] 300
lauf Uber den gesamten. Ql.leI‘S"Chnltt "elnstellt. o ([)kN/cmz] Betonstahl
Der gesamte 'Querschmtt ist tiberdriickt und ~| A oben
befindet sich im Zustand 1. 5 - - A, unten
. . . — Asn
Die mit Hilfe des vorgestellten Berech- |
: - .. o
nungsmodells ermittelten zeitlichen Verldufe g — 1
der Spannungen stimmen mit den Berech- | |\ e —
; e R D A e ——
nungen nach der Theorie des -elastisch- . : -t r——
kriechenden Korpers nahezu liberein (Abb. 2 | 21— =51
Spannstahl). Zu erkennen ist, dass die nach | .
der Theorie des Alterns ermittelten Span- 0 50 100 150 200 250 t[d] 300
nungen der oberen Spannstahllage geringer | °™™ Spannstahl
bzw. die der unteren Spannstahllage groBer — Th. d. Alterns
. . . . —— Th. d. elast. kriech. K.
sind als die nach der Theorie des elastisch- | 10 ik
kriechenden Korpers berechneten Spannun- | ---- unten
gen. Dies deutet auf eine groBere Verdre-
hung des Gesamtquerschnitts hin. Die gerin- | % \
gen Abweichungen sind auf unterschiedli- |
chen Annahmen der Spannungsverldufe in
den einzelnen Zeitintervallen zuriickzufiith- | so
0 50 100 150 200 250 t[d] 300
ren.
Abb. 2: zeitlicher Verlauf der Beton- bzw. Stahl-
Spannungen
Zeitpunkt [Tagen] t,=2 t,=2 t;=28 t,=58 ts=58 te=120 t,=600 tg=o0
vor dem nach dem Neubeton | mit Unterstiit- | ohne Unter-
Umspannen | Umspannen aufbringen zung stiitzung
T =
é—; —| -
L Aqy
g | |2l L Aw
2% 9 A
e i
K3 A
ol St
[em]
Spannungen  [kN/cm?] [ Oy [ Oy [ Oy O, Oy [ Oy O, Oy [ Oy O, Oy
Altbeton A 0,00 0,01} -0,73] -2,32 -0,62] -2,07{ -0,63| -1,95] -0,67f -0,68] -0,70] -0,64| -0,67] -0,46] -0,62| -0,18
Betonstahl Ag -0,18{ -0,18] -6,11]-11,50{-14,03]-19,41]-15,96-21,34]-14,76]-15,72| -14,90] -15,86 -19,15] -20,10] -26,37( -27,33
Spannstahl Apa 103,03[103,03| 94,87] 92,55] 86,31] 83,08| 84,30] 81,98 87.42| 87,01] 87.68] 87.27] 83,51| 83,10] 76,40] 75,99
Neubeton Ao 0,00 0,00 0,00 0,00 0,000 0,00{ 0,10{ -0,11] -1,17{ -0,14] -1,02] -0,24| -0,83] -0,40] -0,61| -0,55
Betonstahl Ag 0,00 0,001 0,00f 0,00 0,001 0,00{ -0,45| -0,45] -6,27 -6,27]|-11,19]-11,19{-15,08] -15,08] -21,53| -21,53

Tabelle 2: Spannungsumlagerungen infolge Kriechen und Schwinden der beiden Betone

-6 -
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5 Zusammenfassung

Wie die durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, ldsst sich bei ausreichend kleinen Zeitinter-
vallen eine hinreichend genaue Losung finden. Fiir die einzelnen Zeitintervalle ergeben sich
lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Dieses Glei-
chungssystem kann mit Hilfe der Laplace-Transformation und unter Beriicksichtigung der
Matrix der Eigenvektoren in geschlossener Form 16sen werden.

Die Anwendbarkeit der vorgestellten Berechnungsmethode zur Analyse des zeitabhingigen
Tragverhaltens von Verbundquerschnitten wurde an einem ausgewéhlten Beispiel demonst-
riert. Dabei wurden die in der DIN 1045-1 angegebenen Berechnungsmethoden zur Beriick-
sichtigung der Kriech- und Schwindverformungen beriicksichtigt [5]. Vereinfachte Algorith-
men lassen sich fiir spezielle Sonderfille herleiten und in baupraktische Formen bringen.
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