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����� ��������� �'	������+���� 	��3 � %� �� (����� �� �� ���� �������	 $���� �������

2� �� ����� 	���� ����! �'���� $���� ������ .�������� (����� �� �� �� �� ������

��	����� ������ 4
56�

���� ���+��+��	����� (����� �� ��� ���������7����� �� ���� ��	 ��� ������� 4��!

2� �86498! 2� �6 ��� ���� ��� ��	
�� 4��! 2� �86498! 2� �6 $�� -���$����� �� �� ��� �����

.��������� %�� ���7 ! �� +����� ��� ��� 2� �� ����� 	����� ! �� +������ ��� ����"�*

���	 $������� ���� ����� /���0��� ���+��� ! ��� ���� ��� :������ �� ��� �����!

�
��� ���� ������� � �� +��� (����� ��� :������ ���' �	 ! �� ��� ;����������	�*

������ �� ������������ ��� �� ����� �	��� 2���� ���� -������������ ��� ��� <�����	

������� ��! ��+��� ���� ���� ����� � �� ��� 2�� +���=���� 3 ���������	 ��� ���+����	!

���� ��� -����� ���	 ����� � �� �������������! 3�7�� ���� ���� ��� ��� ����"����	�

%�� ���������7����� :� ��������	 ��� <�����	�� $�� -������ �"�� ��7����� ��*

��! ���� ���� (���� -���$����� �� �� ������� �� ������ +����� ����> ���������+����!

+��� ��� -���$����� �� ? +�� ��� ����������	 ? ��� ��������� ����� ������� -���*

$����� ��� $�������� ��� ���� �������� 4��6� ���������� � ���� ��� -���$����� ��

���� ����� ������� -����� �������� ��
	���� 4��! 2� �
6�� 2��� �3�� �� �� �� ���

<�����	 ����� -������ 	�� ���� ���� ;������� �3�� ��� -����� ���� ���� ���! +���

���� ��� -���$����� �� ������ 3�7�� ��� ��+�� � � 2� ���� ��� ����� :������ �����

/���0����� ���������+���� ���� ����������	 ����� ������ �� +��� ���� ���� �� �� ��

���� �� ��� :������ ����� -���$����� ��� ����	��� 49@6�



� ������� 	
 ��������� �� ����������

���� ���� �� ��� ������� �� ���������� ��� ����������� ����� ���������

��������� ��������������� !�� "�����##���� �� ����$���� �������� ����� %���&

���� '����( 	
��� �
 ��� ��������� ������������� ��
������������� ������� ���

��� ������� ����� ������������ ���� �� �� ��� ����� ���� ��� �� ��� ��������

�� ������������ ��������� ���� �� !���� ������� �������" #$ ������� %���� ���

�
������� �
���� ����� &������ �������� ������� ����� ����� ������ ��� ��������

��
����� ��� %���� ����� '�������� �
�� ���� ��� �� �����$����� (��� ������
����)

)�� ����������� *����� �����!����� ����� ������ �� �������� ����� ����#���

��� �������� ��� "�����##���� �� ����$����� �� ���������
 ��������� !�����

�� ������ %����������� �+������ *�������#�� ���������� !����� ��� ���!����&

��� %������� ��� "�����##���� �� ����$����� #�� ������������� ��������������

,����#������� '����


������ ���	�
 �
����� )���� *����� ������������ ���� �� 	- �������
 ,# *�&

������ �� ����� ��������� '���� �� ������� . ��� ��������� ������������ /����0�

�����
 )���� ������� ����� ���� ����������� /��������� ��� 1����� ��� ��������

2������� 34
 )���� %��������� #����� �� ������� � �� ��� *�������� ��� !�����&

������������ /������� �� ��� 5����� ������ *�����
 )����� ����� ��� ��������� ��

6�������� ����� ���������� *���7�� ��� ��������� �� ������� 8
 ������� 9 ��������

����� ������� ��� %������� ��� "�����##����
 ,# ����� ��������:����� ��&

����� ; !����� ��� %������� ��� ����$����� �����##�
 ,� ������� < ����� ���� ����

��������� �� ���� *���7��!������ *
+

 )����� !��� �� ��� ��������:����� ���&

������ 2������� =4 ������
 ,# �������� >������� ����� ����� *����� �� ������� 	-

#�� ����� )�������� ��� ���������� ����� ?��##�������� �� ��# *������ ��

��������� *�������




������� �

������������ 	���
��
�����

�� ������ �	
���� ����� ������������ ������� ��� ���	������ ��������� ��� ���

�	� ����������� ��� ������� ������ ��� ���	�� �����

��� �����	
��
�

������ ���� 	���� ����! ������ "�������� �� #	 ���� �	���� ���� � ���! ��� $	���

������! ����� ���� ����� ��! �� �� "������� �� ��	�� �� � � ��� 	���� ����� %�� ���

����������� ������ ��� �� &���! 	� ������ '������ �������� (� ������ ��� ��� ���

"������ �� ����� ����� ���� $	��� ����� �� ��� )����	��� ��	��
����� ���������

$�� �������� $�������� ��� ����������� �	����� 	�� *����� +,-.�

��������� �	
 /����������0	

"��� ��	��
���� S ���� ���� ����� M ��� ���� ���	�� %��1���� ��� M 	��
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��� ��������� V !#���� ���������� S �� O ����%������� V = S ∪O� #������

����(�� ��� .��� ����� �������� ������ �����������

S ∪O = V ⇐⇒ ∀
m∈(SG∪OG)

V (m) = S(m) +O(m) �	
/�

���� ����
����� K !#���� ���������� S �� O ����%������� K = S ∖O� #���

��� &�!��� ���'������ �������� ���!����� ��� �� O ��������� ����
 ������� ����

���0���%� 1 �������� ����� �������� ����������

S ∖O =K ⇐⇒ ∀
m∈SG

K(m) =max (S(m) −O(m),0) �	
��

,� #������� 2����3 ������ &����� #����� ��� ������ �����30����� 4 ���� ���

�%� �� � ������� � ��� ��#$����%��� ������ "��#�����
 ,� ������ 5(���� �����

#�� ��" � ��� ���� ��� ��#$����%�� ����� G ��� ��������� S �������%�� ����

SG = G ∧ ∀
m∈G

S(m) = 1 �	
6�

����� ����� #�� ���� � �#������� 4 ���� ��� �� 7������ ��� ��!0���%� ���

�������� �����30���
 ����� #����� ��� ����� ���%����8����� �������� � %����� ��

����� ���������� �3��������




���� ������	 
	� ��� �

�������� ��	�

���� �
�����	�	 S1 = ⟦a, a, b, b, b, c⟧ = ⟦a2, b3, c⟧ 
	� S2 = ⟦a, a, a, b, b, b, b,
b, c, d, d⟧ = ⟦a3, b5, c, d2⟧ ���� ��� ��	� M = {a, b, c, d, e} ����	 ����	� ���
��
	���	�	 ��	 S1 
	� S2 ��	� ���
���

SG
1 = {a, b, c} 
	� SG

2 = {a, b, c, d}


	� ��� ��� �����	� a �
� M ���� a ∈ S1 
	� a ∈ S2�

��� �
�����	� S1 ��� ��	�  �����	� ��	 S2 !S1 ⊆ S2"# �� ������ a $���%

���� ��� �
�� b �������� 
	� c ��	���� �	 S2 ���&����	� '� �	�������� �
��

��� '��	�����	� ��	 S1 
	� S2 �	�
 ��� �
�����	� S1 !S1 = S1 ∩ S2"�

��� (����	�
	 ��	��	 ���	������ ���� �����	�� �
� S1 
	� S2�

S1 ∪ S2 = ⟦a, a, a, a, a, b, b, b, b, b, b, b, b, c, c, d, d⟧ = ⟦a5, b8, c2, d2⟧

��� �
�����	� S2 ��	� S1 !S2 ∖ S1" �	�������� ��� �
�����	�

⟦a, b, b, d, d⟧ = ⟦a, b2, d2⟧ = S2 ∖ S1

������
� �	�������� ��� �
�����	� S1 ��	� S2 ��� �����	 ��	��

��� ������	 
	� ���

��	 �������� )�	$��� �	 ��� *	�������& 
	� �� '��$�����	 �� +������$����
 ��	�

�������# �	�����	���� ���	
����� ������	� ,�� ������	 ��� �� ����� 
	���������%

����� -���	 ��� ��.	����	� ��� ����	�� ��.	����	 ����� ��� *��� ��	 /������	� 
	�

���	 01# '� 23� 4�5 �
�# ��� 6����	������ ��� ������	 ��� ,
	&���	�	 $
 ��.	����	�

-	��	���	 ���� ��� ��.	����	 ��� &���������	 ��.	����	 ��	�� ���������	 ������	#

��� ��� $
� 6������� �
�� ��	 7���	 08�# '� 8295 
	� /����	 �� ��� 093# '� 99�15

�
�������� �����


������� ��� !����������� �����"�

��	 ���	
������ ����� ���� �	����� G ������� �
� ��	�� ��	� N = N(G)#
�	�		� ����� ��	 G# 
	� ��	�� ��	� E = E(G) ��	 ����	���	 :����	#
E ⊆ N ×N # �	�		� ����� ��	 G� ��� ��������	 G = (N,E)�

*� ,���	��	 �����	 ������� ;������	�	 ��� �������	 ��	������# ��� �� (��%

��
�� ��� -����� �����	��� �����	� ����� ���	 ��� ��	 ��	�� ���������	 ������	

G = (N,E) �
��
,�� ��	� )�	�� e = (s, t) ∈ E ��$����	�	 ��� ��	 )	���	 s ��� ������ 
	� ���

��������	 src(e) !��� �	������	 ����
�"� �
� )	���	 t ���	 ��� �	�� 
	� ������%

��	 tgt(e) !��� �	������	 ������"�

src((s, t)) = s ⇐⇒ (s, t) ∈ E 
	� tgt((s, t)) = t ⇐⇒ (s, t) ∈ E !��<"



� ������� 	
 ����������� �������������

n1

n3

n7

n5

n6

n4

n2

�������� 	
�� ��� �������

���� �� ��� ������� ���  �������!� "#$% &��'������ (��������� )*� ���������

���� ��� )*� ����� ������ n ∈ N ����������� �� ��	�������� ������
 ��� +����

��� ����������� ������ ���,������ ▷n �� -)���� )*� n ���� ������. ��� n ��� /���

����� 0{(p, n) = e ∈ E}1
 ������ '��� ��� +���� ��� ���������� ������ n◁ ��,�

��� +���� ��� ������ ���,�������. ��� n ��� 2���� �����!�� 0{(n, s) = e ∈ E}1�

▷n = {(p, n) = e ∈ E} �� n◁ = {(n, s) = e ∈ E} 0	
31

�������� ��	�

�������� 	
� !���� ����� ����,������ ������� G = (N,E) -�� ��� ������

N = {n1, n2, n3, n4, n5, n6, n7}

�� ��� ������

E = {(n1, n2), (n1, n3), (n1, n7), (n2, n6), (n3, n2),
(n3, n4), (n5, n4), (n6, n3), (n7, n1), (n7, n6)}

4*� ������ ������� ��� ��� +���� ��� ����������� ������ ��� ������� n3

����,� {(n1, n3). (n6, n3)} = ▷n3
 ��� ���������� ������ &�� n3 ������

��� +���� n3◁ = {(n3, n4). (n3, n2)}
 4*� ��� ����� (n3, n4) ��� ��� 2����
n3 = src((n3, n4)) �� ��� /��� n4 = tgt((n3, n4))


5� ��� 6����������� &�� ������� ����� ��,� ���� �� ��7�����. ���� ������

-���������� &������� ����
 ����� 6����������� ���,������� '�� ��,� 
���



������� ��� 08��1�

5� ����- ��������� G = (N,E) ������ '�� ���� 9�:��! W = (e0, . . . , em).
m ≥ 0. &�� ������ �� E. {e0, . . . , em} ⊆ E. ����� 
�� W . '��� ;���� /���

����� ����� ��� ��,����� ����� 2���� �������,���

∀
0≤i<m

tgt(ei) = src(ei+1) 0	
�<1

5- ��������! !� �������� ��������� &�� 8���� *��� ������ 0!- ��������

&�� =��-�� �� ��
 "�>. 9
 ���<%1 &��'����� '�� 8��� *��� ������. '�� �,� �������



���� ������	 
	� ��� �


	� ��������� ��� �� ����� ����� ��	� �	 ���
 �
� ��	 �� �� ��	
����	  �	��	

��	��
�� 
	� ���!���	 "��	�� �#�$�����	 %�		
	 ��� ���������  	&��	�

��� '��(�	��	 �� )&$�	��	 �!� ��	� �	 ��	�� �� W = (e0, . . . , em)� m ≥ 0�

�	���$��	�	  �	�� e ��� *$���	�	&����&	 e ∈W �
*�	 (������� ����+ �	 ���
 �
� ��� ��� ��� 	��
����� ��	����$ �
�� ��
��

�	�		�� ,���� �� W � �	 ��� ��	�  �	�� �&���$� '&�"&���� �	��-$� ��	� ���$�����

�& ��	� 	���� �$$�  �	��	 '&	W ����(���� '���������	� )!� ��	�	 ������	 �$� ��		�

���� �� ��	� ���$���� �	��-$�� (�		 �� ��	�����	� ��	�	 �� ���� ��� ��	� ���$����

���� .	���	��$$� (��� ��	 �&$���� ����� ���
������ &��� �
�� ����
���� �	�		��

/� 0��� ��� .����� ��	
���	 (�� ��� %&����&	 Wa→b �!� ��	�	 �� W '&	 ��	��

 �	�� a ∈ E �
 ��	��  �	�� b ∈ E� .	�$& ��������	 (�� Wa→b �!� ��� 1�	� �$$��

��� '&	 a 	��� b�

.����$��2�	� ��� ��� ����� ��	�� ��� W = (e0, . . . , em)� m ≥ 0� �
��� ��� .	���$

m ��� �	 ��� ��3
�	� �	���$��	�	  �	��	 ����	� ���������	 ∣W ∣ =m�

�������� ��	�

)!� ��	�	 ��

W(n1,n2)→(n3,n4) = ((n1, n2), (n2, n6), (n6, n3), (n3, n4))

�
� .���$�
	 ��4 ��� ���  �	�� (n2, n6) ��	� ��"�	�� 
	� �&��� (n2, n6) ∈
W � ��� 5-	� ��� ���� ��� 4� ��� 1�	� �$$�� ��� W(n1,n2)→(n3,n4) '&	

(n1, n2) 	��� (n3, n4) 
������ ��$���� '��$� ��� �
��
	� ��� ���$����
((n3, n2), (n2, n6), (n6, n3), (n3, n2))�

������� ������	 ��	� ��� ������

������������ ��� ��	� �(6�	$���� �������	

��� 	
� �	�
 ��	�� �����7 
	� *	�"	&��	 8���(� ���� ��9:�;�


������� ��� 8 &	��&$$<
������;�

*�	  &	��&$$<
������ CFG = (N,E) ��� ��	 ������ (N,E) ��� ��	 �&$7
�	��	 *��	�������	=

4� *� ��� �	�
 ��	�	 	����������

∣{n ∈ N ∶ ∀
e∈E

n /= tgt(e)}∣ = ∣{nStart}∣ = 1 8��44;

��� �	�
 ��	�� �
����	��	  �	�� 8∣nStart◁∣ = ∣{eStart}∣ = 1;�

�� *� ��� �	�
 ��	�	 ���������

∣{n ∈ N ∶ ∀
e∈E

n /= src(e)}∣ = ∣{nEnd}∣ = 1 8��4�;

��� �	�
 ��	�� ��	���	��	  �	�� 8∣▷nEnd∣ = ∣{eEnd}∣ = 1;�

>� ,���  �	�� e ∈ E $��� �
� ��	�� �� '&	 eStart �
 eEnd�

∀
e∈E

∃
W ∈WeStart→eEnd

e ∈W 8��4>;



�� ������	 
� ����	������ ��������	����

n1 n3

n13

n5 n6

n4n2

n12

n10 n11

n14

n7

n8 n9

n15

����	���� 
�
� ��� �����		��������

�� ���������� ��� ����� eStart ��  �	������ �	� ���������� ��� ��� �����

eEnd �	� ��	����� !�� CFG ��� ���	�� ��� ������ nStart �	� �����
 ���

��� ������ nEnd �	� ��	�������

�������� ��	�

"� �� ����	���� 
�
 ������	���� "����� ��� ��� �����		��������� �

#���	� !�� �� $��%�� ������ �������	������ &����	���� ���' $� 
( ���

������	 � ��� ������� �	� $���%����� nStart = n1 ��� �� ����������� $���)

%���� eStart = (n1, n2) ��� �	� ���%����� nEnd = n9 ��� �� �����������

���%���� eEnd = (n8, n9)� *��������	��� 	���� ���� +��� ����� ��, �����

��� �-������ �� $���) ��� ���%�����

�������� .�	������� ��, �����		���������� ���� ��� "�������) ��� /�����)

����������������� �-������ �-�� ������ 01' $� 
�2034205
2�


������� ���� &/������������	�����(�

���� ����� a ∈ E ���	�������� ���� ����� b ∈ E �� ����� �����		������)

���� CFG = (N,E)' -��� ��, �		�� ����� !�� b �� ���%���� eEnd ���

����� a 	����� �� �������� ,6 ��� /������������	����� pdom�  6 ���

 �		' ���� (a, b) ∈ pdom ��	�' ������� -� ���� a pdom b�

a pdom b ⇐⇒ ∀
W ∈Wb→eEnd

a ∈W &
��3(

a ������������ b ����' -��� a pdom b ��� a /= b ��	�� ��7���� ��������)

���� a ��� ����� b �����������' -��� a ��� ����� b ���� ������������ ���

�		� ������ ������ /������������� !�� b ���� ����� /������������� !��

a �����

a pdom b �������	�� ⇐⇒ (a pdom b ����) ∧ ( ∀
c∈E

c pdom b �����→ c pdom a ����)
&
��1(



���� ������	
����� ��

��� ����������������� ��� �����
 ��������� ��� ���� ���� ����� a ∈ E ���� �����

b ∈ E ���������� 	��� ��� ����� ��
�� ��� ��� ���������� eStart ��� ����� b ���

����� a ���
��

��� ������	
�����

 ������� 	����� !��
 �� "��� ��� ������#�������� $	�� ��� %�������  ��&��� '(�)

&����� *��
��
� $% '*+ ,�-.+ ���� 
�����&�� '��	�&����
�����&�� $	�� % /0

,-�. ���� ��� 1�� 2����� ������	 *��
��
� $12�*+ ,3�.+ ��
�
�#��� ����� ���)

�������
�� ���  �������� �������� �� ����� 4������������� ��� �5� ��� "�����
 ���

������������������ ���������� ����� 2�� ������ 6���� 	��� #�� 7������� ��� "�)

�����&� ���	���� ��� ������	���	�� ,88. ���� ��� 
������������ ,93. ���5&�
�)


��:��� %���� �������� ���� 
���&����
 ���5� 
���
���� ����������������;��� ���&)

���5���� ���� ���� <#���5���
 ��� ������	������ �� ������	
����� ��� ���

������	
����� �� ������	������ ��� ������� ,�=.�

4� ������ 2�#��� #������� 	�� ��� ��� ����> ��� ?���	��� ,93. ���
��5����

������	
������ �� ��� ��������� ������������
����� ���������� ��� ����� ���

������������)#�������� 2���;�� ���  �������� ������� �� ������	
����� ������

	�����& ������ /����� 	�� ��	� ��� ������	����� �������&��� ��� ��@����� ���

'���5���
 ��� 	������� 2���� ��� ��������������������� ���������� ,�=.�

4� A���� ������ 2�#��� 	��� ���� ��������� ��� ������	
����� 
������� ���

����� ������	
����� ��� ����� ������������
����� ���5&��5��� �5� ��� �5� B����

������ ������ ���� ��������� %��&������
 ����
��5
� 	����

��������� �	

 $������	
���+	

'�� 
���������� WFG ������� ����� ������������
����� (N,E) ���
���� ����������� 2##�����


l∶N ↦ {Start,End,Task,Split,Merge,Fork, Join} $���9+

��� B���� ������ ���� ������������ �����5
� ��� ����� ��� 2�� ��� ��!���

��& ��� �������� ��� ������� ��������� ��� �&���#�� WFG = (N,E, l)�
��� /��
� ��� ������ N ��� ���������� �� ���B����� C������
��D

N = {nStart, nEnd} ∪NTask ∪NSplit ∪NMerge ∪NFork ∪NJoin $���8+



�� ������	 �
 ����	������ ���������	���

�		� ������ ��� �	������ ���	����� �������� ��� ��	�� ������������

l(nStart) = Start� ��� ����������� ��
� !

l(nEnd) = End� ��� 	�
������ ��
�"!

∀
n∈NTask

l(n) = Task� ��� ���������� ��
�#!

∀
n∈NSplit

l(n) = Split� ��� ���������� ��
��!

∀
n∈NMerge

l(n) =Merge� ��� ����������� ��
��!

∀
n∈NFork

l(n) = Fork� ��� ����������� �� ��
�$!

∀
n∈NJoin

l(n) = Join� ��� ����������
 ��
�%!

&�������� ������� WFG ��� ��	������ '�������������

�
 (���� ���))����� nt ∈ NTask ��� ���� ���� ���������� �� ����*

����� �����


∀
nt∈NTask

∣▷nt∣ = ∣nt◁∣ = 1 ��
�+!

�
 (���� ,�	��* �� -��))����� nsf ∈ (NSplit ∪NFork) ��� ���� ����

���������� ����� �� ���������� �.�� ��������� ������


∀
nsf ∈(NSplit∪NFork)

∣▷nsf ∣ = 1 ∧ ∣nsf◁∣ ≥ 2 ��
�/!

$
 (���� 0����* �� (���)����� nmj ∈ (NMerge∪NJoin) ��� ����������

�.�� ���������� ������ �� ���� ���� ��������� �����


∀
nmj∈(NMerge∪NJoin)

∣▷nmj ∣ ≥ 2 ∧ ∣nmj◁∣ = 1 ��
�1!

2� 3�����		�� 4�� &��)5�.������� ������� .�� �6� ��� 4������������ ��*
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8������)� � ��)�����
 ,�	��* �� 0����)����� �������� �	� 3�����		�� ���� 8����
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���� "����� �
��������� ��� ����������� #��	�� ���

����� ��� $����� ��	 ��	������
���� %� ��	�� &�	�	 �
�� ��� '����	�� ����� ���

�	��	��	�� ����� �
��� #��
� 
����	�
��	( ��� �!�� 
� )������	� ��� �	��	��	��

�	��� �
���� �������	 
�	�

�������� ��	��

"!!
����� ��� �	���	 �
��� ������������ WFG = (N,E, l) ���( ������
#�	�� ����� �
� *����

N = {S,T1, T2, T3, T4, T5, T6, S1, S2,M1,M2, F1, J1,E}

��� #��	�� ����� �
� *����

E = {(S,T1), (T1,M1), (M1, S1), (S1, T2), (T2,M2), (M2, T3),
(T3, J1), (S1, F1), (F1, T4), (T4,M2), (F1, T5), (T5, S2),
(S2, T6), (T6,M1), (S2, J1), (J1,E)}

����+���	
��	 ������� WFG ��	���
��	 ��!�
 
� �	�� ������� ,�
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�����

���� ��� #��
	�� �� -
� "!!
����� ��� #�	�� ��. �
��� ��	����������� /0�

1!�� l 
�	 ��2�
��	 �����

l(T1) = l(T2) = l(T3) = l(T4) = l(T5) = l(T6) = Task

l(S) = Start l(E) = End

l(S1) = l(S2) = Split l(M1) = l(M2) =Merge

l(F1) = Fork l(J1) = Join

"�� �
���� )���� ����!�� �
�� �
� /�
������� �� N ��

NTask = {T1, T2, T3, T4, T5, T6} nStart = S nEnd = E

NSplit = {S1, S2} NMerge = {M1,M2} NFork = {F1} NJoin = {J1}
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-
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��!���< "��.1�������
	��	
��



�� ������	 
� ����	������ ��������	����

����	���� 
��� ��� ���������� ���  �!���������" #��		�	��$� ��� %&�	��'�

��������� �	
� ()������*	

��� ������� ����� ������������ WFG = (N,E, l) ��� ��+���� �	� ����
,�	������� Z -�� ��� ,���� �� ������ E� %�� ����� .��� ����� e ∈ E
���� ���-	�&�� ��!��	 �� ��	
�� !�" Z(e)�
/�� ,���� �		� -������� �0�	�&��� )���$��� -�� ���� �����������

E ��!��&���� �� ��� Z(E)�

������� �	
�	

%�� �� ����������WFG = (N,E, l) ��� �������	 
��
 �������" �� ��&�1
��	� �� ����	���� 
�2 �������		� ���� /�� �&���!�� #����� ��' ��� ������

(T4,M2) ��� (S2, T6) ������&��� ��� #��������� �� ,���� �� �����		��

)������ �� ���'-���� ��� ������������� /���� /����		����'�� �����

)������� ����� �� ��&� �� �������  �	��' ����� ����� 3��������

/���� ��� WFG �� �������	 �� '�	������ )�������

⟦(T4,M2), (S2, T6)⟧ = Z

��������� 	
�� � ����� ������� ������� ��� ������ ����� �������� ������ ���
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�
�� ���	� e �
��� ������������ WFG = (N,E, l) ������ �����	� ��� �
�����

��� 
�� �
�� ����� 
� �
���  ��	��� Z� ���� e �
� �!����	 ��� ��!	
����� Z 
�	

"#�� Z(e) ≥ 1 �
!	� $� �����	����� 	�%�	 ��� �
� �	��	���	� eStart ��� 
� ���	�����

��� �
� ������	� eEnd �
�� �
�#
�� ������

&�������� �� �
���  ��	��� ���� �
� ���������� 
� �
��� �������  ��	���

���
����� '�#� ���� (���� �
� ��	�� ��� ������������ ����
���� ��
��

��������� �	
� )&���*��"����
	+	

��
 WFG = (N,E, l) �
� ���������� 
� �
���  ��	��� Z�

'�� �	��	, ��� �����	�� 
�	 
� ��
���  ��	��� ����*��"��� &!!� �������

��	�� n ∈ N ∖{nStart, nEnd} �
�� ���� ����
���� 
� Z� ���� ��	����� )�+

n ���� -
���	�� 
�	 ��� �
����	��� �
�� ��
��� �
��������� ���	�� �
��

����� 	�%�	� ��� )�+ (��� ��
��� �
��������� ���	�� �
�� ����� "��
	#	�

n ����*��"�� 
� Z ⇐⇒ (n ∉ NJoin ∧▷n ∩Z /= ∅) ∨ (▷n ⊆ Z) )���.+

Exec(Z) �	��	 �*� �
� ����� �!!�� ����*��"���� ��	�� 
�  ��	��� Z/

Exec(Z) = {n ∈ N ∶n 
�	 ����*��"�� 
� Z} )���0+

������� �	
�	

$� ���������� WFG = (N,E, l) 
�  ��	��� Z ��� &""
!���� ��� �
��

�
� ��	�� M2 ��� T6 ����*��"��� �
� �
�� ��
�� -
���	�� ��� ��� (���
!�

�
��� �
��������� ���	� "��
	#�� �
� �
�� ������ '
� ����� �!!�� ����*��,

"���� ��	�� 
�	 ������� ����"�� �!�

Exec(Z) = {M2, T6}

'�� -
���	�� J1 
�	 
� (����  ��	��� Z ′ ⊇ {(T3, J1), (S2, J1)} ����*��"���
$� ��� �������������� '�1�
	
� ���� ����� #�� ���	�� ��! �
� 2�����
�	���
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�!!� ��,

���	
�� 3����� ����� �
� &���*��"����
	 �!� ���#
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'
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� ) ��	����*"������+	

5����� �
� �
���  ��	��� Z �
��� ������������ WFG = (N,E, l) ���

� ��� ��� ��	�� n ∈ N ����*��"�� 
�	�

5��� ��� &���*����� ��� ��	��� n ���
���� WFG 
� ���  ��	��� Z ′�

�
� �����
"�� Z
n→ Z ′� '��  ��	��� Z ′ 
�	� �
� �!�	� �*� ��� ��	�� n

��1�
��	/



�� ������	 
� ����	������ ��������	����

n ∈ (NTask ∪NFork ∪NJoin)� ��� ���� ����������� ����� ein ��� n

��� ���� ���� ��������� �Z ′ = Z ∖ {ein} ��� ��! ���� �����"

����� ����� eout ��� ���� ���� ��	��� �Z ′ = Z ∪ {eout} �

Z ′ = (Z ∖▷n) ∪ n◁ �
�#$ 

n ∈ (NSplit ∪NMerge)� ��� ����� ���� ����������� ����� ein ��� n%

��� ���� ���� �&��% ��� ���� ���� ��������� �Z ′ = Z ∖ {ein} 
��� ��! ����� ���� ���������� ����� eout ��� ���� ���� ��	���

�Z ′ = Z ∪ {eout} �

Z ′ = (Z ∖ {ein}) ∪ {eout}, ein ∈ (▷n ∩Z) �
�#� 

�������� �	
�	

'�(� ��� 	��)��� �������	 
��� ���� �� *��+�������� WFG = (N,E, l)
��� ,���	���� 
�- ��� ������ M2 ��� T6 �� �����		�� .������ Z ���!/�"

��� '�(��������������(� �0���� ��(� �� �������������� 1�2������ 
��3

)��� �0�	�(�� .���������(���	 !�	���4 5������ �(��	��� �� 6��������� T6

)���� ��� �� ���������� M2�

�������	������ ���� �� �����		� .������ Z = ⟦(T4,M2), (S2, T6)⟧ ��(�

,��!/���� ��� ������� T6 �� ��� .������ Z ′ /��% ����� �� ����� (S2, T6)
���� ���� ��������� ��� �� ����� (T6,M1) ���� ���)���!/�� ���� 1���

��� ���(������ �	� Z
T6→ Z ′ ��� �� .������ Z ′ ����� ��(� )�

Z ′ = ⟦(T4,M2), (T6,M1)⟧

1�2�������� 
��- ��� 
��3 	���� ��� 7������� �� �����(����	�(��� ,��� ���

������ !���� .���������!���� �����)�� �� 7���" ��� 5�������� ����� ,��!/�"

������������� 7�� ������ ����� 	����	�(� �� �������� ��� 7���� ��� 5���� �����

*��+��������8 ��� �� ��� ,��!/���� ������� ��� �� ��� ������ ,		� ������ ���

,������� �� 9��������� �0���� �����!/�� �����% ����	� ���������� ���� ��"

�� ��! ���������� ���� ����������� ����� 	����� 5�� 6��������� ����� ���� ����

���� ��� ����� ����������� ����� ��� ����������� ��� ��! ����� �����������

������ 7�	��" ��� ���������� ����� ��(��"������������(�� 5���(���������� 5��

7�	�������� �������� ��� ����� ����������� ����� ���� ���� ��� 	��� ��� )�!&		��

��! ���� ����� ����������� ������� 5�� ���������� �������� �������� )�!&		��

��� ���� ����� ����������� ������ ����/	�(� ��� ���� ���� ���� ��� ����"

������� ��� ��! ����� ���)���� ����������� ������ :�������� ������ ��(� ����

���� ��� ���� ����������� ������% 	���� ��� ��! ���� ��� ����������� �����

���� ���� ��� 1���� �)����� :�������� ;��		�	��&�� 1���� ;��		�	��&� ���� ��

��(� ����� 9��������� �<�(�������� �����% ���� ����� ��� ��� ���!/���% ����
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	 ��� �"������

�����	�� ��� #���$�����!
�� �� ��� %�	���	�� &���� ����' ��� (������� )*+,-�

��� 
 ��� �����	�� ����� ���	��� ������ �� 
 ��� �.��� 
�� /��	"��� ��0����	1

��� ��� ��� ��	������ /��	��� �������� ������ �.�����

��������� �	
� &2���� 
3�����	-	

2�� /��	��� Zto ��	 ��� ����� /��	��� Zfrom ������ �������	
� &��� 
���3��

Zfrom → Zto-1 ���� �� Zfrom ��� �����
�3���� ���	�� n �4��	���	1 �� 


������ �����
���� Zfrom �� 
 Zto �� 
���	�

Zfrom → Zto ⇐⇒ ∃
n∈Exec(Zfrom)

Zfrom
n→ Zto &��5�-

Zto ��	 ��� /��	��� Zfrom �������	
� &��� � 
���3�� Zfrom →∗ Zto-1 ����

���� ��'���6 ��� /��	"���� Z0, . . . , Zm1 m ≥ 11 �4��	���	1 �� ���� Z0 → Z1 →
. . .→ Zm−1 → Zm ��� Z0 = Zfrom1 Zm = Zto�

Zfrom →∗ Zto ⇐⇒ ∃
Z0,...,Zm,m≥1

Z0=Zfrom,Zm=Zto

∀
i∈{0,...,m−1}

Zi → Zi+1 &��55-

��� 2���� 
3�����	 ��� /��	"����1 ���3�������� ��� �����	� 2���� 
3�����	1 ��	 ����

7���	��� ��� ��� ����� ��� /��	"���� ��� ��� 
 ��� 7���	��� ������!���	� 8��!


���� ���
���
�� ������	� 9� ������ �	���	 ����� ���	�� ����� /��	��� ���� 2���

���	� �4��	���	 6��� 
�� ����� /��	"����1 ��� �����	 ����� 
3�� �����

��� ������	
��	

��� �����: ��� ����������� &�� 2����� 
�� �������- )*, 	�� 
	� 6�� ���	��

��� �� ����� ���
�� ��3��	 ��� ��� ��� ����	 �� /�������
��� ��	 ������������

����������� )*�1 �� �;<,1 �!�6������ =�	����	6��1 �� ��� %����	�� ���� ����� 2����� 
��	

����!�� 
	1 ���� ���� �����
���� ����� >���?@
�� �?=�	����	6�� �� ����� /��	��� 	��?

������	1 �� ��� ��� ��� =��	6 ����� ���� ����� 3���	6	1 ��� ��� 2��� ��� #���$���

��!�"���	���	 ),� #������ �� ������ �����:1 ��0����	�� ����' ��� (������� )*+,

����� 
 ������ A�
�� �!"	�� ��� #���$�����!
�� ��� ��� �����: ��� ������	
��	

���1 �� �� 
 �
��� ��:������ ���� =�����	 6� ������ /��	!���	 ��� ��� ����	

���1 ���� 	�	�" 
�� 
 =�	����	6� ��� ��� #���$�����������	 3���	6	�� ��� ���?

��� 8���� 3���	6�� #���$�����!
�� ����	 ��� �"������ ��	�� ��� ���	��1 ���

�� 
 �� ��� ��3��	�!��6��������������� ��������� 0����� 9� ������ ���	�4	 ���?

��� ��� �!�6������� ��	�� ��� >�
����1 ��� ���� ��� ��� ����	 	�	B ��� C����������

&�� 2����� 
�� ��
�����- ��� ��� ��
����� �D� 
����������� &�� 2����� 
�� �
�� ��

����������
����-� ��� ����� C���������� ��	 ��� �����
���� ����� #���$�����!
��
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� ����	������ ��������	����

�� ����� �������� �� ����� ��� ���������� ��������� ��� ������� ���� ������

������� ������� ����

��������� �	�
  !��	��������������"	

��� ������� Zdead /= ZEnd, Zdead ∈ Z(E), ����� #��$�������� WFG =
(N,E, l) ���%� ����������	
��
��� ��� ���&��� �� ����������	� ����

�� Zdead ���� ������ ���&'��� ���� (�� ���%�� )�� Zdead ��� ���� �����

������� ����� ��������

Zdead ��� !��	������ ⇐⇒ Exec(Zdead) = ∅ ⇐⇒ ∀
Z′∈Z(E)

Zdead /→ Z ′  
�*+"

������� �	��	

(� ������� Zdead ���

Zdead = ⟦(T3, J1)⟧

��� �������	������ ���� !��	������ ������ �������	���$�������� ���

,���	���� 
�-� .� ������ ������� ������� ��� �� /��������� J1 ��& ��0

�� ����������� ����� ���� 1���� ���� ���� (�2������ 
��3 4����� �����

�����&'�� ������ (���� ��� )�� Zdead ���� ����� ������� ��������

����� ��� ��� ����� (T3, J1) ���	���� �� �������� ��� ����� Zdead �����

�� �����������

(� ������ )�� 5���6 ��� 7	����� �����&'��� 8��	�������� 9 ��� &��	���� 5:�0

����������� 9 ��������� ����;���� �� ����� ���������� ���� ����� ����������
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��� #��	��� Zabundance ∈ Z(E) ����� ���������� 
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��% ���� �� Zabundance ������	��� ���� ���	� ��
� ���
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Zabundance ��	 �����������	��� ⇐⇒ ∃
e∈E

Zabundance(e) ≥ 2 !��'�"
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��� (��� ��� )*� ����� �����������	��� �	���	 ��� #��	���

Zabundance = ⟦(M2, T3), (M2, T3)⟧
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� ����	�	 ��� ���	� (M2, T3) ��
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��� ������		
����	��� ��� ���������������� �� ���� 	��� ��������� ������� ����

��	 ��� ������ �	 ��� ����� ��� ����������� �� !��������� ��� "��#�$%�����&

������ �� ����� ������ ��� �� ��� �	�� '()*� ������ ����� �� ��#� ��� ��� ���

!��� +��������+�#,�	� ��� ��� ����� ��������� ����#������� -������ ��� �����,�&

���������� �. +�� ��	/�� ���� �#�+#�� �����,����� 0����� ����� 1����	�#, �����

2��	��� '34* ��� �� ��� �	�� �� 	� ')5*6� ����	��+��	� ��� ��� ������		
����	���

��� 2�������� ��+��� %������#�������. ��� ��� �% 2������� ��� ��	�� 7�	� ���+���

+����� ,�� '��*�

89� ��� ���	������� ������ +���� ��� ��,������� ��������� ��� �����,����� '()*.

�#� �	
������� �����,����� ������. ��+$�	�� -� ��� �	�� �������� ��� ,	����#��

�����,����� �% ������		�� 2���������� ��� ���� ����� :���& ��� ����� ;���	��.

���������� ���������������������� 0��$��� ������ ��,��� 	�������������6� !�&

��� ���� ����� 2������������ ��������$����� '�4. :� �<(* ��� ���=��� ��� �	���

��� �����������&2���������� '�3. :� �  �* �� ;�� ��	#��� >��� ��� �#� �� ��� �	���

�� ����� ���� ��� ,����,�. +��� ��� ����� ��� ?���� �����#����� !�����

��� ������������������� �����#�� +����� ,��. �� ���@�. ,���� -��,	������ ���&

	����A ��� ��� ������ ��� ��� ������������������� ��� ������� !�����. �� ���

��� ;���	�� ��� >����� ���� ��,� ��$�� B �� ���� ����#� ,���� 1���
9����

!��$��	�#� �� ������ ��������� ���#������ �� ��� �	�� ���	��#�. +�� ��� �����,�&

���� ����� ��	#��� "��#�$%���������������� �#���+����� +����� ,��� ����� C=����

��� >#�+��� �	� 	��� !��� ��� %9� ���	� �������� ��#� ��� ����� 	� ���� ���

�D����������E ��� ��+������ ��� F������� '�3. :� ���  �*�

��� F����� ,�� �% 8���&G���#�&2���������� ���+��� +�����. �� ��� ;����&

�#�%��� ��� C�������,��� ��� ���#��$�,����� �#���+������ ���� �� ��� �	��
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�� �������� ��� �� �������� �� ����������� ������ ����� ����� �� �������� ��

������  ����� �� !"��#���� ��� �� $����%� �� &�"�������� �� $���������'

���� ������
 �� ���� �� �� �������� ���������� � �� ����� �� &�"�������� ���

����� �� ������� �� $������������� ������������
 (�"�� "��)���� �� ��������

��� *����"� �� +������ ����, �� ������
 ��� ���� -����, ��� ��������.�� ��

���� "��������
 *��������� �� "��������� ���� �� /����� �� 0������� �� ������

1 ���� 23� �� ������ �� *������������ ��� ������������4 ��������� �����
 *�� �������

0������ "������ �"�� ��� ��  ��� ���� -���� �� ������� ��� �� 5��� 6���� �����'

��7� ����� ������� ���������� �� 5�� 8��������� �������7� ����� ������� ���������

��������� ��� 92:� �
 :;<


(�� ������� ����� ��������� ���� ��� ��� �� 6��������������� "������� /�������'

 �� �� /������ �������� ����� �)���� �� �� &�������7�������� "������ ���


�� "��)���� �� /������� �� ���������� ���� ���=�� ����� &������� 9	><� �������

������ ���� ��"����� ?��� O(N3) 1N ��� �� -�,� � ��� �� /����� �� 6������

8����������� �� ������3 9	:<
 (�� ���.� �������� �� /������� �� ����������

"������ 5���� � ������ ������������� +���� ������� ��� $�������"��� 7�� ���'

���� 9�2<
 /�� ���� @��� ��������� �� �� ����%������� A����� ���� -�����

�� /������ ��� $�������"��� �� !"��������� 7�� /�"�������������� �� ��� � 

�������� ������� ����� �������� ���� 7���������


������� ��	���� 
�� ����������� ��� ���������
���� (�� ��"�� ��

B���#�������� ���� "���������� ��� ��� -���� 7�� 6�������� ��� �� B���#��'

����� 7�� ���C �� D������� 9:E<
 B���#��������� ������ ���� �� ��� � !"��'

������"�� "�������� ��������#���������� 1"���
 9F�� �
;><3 �� ��������� ���� � 

�,������� 6�����������
 ��� "��������� 5���� ������ �� �� B���#�������� ��� ��

-������� ����� �� ��� $�������"��� �� ��������#����� �������� ���
 ���� ���

���� ����� B���#��������� �� $����� ����� *��������� ��=������ �� ����� ����

������ ���� �� ��������� �� �������� �������


��� �� /���� 9EG< ��� ����� ?��� ���� �� *��������� �� B���#���������

"������ ������������� ��� 5��� 1��=�������3 B���#������� �� ��� �� ������� �C��'

7������� ����'0�����'B���#������ �"�������� ����� ����
 �� �� ���� �� ����'

���� ������ ���� ��� B���#��������� �������� �����
 *��� � A��� �G2;

������� ��7�� �� ��
 �� HC��7����� ���)�������� B���#��������� �� ����'0�����'

B���#������� 9�G<
 + @�������� �� B���#�������� "������� B���#���������

�"�� �� �������� ��� ��� ���������� ��������� � ����������� ��������#������ ����

��������� ����� �)���� 9�G<
 $������� �� ���I� 7�������� ����� ��������#���'

��� ���� ��� �� ����������� D�'A��������� �� �� /""������������
 ��7�� �� ��


������� "�������������� ��� �� �� ����� 7�� D�'A��������� ����� 7��������� ���

����'0�����'B���#������� �"��"���� ����� ����
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�� ��� ����������� ��� ���������������������	
��  ��! "#$%& ��������� ��� ���

��� ��	'�� ����
�������� (�������������	
��� ����������� ��� )	������� 	�� �����

*����+���
��������������� ����� �� ������� (����� ,�	������-. ��� ��� )������

���	����� /��0��������� ��� �))��
���������&

1��� ���	����
� 23���	���� 4	��	��� ��� �))��
��������� ����� )������ ���	�

���� ��� +���5	���������	
��� �� 	& "$$% ������
�	���& 6�� ��78����� ��� �����

��)��� 	�
� ���� ������� 4	��	��� ��� �	������� ��� ���������9 ��� �	�������

��� ��������� 	� :	��. �� ��� ��� ;��������� ����� <���� ;������ ��� :	���

���� 4����������� ��� ���������. 3�	�� ����� =�����������. �	������& ���
� ����

�� 4����������� �������� ���� ����	�
���
�� ��������� ��� 1������ ��� �������

���& +���5	���������	
���� (��� ��� ��������� ������� �	)�� ������ ;����������

�� ���
� ���� �
���������� ���	�������& ������ �� <���� 6
����� ��� 4�����������

��� �������
���� �������� 6��������� ���������. �� ��� ��� �����	����� ������� ���

;����������� �������& ��� >?
���
�����. ����
� �	� ���	��@���� ����� ��
��� ����

�	�
���
��� 6������� 	�� ����� �������. )��)�� +���5	���������	
��� �� 	& �� �����

��)��� �
�����&

�������� 	�
 ��

������ ������� ������������� ��� �)������ ����� ����

�	�
���
��� 6�������. ��� �����������	���
����. 	�� ����� ���������	���� ������

��
���� 4	��	�	� �� 	& "#A% ��� ������ �	��� ��� 	������ ��� 	� +���5	��������

�	
��� �� 	& "$$%& ��� 4����� ������ 4	��	��� ���� �� ��� ���������� 1����
����

����� ��������� ���
� ����� (�������� ������ ����� ��	����
��� (�����������

���	
��& ��� 	�� ������ ��	����
��� ����
�� ���
� ������������� ��������� ����	��


���
�� ��� �	�
��	 	�
� 	)���	��� 6������� )��)� ��� (�������� ���)�����.

�	�� 	)�� ��� ����� ��	'���������� �
���������� �������
�� ������& *?� �����

=������
���� )����� 4	��	�	� �� 	& ����	
�� >���� ��� ����������� 	� B ��� <��

��
� �	
������
� ������2���� ���� "#A%& 6�� ���� ������2����. ���� �� ��
� )��

��� �������
���� C����?
��� ��� D�	����. ��� �����	����� 6�����1���'�6�����

1E�� ,6161-�*�	�������. �� ��������������� C����	���� �	����&

����� 6161�������������� �	� <���
� 	�
� �������
�� 4������9 F�� ����� ������

��� ���� ���� D?�� 	� ��	�������
��� G�����	������& 6� �	�� ��� *�	����� ���	�

��� *���� �������� ������. ��)�� ���� ��
� ��� ������	���� *�	����� 	�������

����� ��?����� 4��������� ����	� )�� ��� ����?����� �����
�� ����& F�� 	������

�7���� 	�� ��� *�	������� )���)��� ��	'��� ���
����?��� ������. ���� )�� ���

*�	������� �	���� �� ��
� �������� �� ���������	����. ���� ��� ���
� �����

�E������� 6�	��� ��� 1�������� ��������� ������& 6� ��� ��� :������ ��� 	�	�����

1���	�� ����� F���	����	����������� �?� ��������������� *�	������ �7��
�&
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'&��� #������ �������� ���� "�!������� $� ����� ���	��%��!�����. %������

�� ��� %����	��� ���� !���������� 	���� /���) ��� ����� ������!�� �0$����

��� 	������ �) 1��)�	��		 �� !������� �%�� �) ��	�������� ��		 �� ��2��������

���� ��)��������� 3���$��� �������	��� ��� ��$��	 ��� ������ ��� ���%�������

4������ 
��������� ��	���

#���� ��� ���� �������		�� ���	��������! !5���� ��� 4������ ��� ,��!	�)�
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Z∈Z(E)

Zi /→ Z)) "
�9$

,�� ��� :&��� ���� .�������� ���� ���� ��������� -����&���' �� ���;�

��� .�������� ��	
���� ����� �		� ���;� ��� ����	
���� ��  ����� �		� !+��

	����� .���������� c0Z0
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(⟦k⟧ , ⟦f⟧ , ⟦g⟧) = fk

��� '#��!���� ����� �����		�#�� �$ �� ����� k� fk ����� �� '#����� ⟦g⟧,
�� ����� ��� 4��	���#���%#����� $%�	� �� ����� k ���� �#(�#�� ��� 5�+

��������#� ����� '#������&$��!��� ��� fk �#�� �� ���%��� �����		�#��
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(⟦o⟧ , ⟦p⟧ , ⟦c⟧ , ⟦d⟧ , ⟦e⟧ , ⟦f⟧ , ⟦g⟧) = fo

/�� �����		�#�� fe �$ ���� ����� e ����� ������������ $������$� ����� ����

�#����	 �0�	���� '#��!���, ��� �#� ���� ���%���� -��� �#( e ��#	����� �0�����

2���� $������$� �� �����		�#�� ��(���		 �#��, �#( ��	��� ������ ������ ���

-��� ��� e ��	����� ����� �		� ������, �#( ��	��� ��� -��� ��� e �� �����		�#��

fe ��	����� ����, ��� �#�� ��� -����

EdgesIn(fe) = ⋃
Z∈fe

Z �
�7�

����$��� 8�	���� �	�� ���� -��� �#( ���� ����� a �� �����		�#�� fe, �� �0����

�� ���� �#�� ��� a ∈ EdgesIn(fe) �#��&����� 8	����%����� $���#��� ���� �$� �#��,
���� ��� -��� ��� e %# a ������ ����� 5��� �#�� ��	$������!��	��� �#�� ���

��� ��� e ���� a �6�������� 5��� $������$� ��� (�	����� "����#���
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a ∈ EdgesIn(fe) %⇒ We→a /= ∅ �����
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!� %��� ��" &� ���� k &� ����
����� �� ��� '���	&��� ��( ����

������	)�*� ��� ��� �� +�� &� ��������� a ��� ��� ���� e ����&��

��� ���� �	���� ��� (a, b, c, i, j, k)��

,���)-�	�-� �.��� ��� ��� ��	-� ��� �� ����-�� ��� ����� �"��	�-���

��� ��-� ���� ���-�)���/ �� �� ������		
��� �������/ �� &� �� %��� ���

&� ����-���� �� +�� &� ��� ���� ��� ��&�� ���� ���&�� ���& �.�	��

-����� &���-� ��-� ������ !� "�	��& ���� ���� ��-�/ &��� �� 0������ ���

��� ����-�� ��� ����� ���� ��-� �� ������		
��� �������/ �� &� ������

&�� �� %��� +�� &� ��� ��� ��&�� ���� 
�1�/ ��� ��-�� ����� �����

'�&��"�		� ���� �� 2��	����� &�� +����&���
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3�� ����� e, a ∈ E, e /= a, ���& "�� ��� ����
����� �� (N,E, l) ���
���

We→a /= ∅ ∧W ∈ We→a ���4�

%⇒
∃

fe∈Fe

( ∀
c∈W

c ∈ EdgesIn(fe) ∨ ���5�

∃
Z∈fe

Z ��� 2��	������������&) ���6�

������ ���	
 ���� ��� "���� &� 7��� &��-� +�		��)�&�� 8�&������� !��� ���

��� +�� &� 0������ ��� ��� Wl = (e0, . . . , el), l ≥ 1, ���/ ��� &��� 9)�� l ���

��&����� �.-���� !� 8�&���������"���/ l = 1/ ��� ���+��	� !��/ ���&� ��� +��

⟦e0⟧ �� 3�����& ���-����/ �� &� e1 �� %��� ��)�� ��& ����� �� ������		
��� ��

e0 ��� e1 �������� :&� ��� � ��� ��� 3�����& +�� ⟦e0⟧ ���-����/ �� &� e1 ��

%��� ��)��� !��� ���� ;&�-� &� ������		
��� �� e0 ����� �� ⟦e0⟧ +��	����
!�&��-� ����� ��� ����� ��� 8�&��������-�����/ l< &�� ��1�/ ��� ��� &�+��

���/ &��� &� ���� "�� �		 �� &� 9)�� l ��	�� !���� ���� � ��-� "�� &� 9)��

l + 1 �	��� 0� ���� ��� ���� ��� =)		 "�� &� �� Wl ��& ��� ������		
���

fe0 	��� ����$

�
 ���� fe0 �����	�� ��� 2��	������������&� !���"�	� �&� &��� ��-�

"�� l + 1 �� ��� 2��	������������&� ✓
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�� ���� fe0 ������	��� �		� ������ ��� ����� Wl� ������ �� �� Zl ∈ fe0 ��� ��

������� �� el ������	���� !" Zl ���� ��� ������� ��	���#

$� %� ���� ����� ��� Zl ���&����� ������� Zl+1 �� ��� el+1 ���� '���

�(��� )���� ���� �� ��	�������(��	�&� ����� �����		���� �� e0 �� �		�

������ ��� Wl+1 ������	���� ✓
*� %� ���� ������ ��� Zl ���&����� ������� �� ��� el+1 ���� '��� �(���

+���� ����� fe0 �� ���� ,��	������ �� ��� '��� ��- el �����	�� ✓

)�	�������(��	�&� ���� ���� '��� ��&�� ���� ��� ���� ����� e .� ���� �����

a ������ ��&� ���� �� ����� ��� .���&��� ����� ����� )� �/���� %���&������0

��� ��� )�	�������� ��� �����&����	�&�� ���-"����������-�	��� �� ������ ��.�

-"��� ���� a ��� �����		���� �� e ����� ���&�� ���� !" 1��� ����� ���-"�0

�����/�	�&������� ���� �� �	�� ����� ������� �����		���� �� e�

��� �����	
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�����		�"��� ������ ��&� -" ���� ���	�
 2�����		�3 4�����&���� ��� ,���	����

����� ������������� +�&� ��� �5�	�.��� ������� ����� ���� '��� ��- �����

���� ����� ��� ����	��� ��	&�� 26��	03����(��� ���&�� ����� �/���� ����	�

��� �� ���-"���� ����� ����� ����� ���� '��� ��(	�� +�� 7���&����� ����

���.�	��� ����� ��� ��� ����� ���	�������� �����		�"��� ���� ���� ���	��� 

���� ��� ��&� ��������� �	� %������������� -" ������������ ���	���� �������

4��� �������������
� �������� �� �����&� ���� ��	������ ����� ��- �� �� ���

����� ���� '��� �����		���

+�� 7���&����� ���� ���.�	��� ����� e �	� %������������ ��� ��� ,����	 ����
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+�������� j ��&� 	 ��� *���������		� �� �� j '������� �	 ���� ��� &���
���

��		 �� ����������
� WFG �� &��� )(��� ����� ������ 	�� �����

�� ���� +�� *���������		 ��	���� '�� entry ��	
����� ��� �������� #�	,

-.����� '�� WFG �& �� $����%�	����� /�� 	���� �� #�	-.����� �& �� $����,

%�	���� �� ���������� 	� �	� WFG 
� 01������ ��������� ✓

�� ���� 2��	 
� *������������� 3� ��� *���������		 fout ��	���� '�� out

���� �� ��������� Zdead �� j ������ ��� ������� �	� WFG �������

0� WFG ������ �	�� ��&� 	 ��� *���������		 �& �� $��������� �� �� ��- ��

��	���� *��� out '�� j �� 4��� ������� $� Zout 	���� �� '�� $����%�	����

�����&��� 5�	����� �� �� out �� 4��� ��(��� 0�	� 5�	���� Zout 	�%� 	���

��	 �� *��� out ��� ��� 4�� Add '�� ����� *���� %�	����� Zout =
⟦out⟧ ∪Add� 0� ���� #�����

⟦entry⟧ →∗ (⟦out⟧ ∪Add) →∗ (Zdead ∪Add)

����� ��		 Add /= ∅ ����� #����-���	 �	� �� ��������� Zdead �����&��� $�

��%� ��� Add �� 4�� ���� *�������� Add� �� %�	���� ��� out '��

$����%�	���� �����&�� 	���� Add = {Add ⊆ E∶ ⟦entry⟧ →∗ ⟦out⟧ ∪Add}�
#�	���� '�� ��� Add ∈ Add ����� ���&�(���� '�� �� *��� out 2������,

�� CAdd &������� ����� 0� �� �������� 2������� ����� �� ���%�	����

⟦end⟧ ��� ��� WFG ������ �	�� �	� 6� 2������� cAdd ∈ CAdd ������� 0�%�,

-��� ��� 6� 2������� �� ��� 5�	���� Finished� '�� �� ��	 ��� 5�	����

��� �����&�� �	�� 0� ��� ����

⟦entry⟧ →∗ (⟦out⟧ ∪Add) →∗ (⟦out⟧ ∪ Finished)

����� �	� Finished /= ∅ ��� Finished ∈ Add� 0� 4�� Finished = {Finished ∈
Add∶ ∀

Z∈Z(E)
Finished /→∗Z} &	����&� �� 4�� ���� Finished ∈ Add� '�� ���

��� 5�	���� �����&�� �	��
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 � ��� !���� Finished ∈ Finished ���� "������ ������� ���# ��� !��� ����� ���

Finished ���$��� ���� ���������� ����� ����� %���������� ��� ��� &�������

end� '�� end ∈ Finished# ���� ���� ��� ⟦out⟧ ∪ Finished �� "������ ⟦out, end⟧
������ ��� ����� �� &��(������ ⟦end⟧ ����� ������ $����� WFG $�� ����)

����  ��(�*�	�� ��� !��� ����� ��� Finished ∈ Finished ���� ���������� �����

����� %�����������

+��	 ��������� ��� !���� Finished ∈ Finished ���� "������ ������� ���# ����

��������� ��� ⟦out⟧∪Finished ��� ,��� ��* out (� ���*-���� �		� %���������

*-���# ��* ���� ����������� ������ �� Finished ,���� 	������

.�� ��� Finished ∈ Finished ��� ��� ���� �� ������� ��� ⟦out⟧ ��������
���	�������(������ Zdead �� j �������� +������� ��� Necessary ⊆ Finished

���� ���$������ �����)	��� ,���� �� ������# ����� j �� Zdead ∪Necessary (�

���*-���� ������ �- !��� ����� n ∈ Necessary ��� ��� ��(����/���� %���)

������ tgt(n) = other ��� ������ ���������� ����� outOther ��	��� �����	��0���

($�� ��		��

���� �� outOther pdom out� outOther 	���� ��* �		�� +���� ��� out (� &�������

end� ��� ⟦out⟧ ∪ Finished ��� Zdead ∪ Finished ��������  � ��� (� ���)

*-���� ��� j �� %��������� other �����*-�� $���� ����# ���� �� ����� ���

Zdead ∪Finished ��������� "������# �� ��� other ����� �����*-�� $���#

j ��� ���� ������  ���� "������ $�� ������� �� ����	���� 
�� �� �������		��

&� 	���� �	�� ���� ,��� ��* �� ����������� ����� outOther ��� other�  �

outOther ��� ����� out ���� ������������# ���� �� ����� +�� ��� outOther

(� &������� ���� out� ��* ������ +�� ���� �� ��0���� ���� ���� ����� not#

��� �� �� ������ +�� ��� (� j ����� +��	 outOther ��� ���� ���$����� ���#

�� j ���(�*-���# ���� �� ���� ��� outOther (� j ����� +�� ������ �������
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7������ �� ������� '���� *�� 8�������� j *�� 	��� ��	����� '���
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 ��������� ���� �� �� 9��� �� ��	����� '��� out /*��� ��������� ��:0�

$��  ��������� �	 (��
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��� ��	������" ���� 	 ��	����

*�� ��	� ���� ��������	
����� *�� 5�	����" ����� �� 8�������� j 
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���� *������ �����  � ���� �� 5�	��� ��� ��������� �� j �� �����6

���� ��	 ����� 8��������	 	��� ;�� �� ��������� �� j �	������ ��	 ���
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��� ������� ��� ����������� J1 ��� ����� ����������� �����

�� ����  ����� �� !��	��	����������" !��	��#��������� ��� !��	�������������

$�� ���%�" &' ��� (��������� ����� ����������� j ��� �� ���" �� )� ���" �	� �� ��

����� ������ !��	� �� *��+�,������ ����� -��� �� �������������� &' ���.

��� ������ ���������� ���� ���	������������� ��� ������ ����� ������ �����

/��+�����" �� ��� ��� ���	0��������� ��)'�	��� ����� ����������� j ������

�� ��� ���� �1�	����� ������	��%	���� (��������� ��� ��������		�� ���	�����.

��� �� j �����#���� ��� ������ !��	�� )� ���������" ,�� ��� ������� ����2��"

���� �		� ���������� ���� ����� ����� ���)��		�� �������0� Safe ����)� ,�����

$����� ����� �#�� ���)�3)���� 4������� �#�� ��&' 4���" ���� �� *��+�,��.

���� ����� ������ ���	�������� ��&������ $�� �� ����3)����� *��+�,��.

���� ������ ,� &' ��� ���������� j ��� ��������	
������

��������� �	
 56�����������7	

4�� ��� *��+�,���� WFG = (NW ,EW , lW ) ����������� 6�� ��������	�


��� ����� ����������� j ∈ NJoin ��� ����� ����������� ����� out ��� ���

������&���� -��� EG(j) = (N,E, l)� 6 �����)� )� ��� ������ ��� WFG

����� )��#�)	����� 4��������� S� $� ����������� ��� WFG ,�� ���

���������� ����� out ��������� ��� ��&' ���� ����� ��� )��#�)	�����

4��������� S )�� 8��	 �� ����� out ���)���&'��� $�� (�����&������ ��

���������� ,���� ��& Safe �����)�" ��� ��� ����������� j ��& End ���

��� ��� )��#�)	����� 4���������� ��& Start� �		� ������ (�����&������

,���� '���������

!���	 ������ ���� ��� &�	������ 9������

:� $�� ����������� N = NW ∪ {S}

�� $�� ����������� E = (EW ∖ {out}) ∪ {(S, tgt(out))}

;� $�� (�����&������ l = lW ∖ {(j′, Join)∶ j′ ∈ NJoin}
∪ {(j′, Safe)∶ j′ ∈ (NJoin ∖ {j})}
∪ {(S,Start), (j,End)}
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��  ��� �� �� ��������� j ��� ��"� �� *��������( �� � �� +���������		

�� ��� �� *���������  ���	��	 �� ��� ��"�� ��� ������� +���� )��

j  ��  ���	��	 ��� .��� ���!��� &�� 	
�"�� ���� )�� ��� �������	
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-���  ���/

��������� �	
 01� ������� -���  ���2	

��� ��������� j ��	 &���������
�� WFG = (N,E, l) ��� �� �����

��	
��� -���  ��� �� �� +���������		 fentry �� ��� *�������� entry

�������� 	��	 ��������	���
�� EG(j)( ���  ���	��	 �� ��� ��"��
��� ������� +���� )�� j � +���������		 .���� ������/

j ��� �� ������� -���  ��� �� fentry 0��32

⇐⇒
1 ≤ ∣▷j ∩ EdgesIn(fentry)∣ < ∣▷j∣ 0���2

������� �	� 01� ������� -���  ���2	
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���������	���
�� ��	 ��������� ��4� �� ���

	 �	� �� +���������		 �� *�������� ���"� 	"����� .���� 	�������(

�� ��! �� +��� 0T3(J12 ���� �� �� 	��

� �� +���������		 �� ���

�������	
���� -���  ��� � ��������� J1 �� �� *�������� (S,T1)�
5����� ��� �� ���"� �� ����� .���� ����	����� +���������		 ��

�� 6�	����( �� � ��! �� +��� (T3, J1) ��� .���� ���� ��� ��
+��� (S2, J1) �� .��� ��$��� �����"� �%�� ��"� ��	!%����� )�� J1 � 
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(a, in) ∈ ↷ ⇐⇒ ∀
fa∈Fa

in ∈ EdgesIn(fa) �	
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∀
x∈{a,b,c,d,e,f,g,i,j,k}

x↷ g
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������ ���	
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����&��	 #�� ��� �#�� +��
�	��	� �����,	��
�	 -,��� +%� .���	 /�	����0��� fentry ∈
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�������-� Safe ������ #���� ���� �� ,������������� ����� ���	������ ����
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#��&��������� �� �� ��� � ����� �������� 7�:���
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����� ��������� �+�������
 /�� )���� t ��� 8������ ��� ��� ���� ��� ,&���� Wa -����

�&����. ��� Wb -���������� ������ ����. ����� ������ -��������� �7�"���. ���������

��� (&����&���� fork
 ;�� ������ ��������� t �����"� &����� ���� � ����� <����'

��&��� ��� 3�����
 � ��� ���� ����������* �� ��� 4&����&��� join ��� <���� �&� t

"�� ���$������ ���2���� -join ��� ���7���� �&� t.
 /�� ���������� )���� o �&� join

��� �����& ��� ��������� ��� join �=� ��&������� ��� )&���&������� ��� (&����&����

����� �&�����* ��	
� "!�� <����� t ����� ��� �2����
 /���� � ����� �� t "� 5����

>�������� ����� ��� ��+���� ���� <����
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%�-������
 1��� φ��������� ��� ����� ��� "�+��� dn = φ(d1, . . . , dm)* m ≥ 2* #����

��� ������������ %�-�������� d1, . . . , dm �� ����� φ��������� ���  ��	��+�� ���

��� ��� ��� φ��������� ��� 0��+���� ��#/�	�� ��	���� %�-������ �� dn ����	��� #���
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������

��� 	����)	�� ��� ���	 ,�� �	� �	��	��
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��	�	� 7���� ��) ��� �	��	� ���
	�	��	� *���	� 	��	 8�	����
 	��	� )�� fork ��	�
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�(fork) �		�� ���������� ���� "�#�� ���������� fork
��� ��������	�
���� �����
� 
��
� ���
�	�� ��� ���
 ��	
�
��
� ����
� �
� ��������
� ���

��� ��� fork ∈ NFork ��
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��� ��� fork ∈ NFork ��

��� ��� φ$���������� φ ��� fork ��

&�� t #�� �����% ��, #�� φ 	����

�� -����������.��	 ��� φ ≥ / �����(fork) ← �(fork) ∪ {t}
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�� ��� �����	�� ����������

0���#�� �� 	��.��� '������� #�� ���������� #�� ���������� �������  ��#��%

�� ���� ��������� �
1 ,�� "�#�� ��������� �������#��  ��#�� �2����% �� ��

�������� �#��  ������ ��
 3�� ��������� t �� ����� #���  ������%  ��� � ���

fork .� t ���#���� . �� 4����� ����% ��, #���� ���� ��� t ���5������ ���������

�.�	
 fork 	����
 ��		��  �� �	� ,����		��% �� ��� ���������  ������ ��% � ����

 �� ,�� ��� ���� ���5������ ���������� ��������


6��� 7�8������ �5��� ���� ����� d �.�	
 fork ��� ����� ����� t ��%  ��� �

��� #�� ��������#�� ����� in ��� fork .�� ����� d ����� ��� ���� ��# ���� #��
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 ;��� � ����� �	���� ��� �����% � ���� � ���� ���$

��� ��� ��� t ���� d (#� � ����� ��� ��� in ���� t ����% �5�� � ��� ���� �����

��� .� d+
 d �� �	� �����5���� ��� ���������� fork �. 
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 7�� ���������� #���� !���� �����5������ �����%
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/� ������
�� ���5 ��� �#� !�
������&��" ��� ������� ����� ����� ����#�������0

"����"��� $��"��&��# ��� #
� ������
�� ��60 �� �70 �
 ������ 8
� 9������
��0 ��

�����	 ������� ��� !��""����� fork ����� ������������ '��+ 
�"� (M2, join) 
��



�� ������	 
� ������� ��� ���������

����	���� 
���� ���  	������!"�# �!�	� ���  �##������ fork $�� ��$ ��������%

��� &�'���#� (M2, join)

��� ����� (join,S1) ��� ��� �����$ ���(����� )�� ��� �� �� ����	���� !� �����

���* ��� �� ��� (M2, join) ��#�$$���� $�+�$�	�  	��� �	���� 1* �� ��� (join,S1)
��,���� �� ����!��(� 0 #���  	��� ���-�� #��� . (M2, join) ��� ��� ����������
&�'���#� ��� fork� ��� ���-�* ����� ���	/�� �#���� ������ #��#��

���� 0��	�$ �� �����,���* �� ��� &�'���#� ��������� ��� "������ ���*

#1���� "� ��$���� �,�	����� ���� ��� &���,�$����� �� ���  	������!"�# ���

�� 2�������� ��� $�+�$�	��  	����� 	1���� ��� 2�������� ��� $�+�$�	��  	��%

��� #��� �������	�"���� ��� ��� �	�����$�� ���  �� ���  �	#���� 3�4* 5� 
�


'�63�76 ���������� ����� �������� ��� $�+�$�	��  	��� ∣f ∣ �� ���� ��/$����������
8��,!��� ��� O(∣f ∣E)� �� $�+�$�	�  	��� ∣f ∣ ��������� �1������� �� ��!��	 ��
0��$���� �� !� t ���1����� φ% ��#����� ������ #��� �� $�+�$�	�  	��� �$

9�$�	,�		 �	� ��������� ���������� "����� ��� 2�������� ��� �1-�$1�	�����

 	����� ��� ��$�� �� 	����� :��� O(E) $1�	����
��� &���,�$����� ��� )�#��"������ �!�	� �����  �##������ fork ��� ��%

�� ��������		�� 5/�������������#���� t ��� �'���� ������ �� 	����� :��� $1�	���

O(E)� �� "� �$ )���%;��� ��"��	 ��� ��!��	 ��  �##����� NFork �	� ���� ���

��!��	 �� ,� �����  �##����� !� ������������� &�'���#�� $�� E �����(�!��

#1����* ������� "� ,� ��� �����,��� �		� &�'���#�� ���� #������� <���$�%

	��,!��� O(E3)�
�����	��-��� ��� �� ����$�� �	�����$�� !� ������������$$��� ��� ���%

������ �� �	�����$�� = !���$$����,����� ����� �����!� ��,���� �� 2����$$���

�� ���(������ &�'���#�� ���� ��>���������� <���$�	��,!���* ��� ,� ��+������

0�!���� #������ ����



���� �����		
�� �� ���������� ��

��������	
� � �����		
�� ��� �������� �� ����������

��
���� ������������ WFG = (N,E, l)
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��� ����� Causes ⊆ NFork ×E ����� �������� �� ����������

��� ��������	�
��� ���

�����		� ���  
 !���	 "��������� fork ���#������ $��%�
����
�(fork)

�����		� ���  
 !���	 $��%�
��� ���#������ ���&������ $��%�
����

��� ���
�	����� ���
� ��
������
� ��
 �
��
� ��������
� ��	 ��
��
 �
	���
� ���

��� ��� fork ∈ NFork ��

��� ��� t ∈ �(fork) ��

�� src(t) ∉ NJoin �	
�

��� �������	
�� �� t ��� ������������ �����
��� ��� ���

���������	
�
 WFG ���� fork ��� t 	� ������
���
��

���	���
 ���	���
� ����� maxFlow �
� ������
���
���

�� maxFlow >= 2 �	
�

Causes← Causes ∪ {(fork, t)}
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���������� ��� ��� � ������ +��������%��� ��� +����
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�� :���� %���������� �;���� ����� �� 7&��� ����� ��� ���

+�������� ��� -�������� 
�������� ������� <�� ��� 567 ������ 
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.
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�� �&%��� ���� ����� 	����������� ��� 567 ��% ��� -����4

����������� 
���������� ������� #�� ��� ���������� �� �������������� ���� ��� 567
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 +���� )�"��������������� �'��

�� ���������"���� �� "������ )���'�����'���� '�� '��� �� "������ ��'����� ���#���

"�����
 +'��� ����� �� '��� '������ ,���������� �� ��������������������� �-��


+�� ���'�� ��� ��'����� "��� �� �� � ����� ���������	�� ��������
 )�� ��'��.

����'� ��/����� ��� ���"������� &�'���! �� ��� ��'����� ������� �������������


+'��� �'�� ���� ������ &�'�� ������ "����� ��� ������0�� ��'������'� ���� ���

"������ &�'��� �����'����
 +'��� ����� �� � ����� ��'�������� ���������


)���� ������ �������� ��� �� � ����� ��������� 	
1
 2� ��� '������ ������������

$������ ���� )���'��� ���� +'����� ��� 3���������������'���� &���� 4�� �'����

5'���'�� 6&4�57 ��� 3&�4 ��"�� ���� ��� ������� �����'��'������ )���'�� ���

8���9�"��'���� �%�����
 ,�� &4�5 ��� 3&�4 ���� �� ������������ �����/������

&������
 ��� �������� '�� ����� &'����! ��� ��� +'����� �� ���� 3���'������� �������!

��� ����� :�'�����������! ��� ��� ��������������� '�� 3'��� ��� ���'�������� )����.

������ ��� )���'������'��� �� ���'������ #;���'����� 8���9�"��'���� ���������


�� "����� ��� 3������� ������� ��'�������� �� ����� �������� ��������� ��� ���.

���� )�������� ��� *�������"���� ����������� <=	> �� ����� �������


+�� �����'������ 8���9�"��'���� �%���� '�������?��� ����� ��� ��� $��������

��������� ��'������#�� ���������� "�����
 :������� 3���'������� ����� ������� ��'.

������'�� ���� +����'���. ��� &��������'���'�'����� ��"�� ��� 3��������� ���
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��� ��� �� ����� ������������� !��� ����� �������� �!�� ������ "����� ����

����#�� �� ! ���� �� !��$%!�	 &� ���� �� ���'!�������( ����$����� ���� ���

������ ������������ ��� �������� �� ��� ��� ��!�� ���)�����!��	 
��� ! ���
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������
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����� ��� ��&��	��� 	� ������������������ ���

2�!����� ��� ������1�� ��������� 
0 ��������' &���������� �������� ������

���� �������� 	�� ������������������ ���� ���' 	� 	�� 	�� 
���������� ����

��������� ����� ������ ��&*����� #8���	�� �!&� ������9��	�� :������ ���� �������

������ ���� ����*������ !� ������� ����

��� �����	��� 
�����������

��� 
��	�� �#������� 5���� 4������ 5�� 
����� �� ����� 2�!��� ��&�� 	�����

:�������������&��� ��� 	�� %����������� 	� 5�&��	���� ;��!���� �� ������

:����1�� ��� 	����� ���	 ����� &� ���������' &����� 2�!���� 	�� ;��!����

��� ����� �!&� ������� ��������� ��	 !��*�!����' &�� 5���� ��	 &����� 
��������

���� 	�� ;��!���� <�	��� �� 	�� !�����	������������ "�������� ����� 4������

������' ���!�� &� ��� +��������&�� 	�� �����	���� =���!���������
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���	���� �����

����		� �
�� �����	 ��� �������� ��� ����	������� ��  ���!"���� #��� $�%�&

'�� �������� ��(���� ��� ��� ���	)�� ��� ��*������ +��	��������� ��� ���,

��� '������ $�%�
 -�*"� ����� ����	��� �
��. /
 �01. ���� 2��3�. �� ��� �		� 1.386

4������� ��� 5��	������ ������������� 6���� �� ������������ +����� ��������


7�� ��� 4������ ���� ��*(���. �� ������ $�%� �� ������ ����� �������� ��� +��	���

*������		��
 ��	�� 4������� �������� ���� $�%� 	����	��� �������� *"� �8�	���� ���,

�	�������
  ���!��������� ���� ������� ����� *������		���
 5�� 
�� ��*(�����

4�������� �������� ���� �� ��� �������� �8�	�����  ���!"��� *"� $�%� ���������


7�� ��� 4������ %����� ������ �����*(���. �� ���� ��6��	 �������� *"� ����	�������

�	� ��� ���  ���!"���� �� 4������ ���������


7�������� ������3����� $�%� 742 4������� �	� ��������� �� �� 644 �	� �������


7� ����		� �
9. /
 �0�. ���� ��� ���������� ���������*���� #/��	�� ����&


-�� 2����������	 �� ��*������ +��	��������� ��� ��� 4.007 ���� ����
 -����

����(	� %���� 4������ �����������	��� ��
 2 ��� 3 +��	����������	�
 ����		� �
� �����

��� ����� ��*������ +��	�� �� ��� ������������� 5���������
 /�� �����. ���� ���

�������� *"� ����	������� 6������ �(3� � ����� ���  ���!"���� �*������


:������ 6�� �� ��� �����	 ��� ��*������ �������� ��� ����	������� ��

 ���!"���� *"� $�%� ���������� �����. ����	������ 6�� ����� ���������� �� ��� ��,

��� ��� ;�;�
 ����		� �
< *���� ��� �����	 ��*������ ����	������� ��  ���!"�,

�� ��� ;�;� �� ��� ������������� 5��������� �������
 �� ��� ���	��� � �����.

���� ;�;� �� ����	���� � $�%� �� ��
 ��� ������	 ��� �����	 �� +��	��� #+��	��,

6�������=& 3����
 �� ������ /��		� ��� ���� �����������. 6�	��� 4������� ��� $�%�

�� ;�;� ����������	��� ������� 6�����
 ;�;� ���6����� *"� ����� ������������,

"�����"*�� ���� >���������������� �� ������ ���� ������ +��	�������� ��


-���� 6��� ���� �������� /��� *"� ����	������� �� *"�  ���!"��� ������*"���


�� ������ 2��� ���� ;�;� ��?���	 2 ;�*����*��	�� ��� 4������ ��������


����� ����	���� �6������ ��� ������ '�������� ������ ����	��� �
�<. /
 �0�


-�� ������	����� �(������ ���� ��� ����������	����� +����� ��*"		�
 '�� �������

6��@� �(������. � 4������� � ���������. *"� ��� ����� ������������ �6������ ���,



���� �����	��� 
����������� ��

����������	�� 
�������

� �� ��

�� �� ���

�� �� ���

�� �� ���

� �� ��

����� ��� ���

���	����� � ���

������� ���� ������ 	� ������������ ��	 ��������� ��� !"!�#

	�� $�������� ��� ��� ��� %�	�� �"�� ��� &�� ���' ( �� %�	� �)# �� 	� *"����

%�	� �� +"," �"�� �� !"!� ����� 
����( ��# ���	� $������� ������� ���	�� ���

���� �-����� ����# ����������( ��# ���	� ������� ���	�� ��� ����� �������

"	� �.# ���	� ������� �"%"�� ���	�� ��� ���� ���������� ��	 ����� �������

��%� 	��� -������� $� �"�� �� %�� ������	 ���� ��������	�
� �%������ ���/

	�� $�������� �� 	�����( 	�� 	��� 	�� 
���� 0" ( !���( ���( 1���� ��	 2���

����� ���	�

&� ������� �� � 
���( 	��� !"!� ����� ���������� ��	 ����� �� ����( +"," 	��

*"���� ��� �"�� ������3 � �" #(  ���� �%�� +�� ��� 4 �� 	�� *"������ �� 	��

5����� )��6� ��	 )��6�� -� 	�� -����� 	����� 
���7���� ��� �������3��( �����

%� 	�� ���	�� *"����� ����� �� ����� � 2��	� *"����� ���	 ���� ���������3�/

���	8 	�� ���' ( 	�� ����������� *� ��� � �� ���� ���������3����	� ��9��

:;�( <� ;.=>� +"," �� ,�	"�� ��� $������ �� %����� %"	��( 	��� 	�� ?"�� �� �"�

7"� ���� �9"������ ���� � %3���	 	� @� ������ �� �� � � � &�	��� ���� +"/

," �� ���� /���������3����	�� *"������ ������� �A����� &��� �"�� ��� ��

�� "�� ���� ���� 	�� ����� ������ 0����� 7"� 2*+5 ����� ���������3����	��

��9��� ��� 	�� ������9��� 	�� *"������� 5��� �� ����7� ����B�� 	���� �"�� �/

�� �� ��9��� �"�� �� %� ����� -������ 7"� 
����� ��� � ������ &� %� ���� 

%�����( %�� !"!� �� 	����� ��� ����� �� ����9"������ ����� ( ������ %� ��(

	��� 	" 	�� -����� 	� &�7����� ���� �

C������ 7��3� �� ���� �� 	�� �������� ���� ����� �� *"���� )��6)( �� 	��

!"!� ����� ������� ����� ( +"," ,�	"�� ���� -����� �� ���� ����������� 1�/

����� ���� ��� 	� -����� ���� ���������� ���� ���������� ��	 ���� ����(

%��� �� ����� -����� �� ����� ������� ��� � ���� ��� ���	�� �� ���� �� �����

�����������3����	�� *"����( 	� ��� ������ 2� ��� ��� "D������ ���� ���� -/

����� �� ���� ���������� ������� � � !"!� ����� ��� ������	 ����� ��	���

E���������%���� �� ��� ����� �� *"������ ����� ���������� ��	�

��� ��� ������	
����� ������ �� ����
�� ������ ���� ����� ����� ��� �� ����� ������� ������



��� ������	 
� ��	������

�������	��� �����	� �� ���� ��� ������ ���� ��������� �� ��� �������� ��������

��� �������� ���	������� ��� ����� ��������������� �����  �� ������ !���� ����

��� ������� �������� ����������� �� ���� 3 �������� "��#�$� �� ����� %�% ��&��	

����� '���(��� �	� ���� ���� )���	������ ��������� *� ������ +���� ,�-� ���� ���

.������� /#� '���(#���� 0#� ����� �������� &��� ����	���� ���� ��� )���	�������1

�������� �� %�% ��� ����� '���(���������� ����	������� 2����� )����	��� &���

���� �� ������� ��������� ���+��� ��� 0�		 ����� /�		� -����� ��/����� ���� ������1

��� 0��	�� ����� ��/�

0#� ��� ������ ��/������ �������� ��	�� ���� %�% ����� '���(���������� ���������

,�-� ������	��� ���� ���� .������� �� )���	�������� +����� 2���� �����	� ��

���� ��������� �� 171 ��������� *� ������ 0�		�� �������� %�% ����� ������ �����

'���(���������� ��� ������ ��&��	 ��� ��� ��������� �� '���(#���� �	� ���� ���

��� 0������ �� )���	�������� ���

3�� 4��	��� ���� �� ���� 205 �������� "�	��$� �� ����� ,�-� ������	��� �� .���1

���� �� )���	�������� ���� ��� /#� '���(#��� �������� %�% �������� ���� ������

'���(����������� �� ����� ������� ����� ���� )���	������ ��/������

*�������� �5���� &�� �	� 6���	��� /�����	���� ���� ,�-� �		��� �� ���  ����	 ��1

/������� 0��	�� ��� �����		�������� 0��	����	� ��� �������� 	��/��� �	� %�% �  �7�����

���� �� ���� ��	� ��������� �� ����� %�% #�������� ���&���� ������ '���(��� ����

����� )���	������ ��������� ��� ��/ ��� ���� ��&������ ��������� �������� �����

%�% ��� ,�-� ��� �	������ ��������� ��� ����������� ���������

3��  ����	��� ��� .����������� ��� 0��	�� ���������� &�� ���� ��� 4�4�1

 ������ 0#� 4�4� ���� �������	��� ��� ��� 8&��	��/������9 ����������������� �����1

������� 0#� ����� ���� /��������		� &������ �� ��� ���	��7���� ������ ��� 4�������

��� ��� :;������ �������������� ������� �� ��� 4�	��1 �� ����� ,����������

��� ��� 0���1 ��� ����� <��������� �����	����� &���� 2��� ���� ���� /#� ���/����

4��	��/�� ���������� &������ �� �����	� ���� ����� ���	��� �� ,�-� �� ��� .�������

��������		�� 0��	���

����		� 
�= ����� ��� ���������� ������� .�������������� 0#� ��� ��������� A

������ 4�4� ����	��� ��� +���� ����� /��	����/�� 4���������> ��� ���7�� �		� 0��	��

��+���� ���� �� ���������������� ���	��������  ��� /#� ��� ������� ���������� ���

��� 0��	���������� ���� ��7���  �/ ��� ������ �	��� &�� ������ �������� /#� ���

#������������ ?�� ������ ��&������ ���� 4�4� ���� 0��	���������� ������+����� �	�

%�% %��/����/��	��� �� 4�4� ���	��� �� �������  ����� .������� �� 0��	��� ��

��� 4������� +����� 2������ ���� 4�4� ���� 0��	���������� ������ 0��	��� +�1

����  ���������� ������ ���� 0��	�� �� ���������������� ���	������� ��� ��������

����	��� ���+��� �� �	� �� ��������������� 2������ ���� ������ *��	�����������

�� 4�4� ����� ����� +�����
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������� ���� ������ 	� ������� ��� ������������ ��	 ��� !���� "�#$ %&%&'

�� � !�!� �"�"

#����� $ % $ % $ % &

� ��� �'� ��� �'� ��� �' � ��(

�� ��� ��( ��� ��( ��� (' �� ���

�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

�� ��� ��( ��� ��( ��� ��� ��( �(�

� �� �( �' 15 17 � ( ��

����� ���� ��� (�� 642 744 ��� ��� ���

������� ��(� ������ 	� ���$#��$�� ����$�� "K') #�����$�� "F ' ��	 ����*#����

"U' +������ �#$ 	�� �����#�	���� ,���������

������� ��( ����$ 	#� ��$����#�	� �*#����� -�.�) /�/� ��	 %&%& 	��$�#��� 0�

1����$��� � �$��$ �! 	#� ������ ����$� ��	 	� 1����$��� � �! 	#� ������

��������$� +������� 
! %&%& ����� *# �������$) *����� +������ ��#�� ���$��2

$�#�$�� ��#���3��� ���#$���� ,�	� �! 	#��� ��#� 
���� ��� %&%& �����$) �� #�$

	� +����� ����$� ,�	� #� �#��� ���#��#��� +����� �#� 
���� ��� %&%& �����2

	��) �� #�$ � #�����$) ���� �� � ���$��$�#�$� 1��#��� ���#$�$ �	� �#��$� 0#�

0#4���� �*#����� 	� �����$������ 	� +������ �� 	�� �#�	��$#� ����$�� ��	

#�����$�� �#�	 	��� .��� +������) 	#� �#��$ �#������5$�$ *�	�� �6����� 0#���

*�	�� 	��� ��� ������		 
 ����#����$�

7�������������$ ���#$�$ -�.� #� 	� %���� 	#� ���$� ���������#� ��� 
#�	��

��� ������� ��� 8��$��� ��������� #� +�������� 9� ��$�$�� ��#� 	� &�����$#��

!��3!��� *#) �� �#�� -�.� 	#��� 	�$�#��#�$� 
������������ 	��� ��#$#�$���#���

����#$���� �����$�



��� �����	
 �� ��
������

��� ������	
����

��� 	��	 ���������	 ���	����� �	� �	���	��	 ��� ����	� ���  !�����	� ���"

�	�
	�� �� ��#	�������	��	� ��� ��	 ��$�� #	�%���	 &	�� 	�� 	�����	��	��	� ����	�����

'��� �� (��� ���� ��
� 	��	 &	�� ��� 	��� ) *	����	� �
� ����	

 $�� 	��	� +���	��

,��-� ��� 	��	 ���	����� ���	�� �.��	�� �	� ������������ 	��	� +���	��	� ��� 	��	

/��	�� ��� ) *	����	� �#	� $��� �� 
������0 �	���	 �	�� ��	�	 &	�� #	� ���	��	��	�

����	�1 ��� ����	����
 ����� ��	����

��� ��	 !��	�������� �	� &	���	���
�	�� �	� �	�����	�	�	� 2	�����	� �����	�

���.���� �	�
.��
���	 &	���	��	� ��$�	����	� �	��	�� 3� ������ 4 ���� ��	 ��$1

����	 ��	�	� 5	���	��	� ����	 ��#	� ��$��	�	��	 *����	����	��	� #	�����	#	��

�##�
���� ��6 �	��� 7	�	�
� $�� 5�7�  �#	�" �
� ���� $�� /�/�  ���	�" 	�� 8��1

����� �#	� ��	 9	��	�
��� �	� +���	��	 ��������
��� �	� $�� ��	 #	�%����	� ���
:�	1

�	��� ��	 ��� �� �	� �#	�	� ;��<� �� �	�	� ���0 #	�%���� �	� ;��=�	�
 �	� +���	��	

 ��� 87%" ���	� 	��	� ��� ����� 95% ���	� ��	� 5�

��	����	� ��� ���
:�	 �� 5�1

7�� 8���� ��� 5�7� ��������
��� �	� ���
:�	�	�� �	�� ����	

 ��� ���� �>	�#�� ���	

����#��	 /��	�� ���	�� �.��	�� �	� ������������ 	��	� +���	��	� �	��	��	� �	�1

�	�� 5�����
 #	�%���� 5�7� $�� 	��	� +���	�� 0,03[ms]0 �� 5	���� 0,25[ms] ���

��?���
 23,25[ms]�
/�/� #	�%���� 	���� �	�� &	�� $�� ��	 ���
:�	 �	� +���	��	  ���	�	� 8�������"�

��� 67% �	� +���	��	 #	�%���	� �� *������ 5 ��� ��� 99% �	� +���	��	 #�����	�

������	� 5 ��� 10 5�

��	����	� ��� ���
:�	� 8�	� ��� �	��
��� 
������	� �
� ���

5�7� �#	� ���	� ���� 	��	 �	�� ���	 &	��� 5�����
 #������	 /�/� 5,26[ms]0 ��

5	���� 5,78[ms] ��� ��?���
 17,97[ms] ��� ���
:�	 	��	� 	���	
�	� +���	��	��

8�	 ���
:�	�	��	� $�� ** ���� �	��	� �	���	�� ��� �	��	�	� $�� 	��	 ;��<�

�	���	� ��� �		���	�� 3� ��� 94% �	� �.

	 #	�%���� ** ���	� 50[ms] $�� 	��	�
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� ,�6- ���
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1

��������� ��� 2��7�� ��� +���	� ��� �	�����	�	� ;����	� ��� �	� �#
	����� �	�

����� 	����
�	�	� *�������	� ��� ,A@-� 8�	�	� �
��������� #���	�� ��	�	��� ��$ 	�1

�	� ���	�	� �
��������� ��� B�����$� ��� 2��7��0 ��� !��	��	�
	� 	��	� �	�����	�

;����	� �� C1������	��.��	��	 ������	��	� ,C�-� 8� #	��	 �
�������	� ��$1

����� ���	� 
��	��	� /��$�	���	���
�	�� .�=	��� 	D��	�� ��#	��	�0 ���� ������
.�<�

�	� ;���� $�� ��	 ���
	���	 /��$�	�� �	�	��#	� /�/� ��� 5�7� �� �	� 3��
	�	���	1

���� ��	�	� �
�������	� �� ���� 
�	�	�� 5�����
 #	��.�� ��	 ���
:�	�	�� ��� **

0,87[ms]0 �� 5	���� 8,23[ms] ��� ��?���
 260,90[ms]� 8���� ��� ** ����� ��

5	���� 
������	� �
� /�/� ��� <��	� ����  �� ;	�	����� �� �	� #	��	� ���	�	�

�	���	��	�" ����� �� 7	�	� ��

 �	����0 �# 	�� +���	�� ����	�� ����
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Verteilung der Prozesse auf die Zeit (Mojo)
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Verteilung der Prozesse auf die Zeit (LoLA)
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��%
 � ��	 )���*��������� ��	 +��	��%
�� ��	 ,	������������
�' -���	� $�� )�.

��*��������� ��	 ��	�%
����� �������%
	���� �� �� � '� � /������ ��0 �%
.

�������� -�	��� 1 �� � ����� ��� ��	'��**���. �� 2��	3��������� (�	�����

�������	� $�*������� ��� %�� ��� 45���� ��	 )���*����� (	� 6�%
*�	' ��	 �.

��	� 7%
	����8 -�� ��� 9����� ��� ,	�������8 ��� /	����	*��	� � ��� &�	'.

3�-�	�(
8 ��� $�*���. �� ,�����*���������8 ��%� ��	��-�	���%
� 1�����*�

�	��%
� �� � �	 817,68[ms] ��	 ������ ����	 1.386 ,	�������

$�� /������ ��: �� ��; ���� ��� #�������� ��	 ������ �������%
	���� ��	

���	��%
�� &�	'����� #�#� �� 7979 -����	� &�� ��	���� �	-5
�8 *��� #�.

#� �-�� ��(�	��� $�	%
�5��� ��	  ��� ,	����� ��	�%
�8 �* � ���* $�	%
����

��	'��**��� �� �* 5%
��� $�	%
���� 2��	3���� �� <��� $�� =���� ��
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(�9) ������� ���� ��. �00 �
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45���6 + ������� ���� 45���6. �������� ����������� ���	��������� ��������
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������ ��� ��*0����� ��
�����" 4���6�
��� 3��� #� �9&9B

(�B) ����� E������ 5�. ,������� ���	������� ��� ��� )������������ B�� ������
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D I S S E R T A T I O N S S C H R I F T

Oft kann die Untersuchung, Erkennung und Niederschrift von impliziten Abläufen von großem 
Nutzen sein. Dadurch können Unternehmen ihre Ziele erreichen und sogar Menschenleben gerettet 
werden. Eine formale Niederschrift eines solchen Ablaufs heißt Arbeitsprozess (Workflow).

Arbeitsprozesse werden sehr häufig in visuellen Notationen als Graphen aus Knoten und Kanten 
formalisiert. Dabei gibt es verschiedene Arten von Knoten mit unterschiedlichen Semantiken. Durch 
diese können einzelne Aufgaben beschrieben sowie Entscheidungen und Parallelitäten modelliert 
werden.

Der Vorgang von der Untersuchung eines Ablaufs bis zur Formalisierung zu einem Arbeitsprozess 
ist schwierig und wird deswegen von geschulten Experten übernommen. Leider treten dabei 
dennoch häufig Fehler auf. Diese Fehler sind gerade in umfangreichen Arbeitsprozessen sehr 
schwierig zu identifizieren und führen zu einem inkorrekten Prozessverhalten . Ein inkorrektes 
Verhalten kann zum Nichterreichen von Unternehmenszielen und sogar im schlimmsten Fall zum 
Verlust von Menschenleben führen. Kurzum: Fehlverhalten sind teuer und gefährlich! Die 
vorliegende Arbeit untersucht solches Fehlverhalten und deckt deren Ursachen auf, bevor sie 
Schaden verursachen können.

Als Grundlage zur Feststellung einer Ursache eines fehlerhaften Verhaltens dient der 
Korrektheitsbegriff (Soundness). Er schließt das Auftreten von Verklemmungen und Überflüssen 
(Lacks of Synchronization) aufgrund des Kontrollflusses aus. Um die Ursachen dieser 
Fehlerwirkungen aufzudecken, wird eine partielle Analyse eingeführt. Diese ermöglicht die 
Untersuchung ausgehend von verschiedenen Punkten innerhalb eines Arbeitsprozesses. Dadurch 
können potentielle Fehlerursachen hinter anderen Fehlern entdeckt werden.

Darauf aufbauend präsentiert diese Arbeit zwei neue Techniken: Die erste Technik findet die 
Ursachen aller unmittelbar auftretenden, potentiellen Verklemmungen; die zweite ermittelt die 
Ursachen aller potentiellen Überflüsse. Beide Techniken besitzen eine kubisch asymptotische 
Laufzeitkomplexität für realitätsnahe Prozesse hinsichtlich der Anzahl der Kanten. Zudem liefern 
sie noch detaillierte diagnostische Informationen, die hervorragend zur Visualisierung und Erklärung 
der gefundenen Fehlerursachen dienen können. Beide Eigenschaften der Algorithmen zertifizieren 
sie für den Einsatz als unterstützendes Analyseverfahren, wie deren Anwendung in jedem 
Konstruktionsschritt.

Als Nachweis der Effizienz und Qualität dieser Techniken wird zudem ein Werkzeug, Mojo, 
eingeführt, welches diese implementiert. Dieses Werkzeug wird außerdem für eine Evaluation mit 
über 1.300 Arbeitsprozessen aus der Praxis genutzt und mit zwei anderen Techniken des aktuellen 
Stands der Forschung verglichen.

Zusammenfassung


