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1. Einleitung

Die Frage, welche Mechanismen das Universum auf groflen Skalen bewegen, ist eine der
Fragen, auf welche die Menschheit seit jeher eine Antwort sucht. Eng verbunden mit
dieser Fragestellung ist die Frage nach der Konzeption von Raum und Zeit. In den letzten
Jahrtausenden gab es eine Vielzahl von Modellen, zum Teil auf Beobachtungen gestiitzt,
oder eher theoretischer Natur. Aus dieser Vielzahl an Arbeiten, auf die hier nicht im
Einzelnen eingegangen werden soll, kristallisierte sich zum Ende des 17. Jahrhunderts
die Newtonsche Mechanik heraus. Sowohl die Mechanik der Himmelskorper als auch die
irdische Mechanik wurde auf ein solides mathematisches Fundament gesetzt. Die darin
enthaltenen Konzepte von Raum und Zeit priagten mafigeblich die Naturwissenschaften.
Erst gute zwei Jahrhunderte spéter revolutionierte EINSTEIN mit der speziellen 1] und
allgemeinen Relativitatstheorie [2] das Verstdndnis der Konzepte von Raum und Zeit und
bettete die Gravitation darin ein. Die Arbeiten von NEWTON zeigten sich als Grenzfall

fiir schwache Gravitationskrafte und kleine Geschwindigkeiten.

Erste Arbeiten zur allgemeinen Relativitdtstheorie betrachteten symmetrische Systeme
analytisch oder schwache Felder in der Post-Newtonschen Néherung. Mit der fortschrei-
tenden Entwicklung der Computertechnik im 20. Jahrhundert entwickelten sich auch
vermehrt numerische Methoden und Konzepte zur Losung der Einsteinschen Feldglei-
chungen. Ein Ziel der numerischen Relativitatstheorie ist die Simulation von Gravitati-
onswellen, welche z. B. beim Zweikorperproblem entstehen. Der indirekte Nachweis der
Gravitationswellen gelang HULSE und TAYLOR mit dem 1974 entdeckten Pulsar PSR
1913416 [3], der direkte Nachweis steht noch aus. Fiir den direkten Nachweis mittels erd-

gebundener Gravitationswellendetektorenﬂ bzw. dem geplanten Weltraumdetektor LISA

1Zurzeit besteht ein Netz aus den Detektoren Virgo, Ligo, TAMA, KAGRA und GEO600 [4].
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sind numerische Simulationen notwendig, um die experimentell gewonnenen Daten phy-

sikalisch interpretieren zu konnen.

i

Abbildung 1.1.: Carter-Penrose-Diagramm der Minkowskiraumzeit. Die durchgezogene
Linie ist ein Cauchyblatt, welches asymptotisch nach raumlich Unendlich

i® geht. Die gepunktete Linie ist eine lichtartige Blitterung welche asym-

ptotisch nach lichtartig Unendlich lauft. Die schwarz/grau Farbcodie-

rung zeigt eine mogliche Kombination der raumartigen und lichtartigen

Hyperflache fiir das ,,Cauchy-Characteristic-Matching®. Die gestrichelte

Linie ist eine hyperboloidale Blatterung, welche sich als raumartige Blat-

terung bis # T erstreckt.

Fiir die Berechnung der erzeugten Gravitationswellen werden die Einsteinschen Feldglei-
chungen als Anfangswertproblem formuliert, d.h. es werden Daten auf einem Anfangs-
blatt vorgegeben, welche definierte Zwangsbedingungen erfiillen miissen, und dann mittels
Evolutionsgleichungen entwickelt. Je nach Wahl des Anfangsblattes ergeben sich unter-
schiedliche Problemstellungen, in Abbildung[l.I]sind mégliche Blétter in einem konformen
Diagramm der Minkowskiraumzeit skizziert. Die i* kennzeichnen fiir feste Raumkoordi-
naten den Grenzwert ¢t — oo, zeitlich Unendlich. Ridumlich Unendlich, als i bezeichnet,
wird fiir feste Koordinatenzeit ¢t im Limes » — oo erreicht. Die durch feste Koordinatenzeit
t beschriebenen raumartigen Blétter werden als Cauchy-Blatter bezeichnet. Auslaufende
Nullgeodéaten erreichen asymptotisch das als .# " bezeichnete zukiinftige lichtartige Un-
endlich (future null infinity). Analog dazu ist der Ursprung einlaufender Nullgeodéten,
&, das vergangene lichtartige Unendlich (past null infinity). Die durch die Nullgeodaten

aufgespannten Blatter heiflen charakteristische Bléatterung.
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Die meisten Verfahren der numerischen Relativitatstheorie arbeiten auf einer Cauchy-
Blitterung, welche sich nach ° erstreckt und bei endlichem Abstand mit einem kiinst-
lichem Rand begrenzt wird. Da die Gravitationswellen erst bei . wohldefiniert sind,
kann bei hinreichend hohem endlichen Abstand nur eine Ndherung des Signals extrahiert
werden [5]. Einen anderen Ansatz bietet das ,,Cauchy-Characteristic-Matching®, bei dem
eine raumartige Blatterung und eine lichtartige Blatterung, welche sich bis nach £+
erstreckt, kombiniert werden. Beide Gebiete werden gleichzeitig evolviert und das Gra-
vitationswellensignal kann direkt bei .# " analysiert werden. Eine Ubersicht bietet z. B.
[6]. Eine vielversprechende Alternative ist die Arbeit auf sogenannten hyperboloidalen
Blittern. Dies sind raumartige Blitter die sich bis #* erstrecken. Eine Ubersicht dieser
Methode bietet z. B. [7]. Eine solche Formulierung erlaubt die Analyse der auslaufenden

Gravitationswellen mittels der ,Bondi news function“ direkt bei .#* [8] 9.

Auf kompaktifizierten hyperboloidalen Blittern wird die physikalische Metrik bei . sin-
gulér. Dieses singulére Verhalten kann durch eine konforme Zerlegung der Metrik in eine
regulare konforme Metrik und einen konformen Faktor, welcher die singuldre Struktur ab-
sorbiert, aufgefangen werden. Ein zu den Einsteingleichungen dquivalentes hyperbolisches
System fiir die konforme Metrik wurde von FRIEDRICH [10] aufgestellt, dieses System ist
bei #* reguldr. Erste numerische Arbeiten fiir schwache Felder wurden von HUBNER [11]

vorgestellt.

MONCRIEF und RINNE [12] zeigten, dass sich die scheinbar singuléren Terme bei .# " ex-
plizit durch reguldre konforme Daten bestimmen lassen. Damit erhielten sie eine robuste,
eichfixierte Formulierung der Feldgleichungen. Erste numerische Ergebnisse dieser Kon-
zepte wurden von RINNE [13] publiziert. Dabei handelte es sich um iiber lange Zeiten sta-

bile und konvergente Evolutionen axialsymmetrisch gestorter Schwarzschildlosungen.

Fiir die numerische Evolution der Raumzeit werden Anfangsdaten benétigt. Anfangsda-
ten sind Losungen des gekoppelten Differentialgleichungssystems der Zwangsbedingun-
gen, bestehend aus Hamilton- und Vektorzwangsbedingung. Das System der Differenti-
algleichungen ist bei £ singular. Von ANDERSSON, CHRUSCIEL und FRIEDRICH |14/
16] wurden Bedingungen an die Regularitiat von Losungen gefunden. Eine geometrische
Bedingung an die Giiltigkeit der Regularitdtssiatze ist die Forderung konstanter mitt-

lerer Kriitmmung (CMC, constant mean curvature) der hyperboloidalen Blatterung. Im
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Kontext dieser Bedingungen wurden von FRAUENDIENER |17] und BUCHMAN et al. [1§]

Anfangsdaten konstruiert.

Vor Kurzem wurde in [19] ein auf allen Achsen pseudospektraler Algorithmus vorgestellt
um axialsymmetrische hyperboloidale Differentialgleichungen zu l6sen. Bisher wurde mit
diesem Verfahren die Wellengleichung auf hyperboloidalen Schwarzschildblattern gelost
und mit Losungen aus der Literatur verglichen. Diese Methode kann jedoch auch zur
Losung der Einsteinschen Feldgleichungen in der 3+1-Zerlegung angewandt werden. Die
Implementierung der notwendigen Gleichungen ist zurzeit der aktuelle Stand der For-

schung.

Die vorliegende Arbeit verfolgt zwei Pfade, einerseits wird die CMC-Bedingung derge-
stalt abgeschwécht, dass Anfangsdaten mit asymptotisch konstanter mittlerer Krimmung
(ACMC, asymptotically constant mean curvature) konstruiert werden. Die Bedingungen
fiir die Regularitéit der Losungen werden vom CMC-Fall iibernommen und ihre Giiltigkeit
fiir den ACMC-Fall vermutet. Die numerischen Ergebnisse unterstiitzen die Giiltigkeit der
Vermutung. Die physikalischen Eigenschaften dieser Daten werden ausfiihrlich diskutiert.
Andererseits werden die existierenden CMC-Blétterungen um Kerr-Newman-Schwarze
Locher erweitert. Dies ermoglicht in einem weiteren Schritt die Konstruktion von An-
fangsdaten fiir gestorte rotierende Schwarze Locher im Rahmen der bewiesenen Regulari-
tatsbedingungen auf CMC-Blattern. Im letzten Teil der Arbeit werden auf CMC-Bléttern
Anfangsdaten fiir ein axialsymmetrisches Bindrsystem Schwarzer Locher konstruiert. Die-
se konform flachen Daten sind eine Rekonstruktion der Arbeit von BUCHMAN et al. [1§].
Die in den Daten enthaltenen Horizonte werden untersucht, sowie physikalische Eigen-

schaften diskutiert.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel [I] werden allgemeine Grundlagen skiz-
ziert und Konventionen eingefiihrt. Insbesondere wird in Abschnitt das hyperboloidale
Anfangsdatenproblem erlautert. Dafiir wird zuerst in Abschnitt die 3+1-Zerlegung

der Raumzeit und die Herkunft der Zwangsbedingungen erklért. In den beiden folgen-

den Abschnitten [1.1.2] und [1.1.3] werden konform kompaktifizierte hyperboloidale Blatter

konstruiert. Dafiir wird zuerst eine hyperboloidale Blatterung eingefiihrt, auf der eine
rdumliche Kompaktifizierung durchgefithrt werden kann. Die in Abschnitt einge-
fithrten Zwangsbedingungen werden in Abschnitt auf den hyperboloidalen Blattern



N

formuliert. Da die konformen Zwangsbedingungen singulér sind, werden in Abschnitt
die Regularitatsbedingungen diskutiert. Das Ergebnis dieser Diskussion fiihrt zu den zwei
Hauptkapiteln dieser Arbeit, Blitterungen mit asymptotisch konstanter mittlerer Kriim-
mung in Kapitel 2] und Blatterungen mit konstanter mittlerer Kriimmung in Kapitel [3
Fur die physikalische Diskussion der konstruierten Anfangsdaten wird die Notation von
Horizonten auf den dreidimensionalen Blédttern benotigt, diese sogenannten marginal ge-
fangenen Flichen werden in Abschnitt [I.2) eingefiihrt. Neben dem scheinbaren Horizont
als duflerste marginal auswarts gefangene Fliche legen wir ein besonderes Augenmerk auf
marginal inwarts gefangene Flachen, welche, wie wir argumentieren werden, Weifle Locher
beschreiben und Klassen von Anfangsdaten ausschlieflen. Im letzten Einleitungsabschnitt
[I.3] werden die verwendeten numerischen Methoden vorgestellt. Insbesondere wird kurz
angerissen, wie die auftretenden Differentialgleichungen mittels pseudospektraler Metho-
den hochprézise gelost werden. Auflerdem wird ein Verfahren zum Finden der marginal

gefangenen Flachen vorgestellt.

Im ersten Hauptabschnitt dieser Arbeit, Kapitel [2 werden Anfangsdaten fiir einzelne
gestorte Kerrsche Schwarze Locher auf hyperboloidalen Blattern mit asymptotisch kon-
stanter mittlerer Kriitmmung konstruiert. In den Abschnitten - werden die ent-
sprechenden hyperboloidalen Blétter konstruiert. In Abschnitt [2.4] wird das Differential-
gleichungssystem der Zwangsbedingungen fiir die numerische Losung aufbereitet. In den
Abschnitten [2.5| und werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt und ihre physika-
lischen Eigenschaften diskutiert. Dabei werden marginal gefangene Flachen in den Daten
gesucht. Mittels einer Multipolanalyse des scheinbaren Horizontes wird nachgewiesen,
dass es sich tatséchlich um gestorte Kerrsche Schwarze Locher handelt. Zum Ende wer-
den Aussagen zum Gravitationskollaps tiberpriift und eine neue Ungleichung fiir Schwarze

Locher auf hyperboloidalen Bléttern vorgestellt.

Der zweite Hauptabschnitt, Kapitel |3, beschéftigt sich mit der CMC-Bléatterung. Im ers-
ten Teil werden Blatter mit konstanter mittlerer Kriimmung fiir die Kerr-Newman-Familie
von Schwarzen Lochern konstruiert. Dazu wird in Abschnitt B.1.1] eine Koordinatentrans-
formation vorgestellt, welche die Kerr-Newman-Loésungen auf Cauchybléittern in Kerr-
Koordinaten auf allgemeine kompaktifizierte hyperboloidale Blétter transformiert. In ei-

nem zweiten Schritt wird eine Differentialgleichung konstruiert, deren Losung Blatter mit
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konstanter mittlerer Kriitmmung erzeugt. In Abschnitt werden die numerischen Lo-
sungen dieser Differentialgleichung vorgestellt und diskutiert. Im zweiten Teil des zweiten
Hauptabschnittes werden Anfangsdaten fiir ein Binadrsystem erstellt, diese Arbeit rekon-
struiert die Daten von BUCHMAN et. al [18]. Im Anschluss an die Konstruktion der Daten
in den Abschnitten B.2.7]- B.2.3 wird in Abschnitt B.2.4] der Horizontfinder aus Abschnitt
fiir das Binérsystem erweitert. Die Daten werden in den Abschnitten -

unter Beriicksichtigung der Resultate des Horizontfinders diskutiert.

In den Einleitungskapiteln werden die fiir diese Arbeit notwendigen Gleichungen und
Konzepte kurz angerissen, um Konventionen und Symboliken zu verdeutlichen. Eine um-
fangreiche Diskussion der Allgemeinen Relativitatstheorie und insbesondere der 3+1-

Zerlegung bieten die gingigen Lehrbiiche und Ubersichtsartikel.

In der vorliegenden Arbeit werden die folgenden Konventionen verwendet: Griechische
Indizes laufen von 0-3, wobei der Index 0 die Zeitkomponente darstellt. Kleine lateinische
Indizes laufen von 1 bis 3 und stehen fir raumliche Komponenten. Konforme (unphysi-
kalische) Objekte werden mit einer Tilde gekennzeichnet. Wir verwenden Einheiten, in
denen sowohl die Lichtgeschwindigkeit ¢ als auch die Newtonsche Gravitationskonstante

G identisch eins sind.

27.B. MISNER, THORNE, WHEELER [20], WALD |21], CARROLL [22], POISSON [23], BAUMGARTE, SHA-

PIRO [24], ALCUBIERRE [25]
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1.1. Das hyperboloidale Anfangsdatenproblem

1.1.1. Die 3+1 Zerlegung

Ein Kernpunkt der allgemeinen Relativitatstheorie ist die Einheit von Raum und Zeit.

Dies manifestiert sich in den vierdimensionalen Einsteinschen Feldgleichungen.

1
RMV — §gl“’R = 87TTMV

Viele analytisch bekannte astrophysikalische Losungen der Einsteinschen Feldgleichun-
gen wurden im Kontext der vierdimensionalen Raumzeit gefunden (siehe z. B. SCHWARZ-
SCHILD [26], REISSNER [27], NORDSTROM [28], KERR [29], NEWMAN [30,31], FRIEDMAN,

LEMAITRE, ROBERTSON, WALKER [32-36|, NEUGEBAUER, MEINEL [37]).

Um komplexere astrophysikalische Fragestellungen untersuchen zu konnen, sind nume-
rische Arbeiten jedoch unerlasslich. Im Rahmen numerischer Fragestellungen wird das
Bild der Einheit von Raum und Zeit verlassen, um die Einsteinschen Feldgleichungen als
Anfangswertproblem zu formulieren. Dabei werden die Feldgleichungen in ein System aus
Zwangsbedingungen, welche auf einem Anfangsblatt erfiillt sein miissen, und Evolutions-
gleichungen aufgespalten. Die Losungen der Zwangsbedingungen heiflen Anfangsdaten
und werden mittels der Evolutionsgleichungen evolviert. Fiir die Formulierung als An-
fangswertproblem bieten sich zwei Moglichkeiten an. Diese sind die 2+2-Zerlegung, bei
der Anfangsdaten auf einem Lichtkegel vorgegeben werden. Diese Methode erlaubt auf
nattirliche Art und Weise die Analyse von Daten bei .# ", die Nullgeodaten bilden jedoch
Kaustiken aus, welche numerische Arbeiten erschweren. Eine Ubersicht iiber den Stand

der Forschung bietet z. B. [6].

Eine andere Moglichkeit ist die in dieser Arbeit verwendete 3+1-Zerlegung, d. h. die Zerle-
gung der Raumzeit in eine Folge von raumartigen dreidimensionalen Blattern konstanter
Koordinatenzeit. Aufbauend auf der 3+1-Zerlegung wird im Folgenden Abschnitt
beschrieben, wie im Rahmen der 3+1-Zerlegung Daten bei .# ™ untersucht werden konnen.
Die Feldgleichungen lassen sich dann in ein System aus elliptischen Zwangsbedingungen
und hyperbolischen Evolutionsgleichungen zerlegen. CHOQUET-BRUHAT [3§] zeigte, dass
zu diesem Anfangswertproblem auf Cauchy-Flichen eine eindeutige Losung existiert. Die

Arbeiten von LEFLOCH und MA [39] erweitern die Aussagen von Cauchy-Bléttern auf
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hyperboloidale Blatter. Eine mogliche Form der Zwangsbedingungen und Evolutionsglei-
chungen sind die iiblichen ADM-Gleichungen |40-42]. Die raumartigen Blétter seien durch
eine skalare Funktion ¢, der Koordinatenzeit, charakterisiert, dann ist der Normalenvektor
der Blatterung durch

gegeben. Dies ermoglicht eine Zerlegung des Linienelements in die Struktur
ds* = g, datda” = —a?dt* + v;;(da’ + B'dt)(da? + Bdt), (1.2)

mit der Metrik ;; der dreidimensionalen Blatter, sowie dem shift 3° und lapse aﬂ Fiir
die Beschreibung der Zeitableitungen wird die duflere Kriimmung K, verwendet. Diese

ist als Lie-Ableitung der Metrik entlang des Normalenvektors deﬁniertﬁ

1
Kl“’ = iﬁnguy (13)

Die Spur der dufleren Kriitmmung heifit mittlere Kriimmung.

K=K, g"
: (1.4)
=V, n"
Mit diesen Ausdriicken folgen die Zwangsbedingungen und Evolutionsgleichungen durch
Projektion der Einsteinschen Feldgleichungen auf die Normale und die Blatterung. Da in

der folgenden Arbeit Schwarze Locher, d.h. Vakuumlésungenﬂ diskutiert werden, wird

aulerdem der Energie-Impuls-Tensor
T =0

gesetzt.

3Die deutschen Bezeichnungen wiren Verschiebungsvektor (shift) und Intervall (lapse), diese sind jedoch
nicht gebrauchlich, deswegen wollen wir bei den gebrauchlicheren englischen Bezeichnungen bleiben.

4In dieser Arbeit wird fiir die &uBere Kriimmung die Vorzeichenkonvention von WALD [21] verwendet.
In dieser Konvention nimmt die mittlere Kriimmung K bei .# T positive Werte an, im Gegensatz zur
ebenfalls verbreiteten Konvention von MISNER, THORNE und WHEELER [20)].

5In Abschnitt wird die Kerr-Newman-Familie betrachtet, fiir diese ist 7}, # 0. Fiir diese Objekte
wird eine CMC-Blétterung konstruiert, nicht jedoch das Anfangsdatenproblem gelost. Anfangsdaten

werden in dieser Arbeit nur fiir Objekte mit 7, = 0 konstruiert.

10
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Die Zwangsbedingungen sind

R+ K? - K;;K7 =0 (1.5)
Vi(K9 —47K) =0 (1.6)

und die Evolutionsgleichungen
Orvij = 20K + Vi + V5 (1.7)

0Ky = o (R — 2K K + KKjj) = ViV — B 0u I — Kid; 8t — Kijoi8* . (1.8)

Die geometrischen Groflen R;;, R und V; werden aus der dreidimensionalen Metrik ~;;
der Blatter erzeugt. Wenn die Zwangsbedingungen auf einem Anfangsblatt erfiillt sind,

so erhalten die Evolutionsgleichungen diese Eigenschaft.

1.1.2. Hyperboloidale Blatter

Die Anfangsdaten, d.h. die Losungen der Zwangsbedingungen , werden in der
numerischen Relativitatstheorie zumeist auf Cauchy-Blattern »; konstruiert und dann
mittels der Evolutionsgleichungen entwickelt. Cauchy-Blatter verlaufen asym-
ptotisch nach rdumlich Unendlich (i), d.h. eine auslaufende Welle vollzieht auf einem

O erreicht. Deswegen werden kiinstli-

solchen Blatt unendlich viele Schwingungen bis sie ¢
che Rander eingefiihrt, innerhalb derer die Gleichungen gelost werden. Diese kiinstlichen
Randbedingungen erzeugen selbst fiir einfachste Fragestellungen ungewollte Reflektio-
nen [43] und konnen die numerische Evolution stark beeintrachtigen [44]. Des Weiteren
sind Gravitationswellen und physikalisch interessante Grofien wie die Masseﬂ nur im Un-
endlichen, asymptotisch Flachen wohldefiniert. Eine Loésung bietet die Verwendung hy-

perboloidaler Blatter Y, d. h. einer raumartigen Blatterung, welche asymptotisch gegen

lichtartig Unendlich (.# 1) geht.

Die Konstruktion hyperboloidaler Blatter ist durch die Einfiihrung einer Héhenfunktion
(height-function) [45] moglich, andere Anséitze werden z.B. in [46] 47] diskutiert. Die

hyperboloidale Blatterung wird durch eine neue Zeitkoordinate erzeugt, diese ist durch

T=1+h (1.9)

6 Auf Cauchy Blittern die ADM-Masse, auf hyperboloidalen Blittern die Bondi-Masse.

11
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definiert. Dabei ist h die Hohenfunktion, welche bildlich im Carter-Penrose-Diagram das
Blatt nach .#* _hebt®. Die Hohenfunktion erhalt man durch asymptotische Integration

auslaufender Nullgeodéten.

Das Verfahren der Konstruktion hyperboloidaler Blatter mittels asymptotischer Integra-
tion soll im Folgenden anhand der Schwarzschildlosung skizziert werden. In den Schwarz-

schildkoordinaten (t,r,1, ) ist das Linienelement durch

2M 2M
dst =~ (1= =2)at+ (1-=7)
r r

gegeben. Diese Koordinaten sind am Horizont (r = 2M) singular und erreichen fir r — oo

1
dr? + r*(dy? + sin® 9 dp?) (1.10)

raumlich Unendlich, i°. In Schildkrétenkoordinaten (tortoise coordinates)

T
P 2MIn (o —1 111
rer n(mw > (L.11)

wird der Horizont nach # — oo verschoben. Im Folgenden sollen darauf basierend Koor-

dinaten eingefiihrt werden, welche an Nullgeodéten angepasst sind.

V=t+7 (1.12)

U=t—7 (1.13)

Auf Hyperflachen mit U = konst. liegen auslaufende Nullgeodéten. Fiir r — oo schneiden
diese Hyperflachen .# " und bei r = 2M den Vergangenheits-Horizont (past horizon) des
Schwarzen Loches. Flachen mit V' = konst. schneiden fiir r = 2M den zukiinftigen Ho-
rizont und fir r — oo £~ und werden durch einlaufende Nullgeodéten beschrieben. Die
Metrik ist in den Koordinaten (U, r, 9, ¢) und (V, 7,9, ¢) auerhalb der Singularitét regu-
lar. Die zu konstruierenden hyperboloidalen Blatter sollen vom Zukunfts-Horizont (future
horizon) fur r — oo nach #* gehen. Dafiir wihlen wir die einlaufende Koordinate V/,
um daraufthin das Verhalten der Blatter mit V' = konst. mittels der Hohenfunktion h bei
r — oo zu modifizieren, wobei die Regularitdt des Linienelements am Horizont erhalten
bleiben soll. Abbildung[I.2)zeigt schematisch die Schwarzschildlosung in Schwarzschildko-
ordinaten (¢, 7,7, ¢) sowie in einlaufenden Eddington-Finkelstein-Koordinaten (V,r, 4, )
und in den gesuchten hyperboloidalen Koordinaten (7,7,1, ). Der Begriff der Hohen-
funktion h, welche die Blatter mit V' = konst. von .#~ nach .#*  hebt“, wird darin
deutlich.
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1.1. Das hyperboloidale Anfangsdatenproblem

Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung der Schwarzschildlosung im Carter-Penrose-
Diagramm in Schwarzschildkoordinaten (¢, 7) (linke Grafik), einlaufenden
Eddington-Finkelstein-Koordinaten (V,r) (mittlere Grafik) sowie hyper-
boloidalen Koordinaten (7,7) (rechte Grafik). Die Winkelanteile (1, ¢)

wurden aufgrund der spéarischen Symmetrie unterdriickt.

In einlaufenden Eddington-Finkelstein-Koordinaten (V, 7,4, ) ist das Linienelement durch

oM
ds> = — (1 _ ) dV2 4 2dVdr + 12(d9? + sin® 9dg?) (1.14)

r

gegeben. Auslaufende Nullgeodaten sind in einlaufenden Eddington-Finkelstein-Koordi-

naten durch
2MN\ !

beschrieben. Wird nach einer vollstdndigen Integration von (|1.15)) die Integrationskon-
stante als neue Koordinate eingefiihrt, ist dies die auslaufende Eddington-Finkelstein-

Koordinate U. Eine Reihenentwicklung von (1.15)) fir » — oo ergibt
AM 1
qv — <2++O<3>>dr. (1.16)
r r

Im Rahmen der asymptotischen Integration werden die ersten beiden Terme der Reihen-
entwicklung in integriert. Dadurch wird die Blatterung nur bei r — oo verandert
und erhélt den Schnitt durch den zukiinftigen Horizont. Die asymptotische Integration
ergibt

r

V =4M 2 4M 1 .
T4+ 2r + og2M

(1.17)

h

Die Integrationskonstante 7 wird als neue Koordinate eingefiihrt, Blatter mit 7 = konst.

13



1. FEinleitung

sind hyperboloidal. In den Koordinaten (7, 7,1, ) ist das Linienelement

oM M2
@2:—1mﬁ<1—>mﬁ—sM<1—8 )dnﬁ

r 72

16M?
+—3
”

(2M 4 7)dr? + r*(d9? + sin® 9 dp?) .

Die mittlere Kriimmung dieser Bléatter ist aulerhalb des Ereignishorizontes positiv und

endlich.

P —24M?3 — 8M?r + TMr?* + 13
4M (2Mr + r2)3/2

(1.18)

Eine in eingefiihrte Hohenfunktion ist in Gleichung gekennzeichnet. Die Ho-
henfunktion ist nicht eindeutig, jede Familie von Funktionen mit dem durch die asym-
ptotische Integration geforderten asymptotischen Verhalten ergibt eine hyperboloidale
Blatterung. In der vorliegenden Arbeit wird dies verwendet, um durch die Héhenfunktion
weitere geometrische Forderungen an die Blatter 7 = konst. zu realisieren. Durch das

Einfithren einer reguldren Funktion A in der Héhenfunktion nach dem Schema

h—h+A (1.19)

werden Forderungen an die Blatterung zu Bedingungen an A. In Abschnitt 2.T] werden lo-
kale Bedingungen an A formuliert welche zu einer ACMC-Blatterung fithren. In Abschnitt
wird eine globale Bedingung an A gestellt und auf diese Weise werden CMC-Blatter

konstruiert.

1.1.3. Konforme Kompaktifizierung

Um die hyperboloidalen Blatter in die Numerik einbinden zu konnen, ist es sinnvoll,
die radiale Koordinate zu kompaktifizieren. Die Kompaktifizierung erzeugt eine bei .+
singulédre Metrik, welche in einen konformen Faktor €2 und eine regulére konformeﬂ Metrik

G, aufgespalten werden kann [40, 48| {49].

G = Qi?ﬁ;w (120)

"Bisweilen auch ,unphysikalische*
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1.1. Das hyperboloidale Anfangsdatenproblem A

Fir den konformen Faktor Q gilt Q|,+ = 0 und dQ| ,+ # 0. Am Beispiel der in Ab-
schnitt diskutierten Schwarzschildmetrik in Eddington-Finkelstein-Koordinaten ist

eine Kompaktifizierung in die dimensionslose Koordinate o durch

2M
= — 1.21
r== (1.21)

moglich. Wegen des Horizontes bei r = 2M deckt o € [0, 1] das gesamte Gebiet auBerhalb

des Schwarzen Loches ab. Das Linienelement ist
ds® = Q2d3* (1.22)
mit dem konformen Linienelement in den Koordinaten (7, o, 4, ¢)

1
ds? = (—02(1 —0)dr* — (20% — 1)drdo + (1 + o)do* + 1 (d192 + SiDQﬁdSDQ)) ;

und dem konformen Faktor 2 = ﬁ.

1.1.4. Hyperboloidale Zwangsbedingungen

Die im physikalischen Raum formulierten Zwangsbedingungen (1.5 der 3+1-Zerlegung
sollen mittels der konformen Transformation (|1.20)) im konformen Raum formuliert wer-

den. Mit der konformen Metrik der Blitterung
Yig = Q% (1.23)
folgt fiir die Christoffelsymbole
Tiy =T — Q7 (20,00 Q — 337"09) (1.24)
und den Kriimmungsskalar der Blatterung
R = QR — 6V,QV'Q + 4QV3Q. (1.25)
Die auflere Kriimmung lasst sich in Spur und spurfreien Anteil zerlegen
Kij=A;+ ;%jK, 7i;AY = 0. (1.26)
Die konforme Transformation des spurfreien Anteils der auleren Kriimmung ergibt

Aij = Q_lzzlij und Aij == ngi]’ . (127)
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1. FEinleitung

Um die Gleichungen zu vereinfachen, setzen wir
A = Qe AV (1.28)

fiir ein geeignetes, zu bestimmendes, o an. Bei fixiertem « transformiert sich die Divergenz

eines symmetrischen spurfreien Tensors A% nach
VAT = 07V, (2P AY) (1.29)

Fiir die Wahl von o = 5 folgt somit, dass die Divergenzfreiheit von A¥ die Divergenzfrei-
heit von A” impliziert. Mit dieser Betrachtung definieren wir fiir den spurfreien Anteil

der duleren Kriimmung folgende Transformation

Die Bezeichnungen Aij, A% sollen darauf hindeuten, dass es sich nicht um die konform
transformierten Objekte A;;, A% handelt. Der Zusammenhang zwischen den Objekten ist

durch

R

Ay =Q72A,; und Al = Q2 A4 (1.31)
gegeben.

Im Folgenden soll die Eigenschaft Q|,+ = 0 der konformen Transformation mit dem
LICHNEROWICZ-Ansatz manifestiert werden. Dazu wird €2 in eine £ fixierende Funktion

w und das Potential ¢ aufgespalten (siche z. B. [7]).
Q= we" (1.32)
Die vorgegebene Funktion w erbt die asymptotischen Eigenschaften von €2 bei £, d.h.
w
e ist positiv innerhalb des Blattes und verschwindet bei .# ™,
e hat einen nichtverschwindenden Gradienten bei &%,

Das Potential ¢ hiangt von der konkreten Wahl von w ab, jede Kombination (w, ¢) fihrt

zum gleichen konformen Faktor §2.
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1.1. Das hyperboloidale Anfangsdatenproblem A

Die Anwendung der konformen Transformation (|1.23)), sowie der Gleichungen ({1.24} |1.25]
1.30)) und der Aufspaltung von ) ((1.32)) auf die Hamiltonzwangsbedingung (|1.5)) ergibt

4n (—w2@2¢ + w@iw@iqﬁ) ¢* 7 4 2% (n? 4 2n)p* V0V
~ o o (1.33)
— (R + 40V — 6ViwViw) ™ — §K2 +wl A AT = 0.

Bei der Wahl von n = —2 verschwindet in (1.33) der Term o V;oVig, damit folgt die

konforme Hamiltonzwangsbedingung
~ ~ ~ . - ~ ~ ~ . 2 A A
8w?V2p — 8wV,wV'p — (W R + 4wVw — 6V,wV'w)p = §K2¢5 — WA ATy (1.34)

Fiir den Fall isotroper auflerer Kriimmung, d.h. K;; = %%jK und K = konst. sind die
A;; = 0 und die konforme Hamiltonzwangsbedingung ([1.34)) wird zur Yamabe-Gleichung.
Dieser Fall wurde z. B. in 11} |17] studiert.

Mit dem Reihenansatz
¢ = do + p1w + Pow® + 0(w?) (1.35)

und unter der Annahme der Regularitidt der {¢g, ¢1, ¢2} lassen sich diese Koeffizienten

bestimmen. Der erste Koeffizient ist

o V;wViw
D=V e

Fiir Koeffizienten héherer Ordnung ist dies nicht a priori moglich. Es ergeben sich Be-

(1.36)

g+

ziehungen zwischen ¢3 und hoheren Koeffizienten. Dieses Verhalten ist fiir den Fall der
Yamabe-Gleichung typisch, deswegen wollen wir diese konforme Hamiltonzwangsbedin-
gung als Yamabe-artig bezeichnen. Eine andere Wahl der Transformation zwischen den
A% und A% (1.30)) kann diese Struktur zerstoren, insbesondere ist dies fiir die Transfor-
mation gemafl Gleichung der Fall. Die Yamabe-artige Struktur erlaubt das Setzen
einer inneren Randbedingung. Im Folgenden werden marginal gefangene Fléchen als in-
nere Randbedingung vorgeschrieben (siehe Abschnitt , wihrend am aufleren Rand
(#) die Dirichlet-Bedingung aus Gleichung gegeben ist.

Die analoge Anwendung der Gleichungen ([1.23] [1.30} [1.32)) auf die Vektorzwangsbedin-
gung (|1.6)) ergibt

Y 208
V,;AY — sz)ﬁ”VjK =0. (1.37)
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1. FEinleitung

Grundlage fir die Losung der Zwangsbedingungen ist die von YORK vorgeschlagene Auf-
spaltung der duleren Krimmung und die darauf aufbauende Aufspaltung des spurfreien

Anteils [50-53] (fiir eine Ubersicht siehe z. B. [54]).
Mit
AN — Sy 2aiig 1k

(LVYI = ViV — 37 ViV (1.38)

definieren wir die folgende Aufspaltung des spurfreien Anteils der auleren Kriimmung
A = (LV)I + MY (1.39)

mit dem spurfreien, symmetrischen Tensor M%. Diese Zerlegung ist als konform trans-
versal spurfreie Aufspaltung (CTT, conformal transverse traceless) bekanntﬂ Diese Auf-
spaltung ist immer moglich, da die triviale Wahl V¢ = 0 und M% = A% die Zerlegung

(T:39) erfiillt.

Das Paar (M%, V) ist nicht eindeutig, es existieren zwei unterschiedliche Sétze {1M% 1V}

und {?M% 2V} welche durch das Vektorfeld W* tiber
LME —2ME = (W)Y und i 2yt — (1.40)
verkniipft sind, und zur gleichen auleren Kriitmmung K;; fithren.
Mit
AFVi=V;(LV)Y (1.41)
ergibt sich die konforme Vektorzwangsbedingung aus und zZu
Apvie gwf;w( M (1.42)

Die Losung von Gleichung ((1.42)) erfordert das Fixieren von Randbedingungen bei .+

und dem inneren Rand.

Anfangsdaten auf den kompaktifizierten hyperboloidalen Blattern sind durch die Losung
der konformen Zwangsbedingungen (1.34} [1.42) fiir die Potentiale ¢ und V* gegeben. Die
als freie Daten bezeichneten GroBen M¥, K| 4;; und w werden vorgegeben. Die A% sind

dann durch die freien Daten und Gleichung (1.39) bestimmt.

8Die Bezeichnung als konform, transversal, spurfreie Aufspaltung hat historische Griinde, die Aufspal-
tung ist nicht transversal, da im Allgemeinen V;M% # 0 ist. Die urspriingliche Aufspaltung (sieche

z.B. Cooxk [54]) fiihrte jedoch iiber transversal spurfreie Aufspaltungen zum selben Ergebnis.
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1.1. Das hyperboloidale Anfangsdatenproblem A

1.1.5. Regularitat der Zwangsbedingungen

Die Vektorzwangsbedingung (|1.42))

i 28, SV
AV = gﬁv K —V,;M"
ist bei £ singulér, da dort w verschwindet. Diese Singularitat kann durch eine geeignete

Wahl der mittleren Kriimmung, d. h. der hyperboloidalen Bléatterung, eliminiert werden.

Konkret verschwindet die Singularitdt bei der Wahl einer Blatterung mit

e asymptotisch konstanter mittlerer Kriimmung (ACMC, asymptotically constant

mean curvature), d. h.

K =Ky + Ow?), (1.43)

bzw. dem Spezialfall

e konstanter mittlerer Kriitmmung (CMC, constant mean curvature), d. h.
K = konst. (1.44)

auf dem gesamten Blatt.

Fir den Fall konstanter mittlerer Krimmung entkoppeln Vektorzwangsbedingung
und die Hamiltonzwangsbedingung , d. h. die Vektorzwangsbedingung kann fiir sich
gelost werden und mit den daraus gewonnenen A¥ in einem zweiten Schritt eine Losung
der Hamiltonzwangsbedingung gefunden werden. Im Fall konform flacher Daten ¥;; = d;;
sind die Bowen-York Daten [55] eine analytische Losung der Vektorzwangsbedingung. In

Abschnitt 3.2l werden diese Daten verwendet.

Die Hamiltonzwangsbedingung (|1.34))
~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ . 2 N A
8w*V2¢p — 8wV,wV'¢ — (W R + 4wV3w — 6V,wV'w)p = §K2¢5 — WA AT YT

ist singuldr, da die Koeffizienten vor den hochsten Ableitungen bei £ verschwinden.
Diese Struktur erlaubt Losungen mit logarithmischen, d. h. nicht reguldren Termen. Ftir
den Fall isotroper mittlerer Kritmmung haben ANDERSSON, CHRUSCIEL und FRIEDRICH
Bedingungen bewiesen, unter denen die Yamabe-Gleichung bis einschlieSlich .#+ regulare

Losungen aufweist |14]. Diese Bedingung wurde von ANDERSSON und CHRUSCIEL |15,
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1. FEinleitung

16| auf eine allgemeine Blatterung mit konstanter mittlerer Kriitmmung erweitert. Die
Regularitatsbedingung stellt sicher, dass fir ¢ bis einschliefilich .#* reguliare Losungen

existieren, wenn die konforme auflere Kriitmmung auf dem Schnitt des Blattes mit .#*

Feij = ;quij (1.45)
und die dort eingeprégte Metrik g;;
Gij = Vij — SiS; (1.46)
zueinander proportional sind.
(Rij — AGij) |7+ =0 (1.47)

Hier ist 5 der konforme Normalenvektor von .# T in der hyperboloidalen Blitterung. Die

Bedingung (|1.47)) ist analog zur Aussage, dass .# scherungsfrei sei.

Fir sphérisch symmetrische Daten mit isotroper duflerer Krimmung (K;; = %%jK ),

welche im Inneren einen Horizont ausbilden, existieren keine regularen Losungen, da die

Bedingung (|1.47) nicht erfiillt ist |56].

Die singuldre Struktur der Hamiltonzwangsbedingung erlaubt in einer Reihenentwicklung
von ¢ in normaler Richtung zu . a priori nur die Bestimmung von {¢, ¢1, ¢» }. In dritter
Ordnung ergibt sich anstelle einer Bedingung an ¢3 eine Bedingung an die Anfangsdaten.
Diese Bedingung ist erfiillt, wenn die Regularitatsbedingung erfillt ist, d.h. .+
scherungsfrei ist. Eine Verletzung dieser Bedingung wiirde logarithmische Terme in ¢
erzeugen, wie in Abschnitt anhand eines ausgewahlten Beispiels numerisch gezeigt
wird. Ab der vierten Ordnung schreiben sich alle hoheren Koeffizienten in Abhéngigkeit

von ¢3, dies erlaubt es einen inneren Rand vorzuschreiben.

BARDEEN et al. [57, 58] vermuten, dass die Regularitétsbedingung (|1.47) und die For-
derung einer Blétterung mit konstanter mittlerer Kriimmung keine auslaufenden Wellen

bei Z 1 erlauben.

Fiir Blatterungen auf denen die mittlere Kritmmung nicht konstant ist gibt es bisher nur
wenige mathematische Ergebnisse beziiglich der Regularitit der Anfangsdaten. ISENBERG
und PARK [59] diskutieren die Existenz von asymptotisch hyperbolischen Anfangsdaten.

Die Existenz und Beschrianktheit einer weiteren Klasse von nicht-CMC Anfangsdaten
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1.2. Marginal gefangene Flédchen _ A

wurde in [60] untersucht. Diese Anfangsdaten existieren und sind Beschrankt solange eine
,limit equation® keine nicht trivialen Losungen besitzt. Im Zusammenhang mit schein-
baren Horizonten wurden von [61} 62] weitere Anfangsdaten fiir nicht-CMC Blétter dis-

kutiert.

Die in diesen Arbeiten diskutierten nicht-CMC Blatterungen gehoren zu anderen Klassen
von Blatterungen als die hier diskutierte ACMC Blétterung. Fiir Blatter mit asymptotisch
konstanter mittlerer Kriitmmung wurden bisher keine Theoreme bewiesen, welche Bedin-
gungen fir reguldre Losungen der Hamiltonzwangsbedingung festlegen. In dieser Arbeit
nehmen wir an, dass die Scherungsfreiheit von . die Regularitit der Losung der
konformen Zwangsbedingungen auch fir Blatterungen mit asymptotisch kon-
stanter mittlerer Krimmung sicherstellt. Die Ergebnisse in Kapitel [2| unterstiitzen diese

Vermutung.

1.2. Marginal gefangene Flachen

Fiir die numerische Losung der konformen Zwangsbedingungen miissen innere Randbedin-
gungen vorgeschrieben werden. Dabei soll sichergestellt werden, dass die Losung Schwarze
Locher beschreibt. Die Vorgabe eines Ereignishorizontes ist jedoch nicht moglich, da da-
fir die gesamte Raumzeit benotigt wird. Eine lokale Definition von Horizonten bieten

marginal gefangene Flachen (marginally trapped surfaces) [63-65].

Marginal gefangene Fléchen sind als Fléachen verschwindender Expansion von Nullgeo-
dédten definiert. Dabei wird zwischen marginal auswérts gefangenen Fliachen (MOTS,
marginally outer trapped surfaces), bei denen die Expansion auslaufender Nullgeodé-
ten verschwindet, und marginal inwérts gefangenen Flachen (MITS, marginally inner
trapped surfaces), bei denen die Expansion einlaufender Nullgeodéten verschwindet, un-
terschieden. Die duflerste marginal auswarts gefangene Flache ist der scheinbare Horizont
(apparent Horizon). Unter Annahme der schwachen kosmischen Zensur, liegt dieser im-
mer innerhalb oder auf dem, nach einer Evolution bestimmbaren, Ereignishorizont. Dies
ermoglicht es, eine marginal auswérts gefangene Flache als innere Randbedingung fiir die

Hamiltonzwangsbedingung vorzugeben und das Gebiet dort auszuschneiden.
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1. FEinleitung

Abbildung 1.3.: Eine Skizze der Vektoren n*, s*, *# an der Fliche S.

Ob es sich bei der vorgeschriebenen Fliache um den scheinbaren Horizont handelt muss
mit einem Horizontfinder analysiert werden, da diese marginal auswarts gefangene Flache
nicht notwendigerweise die duflerste marginal auswarts gefangene Flache sein muss. In

Abschnitt wird ein solcher Horizontfinder vorgestellt.

Die Existenz marginal gefangener Flédchen héngt von der Blatterung ab. Es ist im All-
gemeinen moglich, dass kein scheinbarer Horizont existiert jedoch ein Ereignishorizont
gefunden werden kann [66]. Fir die in Kapitel |2| diskutierte Kerr-Losung stimmt auf
einem Blatt mit 7 = konst. der scheinbare Horizont mit dem Ereignishorizont iiberein

[67).

Auf einer geschlossenen zweidimensionalen Fliche S, die in den dreidimensionalen hyper-

boloidalen Blattern X, eingebettet ist, werden die Nullvektoren

i—in S
= 5 ) (1.48)

definiert. Hier ist n* der Normaleneinheitsvektor der Blatterung >, und s* der Norma-

leneinheitsvektor von S.

Die eingepréagte Metrik auf S kann durch die Nullvektoren und g, ausgedriickt werden.

Quv = Yuv — SuSv (149)
= G + Ny — SuS, (1.50)
= g + 050 + 00 (1.51)

Mit der auf S eingepragten Metrik g, ist die Expansion der Nullgeodéten durch

Qi = "'V b (1.52)
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1.2. Marginal gefangene Flédchen N

gegeben. Fiir marginal gefangene Flachen gilt
OL=0. (1.53)
Mit der Definition der &ufleren Kriimmung gilt fiir die Expansion
¢V =

"'V u(n, £ s,) (1.54)

¢7(£V;s; — Kij) (1.55)

Sl =8-S

(K = s'sKi; £ Vis') . (1.56)

Die aulere Krimmung wird geméaf in Spur und spurfreien Anteil aufgespalten und
der spurfreie Anteil entsprechend transformiert. Die Expansion, durch konforme
Groflen ausgedriickt, ist dann

0, = \}5 <§K — :‘;zgigjflij + <;‘;vs — ;gi%w + j‘;éi@m)) : (1.57)
Bei kleinen Stérungen einer vorgegebenen stationaren Losung, deren scheinbarer Horizont
der innere Rand ist, bleibt der innere Rand auch weiterhin der scheinbare Horizont |67,

68]. Fiir starke Storungen ist dies, wie in Kapitel [2] gezeigt wird, nicht mehr der Fall.

Wiéhrend der innere Rand eine MOTS ist, wollen wir noch zeigen, dass .#* die Bedingung
einer MITS erfillt. Fiir die Expansion einlaufender Nullgeodaten gilt bei .

O | =2 (;K + qs—?gi?iw) : (1.58)

Da .#* durch w = 0 beschrieben wird, gilt dort fiir den Normalenvektor auf der durch

1 definierten zweidimensionalen Fliche

[SIE

Die Normierungsbedingung §;5° = 1 ergibt B = & (@iw@iw)_ . Der Normalenvektor auf
ST ist somit

1 .
§i=——— V. (1.60)

\/ ?iw@iw

Aus der Hamiltonzwangsbedingung folgt fiir das Potential ¢ bei .#* ((1.36)

3 /= =,
¢*| o+ = 7V ViwViw.
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Fir die Expansion einlaufender Nullgeoddten bei .#* ([1.58]) folgt mit den obigen Be-

trachtungen
O_|s+=0, (1.61)

d.h. #* erfillt die Bedingung einer marginal inwarts gefangenen Flache.

Abbildung [1.4] zeigt die Expansionen ©. fir die in Abschnitt diskutierte Schwarz-
schildmetrik in den kompaktifizierten hyperboloidalen Koordinaten (7, o, 4, ¢). Die Ex-
pansionen wurden auf Koordinatenkugeln o = konst. ermittelt, aufgrund der sphéarischen

Symmetrie der Schwarzschildlosung ergeben sich in diesem Fall O = ©4(0).

| H
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Abbildung 1.4.: Die Expansionen Oy auf Koordinatenkugeln ¢ = konst. fiir die in
Abschnitt [[LT.3 diskutierte Schwarzschildmetrik in den Koordinaten
(1,0,9,¢) (1.22)). Bei #* (0 = 0) verschwindet ©_ und am Horizont

(0 = 1) verschwindet O .
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1.3. Numerische Methoden

1.3.1. Pseudospektrale Methoden

Diese Arbeit verwendet pseudospektrale Methoden zur hochgenauen Loésung von Diffe-
rentialgleichungen, eine ausfiihrliche Diskussion dieser Methode bietet z. B. BoyD [69)
und mit Bezug auf die numerische Relativitatstheorie GRANDCLEMENT und NOVAK
[70]. Die Idee ist, Funktionen mittels orthonormaler Basisfunktionen zu approximieren,

hier werden als Basis die Chebyshevpolynome erster Art 7, (x) verwendet.
T, (z) = cos(n arccos(x)) (1.62)

Die Approximation findet auf nicht-dquidistanten Gittern statt, die durch die Nullstellen
bzw. Extrema der Chebyshevpolynome gegeben sind. Die am haufigsten verwendeten

Gitter sind in Tabelle [I.T] aufgelistet.

Gitter x;
Rechtsseitiges Chebyshev-Radau-Gitter cOS (%) z; € (—1,1]
Linksseitiges Chebyshev-Radau-Gitter — cos (%) z; € [-1,1)
Chebyshev-GauB-Gitter — COS (W) z; € (—1,1)
Chebyshev-Lobatto-Gitter — cos (%) z; € [—1,1]

Tabelle 1.1.: Ubersicht iiber Chebyshev-Gitter und die Verteilung der diskreten n Gitter-

punkte z; mit j =0,...,n — 1 auf dem Gebiet = € [-1, 1].

Die Radau-Gitter enthalten jeweils den rechten bzw. linken Rand nicht als Gitterpunkt.
Das Chebyshev-GauB-Gitter hat keine Gitterpunkte auf den Réndern, diese Punkte ge-
héren jedoch zum Gebiet und eine Auswertung der Funktion an diesen Stellen ist eine
Interpolation und keine Extrapolation. Da wir an den Réandern der Gebiete Bedingun-
gen vorschreiben wollen, wéahlen wir das Chebyshev-Lobatto-Gitter. Eine beispielhafte

Verteilung der Gitterpunkte ist in Abbildung [I.5 skizziert.

Die approximierte Funktion ist mit den Koeffizienten ¢; durch

C n—1
(U 50 + > cTi(x;) (1.63)
k=1
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-~ 0e & e e ¢ e e e O
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Abbildung 1.5.: Verteilung der Gitterpunkte z; des Chebyshev-Lobatto-Gitters auf dem
Gebiet x € [—1,1] fiir n=11 Gitterpunkte.

gegeben. An den Stiitzstellen z; € [—1, 1] soll die Funktion exakt approximiert werden,

d.h. ¥; = ¥(x;). Aus dieser Bedingung folgt fiir die Koeffizienten

:;;‘il) w<1>+<—1>w<—1>+2§wm<xj> | (1.64)

Eine schnelle Implementierung der Transformationen bietet der Clenshaw-Algorithmus
[71, 72]. Die Struktur der Chebyshevpolynome erlaubt es jedoch die Koeffizienten mittels
einer Fouriertransformation zu bestimmen, in diesem Fall einer Kosinustransformation

[69]. Abbildung zeigt das Verhdltnis der Laufzeiten fir die Transformationen (|1.63]

tClcnshaw /tDCT
48 T T T
44 -
40 -
36 - »
32 1 2
28 - .
24 2
20 .
16 |- .
12 1 :
8 [ -
4 [ -
0 | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 8 90 95 100
NGrid

Abbildung 1.6.: Verhéltnis der Laufzeiten fiir 1000 Chebyshevtransformationen des Clen-
shaw-Algorithmus mit einem auf einer diskreten Kosinustransformation

(DCT) basierenden Algorithmus.

bei Verwendung des Clenshaw-Algorithmus bzw. einer Fouriertransformation. Fiir
die Fouriertransformation wurde die FFTW-Bibliothek [73] verwendet. Die in Abbildung
vorgestellte Messung beinhaltet die fiir die FFTW notwendige Initialisierung, gemes-
sen wurde die gesamte bendtigte Zeit fiir 1000 Transformationen. Die starken Schwankun-

gen im Geschwindigkeitsvorteil der FF'TW gegeniiber dem Clenshaw-Algorithmus liegen
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1.3. Numerische Methoden N

darin begriindet, dass die FFT fiir Gittergrolen welche in einer Primzahlfaktorzerlegung

die Primzahlen {2, 3,5, 7} enthalten optimiert ist.

C; C;
101 T T T T T 11T
100 t\\ .
' 102
. -5
10—10 [ . 10
10~15 |- | 1078
—20 | “‘. | | | 10—11 T S S R B | |
10 10 20 30 40 50 10° 10* 10?
1 1

Abbildung 1.7.: Beispiele fir das Abfallverhalten der Chebyshevkoeffizienten in einfach
logarithmischer Darstellung (linke Grafik) und doppelt logarithmischer
Darstellung (rechte Grafik). Die Beispielfunktionen wurden auf dem Ge-
biet x € [—1, 1] betrachtet. Die rote/gestrichelte Linie zeigt den algebrai-
schen Abfall der Koeffizienten der Funktion f(z) = (z+1)log(x+1). Die
blaue/durchgezogene Linie stellt die Koeffizienten der Funktion Funktion
f(z) = e~ w1 dar, dieser Abfall heiffit subgeometrisch. Der geometrische
Abfall wird durch die Koeffizienten der Funktion f(z) = 1/(x + 2) mit
der griinen/durchgezogenen Linie dargestellt. Die gepunktete/schwarze

Linie zeigt die Koeffizienten des supergeometrischen Abfalls der Funkti-

on f(x) = e”.

Die pseudospektrale Methode erlaubt die hochgenaue Bestimmung der Ableitung mittels
einer Rekursionsrelation fir die Koeffizienten. Die Koeffizienten der Ableitungen ¢ folgen

aus den Koeffizienten ¢; der Funktion durch

¢, =c_1=0 ¢y = 2ic; + ¢y (i=n-—1,...,2). (1.65)
Die zu approximierenden Funktionen lassen sich anhand des Abfalls ihrer Chebyshevko-
effizienten charakterisieren. Auf dem betrachteten Gebiet analytische Funktionen weisen

einen geometrischen Abfall der Chebyshevkoeffizienten auf, d. h. der Logarithmus der Ko-

effizienten iiber ihrem Index entspricht einer Gerade. Fallen die Koeffizienten schneller als
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eine Gerade ab, handelt es sich um eine supergeometrische Konvergenz. Funktionen, wel-
che auf dem Gebiet nur endlich oft stetig differenzierbar sind weisen einen algebraischen
Abfall auf, d.h. in einer doppelt logarithmischen Darstellung bilden die Koeffizienten
iiber ihrem Index eine Gerade. Funktionen welche auf dem Gebiet nur C*> sind weisen
einen subgeometrischen Abfall ihrer Chebyshevkoeffizienten auf, d.h. der Abfall ist bes-
ser als algebraisch und schlechter als geometrisch. Abbildung zeigt eine Ubersicht der

verschiedenen Abfallverhalten anhand von Beispielfunktionen.

Im Folgenden wird ein mindestens subgeometrisches Konvergenzverhalten als spektrale
bzw. exponentielle Konvergenz bezeichnet. Die numerische Beobachtung spektraler Kon-

vergenz ist ein starkes Indiz fiir die Regularitdt der betrachteten Funktion.

1.3.2. Newton-Raphson-Verfahren

Die Differentialgleichungen werden auf zweidimensionalen rechteckigen Gebieten, welche
mit j € {0, 1} bezeichnet werden, an den Chebyshev-Lobatto-Punkten

Jo_ a2 m _ i
Al = sin <2(nf4—1)> (z—l,...,nA 1)

Bi:—cos<(nB_1)> (t=1,...,np—1)

(1.66)

ausgewertet. Die spektrale Koordinate B € [—1,1] entspricht einer Winkelkoordinate,
und

A € (0,1 einer radialen Koordinate in den betrachteten axialsymmetrischen Gebieten.
Die numerischen Berechnungen in Kapitel [2] und Abschnitt verwenden ein Gebiet,
wahrend in Abschnitt zwei Gebiete bendtigt werden.

Die zu lésenden Gleichungen werden an den Gitterpunkten in einem Vektor F zusam-
mengefasst. Fiir k gesuchte Funktionen enthilt F damit k x (n! +n?) x np Eintriage. Mit
dem Vektor konnen die Chebyshev-Koeffizienten sowie beliebige Ableitungen der Funk-
tionen in den Gebieten berechnet werden. Die Auswertung der Differentialgleichung und
der Randbedingungen an den Chebyshev-Lobatto-Punkten ergibt ein nichtlineares

algebraisches Gleichungssystem fiir die gesuchten Funktionen auf den Gitterpunkten.

9In der Verteilung der Chebyshev-Lobatto-Punkte in (1.66) wurde A € [0, 1] ausgenutzt.
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1.3. Numerische Methoden N

Das Gleichungssystem wird mit einem Newton-Raphson-Verfahren gelost. Dabei wird die
Jacobi-Matrix mit dem iterativen bicgstab-Verfahren invertiert (bi-conjugate gradient
stabilizes method) [74]. Diese Methode benétigt einen Prakonditionierer, hier wird die
Jacobi-Matrix mit finiten Differenzen gendhert und mit einem Band-Matrix-Algorithmus

invertiert [72].

Als Startlosung fiir das Newton-Raphson-Verfahren wéihlen wir in Kapitel [2| und Ab-
schnitt analytische bekannte Losungen und modifizieren diese tiber einen Parameter.
Jede gefundene Losung ist dann wiederum eine Startlosung fiir ein weiteres Newton-
Raphson-Verfahren. Dies ermdoglicht es uns, den gesamten Parameterraum der Losungen

zu untersuchen.

In Abschnitt [3.2) existiert kein analytisch bekannter Spezialfall, als Startlosung wird dort
fiir eine ,einfache“ Parameterwahl, das erste Glied einer Reihenentwicklung der Losung,
verwendet. Fiir diese Konfiguration kann das Newton-Raphson-Verfahren Losungen fin-

den. Anschlieffend kann wie im obigen Fall der Parameterraum durchlaufen werden. Eine

ausfithrliche Beschreibung des Vorgehens bietet Abschnitt

1.3.3. Horizontfinder

Da die als Randbedingung vorgeschriebene marginal auswarts gefangene Fléche nicht
notwendigerweise auch der scheinbare Horizont der gefundenen Konfiguration sein muss,
ist es fiir eine griindliche Untersuchung des Verhaltens der marginal gefangenen Flachen
notwendig, einen Horizontfinder zu implementieren. Im Folgenden wird ein einfacher, auf
die diskutierten Fragestellungen angepasster Horizontfinder vorgestellt. Eine Ubersicht

bietet z. B. 75}, 76].

Fiir die gesuchte marginal gefangene Flidche S(r,¢) = 0 verwenden wir den Strahlkorpe-
ransatz [77]. Da in dieser Arbeit axialsymmetrische Probleme diskutiert werden, ist der

entsprechende, axialsymmetrische Ansatz durch

S(r,9) = r — H(Y) (1.67)
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gegeben. Ein Horizont wird dann durch ry; = H (1) fir die noch zu bestimmende Funktion

H(¥) beschrieben. Der Normalenvektor auf S(r, 9) ist

mit der Normierung B = £(59V,SV,S)"2. Das Vorzeichen von B ist durch die kon-
krete Koordinatenwahl definiert. Fir die in Abschnitt [I.1.3] eingefiithrte inverse radiale
Koordinate, 0 = % muss das negative Vorzeichen gewihlt werden, damit §° nach &+

zeigt.

Einsetzen von Gleichung in die Expansion ergibt eine gewohnliche Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung fir H(19). Bei der Suche nach einem scheinbaren Horizont,
mittels eines Newton-Raphson-Verfahrens, wird eine Startlosung fiir H; (1)) dergestalt vor-
gegeben, dass S(r,¥) S entspricht. Diese Losung erfiillt die Differentialgleichung nicht,
es gilt

O, (H,(0)) = <E. (1.69)

mit ¢ = 1. Der scheinbare Horizont wird iiber die Losung der Folge von Differentialglei-
chungen fir ¢ = 1...0 gefunden. Dabei nédhert sich die durch H.(¢) gegebene Fliche
S.(r, ) langsam gegen die duflerste marginal gefangenen Flache, dem scheinbaren Hori-

zont ‘H an, bis So(r, ) bei e = 0 dem scheinbaren Horizont entspricht.

Dazu approximieren wir H.(¥) auf einem eindimensionalen Chebyshev-Lobatto-Gitter.
In der Differentialgleichung auftretende Abhéngigkeiten f(r) werden als f(r) = f(H.(1))
pseudospektral interpoliert. Dann wird, wie in Abschnitt [I.3.2) beschrieben, ein Newton-
Raphson-Verfahren verwendet. Es miissen keine iiber die Differentialgleichung hinausge-

henden Bedingungen an die H. (V) gestellt werden.

Bei der Suche nach marginal inwérts gefangenen Flichen wird genauso vorgegangen, als

Startlosung jedoch der innere Rand des Gebietes vorgegeben.
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Im Folgenden werden Anfangsdaten fiir ein gestortes Kerrsches Schwarzes Loch auf hy-
perboloidalen ACMC-Bléttern konstruiert, d. h. einer Blatterung mit asymptotisch kon-
stanter mittlerer Kriimmung K = K+ O(w*). Die konformen Zwangsbedingungen
auf diesem Blatt sind

~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ . 2 N A
8w*V2¢p — 8wV,wV'¢ — (W R + 4wV3w — 6V,wV'w)p = §K2¢5 — WA AT YT
6

A i 2 =i = ij
ApVi= S5 VIK = VMY

mit A9 = (£V)17+M" (1.39). Die Vektorzwangsbedingung ist durch die ACMC-Forderung
an die mittlere Krimmung regular. Fir die Hamiltonzwangsbedingung wird die Regu-
laritatsbedingung (siehe Abschnitt insbesondere Gleichung (1.47)) fir die CMC-

Blatterung iibernommen und vermutet, dass diese auch fiir die ACMC-Blatterung gilt.

Sowohl die Regularitatsbedingung fiir die Hamiltonzwangsbedingung als auch die Forde-
rung nach einer ACMC-Blétterung stellen Bedingungen an die Hohenfunktion zur Kon-
struktion hyperboloidaler Blétter (sieche Abschnitt . In der Hohenfunktion wird
eine zusatzliche reguldre Funktion A eingefiihrt. Die Bedingungen an die Hohenfunktion

schreiben sich als Bedingungen an A.

Die Konstruktion einer Funktion A, die eine Hohenfunktion erzeugt, welche die Regula-
ritdtsbedingung fiir die Hamiltonzwangsbedingung und die ACMC-Blétterung realisiert,
wird in den Abschnitten 2.1 - B3] beschrieben. Auf diesen Bléattern werden in Abschnitt
Anfangsdaten numerisch bestimmt. Eine ausfithrliche Analyse der spektralen Kon-
vergenz der konstruierten Daten in Abschnitt unterstiitzt die Vermutung, dass die
Regularititsbedingung der Hamiltonzwangsbedingung fiir die CMC-Blétterung auf die

ACMC-Blatterung iibertragen werden kann und regulire Daten konstruiert wurden.
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2. Die ACMC-Bléatterung

Im Abschnitt werden die konstruierten Daten physikalisch untersucht. Eine Analyse
der marginal gefangenen Flachen zeigt, dass sowohl gestorte Schwarze als auch Weifle
Locher konstruiert wurden (Abschnitt . Eine Multipolentwicklung des scheinbaren
Horizontes bestétigt, dass es sich tatsiachlich um gestorte Kerrsche Schwarze Locher han-
delt (Abschnitt 2.6.2)). Des Weiteren werden mithilfe der Bondi-Masse (Abschnitt
bekannte, auf Cauchy-Blattern formulierte, Ungleichungen fiir Schwarze Locher auf hy-

perboloidale Blatter tibertragen und verifiziert (Abschnitt [2.6.4]).

2.1. Hyperboloidale Blatter fiir ein Kerrsches Schwarzes

Loch

Die Kerr-Losung in Kerr Koordinaten (V, 7,9, ¢) ist

oM AM
ds? = — (1 _ 2T> dV? 4 2dVdr — — 2 sin?9 dVdyp + p*d9* — 2asin® 9 drdy
P P (2.1)
1
+? [(7’2 + a2>2 — Ad?sin® 9| sin? ¥ dy?

mit
p=Vr2+a?cos?l und A =712 —2Mr+d?. (2.2)

Die GroBlen M und J = aM sind die Masse und der Drehimpuls des Schwarzen Loches,

wobei der dimensionslose Drehimpuls als

a J

- - (2.3)

J
definiert ist. Der Ereignishorizont liegt in diesen Koordinaten bei r, = M (1 + /1 — j?),

d.h. im Schwarzschildfall (j = 0) ist r, = 2M und r, = M fir das extreme Kerrsche
Schwarze Loch (|j| = 1).

Wie in Abschnitt diskutiert, erhalten wir die hyperboloidale Blatterung durch

asymptotische Integration auslaufender Nullgeodéten. Diese sind durch

ds?=0, d9=0, de=0, dVdr>0 (2.4)
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charakterisiert. Damit folgt aus ({2.1])

2d 2M
02

Eine asymptotische Integration ergibt

V:MWF4<£Q+b&£»] (2.6)

mit der Integrationskonstanten C'. Ausgehend von (12.6) erhalten wir den Ansatz

¥ = arccos (2.7)
r:%g (2.8)
V =4M |7+ (i —log(o) + A(o, u)) (2.9)

fir eine Koordinatentransformation, welche von Kerr-Koordinaten auf allgemeine axi-
alsymmetrische kompaktifizierte hyperboloidale Blétter fithrt. In den neuen (7,0, 1, @)
Koordinaten sind Blatter mit 7 = konst. hyperboloidal. In diesen Koordinaten ist .+

durch ¢ = 0 gegeben, wiahrend der Ereignishorizont bei

2
R — 2.10
T 210
liegt. Dies motiviert die Wahl von w in der Zerlegung von 2 (1.32)) als
w=o. (2.11)

Diese Wahl erfiillt die an w gestellten Bedingungen der Positivitat und des nichtver-

schwindenden Gradienten bei ..

In Gleichung ist die in Abschnitt eingefithrte Hohenfunktion gekennzeichnet.
Fiir die in der Hohenfunktion zusétzlich auftretende Funktion A(o, i) kann eine beliebige
regulare Funktion gewéhlt werden, solange die 7 = konst.-Blatter aulerhalb von .+
raumartig bleiben. Diese Freiheit wird genutzt, um Bedingungen an A(o, p) zu stellen,
damit die resultierende hyperboloidale Blétterung die ACMC-Bedingung und die
Regularititsbedingung fiir die Hamiltonzwangsbedingung erfiillt.
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2. Die ACMC-Bléatterung

2.2. Diskussion der Regularitatsbedingung auf
hyperboloidalen Blattern fiir ein Kerrsches
Schwarzes Loch

Fiir die im vorigen Abschnitt konstruierten hyperboloidalen Blatter sollen Bedin-

gungen an die freie Funktion A(o,u) gefunden werden, so dass die in Abschnitt
diskutierte Regularitatsbedingung ((1.47))

(Rij = Aij) [7+ =0
erfullt ist. Dies entspricht der Bedingung, dass .#+ scherungsfrei sei.

In hyperboloidalen Koordinaten (7,0, i, ¢) und mit freier Funktion A(o, p) (2.9) ist die
auf £ eingeprigte konforme Metrik ([1.46])

S =) (1642 ) $Au 21— p?)
Gijl o+ = $A L]+ 4(1iu2) 0 . (2.12)
11— p?) 0 §(1-p?)

Die konforme aufiere Kriimmung von .#* (1.45)) ist in den gewéhlten Koordinaten

1 1A
Fuls+s = —5 =D Alst : : (2.13)
2 \/16 (1?2 = 1) A2 | s+ + 16A 5| o+ + 2 — j* + 16
(32 (2 = 1) Aplos Ayl +3204% o + 4845, 5+ +55%0)
Rial s+ =0 (2.14)
(2 —1) A,
Rualg+ = I =D Aulsr _ (2.15)
V16 (12 = 1) A2 | + 16A ]+ + 2% — j2 + 16
Razlrr =0 (2.16)
izl =0 (2.17)
2u(p? —1)A,l,
Raz| s+ = A JAulrs . . : (2.18)
\/16 (12 — 1) A2, | s+ + 1644 | s+ + 5212 — 52 + 16
Aus dem Vergleich der Koeffizienten von §;;| ,+ und &;;|»+ folgt die Forderung
Aplss =0 (2.19)
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und damit A = 0, um die Regularitatsbedingung (|1.47)) zu erfiillen. Aus dieser Forderung
folgt, dass die dufiere Krimmung #;; und damit auch die mittlere Kriimmung & von .#

verschwindet.

Rijls+ =0 Rl = (39Ry)|,, =0 (2.20)

2.3. Hyperboloidale ACMC-Blatter fiir ein Kerrsches

Schwarzes Loch

Nachdem im Abschnitt eine Bedingung an A(o, u) gefunden wurde, damit die Regu-
laritatsbedingung (1.47)) erfiillt ist, sollen im Folgenden asymptotische Bedingungen an
A(o, ) bei T (0 = 0) gefunden werden, um eine ACMC-Blatterung zu konstruieren.

Aus der Definition der mittleren Kriitmmung (|1.4) und der ACMC-Forderung ([1.43])
K = Ky, + O(c")

ergeben sich die asymptotischen Bedingungen an A(o, i)

A = Qoo + apl (221)
o=0
2,2
J7H
0,Al  =a; — 2.22
j2
DAl =1+ (2.23)
o=0 4
3 3
O2A| = —2(4+6a; +3a3) + 5 <1 + 1“2(1 +ay) — 12esj2’”‘4> : (2.24)
o=0

Mit der durch die Regularitatsbedingung an A(o, u) gestellten Forderung ([2.19))
Auls+=0
folgt ag, = 0.

Weiterhin setzen wir agy = 0, da dies einzig einer Verschiebung der Zeitkoordinate ent-

spricht. Aus der Forderung von ag; = 0 folgt, dass a; nicht von p abhéngt [78] (siehe
Kapitel |3, Gleichung ({3.16))).

Zur Realisierung der ACMC-Blétterung ist man prinzipiell in der Wahl der Funktion
A(o, ) frei, solange die Bedingungen ([2.21] - , sowie ([2.19) erfiillt sind und das

35



2. Die ACMC-Bléatterung

Blatt innerhalb des Gebietes raumartig ist. Vom numerischen Standpunkt ist es jedoch
wiinschenswert, wenn die Koeffizientenfunktionen der Zwangsbedingungen ,
,moglichst glatt® sind, d.h., der Abfall der Chebyshev-Koeffizienten der Koeffizienten-
funktionen soll moglichst steil sein. Ein steiler Abfall der Chebyshev-Koeffizienten erlaubt
es, hochprézise Losungen mit weniger Gitterpunkten, d. h. mit weniger Rechenaufwand,
zu erzeugen. Ein Indikator fiir den Anstieg des Abfalls der Chebyshev-Koeffizienten sind

die Chebyshev-Koeffizienten des konformen lapse.

N 1
Eine gute Wahl fiir A(o, 1), welche die Bedingungen (2.21] - [2.24) erfiillt und rasch ab-
fallende Chebyshev-Koeffizienten des konformen lapse aufweist, ist eine diagonale Padé-

Approximation. Diese ist durch

5 b(p)o*
Ao, ) = B0, n) = =2 (2.26)
1+ 3 u)o*

definiert. Die Koeffizienten by (1) und ¢ (p) sind durch die ersten 2n Ableitungen von
A(o, 1) bei o = 0 fixiert, welche durch die Gleichungen (2.21[-[2.24)) gegeben sind. Um die
Bedingungen zu realisieren, wird mindestens n = 2 bendétigt, dies erlaubt einen weiteren

freien Parameter, ay, den wir als Konstante wéahlen.
ay = O A(0, 1t)|g—0 (2.27)

Fiir die Transformationsfunktion A(e, 1) ergibt sich somit

Ao, ) = Ba(o, 1) (2.28)
_ ‘7]5 (2.29)
mit

Z =24p; (p1p3 - pg) - (a4pf + 24p; — 48p1p2p3) o (2.30)
N =24 (p1p3 — pg) + (24paps — aspr)o + (a4p2 - 24p§) o’ (2.31)

und den Koeffizienten p; = p;(1;7)
b= ay — jigz (2.32)
Py = ; (42— 4) (2.33)
po= k(8 1200+ 60} )+ L1+ a)tut - L (234
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Dieses in konstruierte A(o, p) fithrt in der Koordinatentransformation fiir
7 = konst. auf hyperboloidale Blatter mit asymptotisch konstanter mittlerer Kriimmung.
Die beiden in noch enthaltenen freien Parameter a; und a4 werden so fixiert, dass
der Abfall der Chebyshev-Koeffizienten c,(f) des konformen lapse maximiert wird. Dafiir

interpolieren wir den Logarithmus der Koeffizienten linear iiber ihren Index.
Fit [log(M|c{” )] = fi + fo - & (2.35)

Mittels eines Simplex-Algorithmus wird f, minimiert. Dieses Verfahren héngt von j ab,

eine quadratische Interpolation in j ergibt

13 9 3,
_ 2.36
=100 T 5007 T 307 (2.36)
161 3. 5
=41 (== '—'2>. 2.
ay (10 +4|J| 5 (2.37)

Die Terme o |j| sind ein Effekt der Interpolation. In einem allgemeineren Ansatz wiirde
man solche Terme vermeiden, da die Kerr Metrik mit Termen beschrieben werden sollte,
die glatt in 7 sind. Fiir diesen Fall kann so jedoch auf einfache Art und Weise ein reguléres
hyperboloidales ACMC-Blatt erzeugt werden, auf denen die Chebyshev-Koeffizienten der

Zwangsbedingungen schnell abfallen.

1 ‘ ‘
...................... ACMC? ] _ O
0.5 e it e ACMG =1
L. r-r.-.:...-..::__ ....... 14(0’7 ,LL) = 07 ] =0
0f i P |
M K|,

—05 T e
|

_15 ‘ | | | | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abbildung 2.1.: Die mittlere Krimmung K (o, = 0) in der ACMC-Blétterung fiir den
Schwarzschildfall (j = 0) und das extreme Kerrsche Schwarze Loch
(7 =1). Zum Vergleich ist K fiir A(o, u) = 0, ebenfalls fiir den Schwarz-
schildfall, dargestellt.

Die mittlere Kriitmmung dieser so konstruierten hyperboloidalen ACMC-Blétter ist asym-

ptotisch
3
M\/16(1 + a1) — 52

K(o,p) = +O(c*). (2.38)
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2. Die ACMC-Bléatterung

In Abbildungist die mittlere Kriimmung in der Aquatorialebene der ACMC-Blitterung
skizziert, sowie als Vergleich der (A = 0)-Fall. Am Schwarzschildfall ist gut zu erkennen,
dass die gewahlte Padé-Approximation die mittlere Kriimmung bei .#+ deformiert, wih-

rend sie sich innerhalb des Gebietes dem (A = 0)-Fall annéhert.

2.4. Anfangsdaten fiir ein gestortes Kerrsches Schwarzes

Loch

Das System der Zwangsbedingungen (|1.34] [1.42] [1.39))

~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ . 2 P
8w?V2p — 8wV,wV'p — (W' R + 4wViw — 6V,wV'w)p = §K2¢5 — WO A AT YT
X -

AT = (LV) + MY
wird fiir die numerische Losung in Koeffizientenfunktionen und die gesuchten Potentiale

¢ und V* zerlegt. Die Koeffizientenfunktionen werden mittels MATHEMATICA a priori

hochpréizise auf den Chebyshev-Lobatto-Gitterpunkten berechnet.

Mit den oben eingefithrten Koordinaten (2°, 2, 2% 23) = (1,0, u,¢) und w = o ist die

Hamiltonzwangsbedingung
Hi¢ 11+ Hap oo + Hs 10+ Hyp 1 + Hs0 0 + Hep + H7¢” + Hgp™ " =0. (2.39)

Die H; sind durch

H, = 8027 (2.40)
Hy = 802772 (2.41)
Hjz = 160°5" (2.42)
H, = —85°3%T}, — 8o3!! (2.43)
Hs = —804%T2, — 807! (2.44)
Hg = —0*R + 4077}, + 651 (2.45)
H, = _; K2 (2.46)
Hg = o° (EijbaV?b + 19 Ve mij) (EijbaV‘jb + 1V + mz’j) (2.47)
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2.4. Anfangsdaten fiir ein gestértes Kerrsches Schwarzes Loch T

definiert. Die Zerlegung der A% und A,; in
D A A U (R (2.48)

Ay =8V + 15,V +my (2.49)

ija
wurde in (2.47) angewandt. Die entsprechenden ¢, [ und m sind durch
2

ey =10+ 48, — 3778 (2.50)
0, = (4T, + 59T, - 33974, (251)
m? = M"Y (2.52)
und
Eijba =400 + %ﬁ? - ;71‘]‘53 (2.53)
Lija = (%jffa + %ff?a - zﬁz‘jfﬁtﬂ (2.54)
m;; =M;; (2.55)

gegeben. Die Koeffizienten von (£V)% sind in p-Richtung bei p = 1 nicht reguldr, um

diese Koordinatensingularitat aufzufangen fithren wir die Hilfsgrofie V2 iiber
V= (1—pH)V? (2.56)

ein. Da Aufgrund der Axialsymmetrie V2 auf der Achse verschwindet, ist V2 dort endlich.
Des Weiteren enthalten Ay, und A% Irregularitéiten der Form oc 1/(1 — p?), wéhrend die
Komponenten A2 und Asy auf der Achse mit o (1 — p?) verschwinden. Die Struktur
Ay; A welche in der Koeffizientenfunktion Hg enthalten ist, bleibt somit regulér. Bei

der Vorberechnung der Koeffizientenfunktionen bestimmen wir die regulédren Objekte %,

[, .

A A 1 A ]. “

E22b0L = (1 - /J’Q)E22ba E22bCL = mEZQba E33ba = mé?ﬁba Es3ba = (1 - /’LQ)E&%(L

A A 1 A 1 7~

[22(1 = (1 - lu2)[22a [220, = m[22a [33zz = m[iﬁa [33a = (1 - :u2)[33a

1 1
1’?122 = (1 — ,uz)ng ﬁ122 = 711122 ﬁ‘lgg = o5 M33 6133 = (1 - ,u2)m33
(1—p?) (1= p?)
Die Vektorzwangsbedingung ist
ir [ 7 i i 46
a” VP 4B VE 4 VP4 4 =0 (2.57)
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2. Die ACMC-Bléatterung

mit

"l = AT é (382 + 55 (2.58)
6, = 798, = T3 + U, + 74T, - 23T, (2:59

¢y = 3" (T, — Dol + Tl
7 (B = Tl + TT,) (260
-2 (0t~ PTG + T4 201
= VMY (2.62)
¢ =~ A (2.63)

Mit der obigen Setzung V2 = (1 — 12)V?2 (2.56)) verschwinden fiir den Index i alle Koeffi-
zientenfunktionen auf der Achse. Damit entsteht dort eine numerisch nicht auswertbare
Identitit, dies wird durch die Hilfskoeffizienten @, b, ¢, 9, ¢ behoben.

02 A2 22 A2 1 2rq
b™,,¢%,,0%,¢%) = m(a »

Fiir die Koeffizientenfunktionen wahlen wir die ungestorte Kerr-Losung in hyperboloidaler

A2rq 2q 2 2 2
(a™,, 6™, ¢, 0%, ¢%)

ACMC-Blatterung mit dem konformen Faktor

o
4M 7
d.h. w = 0 und ¢kerr = 2V M. Die Koeffizientenfunktionen H;, a, b, ¢, 0, ¢, £, [, m konnen

Qkorr = (2.64)

damit in Abhéangigkeit des Parameters j berechnet werden. Alle Koeffizienten, insbeson-
dere die ¢, sind, aufgrund der ACMC-Bedingung, bei .# " regulir. Die Koeffizienten m¥
werden aus der ungestorten Kerr-Losung gewonnen, indem gefordert wird, dass

Vi... = 0 die Vektorzwangsbedingung erfiillt. Aus der Zerlegung der A% folgt

somit
mi = A (2.65)

Fiir eine eindeutige Losung der Zwangsbedingungen miissen Randbedingungen vorge-
schrieben werden. Die Vektorzwangsbedingung ist ein System regulérer elliptischer Glei-
chungen, dies ermoglicht die Wahl von Dirichlet-Bedingungen fiir die Potentiale V' bei

Z1 und am Horizont H.

(2.66)
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2.5. Numerische Ergebnisse VAN

Diese Wahl ist kompatibel mit der ungestorten Losung Vi, = 0. Eine andere Wahl der
Randbedingungen ist moglich, solange diese mit der ungestorten Losung kompatibel sind.
Im Folgenden werden wir uns auf diese einfache Wahl beschréanken, da wir die Storung

iiber die Randbedingung in der Hamiltonzwangsbedingung modulieren werden.

Die Hamiltonzwangsbedingung erlaubt keine freie Wahl beider Randbedingungen, die
Yamabe-artige Struktur der Gleichung fixiert ¢ bei £ (1.36)). In den gewéhlten Koor-

dinaten ergibt sich

¢

- [\/W] . (2.67)

T+ T+

Am inneren Rand H fordern wir eine marginal auswarts gefangene Flache (MOTS).
Mit dieser Forderung wird sichergestellt, dass ein scheinbarer Horizont existiert und die
Losung Schwarze Locher beschreibt. Aus der MOTS-Gleichung erhalten wir eine

Bedingung an ¢ und seine ersten Ableitungen, die Koeffizientenzerlegung ist

[5%,@ + 519+ 2¢” + hgezﬁ‘?’h =0. (2.68)
Die zugehorigen Koeffizienten sind
/e . 2.
b1 = 1 (Vas - 031> (2.69)
K
= — 2.70
b2 6o ( )
o? A
b3 = _ZgagbAab_ (2.71)
Der Normalenvektor des inneren Randes 5° ist
z 1 i ~ij
Si = (_W’QO) und 5" =455 . (2.72)

Die Konstruktion gestorter Schwarzer Locher erfolgt durch die Forderung der inneren

Randbedingung der Hamiltonzwangsbedingung (2.68) o = 03 an einer anderen Koordi-

natensphare als dem Ereignishorizont der Kerr-Losung oy, = 1+\/21_'2 2.10). Das Newton-
—J

Raphson-Verfahren kann aus einer bekannten Startlosung, der Kerr-Losung mit oy = oy,
gestorte Losungen erzeugen. Diese gestorten Losungen dienen wiederum als Startlosung
fiir eine weitere Storung. Mit diesem schrittweisen Verfahren ist es moglich stark gestorte

Schwarze Locher zu erzeugen.
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2. Die ACMC-Bléatterung

2.5. Numerische Ergebnisse

Bei vorgeschriebenem Drehimpulsparameter j der freien Daten erlaubt das Verfahren die
Konstruktion von Anfangsdaten gestorter Objekte. Die Storung wird durch die Koordi-
natenposition der inneren Randbedingung o, beschrieben. Um die Abweichung zwischen

gestorter und ungestorter Losung abschétzen zu kénnen, wird der Storparameter
AO’H = 03 — Op (273)

eingefithrt. Fiir die in Tabelle 2.1 dargestellten Werte wurden Beispiellésungen bestimmt.
Das Verfahren kann ohne Probleme Anfangsdaten fiir |j| < 1, und beliebig nahe am

extremen Fall, konstruieren.

Fiir die Parameterwahl j = 0.5, oy = 0.5 (Aoy ~ —0.57) sind in Abbildung
die gelosten Potentiale (¢, V1, V2 V3) dargestellt. Diese Anfangsdaten entsprechen ei-
ner starken Storung, da der physikalische Koordinatenradius des Objektes aufgrund von
ry = 2M /oy ~ 2.14r), ungefihr verdoppelt wurde. Eine Anderung des Vorzeichens von
Aoy, dndert die Abweichung der Losung von der ungestérten Losung ¢gen /v M = 2 und
Vi/M? = 0.

Fiir alle Losungen finden wir einen schnellen, exponentiellen Abfall der Chebyshev-Koef-
fizienten bis fast auf Maschinengenauigkeit. Des Weiteren konnten wir eine exponentielle

Konvergenz der Losungen beobachten. Um dies zu quantifizieren betrachten wir die Gro-

Ben
D207nu = M2 sup ¢, n, — P00l (2.74)
o.u
D;g,nu =M™ S;%) ‘Vrz;a,nu - V6i0,30’ . (2.75)

1 0.5 | 1.0718
2 0.9 | 1.3929
3 10999 | 1.9144

Tabelle 2.1.: Beispiele fiir konstruierte Anfangsdaten.
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6l
¢ 1
i A e
1
2
0 0
02 0.4 p
o . —1
g ??7’1,[[ O ’igi
1 Vit i,
/%3;3:}:,;;;;;;?g{;ﬁ%;zlllllllllllllllllllllﬁlll/lf'l f,‘,’l‘,‘, ‘
e it
vz 0 =y vs —20| g
Vel R LA 'lhl.liii.." ’ 4 7 /
, 1
~1 ’ |
X —40
0 0

Abbildung 2.2.: Die gelosten Potentiale (¢, V1, V2 V3) fiir den Fall j = 0.5, o3y = 0.5.

Die D;{zf’,}{f’?)} beschreiben die maximale Abweichung einer Losung mit (n,,n,) Gitter-
punkten von einer hochpréazisen Referenzlésung mit (n,,n,) = (60,30) Gitterpunkten.
Zur Naherung des Supremums tiber alle o € [0, 04| und p € [—1,1] werden die Potentia-
le auf einem aquidistanten Gitter mit 500 x 500 Gitterpunkten, durch pseudospektrale
Interpolation, ausgewertet. Fiir die in Tabelle vorgestellten Rechnungen sind die Ab-
weichungen Df*23) in Abbildung [2.3| dargestellt.

Die in den Grafiken sichtbare exponentielle Konvergenz bis fast auf Maschinengenau-
igkeit ist ein starkes Indiz dafiir, dass die Losungen analytisch sind. Dieses Verhalten
unterstiitzt die Vermutung aus Abschnitt , dass die Regularitatsbedingung
fir die CMC-Blétterung auf die ACMC-Blétterung iibertragen werden kann. Die Exis-
tenz logarithmischer Terme wiirde durch eine Konvergenz der Losungen, welche einem

Potenzgesetz folgt, sichtbar.
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2. Die ACMC-Bléatterung

Di¢1.2.3} Di¢1.2.3} Di¢1.2.3}

Mo Ny Mo,y No,Ny

Abbildung 2.3.: Die maximalen Abweichungen D;{Zi”}l’f’?‘} 2.74, [2.75)) iber n, = 2n,.
Dy . (vot, Striche), D), = (blau, Strich-Punkte) , D}, = (grimn, Punk-

Neg,N

N

te), D3 (schwarz, durchgezogen)

Ne, Ny

Die Konvergenz einer solchen Losung mit nichtregulédren Termen ist in Abbildung [2.4] dar-
gestellt. Fir diese Konfiguration wurde die aus der Regularitiatsbedingung (|1.47)) folgende
Bedingung an die ACMC-Transformationsfunktion (2.19)) verletzt, indem

1
0# Al = (2.76)

10

gesetzt wurde. Die Residuen des Newton-Raphson-Verfahrens konvergieren auch in diesem
Fall schnell bis zur Sattigung. Die Abweichungen D,{Lf”}f?’} folgen jedoch einem Potenzge-
setz, als Referenzlosung wurde hier eine Losung mit (n,,n,) = (140, 70) Gitterpunkten
gewahlt. Die linke Grafik in Abbildung zeigt die Konvergenz der D;{L‘f”}l’f"g} wie in Ab-
bildung 2.3]in einer einfach logarithmischen Darstellung. Die rechte Grafik zeigt dieselben
Daten in einer doppelt logarithmischen Darstellung, darin wird die einem Potenzgesetz
folgende Konvergenz deutlich. Dies ist ein Zeichen fiir logarithmische Terme in den Lo6-

sungen.

Diese Betrachtung zeigt, dass eine Verletzung der Regularitatsbedingung zu Losun-
gen mit logarithmischen Termen fithrt, die in Abbildung deutlich erkennbar sind. Da
in Abbildung ein solches Verhalten nicht sichtbar ist, sehen wir dies als Bestatigung
der Regularitit der Losungen und der Vermutung der Anwendbarkeit der Regularitéts-

bedingung.
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Abbildung 2.4.: Die maximalen Abweichungen Dy, = (rot, Striche), D}, - (blau, Strich-
Punkte) , D%U’n“ (griin, Punkte), Df’lmm (schwarz, durchgezogen) iiber
ne = 2n, fiir eine Losung mit logarithmischen Termen. Die Abwei-
chung wurde zu einer Referenz mit (n,,n,) = (140, 70) Gitterpunkten
bestimmt. Die linke Grafik zeigt die einfach logarithmische Darstellung
wie in Abbildung wahrend die rechte Grafik, in der doppelt loga-
rithmischen Darstellung, die einem Potenzgesetz folgende Konvergenz

verdeutlicht.

2.6. Diskussion der Anfangsdaten

2.6.1. Marginal gefangene Flachen

Wie in Abschnitt [2.4] diskutiert, wird am inneren Rand des Gebietes fiir die Hamilton-

zwangsbedingung eine marginal auswirts gefangene Flache (MOTS) gefordert
Oy =0. (2.77)

In Abschnitt wurde gezeigt, dass die Losung der Hamiltonzwangsbedingung bei .#*

die Bedingung an eine marginal inwérts gefangene Fliache (MITS) erfiillt.

0|, =0 (2.78)
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Aoy = —0.0018 Aoy = 0.0 Aoy = 0.0082
TH ‘ 77 [ ‘ 7R [ ‘ 7
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Abbildung 2.5.: Marginal gefangene Fléchen fiir kleine Storungen. MOTS sind durch-
gezogene Linien und MITS gestrichelte Linien. Die Grafiken bestétigen
das erwartete Verhalten fiir kleine Storungen um die Kerr-Losung, es
gibt auBer der MITS .#* und der vorgeschriebenen MOTS keine weite-
ren marginal gefangenen Fléchen. Das gekennzeichnete Gebiet I ist im
Text erlautert. Der Rotationsparameter der freien Daten ist j = 0.5,
die Koordinatensphéaren des Inneren Randes liegen von links nach rechts
bei o3, = {1.0700, 1.0718,1.0800}, aufgrund der kleinen Stérung sind die
Grafiken sehr ahnlich. Das Koordinatenkreuz gilt fiir alle drei Grafiken.

Im ungestorten Fall existieren zwischen .#% und dem Horizont #, d.h. innerhalb des
Gebietes f]T =X, \ 0%,, keine weiteren marginal gefangenen Flachen.

@_@+|§T ot # 0 (2.79)
Insbesondere ist somit die vorgeschriebene marginal gefangene Fléche der scheinbare Ho-
rizont. Kleine Storungen um die Kerr-Losungen, d.h. Aoy 2 0 bzw. Aoy < 0, erhalten
diese Eigenschaft [68] [79]. Bei starken Stérungen ist jedoch zu erwarten, dass sich inner-
halb des Gebietes weitere MITS & MOTS ausbilden kénnen. Die vorgeschriebene MOTS
ist dann auch nicht mehr zwangsweise der scheinbare Horizont, sondern eine neue Flache

innerhalb des Gebietes ibernimmt diese Position.

Eine ausfiithrliche Untersuchung dieses Verhaltens wurde mit dem in Abschnitt vor-
gestelltem Horizontfinder vorgenommen. Am Beispiel des Rotationsparameters j = 0.5
zeigt Abbildung die marginal gefangenen Fléchen fiir kleine Stérungen.Dies sind Er-
gebnisse des Horizontfinders und bestétigen die Erwartung, dass fiir kleine Stérungen um

die Kerr-Losung die vorgeschriebene marginal auswarts gefangene Flache der scheinbare
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Aoy = —0.07 AUHZOO AO'H:O?)?)
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Abbildung 2.6.: Marginal gefangene Flachen fiir grofie Storungen. MOTS sind durchgezo-
gene Linien und MITS gestrichelte Linien. Starke Storungen in negativer
Richtung (Aoy < 0) fithren zur Ausbildung einer MITS S_, abseits von
Jt. Starke Storungen in positiver Richtung (Ao > 0) fithren hingegen
zur Ausbildung eines scheinbaren Horizontes S, welcher nicht mehr mit
der vorgeschriebenen MOTS H iibereinstimmt. Die gefundenen Fléchen
S, und S_ sind sehr schwach von p abhédngig, Abbildung zeigt eine
VergroBerung der Flachen. Die gekennzeichneten Gebiete I, 11, I11 sind
im Text und Tabelle erlautert. Der Rotationsparameter der freien
Daten ist 5 = 0.5, die Koordinatenspharen des Inneren Randes liegen
von links nach rechts bei o5y = {1.0018,1.0718,1.4018}. Das Koordina-
tenkreuz gilt fiir alle drei Grafiken.

Horizont bleibt. Des Weiteren bilden sich keine zusétzlichen marginal inwérts gefangenen
Flachen innerhalb des Gebietes. Fiir die in Abbildung gezeigten Beispiele grofier Sto-
rungen gilt dies nicht mehr. Innerhalb des Gebietes entstehen Fliachen mit ©,60_ = 0.

Die linke Grafik von Abbildung [2.0] stellt den Fall einer starken Stérung in negativer
Richtung dar, der innere Rand H wurde im Vergleich zur ungestorten Losung an einer
kleineren Koordinatenposition gefordert oy < oy, (Aoy < 0). Dies entspricht wegen

ry = 2M /oy, einem grofleren Koordinatenradius des Objektes. Die vorgeschriebene MOTS
ist in diesem Fall weiterhin die einzige Fléache im Gebiet mit ©, = 0, es hat sich jedoch
auBerhalb von . eine weitere Flache S_ mit ©_ = 0 ausgebildet. Die sehr schwache -
Abhéngigkeit von S_ ist in der linken Grafik von Abbildung vergroflert dargestellt.

In der rechten Grafik von Abbildung [2.6] ist eine starke Storung in positiver Richtung

dargestellt, d. h. der innere Rand H wurde an einer, im Vergleich zur ungestorten Losung,
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2. Die ACMC-Bléatterung

groBeren Koordinatenposition gefordert o3, > oy, (Aogy > 0). Dies entspricht analog einem
Objekt mit kleinerem Koordinatenradius. Bei dieser Storung bleibt .# die einzige Flache
im Gebiet mit ©_ = 0. Die innere MOTS H ist allerdings nicht mehr der scheinbare
Horizont, da eine neue MOTS S, mit ©, = 0 weiter auflen existiert, der neue scheinbare
Horizont. Die hier ebenfalls sehr schwache p-Abhéngigkeit von S, ist in Abbildung

vergrofert worden.

AO’H = —007 AUH = 033
1 T T _ 1 T T
0.5 1 o5
0LIIT I . ol
—05/ 1 —os5|

_1 | | | 1~ _1 | |
o 0.6775 0.677 0.6765 0.676 0.6755 1.0915 1.091 1.0905 1.09 1.0895

T

Abbildung 2.7.: Vergréerung der linken und rechten Grafiken von Abbildung Die p-
Abhéangigkeit der gefangenen Flachen S_ und S, ist deutlich zu erkennen.
Das Koordinatenkreuz gilt fiir beide Grafiken.

Fiir einen Satz von freien Daten 7;;, K, M eines Kerrschen Schwarzen Loches mit
fixiertem j gibt es einen kritischen Storparameter Acl/ bei dem die MOTS S, exakt
mit der vorgeschriebenen MOTS H iibereinstimmt. Fiir Aoy < Aol existiert keine
Fliche S, wird eine grofere Storung Aoy > Aci] gewihlt ist die nun innerhalb des
Gebiet liegende MOTS S, der scheinbare Horizont. Analog dazu gibt es ein kritische
Storung Aci/! so, dass fir Aoy < Acll! (Aci]T ist negativ) eine MITS S_ existiert,
die vollstdndig im Gebiet liegt und den inneren Rand H beriihrt. Fir Storparameter

Acilt < Aoy < 0 existiert kein S, oder S_ wandert in das Gebiet und schneidet den

inneren Rand H. Fiir j = 0.5 finden wir Acl/ ~ 0.07 und Aci/! ~ —0.03.

Aus den obigen Betrachtungen lassen sich anhand der Vorzeichen von ©. drei Gebiete
charakterisieren. Gebiet I enthalt als &uBere Grenze ., auslaufende Nullgeodaten diver-
gieren und einlaufend konvergieren. Gebiet 17 in Tabelle 2.2l wird als zukiinftig gefangenes

Gebiet (future trapped domain) bezeichnet, da sowohl einlaufende als auch auslaufende
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Nullgeodaten konvergieren [64]. Fir die Untersuchung von Daten auflerhalb Schwarzer
Locher ist es deswegen ausreichend, das Gebiet auf [S,, # 1] zu beschrianken und S, als

inneren Rand bei Stérungen Aoy > Acll zu betrachten.

Gebiet 11 ist ein vergangen gefangenes Gebiet (past trapped domain), d.h. sowohl ein-
laufende als auch auslaufende Nullgeodaten divergieren. Dies entspricht der lokalen Cha-
rakterisierung fiir ein Weifles Loch. Insbesondere gilt ©_ = 0, ©, > 0 und 6,0©_ < 0
(d. h. das Vorzeichen von ©_ wechselt von positiv nach negativ beim Wechsel von Gebiet
II1 nach I, entsprechend der oberen Grafik in Abbildung . Im quasi-lokalen Hori-
zontformalismus von HAYWARD [80] heifit dies, dass S_ Teil eines ,past outer trapping*
Horizontes ist, einem Weiflen Loch. Fiir die Untersuchung astrophysikalischer Phénomene
miissen Daten mit Aoy, < Acl]! verworfen werden, da es kein realistisches physikalisches
Szenario gibt, welches zur Entstehung Weiler Locher fithrt. Diese Daten konnen jedoch fiir
eine Stabilitdtsanalyse der Kerr-Losung interessant sein, da sie Zugang zu einem gestor-

ten Weiflen Loch bieten. Insbesondere ist es mit Daten, welche das Gebiet 111 enthalten,

moglich, die Bifurkation zwischen Schwarzem und Weilem Loch zu studieren.

Abbildung illustriert in der Kerr-Raumzeit hyperboloidale Blédtter mit denselben auf-
tretenden marginal gefangenen Flidchen. Das durch die blaue/mittlere Linie beschriebene
Blatt enthélt nur die MITS #+ und den den &uBeren zukiinftigen Horizont #Y° (fu-
ture/outer), fir Daten mit kleinen Stérungen Aot/ < Aoy < Acil! finden wir dieselbe
Struktur. Das Blatt der griinen/oberen Linie enthilt am dufleren Rand die MITS .#* und
am inneren Rand den inneren zukiinftigen Horizont ’HT (future/inner), des Weiteren ist
innerhalb des Gebietes mit Hf{o eine weitere MOTS. Diese Struktur der marginal gefangen

Flichen wurde fiir starke positive Stérungen Acl/ < Aoy gefunden. Die rote/untere Li-

Gebiet G O_
I O,>06_<0
17 O, <0[6_<0
II17 |6,>0,06_>0

Tabelle 2.2.: Ubersicht iiber die durch das Vorzeichen von ©, charakterisierten Gebiete.
Ein mogliches Gebiet IV mit ©, < 0 und ©_ > 0 wurde nicht beobachtet.
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nie beschreibt ein Blatt, welches am aufleren Rand die MITS .#* enthéilt und am inneren
Rand H2*". Dazwischen befindet sich die MITS H?*". Diese Konfiguration beschreibt ein

WeiBes Loch und wurde ebenfalls fiir starke negative Stérungen Aoy < Aot

gefunden.
Das Diagramm in Abbildungm 2.9 dient nicht der Darstellung der dynamischen Anderung
des Storparameters, sondern zeigt nur fiir die gefundene Typisierung der Anfangsdaten

aus Tabelle 2.2 die entsprechenden Blitter in der Kerr-Losung.

Aoy = —0.07
S it N
O.SH T s
0.6 | g+ ]
0.4 111 | I =1
L l |
0p——— TTo:-.. —
,0'2 | | | : | | | | | |
1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0
g
H S+ AO'H =0 33 ﬂ+
I T T T T :
o,
0.5 II 7 -0 |
M@i‘uzo [ S —— e S = S
—0.5 L | | | e B
14 13 12 1.1 1 09 08 07 06 05 04 03 02 01 0
g

Abbildung 2.8.: Aquatorialer Schnitt der Expansionen O, fiir die Koordinatensphé-

ren ¢ = konst. Die obere Grafik zeigt eine starke negative Storung
Aoy = —0.07 (vgl. linke Grafik in den Abbildungen und .

Die untere Grafik zeigt das Ergebnis einer starken positiven Storung
Aoy = 0.33. (vgl. rechte Grafik in den Abbildungen und [2.7). Die
Flachen &4 sind vom Horizontfinder gefundene zusatzliche gefangene Fla-
chen mit ©, = 0, diese sind bis auf eine relative Abweichungen von
~ 1072 Koordinatensphéren. Die Gebiete I — 111 sind im Text und Ta-
belle @ erlautert.
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2.6. Diskussion der Anfangsdaten i

Abbildung 2.9.: Illustration der Blatterung in der Kerr-Losung mit derselben Struktur
marginal gefangener Fliachen wie die erzeugten Anfangsdaten. Gestrichel-
te Linien sind MITS, durchgezogene Linien MOTS und die Gepunkteten
Linien die schematisch eingezeichneten Blatter. Das griine (obere) Blatt
enthélt eine MOTS im Gebiet, wie auch Daten mit Aol < Aoy. Das
blaue (mittlere) Blatt enthélt auBlerhalb der Rénder keine marginal gefan-
genen Flichen, dies ist auch fiir Anfangsdaten mit Aol < Aoy < Acll!
der Fall. Das rote (untere) Blatt enthélt im Gebiet eine MITS, dies wur-

de fiir Anfangsdaten mit Aoy < Aci/? beobachtet. Die nummerierten

Gebiete entsprechen denen in Tabelle

2.6.2. Analyse der Multipole

Fiur die in Abschnitt konstruierten Anfangsdaten stellt sich prinzipiell die Frage, ob
es sich bei den Daten um gestorte Schwarze Locher handelt oder um ungestorte Kerrsche
Schwarze Locher in neuen Koordinaten [81]. Die Diskussion der marginal gefangenen

Fléchen in Abschnitt [2.6.1] ldsst vermuten, dass gestorte Objekte konstruiert wurden.
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2. Die ACMC-Bléatterung

Im Folgenden soll dies mittels einer Multipolanalyse des scheinbaren Horizonte # un-
tersucht werden. Die in [82] vorgestellten Multipole isolierter Horizonte charakterisieren
diese vollstdndig durch Massenmultipole M,, und Drehimpulsmultipole .J,,. Dies erlaubt
eine invariante Untersuchung der Fragestellung, ob es sich bei den konstruierten Anfangs-

daten tatsdchlich um gestorte Schwarze Locher handelt.

Im Rahmen der numerischen Evolution wurden diese Multipole erstmals verwendet, um
festzustellen, ob gestorte Schwarze Locher zu Kerrschen Schwarzen Lochern konvergieren

[83).

Fiir eine eichunabhéngige Definition der Multipole ist ein axialsymmetrischer Horizont
H notwendig. Die axiale Symmetrie ¥ ist durch den axialen Killingvektor (9,,)" gegeben.
Auf dem Horizont H wird ein neues Koordinatensystem {/i, ¢} eingefiihrt, so dass die
Legendrepolynome P, (/i) orthonormal sind. In diesem Fall stimmt die Koordinate ¢ mit
dem affinen Parameter ¢ € [0,27) der Symmetrie &' iiberein [82, |83]. Weiterhin ist fi
durch

LQ@)eﬁcbj (2.80)

Iy,

O =

definiert. Hier ist (2)e]~,~ ist das Flichenelement auf H und Ry ist der durch die Flache

definierte Radius von H.
Ay = ﬁt dA = 4n R, (2.81)
Die in Gleichung (2.80]) auftretende Integrationskonstante wird durch die Forderung
ﬁ pdA =0 (2.82)
]

fixiert. Mit diesen Betrachtungen sind die Multipole des scheinbaren Horizontes # durch

i
I =2 § KW Pl ((12)) dA (2.83)
Mo = My ORGP (0)dA (2.81)

!Entsprechend der Diskussion in Abschnitt [2.6.1] ist fiir kleine Stérungen die vorgeschriebene MOTS

‘H der scheinbare Horizont, bei stérkeren Stérungen bildet sich eine neue MOTS S;, welche den
scheinbaren Horizont bildet. Im Folgenden soll der scheinbare Horizont vereinigend als # bezeichnet

werden.
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2.6. Diskussion der Anfangsdaten N

gegeben. In Gleichung ([2.83) wurde die Abkiirzung
Ky = K;;®'s’ (2.85)

eingefiihrt, dabei ist s° der Normalenvektor des scheinbaren Horizontes # in der Blitte-

rung. Der Normalenvektor s = Q3 ist als Losung des Horizontfinders gegeben, mit der

Zerlegung der dufleren Krimmung , in K;; = Qflij + %Q_z’yl-j[( folgt
Ky = (Q%j + ;Ql%f() 55 (2.86)
— (92 Agj + ;Q—l%jf() &7 (2.87)
mit Ay = (£V)Y + MY ([1.39).
Ableitungen der Legendrepolynome P, (f1) in Gleichung werden beztiglich ihres Ar-

gumentes /i bestimmt. Bei ? R(u) handelt es sich um den zweidimensionalen Ricciskalar

von H. M, ist durch die Masse eines Kerrschen Schwarzen Loches gegeben.

= (%) 5 () 259

Mit dem GauB-Bonnet-Theorem folgt My = My, auBerdem gilt M; = 0 [82,|84]. Der Mul-

tipol Jy verschwindet, wihrend .J; der Definition des Komar-Drehimpulses des scheinbaren
Horizontes H entspricht. Der Drehimpuls des gestorten Kerrschen Schwarzen Loches ist

J:JL

Aufgrund der Aquatorialsymmetrie der konstruierten Anfangsdaten verschwinden die un-

geraden Massenmultipole und die geraden Drehimpulsmultipole.

Mopsr =0 Jan =0 neN (2.89)

Fiir die konstruierten Anfangsdaten werden mit den Gleichungen und die
Multipole am scheinbaren Horizont H ausgewertet und mit denen eines Kerrschen Schwar-
zen Loches verglichen, welches dieselbe Masse M, und denselben Drehimpuls J; besitzt.
Die Differenz der hoheren Multipole zur Kerr-Losung ist dann ein Mafl fiir die Abwei-

n+1

chung von derselben. Da die Multipole von der Dimension [Masse] sind, betrachten

wir die normalisierten, dimensionslosen Gréfien J, /M und M,, /M.
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2. Die ACMC-Bléatterung

j=0.5 Aoy = —0.0018 j=0.5 Aoy = 0.0082
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Abbildung 2.10.: Massen- und Drehimpulsmultipole am scheinbaren Horizont der kon-
struierten Anfangsdaten mit j = 0.5, 7 = 0.9, j = 0.999. Die obere
linke und obere rechte Grafik zeigt dieselben Anfangsdaten wie in der
linken und rechten Grafik in Abbildung 2.5 Die griinen Werte entspre-
chen den Multipolen einer Kerr-Losung mit denselben M, und J;, die
Abweichung der hoheren Multipole zeigt, dass es sich bei den konstru-

ierten Daten nicht um die Kerr-Losung handelt.

Abbildung zeigt fiir konstruierte Anfangsdaten die Abweichung der Multipole am
scheinbaren Horizont von denen einer Kerr-Losung mit demselben My und Jy. In Ab-
bildung sind fir j = 0.5 die Abweichung der Multipole M,, J3, M, und J5 iiber

dem Storparameter skizziert. Die Abweichung verschwindet nur fiir Aoy, = 0. Dies zeigt
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2.6. Diskussion der Anfangsdaten M,

04F — [ :
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Abbildung 2.11.: Differenz der Multipole tiber dem Stérparameter Aoy fir Anfangsdaten
mit j = 0.5.

deutlich, dass es sich bei den konstruierten Daten um gestorte Kerrsche Schwarze Locher

handelt und nicht um Kerrsche Schwarze Locher in anderen Koordinaten.

2.6.3. Bondi-Masse

Die Anfangsdaten wurden auf dem hyperboloidalen Blatt 3, bestimmt. Auf diesem Blatt
kann die bei i° definierte ADM-Masse nicht ermittelt werden. Die in dem Blatt enthaltene
Energie lasst sich in diesem Fall durch die Bondi-Masse ausdriicken [8]. Zur Bestimmung

der Bondi-Masse nutzen wir, dass die Hawking-Masse bei .#* der Bondi-Masse entspricht

[8588).
My = Mpy| s+ (2.90)

Die Hawking-Masse My einer geschlossenen zweidimensionalen Fliche § ist durch

M@‘:Vqéib“%;nﬂch@—¢q (2.91)

definiert. Der Flacheninhalt von S ist durch Ag, analog zu (2.81)), gegeben. Die Expansion
aus- und einlaufender Nullgeodéten wird durch ©. beschrieben (siche Abschnitt [1.2)).
Die Bildung des Grenzwertes der Hawking-Masse ([2.91) nach .#* bedarf einer genauen

Analyse, da im Grenzwert Ag|,+ = A+ — oo und ©_| »+ = 0 gilt.

Fir die Auswertung des Integranden in Gleichung (2.91)) wird die Reihenentwicklung von
¢ in der Hamiltonzwangsbedingung (|1.35)) benotigt. Die ersten drei Glieder der Taylor-

95



2. Die ACMC-Bléatterung

reihe lassen sich a priori bestimmen (siehe [1.1.4]). In der gewéhlten konformen transver-
sal spurfreien Aufspaltung sind die Taylorglieder unabhéngig von der Wahl der inneren

Randbedingung. Da die ungestorte Losung ¢ = 2V M ist, folgt

Qb = ¢0 + 0-3¢3(0-7 lj“) ) (2'92)

d. h. insbesondere ¢ ,| s+ = 0 und ¢ |+ = 0. Mit der Wahl w = o, ergibt sich fiir ¢,

by = (VwV’ ) R
" K2 ).\ K?|,.

Fiir das Flichenelement dA gilt dA = Q2dA. Dementsprechend lésst sich der Flachenin-

=2V M. (2.93)

halt der zweidimensionalen Flache A s+ durch sein bei .# endliches, konformes Pendant

A s+ ausdriicken.

A+ 27{ dA s+ (2.94)
g+
— Q2. 74 dA - (2.95)
g+
= Qi2|j+AV¢+ (296)

Da w|y+ und ¢|y+ = ¢ winkelunabhingig sind, und damit auch Q|+ = (w/¢?)| =,

kann der konforme Faktor vor das Integral gezogen werden.

Entsprechend der Diskussion in Abschnitt ist mit Gleichung der Normalen-
vektor auf £+ durch § = —4'/\/31 gegeben. In den Expansionen steht die
mittlere duBere Kritmmung von £+, & = V,§, der Regularititsdiskussion in Abschnitt
[2.2] folgend muss fiir die hier konstruierten reguldren Losungen & = 0 gelten. Mit diesen

Betrachtungen ist der Integrand von Gleichung (2.91))
2 ~11 ~11 7 ~11
220, (o)

2 <A 32711 ’Ya’ﬁo 1 4 )
— K3 S Az + = KO'U - ooo
( 367 A 37

2 N
@+@_Q_2 < K2¢0 11>
U f

7T (2.97)

o+ O(d?).

g+

Der Term o o2 verschwindet, da der Klammerausdruck durch die Reihenentwicklung der
Hamiltonzwangsbedingung (2.93)) identisch verschwindet. Der Term o< o~ ! verschwindet
ebenfalls, da fiir 5

T e o =8 (2 = 1) A A gy — 44 5o + 52 — 4 (2.98)
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2.6. Diskussion der Anfangsdaten i an N

gilt. Mit der ACMC-Transformationsfunktion A(c, ) und den Forderungen an diese
aus der Regularitdtsbedingung der Hamiltonzwangsbedingung (2.19) und der ACMC-
Bedingung (insbesondere ([2.23))) folgt

Vo lst =0. (2.99)
Die Bondi-Masse ergibt sich mit den Gleichungen ([2.91)) und ( - zu
Ay 63 1 51 11 =
Ms = (l)i% 167T o [ 4 ( MR = 7""’) T+ Vady

s 3251 1y, ) . 1
_ 2 gy A, + VALE 5o — =ALL o\/qd
4/ < 3¢2 (b ¢3 37 P \/6 K

Dabei ist ¢ die Determinante der auf £ eingepragten zweidimensionalen Metrik. Mit

(2.100)

den vorgegebenen freien Daten heben sich die ersten beiden Summanden auf und der

Grenzwert fiithrt auf ein endliches Resultat.

Mg Ay« /1 K§§ Ay 1691 — 1
M Ve Ja it VT e T 3T ||

In der obigen Gleichung wurde ¢y = 2v/M (2.93)) verwendet.

Vadp  (2.101)

Abbildungzeigt Mg /M tber der Storung Aoy, aufgetragen. Der Parameter M ist der
globale Skalierungsparameter der Kerr-Losung der freien Daten Der Drehimpulsparame-
ter ist in der folgenden Diskussion j € {0.5,0.9}. Die Farbkodierungen in Abbildung
(und den folgenden Abbildungen - spiegeln die Diskussion in Abschnitt
iiber die marginal gefangenen Fléchen wieder. Der schwarze Punkt ist der ungestorte Fall.
Kleine positive Stérungen 0 < Aoy < Acil werden durch eine durchgezogene schwarze
Linie dargestellt, in diesem Fall ist die vorgeschriebene MOTS H auch der scheinbare
Horizont 7. Die blaue Strich-Punkt-Linie steht fiir groBere Storungen Aoy > Acil, bei
denen sich eine neue MOTS S, ausgebildet hat, welche der scheinbare Horizont ist. Fiir
diese Storungen gilt Mg < M, wobei das Gleichheitszeichen fiir den ungestorten Fall
gilt. Negative Storparameter sind durch eine rote gestrichelte Linie dargestellt, dabei
gilt Acll! < Aoy < 0. Losungen mit einer MITS S_ innerhalb des Gebietes wurden

verworfen. Fiir Aoy < 0 gilt Mg > M.

Mit dem ersten nichtverschwindenden Drehimpulsmultipolmoment kann der spezifische

Drehimpuls des gestorten Schwarzen Loches durch

Ji

— 2.102

JB =
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2. Die ACMC-Bléatterung
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Abbildung 2.12.: Die Bondi-Masse Mp/M in Abhéingigkeit des Storungsparameters Aoy

fir freie Daten mit j € {0.5,0.9}. Fir die ungestorte Losung gilt

Mg = M (schwarzer Punkt). Die durchgezogene schwarze Linie gilt

fiir positive Storparameter bei denen die vorgeschriebene MOTS H mit

dem scheinbaren Horizont # iibereinstimmt. Die blaue Strich-Punkt-

Linie gilt fiir groe Storungen bei denen sich eine neue Fliache S, als

scheinbarer Horizont 7 ausgebildet hat. Die rote gestrichelte Linie sind

kleine Storungen mit negativem Storparameter.

definiert werden. Abbildung zeigt jg in Abhéangigkeit des Storparameters Aoy Im

ungestorten Fall gilt jg = 7, mit dem Drehimpulsparameter der freien Daten j. Fiir

negative Storungen Aoy < 0 féllt jg monoton ab. Bei positiven Storungen existiert fiir

Aoy = Acl] ein Maximum, die Lage von Aci/ und die maximalen jz sind in Tabelle

[2.3] aufgelistet.
j max(jp) Actl
0.5 ] 0.948956 | 0.070191
0.9 |0.992244 | 0.188212
0.999 | 0.999998 | 0.078139

Tabelle 2.3.: Tabelle der maximalen jg der Lage der kritischen Stérung Acs/.
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Abbildung 2.13.: Der spezifische Drehimpuls jg = J; /M2 iiber dem Stérparameter Aoy
fir 7 =€ {0.5,0.9}. Die Farbkodierung entspricht der in Abbildung[2.12}
Fiir Aoy = Acl] erreicht jg ein Maximum. In Tabelle2.3)sind die Ac/

sowie die maximalen jp aufgelistet.

Abbildung zeigt dieses Verhalten nochmals anhand dimensionsloser Grofien. Die
Darstellung von 87.J;/ Ay, iiber Ay vermeidet die koordinatenabhdngige Stérung Acy.
Die fiir die Abbildungen und diskutierten Falle Aot/ < Agy < 0, Aoy = 0,
0 > Aoy > Aci] und Aol > Aoy sind in Abbildung wiederzuerkennen.

Fiir sehr starke positive Storungen scheinen die physikalischen Groflen Mg und jp wieder

zu ihrem ungestortem Wert zu konvergieren (siehe Abbildungen [2.12f und [2.13). In der

dimensionslosen Darstellung in Abbildung [2.14]ist ein &hnliches Verhalten zu beobachten.
Diese Beobachtung motiviert die Vermutung, dass fiir sehr starke Storungen die Losung
wieder in den ungestorten Fall ibergeht. Ob dies tatsdchlich der Fall ist, Bedarf jedoch
noch weiterer Untersuchungen. In [89] wurde ein vergleichbarer Effekt gefunden. Stark
gestorte Anfangsdaten, welche aus der Kerr-Losung gewonnen wurden, schienen sich fir

starke Storungen wieder der ungestorten Losung anzunahern.

2.6.4. Ungleichungen fiir gestorte Schwarze Locher

Im Folgenden sollen Ungleichungen fiir Schwarze Objekte untersucht werden, diese Un-

tersuchung dient mehreren Zwecken. Zum ersten werden zum Abschnitt weitere
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Abbildung 2.14.: Koordinatenunabhéngige Darstellung der physikalischen Groéflen der
konstruierten Anfangsdaten. Die Farbkodierung entspricht Abbildung
die beiden Zweige Aoy > 0 > Acl] und Acl] > Aoy liegen fast

iibereinander und sind nochmal ausschnittsweise vergrofert dargestellt.

Argumente vorgebracht, die darlegen, dass es sich bei den konstruierten Anfangsdaten
um gestorte Kerrsche Schwarze Locher handelt. Zweitens wird das gesamte Verfahren auf
seine Korrektheit hin tberpriift. Kleinste Fehler in der Konstruktion der Anfangsdaten
oder in der Berechnung der physikalischen Gréflen in den Abschnitten [2.6.2] und [2.6.3]

sollten durch eine Ungiiltigkeit der bekannten Ungleichungen erkennbar sein. Des Weite-
ren bietet die Untersuchung eine Probe des bekannten Bildes des Gravitationskollapses

[64).

Unter der Giiltigkeit der schwachen kosmischen Zensur (weak cosmic censorship) schlug

PENROSE [90] die Ungleichung
Ay < 167 Mipyy (2.103)

vor, welche die Fléche eines Schwarzen Loches mit seiner ADM-Masse in Beziehung setzt.

Die Argumentation von PENROSE beginnt bei der Ungleichung
Ay, < 167 M7 (2.104)

und verwendet die Tatsache, dass die Bondi-Masse immer kleiner gleich der ADM-Masse

ist Mg < Mapwm. Dies fiithrte zu der bekannteren Ungleichung ([2.103)).
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Abbildung 2.15.: Die Penrose-Bondi Ungleichung A, /(167M3) < 1 (2.104) tiber dem

Storparameter Aoy fir freie Daten mit j = 0.5. Der Farbcode entspricht

Abbildung

Hyperboloidale Blétter bieten keinen Zugang zur ADM-Masse, die Giiltigkeit der stér-
keren Aussage beziiglich der Bondi-Masse lasst sich hingegen mit den konstru-
ierten Anfangsdaten verifizieren. Abbildung [2.15] zeigt die Gultigkeit der Penrose-Bondi-
Ungleichung fiir freie Daten mit j = 0.5 und 57 = 0.9.

In der Penrose-Ungleichung und der Penrose-Bondi-Ungleichung ist das
Gleichheitszeichen nur fir die Schwarzschildlosung erfiillt. DAIN et. al [91] diskutierten
die Penrose-Ungleichung fiir rotierende axialsymmetrische Objekte und fiithrten
die Ungleichung
€A = Ax <1
87 (Mipy + v/ Mapy — J?)
ein. In dieser Formulierung gilt das Gleichheitszeichen nur fiir Losungen der Kerr-Familie.

Die Argumentation, welche von der Ungleichung fiir die Bondi-Masse (2.104)) auf die
Ungleichung fir die ADM-Masse ([2.103)) fithrt, kann fiir die von DAIN vorgeschlagene

(2.105)

Grofie ep rickwarts vollzogen werden. Dies motiviert die Dain-Bondi-Zahl exp [92].
Az
€AB 1= <1
8m(Mg + /Mg — J?)

Abbildung zeigt fiir die konstruierten Anfangsdaten mit 7 = 0.5 und 57 = 0.9 die

(2.106)

Dain-Bondi-Zahl. Die numerischen Ergebnisse unterstiitzen die Vermutung, dass auf den
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Abbildung 2.16.: Die Dain-Bondi-Zahl (2.106)) iiber dem Storparameter Aoy fiir konstru-

ierte Anfangsdaten mit j = 0.5 und 57 = 0.9. Gleichheit wird nur fiir die
ungestorte (stationédre) Losung erzielt. Die eingebettete Grafik zeigt eine

VergroBlerung fiir kleine Storungen Aoy, in logarithmischer Darstellung.

hier verwendeten hyperboloidalen Blattern die Ungleichung exp < 1 gilt. Aufgrund dieser
Feststellung wollen wir die Dain-Bondi-Zahl exp als relevante Grofle fiir die Untersuchung

des Gravitationskollapses vorschlagen.

Durch die verwendeten hochprazisen numerischen Methoden ist es moglich, die Dain-
Bondi-Ungleichung bis auf eine relative Genauigkeit von 107'% zu iiberpriifen. Kleinste
Ungenauigkeiten in der Konstruktion der Anfangsdaten oder der Bestimmung der phy-
sikalischen Grofien wiirden die Giiltigkeit der Penrose-Bondi-Ungleichung und der Dain-
Bondi-Ungleichung stéren. Unter Annahme der Giltigkeit der Dain-Bondi-Ungleichung
ergibt sich ein weiterer Nachweis, dass es sich um gestorte Schwarze Locher handelt, da
die numerische Gleichheit nur fir Aoy = 0 beobachtet wurde und kleinste Storungen

eap < 1 erzeugen.
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3. Die CMC-Blatterung

Auf Bléattern mit konstanter mittlerer Krimmung K entkoppeln die konformen Zwangs-

bedingungen ((1.34] |1.42)).
- ~ .. ~ ~ ~ ~ . 2 n A
8w?V2¢ — 8wV,wV'p — (W*R + 4wViw — 6V,wV'w)p = §K2¢5 —WOA; AT YT

AsVi=—V; M

Die Vektorzwangsbedingung kann in einem ersten Schritt gelost werden, die daraus ge-
wonnenen V¢ werden dann mittels A9 = (LV)4 + M in die Hamiltonzwangs-
bedingung eingebunden. Fiir den Fall konform flacher Daten existiert eine analytische
Losung der Vektorzwangsbedingung, die Bowen-York-Daten [55]. Diese Losungen wur-
den in [18] verwendet, um Anfangsdaten fir einzelne und mehrere Schwarze Locher zu

erzeugen.

In Abschnitt [3.2] werden diese Daten diskutiert. In der CMC-Blétterung ist die Vek-
torzwangsbedingung, wie auch in der ACMC-Blatterung, regular. Fir die Hamilton-
zwangsbedingung gilt die von ANDERSSON, FRIEDRICH und CHRUSCIEL gefundene Re-

gularitdtsbedingung der Scherungsfreiheit von .+ (siehe Abschnitt [1.1.5]).

Auf CMC-Bléttern wurden Daten mit isotroper mittlerer Kritmmung bestimmt [17], 93],
diese Daten beschreiben jedoch keine Schwarzen Locher [56]. BUCHMAN et al. [18] kon-
struierten konform flache Anfangsdaten fiir einzelne und mehrere Schwarze Locher, unter
der Verwendung von Bowen-York-Daten als Losung der Vektorzwangsbedingung. Mit den
in [18] verwendeten Verfahren lassen sich Daten mit hohem Drehimpuls erzeugen. LOVE-
LACE et al. [94] zeigen, dass diese Daten jedoch viel unerwiinschte Storstrahlung (junk-
radiation) enthalten. Die Ursache dieser unphysikalischen Storstrahlung ist, dass die ro-

tierenden Schwarzen Locher keine stationaren Losungen beschreiben, sondern Losungen,
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3. Die CMC-Blétterung

die dynamisch Gravitationswellen abstrahlen. Durch Zeiten vor dem Anfangsdatenblatt
existiert bereits eine Gravitationswellenverteilung, diese wird durch die Anfangsdaten je-
doch nicht korrekt modelliert. Der Unterschied zwischen der korrekten, d.h. aus einer
Entwicklung welche bei ¢ — —oo begann, und der konstruierten Strahlungsverteilung

wird als Storstrahlung bezeichnet und ist unphysikalisch.

Im Rahmen der Evolution muss das Auslaufen dieser Strahlung abgewartet werden, be-
vor eine Analyse der Gravitationswellen stattfinden kann. Durch die Verwendung von
Anfangsdaten tiberlagerter Kerr-Schild-Metriken im Quasi-Gleichgewicht kann die Stor-
strahlung deutlich reduziert werden [94]. In einer Reihe von Arbeiten zeigen GARAT
und PRICE [95] sowie VALIENTE KROON und ANTONIO (96, 97], dass auf Blattern, die
nach 7% gehen (Cauchy-Bléttern), die einzigen konform flachen, stationdren Lésungen
die Minkowski- und Schwarzschildlésung sind. Fiir hyperboloidale Bléatter gibt es keine
derartige Aussage. Die Vermutung liegt nahe, dass dies auch fiir hyperboloidale Blétter
gilt [98]. Dies bedeutet, dass fiir die Untersuchung von Schwarzen Léchern mit hohem
Drehimpuls die konforme Flachheit der Anfangsdaten aufgegeben werden sollte. Diese
Analyse motiviert die Konstruktion von CMC-Bléttern fiir Kerrsche Schwarze Locher,
um Objekte mit beliebig hohem Drehimpuls betrachten zu kénnen. Die in |78] konstru-
ierte und hier vorgestellte CMC-Blétterung fiir Kerrsche Schwarze Locher ist konform

nicht flach und ermoglicht Bléatter mit extremen Kerrschen Schwarzen Lochern.

3.1. Stationare Schwarze Locher auf einer

CMC-Blatterung

Im Folgenden Abschnitt werden kompaktifizierte hyperboloidale Blatter mit konstanter
mittlerer Krimmung fiir stationdre Kerr-Newman Schwarze Locher konstruiert. Die in
[78] gefundene CMC-Blétterung fiir die Kerr-Losung wird ausfiihrlich diskutiert. Die kiirz-
lich analytisch gefundenen CMC-Blatter fiir die Reissner-Nordstrom-Metrik [99] wurden
als Grenzfall der hier ebenfalls konstruierten CMC-Blatter fiir die Kerr-Newman-Familie

numerisch erzeugt.

Fiir die Schwarzschildlosung sind CMC-Blétter seit langem analytisch bekannt [100}, [101].
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3.1. Stationdre Schwarze Locher auf einer CMC-Blétterung M

In [102] werden numerische Arbeiten diskutiert. In [103] wurde das Verhalten der Blétter
bei #* analysiert und kompaktifizierte hyperboloidale Blatter fir die Schwarzschildlo-

sung eingefiihrt.

Hyperboloidale Blatterungen der Kerr-Losungen wurden als fixierter Hintergrund fiir die
Untersuchung von gravitativen Storungen |104] und Skalarfeldern [46) [105] verwendet.
Die dort verwendeten Koordinaten durchdringen den Horizont stetig. Das Gebiet wur-
de innerhalb bzw. am Horizont des Schwarzen Loches ausgeschnitten [106, 107] (sowie
Referenzen in [24]). Das Ausschneiden der Schwarzen Locher ist im Rahmen des kon-
formen Konzeptes nicht zwingend notwendig. Fiir die meisten numerischen Rechnungen
ist es jedoch ausreichend, das AuBere des Schwarzen Loches zu betrachten. In dieser Ar-
beit werden deswegen CMC-Blatter der Kerr-Newman-Familie auflerhalb des Horizontes

konstruiert.

Dieser Teil der Arbeit ist wie folgt gegliedert, in Abschnitt wird eine Differen-
tialgleichung aufgestellt, deren Losung eine Koordinatentransformation konstruiert, die
auf hyperboloidale CMC-Blatter fiir Kerr-Newman Schwarze Locher fithrt. In Abschnitt
3.1.2 werden die numerischen Ergebnisse vorgestellt, unter anderem auch nicht sphéarisch

symmetrische CMC-Blétter fiir Schwarzschildsche Schwarze Locher.

3.1.1. Hyperboloidale CMC-Blatter

Fiir die Konstruktion kompaktifizierter hyperboloidaler Blatter mit konstanter mittlerer
Kriimmung gehen wir prinzipiell genauso wie bei der Konstruktion von kompaktifizierten
hyperboloidalen ACMC-Bléttern (sieche Abschnitte - vor. Die Kerr-Newman-
Losung [30, 31] in Kerr Koordinaten (V, 7,9, ¢) ist [54]

d82:_<1_2]\47“—Q2

2Mra — Q
_ Mra=Q G 29 avdp + p2de?
p

2
X p ) (3.1)
—2asin® ¥ drdy + 2 {(TQ + a2> — Aa?sin? 19] sin? ¥ dp?

) dV? +2dVdr — 2

mit

p=vVri+atcos’d  und  A=r*—2Mr+a®+ Q% (3.2)
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3. Die CMC-Blétterung

Mit der Masse M wird wie in Abschnitt der dimensionslose Drehimpuls j = 17 = #
eingefiithrt und zusétzlich verwenden wir die dimensionslose Ladung g = % Fiir 5 und q

gilt die Ungleichung
PP+ <. (3.3)

Paare (j,q), welche die Gleichheit erfiillen, sind extreme Loésungen. Die Spezialfélle sind
die Schwarzschildmetrik [26] mit (j,¢q) = (0,0), die Reissner-Nordstrom-Metrik |27, 28]
mit (j,q) = (0,¢) und die Kerr-Metrik [29] mit (j,¢q) = (4,0).

Als Koordinatentransformation auf allgemeine axialsymmetrische kompaktifizierte hyper-

boloidale Blitter ¥, erhalten wir, wie in Abschnitt die Koordinatentransformation

@.7-R.9) [45).

¥ = arccos
_2M

r =
g

V =4M |7+ (; ~ log() + Alo, “))

h

In den Koordinaten (7, 0,9, ) liegt der Ereignishorizont des Schwarzen Loches bei

2

IV

Es wird eine Differentialgleichung fiir die Funktion A(c, ) in der Hohenfunktion h ge-

(3.4)

sucht, so dass die Losung dieser Gleichung eine Bléatterung mit konstanter mittlerer Kriim-
mung erzeugt. Im Gegensatz zu Kapitel [2, wo lokale Bedingungen an A(o, ) bei &
diskutiert wurden, ist die Forderung CMC eine globale Bedingung an A(c, ). Fiir alle
Ao, u), die in (o,u) € [0,04] x [—1,1] analytisch sind, erzeugt die obige Koordinaten-
transformation hyperboloidale Blétter, die am Ereignishorizont des Schwarzen Loches
regular sind. Die einzige grundsétzliche Bedingung an A(o, i) ist, dass die Blédtterung

tiberall auBerhalb von .#* raumartig sein muss.

Die mittlere Kriimmung der Blatterung ist (1.4)

K =V, n".
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3.1. Stationdre Schwarze Locher auf einer CMC-Blétterung aniun)

Die mittlere Krimmung ist auf dem gesamten Gebiet regulér, die Komponenten der
physikalischen Metrik g, sind in den Koordinaten (7,0, f1, ¢) bei #* jedoch divergent.

Durch die Verwendung der konformen Grofien
Guv = Q_Qg;w

ist es moglich, die mittlere Kriimmung in reguldren Ausdriicken zu formulieren. Fiir den
konformen Faktor gilt (siche Abschnitt[1.1.3) Q4+ = 0 und Q5|+ # 0. Wir wahlen den

konformen Faktor wie in Kapitel [2] als

g

0= A (3.5)
Fiir den konformen lapse & gilt in den Koordinaten (7,0, u, )
a=0a=(-3") "
:;\/m<(1+a) (4—q2[1+0]>+ij2 (12 = [1+201%) .

— 41— i) A% + (2077 + )+ o[ + 247 — 8] +4) A,

— 0’ (02 {jQ + qz} — 40 + 4) Ai,)*l/2 )
Die mittlere Kriimmung ([1.4)) schreibt sich in den gewédhlten Koordinaten und mit dem
konformen lapse (3.6)) als

1 R
T 2M(4+ j2p20?) ;piaz (37)
mit den Koeffizienten p;

po = 124 (3.8)
p1 = —4a, +8 [A,u&(l - uQ)} » (3.9)
po=—a(8A, —j> — > +8) (3.10)
p3= 0,84, —j>—¢*+8) +8A a4 (3.11)
P =2a((% + ¢ A, —4A 5) — 20,,(4A 5 + 52 + ¢%) (3.12)
ps =272 + A (Aga s + Aged) . (3.13)

Die Differentialgleichung (3.7) ist die gesuchte Differentialgleichung fiir A(o, p). Die Glei-
chung ist linear in den zweiten Ableitungen, jedoch von keinem bekannten Typ. Die

Koeffizienten vor den zweiten Ableitungen enthalten A(o, p) sowie erste Ableitungen, so
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3. Die CMC-Blétterung

dass die klassische Typisierung fehlschlagt. Fiir ¢ = 0 stimmen die Terme -13.13) mit

den in [7§] angegebenen iiberein.

Mit der Abkiirzung
_ 0"A(o, )

i
Jo o0

wird Gleichung (3.7) bei .#* (0 = 0) in einer Taylorreihe entwickelt. Anstelle der mitt-

A1) (3.14)

leren Kriitmmung K fithren wir die dimensionslose mittlere Kriimmung K iiber

K=KM (3.15)
ein. In nullter Ordnung ergibt sich
,‘ ~ 3a
g+ 2 | s+
3 (3.16)

V16 (12 = 1) (Ap)2 + 164, + 72 (2 — 1) — 4 (g2 — 4)
Dies bildet einen Zusammenhang zwischen Aj = dAg/dp und A;. Damit folgt in erster

Ordnung mit

0= 8K>(1+ Ay) — 2(5 + 2¢°) K* + 21 |9 — j°K*(1 — )| A} -
+32R2(1— i) AP + (1— p2) [0+ B2A2R(1 - 122)] A '
eine Verkniipfung zwischen Ay und A,. Dieses Verfahren kann auf die zweite Ordnung an-
gewandt werden. Dort folgt nach Elimination von A; und A, eine Bestimmungsgleichung
flir As.
0 =243+ 128K" (A + 2 — j7) + 54K?j*(1 — pi?) + 3K*5*(1 — u?)?
+ 16K (52 + ¢* — 12) + T68K*(1 — p?)(1 — 5y Aff
+ 96K (1 — 3%) [9+ K?5%(1 — ?)| AF .
SR (1 — 42?21 + 64K AP (1 — 41%)] AP '
+ 192K Apu(1 — %) [27 + K2(5° + 48A7) (1 — p?)] Af
= 32K AY(1 — p?)? [27 + 32K AP (1 — p?)| AT
In dritter Ordnung bricht dieses Verfahren zusammen, d.h. der Koeffizient vor A, ver-
schwindet. Damit ergibt sich keine Bestimmungsgleichung fiir A, sondern eine Differen-

tialgleichung fiir Ay beztiglich p.

0= (1—p?)?AY" = 8p(1 — p*) Ay’ — 4(1 — 3p®) A7 (3.19)
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3.1. Stationdre Schwarze Locher auf einer CMC-Blétterung Al

Die Losungen dieser Differentialgleichung ist

1 —p
A = — 1 — 3.20
o(10) = 1 capi — (e5 + caps) Og<1+u>’ (3:20)
mit den Integrationskonstanten cy, ..., cs. Damit A(c, 1) analytisch ist, muss

c3 = ¢4 = 0 gesetzt werden. Bei £ reguliare Randbedingungen fiir A(o, i) sind dann

durch
Ag(p) = c1 + cop (3.21)

gegeben. Mit dieser Randbedingung (3.21)) ergeben sich reguldre Losungen A(o, p) der
CMC-Differentialgleichung ([3.7)).

Die Diskussion in Abschnitt zeigte, dass die Regularititsbedingung fiir die Hamil-
tonzwangsbedingung Forderungen an die Transformationsfunktion A(o, u) bei Z 7 stellt.

Die Forderung ist durch Gleichung ([2.19) gegeben.
Auls+=0

Es soll eine Blétterung konstruiert werden, auf der sichergestellt ist, dass die Losungen
der Zwangsbedingungen regular sind. Die Kerr-Newman-Losung selbst ist analytisch be-
kannt und regulér, es sollen jedoch insbesondere Stérungen, wie sie in Kapitel [2] diskutiert
wurden, reguldre Losungen besitzen. Aus diesem Grund ist es notwendig, Blatterungen zu
konstruieren, welche die Regularitatsbedingungen erfiillen. Die Vektorzwangsbedingung
ist bereits durch die CMC-Blitterung regulédr. Um die Regularitdtsbedingung der Ha-
miltonzwangsbedingung zu erfiillen, muss in Gleichung die Integrationskonstante

co = 0 gesetzt werden.

Die verbleibende Integrationskonstante c; ist eine Verschiebung der Zeitkoordinate, die

ohne Beschrankung der Allgemeinheit zu Null gesetzt werden kann. Aus dieser Diskussion

folgt als Randbedingung fiir A(o, p) in der Differentialgleichung (3.7)) bei .#*

A0, 1) = 0. (3.22)
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3. Die CMC-Blétterung

Aus den Gleichungen ([3.16[-[3.18 |3.22)) ergeben sich die Funktionen A;, A, und As zu

9 42 1
A1<M):—1+W+T6(1—/L2>+1q2 (323)
i* 1
243 ‘ 27(1 — p?) 354 ¢ .
As(p) = —2 — ——= 21— ") -1 -2+ (12— 2= ).
(1) L. ( L) Wy Lo )
(3.25)

Mit diesen A; ist die Reihenentwicklung von in dritter Ordnung identisch erfiillt.
Fir alle hoheren Ordnungen ergibt sich ein Zusammenhang zwischen A4 und A; mit
[ > 4. Dieses Verfahren bricht nicht zusammen, da der Koeffizient A;; in [-ter Ordnung
fiir [ > 4 nie verschwindet. Durch Vorschreiben eines regularen A, folgt somit ein bei
T analytisches A(o, u). Anstelle von A, kann auch eine innere Randbedingung vorge-
schrieben werden. Wir wahlen als Koordinatenposition der inneren Randbedingung den

Ereignishorizont des Schwarzen Loches ¢ = o}, und fordern die Dirichlet-Bedingung
Ao 1) = An(). (3.26)

Da die Koordinaten den Horizont durchdringen, sind auch Randbedingungen innerhalb
des Horizontes moglich um z.B. Storungen wie in Kapitel [2| zu erzeugen. Die einzige
Bedingung an A () ist, dass die Bléatterung raumartig bleiben muss. Fir Ap(x) mit
starken Gradienten kann das Argument der Wurzel in null bzw. negativ werden,

dies entspricht einer licht- bzw. zeitartigen Blatterung.

Die innere Randbedingung Ay () soll von der bekannten Schwarzschildlésung auf sphé-
risch symmetrischen CMC-Bléttern 100, 101, [L0§] tibernommen werden. Die explizite
Form von A(o, u) = Ag(o) ist

o= [ [0 1 1), o

mit

flo) =4/1 =0+ a?(o) und a(o) = z{: — CZ. (3.28)

Hier entspricht a(o) der in der Literatur verwendeten Formulierung und ist nicht mit
dem Kerr-Parameter a = J/M zu verwechseln. Ebenfalls wird in der Literatur meist
C = CM? anstelle von C verwendet. Im Folgenden sollen jedoch die dimensionslosen

Grofen K und C genutzt werden.
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Abbildung 3.1.: Ag(c) fiir C = 2.88 und K = 0.33.

Fiir Blatter, welche vom Horizont (o, = 1) nach #* gehen, muss

C>-K (3.29)

Wl oo

gelten [18] (siehe Abschnitt 3.2.1]). Trotz der scheinbar singuldren Struktur von (3.27) am
Horizont und bei . ist Ag(c) analytisch fiir alle o € [0,1]. In Abbildung [3.1]ist Ag(o)
fiir die Parameter K = 0.33 und C' = 2.88 skizziert.

Bei £ sind die ersten Terme der Taylorentwicklung Ag(o) = io: +A;0" durch (3.23) -

=0

3.25) mit j = 0 und ¢ = 0 gegeben. Der Zusammenhang zwischen C' und Ay ist

_81C LT
©O32K3  128K4

Ay 6. (3.30)

Der Zusammenhang zwischen Ay, = Ag(c)|y—1 und den Parametern K, C kann numerisch
gewonnen werden und ist in Abbildung[3.2) dargestellt. Bisher wurde fir die Konstruktion
von CMC-Blétterungen fiir die Schwarzschildlosung sphérische Symmetrie angenommen,
d.h. 8#6_’ = 0. Diese Bedingung kann fallengelassen werden, und ermoglicht auch fiir die
Schwarzschildlésungen ein pu-abhéangiges Ay, bzw Ay, d. h. eine nicht sphéarisch symmetri-
sche CMC-Blétterung fiir Schwarzschild. Eine solche Blatterung wird in Abschnitt

vorgestellt.
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Abbildung 3.2.: Der Zusammenhang zwischen Ay, = Ag(0)|,=1 der Schwarzschildlésung
am Ereignishorizont (dem inneren Rand) und den Parametern K, C. Fiir

fixiertes K ist Ay, eine monoton steigende Funktion von C.

3.1.2. Numerische Ergebnisse
CMC-Blatter fiir Kerrsche Schwarze Locher

Fiir die Konstruktion von CMC-Bléttern der Kerr-Losung wéhlen wir als Dirichlet-Rand-
bedingung den Wert von Ag(o) (siehe Abbildung[3.1)) am Ereignishorizont des Kerrschen-

Schwarzen Loches.
Ah = A(O’h, ,U,) (331)

Die Parameter K und C fixieren wir auf

K=033 und  C =288, (3.32)

Diese Werte wurden in [92] so gefunden, dass die Chebyshev-Koeffizienten von Ag mog-
lichst steil abfallen. Die Auswahl einer Startlosung mit rasch abfallenden Chebyshev-
Koeffizienten liegt darin begriindet, dass wir vermuten, dass auch die daraus gewonnenen
Losungen mit 0 < 7 < 1 ein relativ steiles Abfallverhalten der Chebyshev-Koeffizienten
aufweisen. Dies erlaubt die Nutzung groberer Gitter und beschleunigt das numerische
Verfahren merklich. Dieses Ag (d.h. j = 0) nutzen wir im Folgenden als Startlosung

fiir das Newton-Raphson Verfahren um Losungen mit j > 0 zu erzeugen. Dabei dienen

72



3.1. Stationdre Schwarze Locher auf einer CMC-Blétterung Al
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Abbildung 3.3.: Die Transformationsfunktion A(c,u) fir Kerrsche Schwarze Locher in
(o,1) € [0,0n] x [—1,1] mit j € {0.25, 0.5, 0.75, 1} und den entspre-
chenden oy, € {1.02, 1.08, 1.20, 1}. Der Fall j = 0 ist in Abbildung
dargestellt. Die u-Abhéngigkeit von A(o, ) ist selbst fiir extreme Kerr-

sche Schwarze Locher nur sehr schwach.

bereits gefundene Losungen als neue Startlosung fiir grofere j, bis zu j = 1. Die Lo-
sung fiir das extreme Kerrsche Schwarze Loch kann dabei mit nur drei Zwischenlésungen

j €{0.25, 0.5, 0.75} konstruiert werden.

In Abbildung [3.3]ist A(o, ) fiir j € {0.25, 0.5, 0.75, 1} dargestellt, der Fall j = 0 wurde
bereits in Abbildung skizziert.
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3. Die CMC-Blétterung

Um die spektrale Konvergenz der Losung zu verifizieren untersuchen wir die Grofle

Dy, 1, = sup ‘Ang,nu — Ao 50/ (3.33)
o

welche die maximale Abweichung von A(o, 1) zu einer hochprézisen Referenzlosung an-
gibt (siche Abschnitt , insbesondere Gleichungen und ) Das Supremum
wurde durch die Auswertung an 500 x 500 dquidistanten Stiitzstellen angenéhert. Die
exponentielle Konvergenz der Losungen in Abbildung ist eine starke Indikation fir

die Regularitéit der gefundenen A(o, p).

D’I’L n
o Mu
T I I
1075 &, ---j=00 |
10-6 f.?:«'%% ----j: =0.25 [
10,7 | ".ﬁ,"” j =0.5
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10_13 | s:::;~..,.... |
10_14 | s;::::~.......7
10~15 ~~I=‘1.
\ \ \ \ \ \ \
30 40 50 60 70 8 90 100 110
No

Abbildung 3.4.: Die maximale Abweichung D, ,, = Dno,ina zu einer hochaufgelosten
Referenzlosung (siche Gleichung ) fir die in den Abbildungen
und [3.3]dargestellten spezifischen Drehimpulse j. Fir einen besseren Ver-
gleich der Konvergenzraten sind alle Losungen auf dem Gebiet o € [0, 2]

bestimmt worden. Der exponentielle Abfall ist ein starkes Indiz fiir eine

reguldre Losung.
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CMC-Blatter fiir Schwarzschildsche Schwarze Locher

5‘<0h,/~t)

0

0.2
0.4 0.6 0-8
g
Abbildung 3.5.: A(o, i) und der konforme lapse & am Horizont oy, fiir eine nicht sphérisch

symmetrische CMC-Blétterung fiir Schwarzschild mit ¢ = 0.3 (3.34)).

Im Folgenden soll, ausgehend von der bekannten spharisch symmetrischen CMC-Blétter-
ung fiir die Schwarzschildlosung, eine nicht spharisch symmetrische CMC-Blétterung kon-
struiert werden. Fiir die in Abschnitt diskutierte innere Randbedingung Ay, wurde
bisher Ag(oy,) gewdhlt, d.h. der innere Rand enthielt keine p-Abhéngigkeit. Durch das
Vorschreiben einer p-abhéngigen inneren Randbedingung sind nicht sphérisch symmetri-

sche CMC-Blétter fir Schwarzschild realisierbar, wir wahlen
Ay, = Ag(1) +ecos(p) . (3.34)

Prinzipiell ist jede Wahl moglich, welche die Raumartigkeit des Blattes erhalt (siche die
Diskussion in Abschnitt beziiglich der inneren Randbedingung ) Wir merken
an, dass auch die Wahl einer p-abhiangigen Bedingung am dufleren Rand ¢ reguli-
re nicht spharisch symmetrische CMC-Blatter erzeugen wiirde. Diese Blatter wiirden
jedoch die Regularitatsbedingung fiir die Hamiltonzwangsbedingung nicht erfiillen, da
die Regularitatsbedingung die Forderung A(o, pt) 4| s+ = 0 an A(o, ) stellt (siehe Ab-
schnitt . Da wir Blatterungen konstruieren wollen, welche eine regulire Losungen
der Zwangsbedingungen erlauben, beschranken wir uns auf die Modifikation der inneren

Randbedingung.
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3. Die CMC-Blétterung

Abbildung zeigt A(o, ;1) und den konformen lapse & am Horizont fir e = 0.3. Die
pu-Abhéngigkeit der Bléatterung ist an & gut sichtbar.

In Abbildung 3.6/ sind die Abweichungen D,,_ ,, (3.33)) fiir unterschiedliche e dargestellt.
Die exponentielle Konvergenz ist auch hier ein starkes Indiz fiir die Regularitat der ge-

fundenen Losungen.

Dng,n“

Ne

Abbildung 3.6.: Die Abweichungen D,,, ,, (3.33)) fiir die nicht sphérisch symmetrischen

CMC-Blatterungen fiir Schwarzschild. Der innere Randbedingung ist
durch Gleichung (3.34)) gegeben. Die exponentielle Konvergenz ist ein

starkes Indiz fiir die Regularitat der Losungen.

CMC-Blatter fiir geladene Schwarze Locher

Fir die Kerr-Newman-Familie wéhlen wir dieselbe innere Randbedingung wie im Kerr-

schen Fall
A(O’h, ,u) = AS<Oh) . (335)

Fir die in Abbildung dargestellte Konvergenz der extremalen Losungen, d. h.
j2+¢* = 1 liegt der Ereignishorizont immer bei o}, = 2. Wie auch schon im Kerrschen Fall
beobachtet, ldsst sich die extreme Parameterkonfiguration mit nur drei Zwischenschritten

konstruieren. Die gefundenen Transformationsfunktionen A(c, 1) entsprechen qualitativ
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Dng,nu
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Abbildung 3.7.: Die Abweichungen D,,, ,, (3.33)) fiir extremale Kerr-Newman Schwarze

Locher, d.h. j2 4 ¢*> = 1 Die exponentielle Konvergenz ist auch hier ein

starkes Indiz fiir die Regularitiat der Losungen.

den in Abbildung[3.3]dargestellten. Analog zu den nicht sphérisch symmetrischen Blattern
der Schwarzschildlosung lieflen sich in diesem Fall nicht sphérisch symmetrische CMC-

Blétter fiir die Reissner-Nordstrom-Losung finden.

3.2. Anfangsdaten fiir ein binares System

In Kapitel 2] wurden Anfangsdaten fiir ein gestortes Kerrsches Schwarzes Loch konstruiert
und die Daten auf ihre physikalischen Eigenschaften untersucht. Fiir eine zukiinftige Evo-
lution der Anfangsdaten sind neben dem einzelnen gestorten Kerrschen Schwarzen Loch
insbesondere Daten mit mehreren Schwarzen Lochern von Interesse. Ein erster Schritt zur
Evolution von Binarsystemen auf hyperboloidalen Blattern ist ein axialsymmetrisches Bi-
narsystem. In diesem Abschnitt werden Anfangsdaten fiir ein solches axialsymmetrisches
Binarsystem Schwarzer Locher bestimmt. Diese Daten werden auf CMC-Blattern mit
konform flacher Metrik 7;; = d;; konstruiert. In diesem Fall sind die Bowen-York-Daten
[55], welche urspriinglich fiir asymptotisch flache CMC-Cauchy-Blétter] (K = 0) ge-
funden wurden, eine Losung der konformen Vektorzwangsbedingung und nur die

IDiese Art der Blitterung wird oft als ,maximal slicing“ bezeichnet.

7



3. Die CMC-Blétterung

Hamiltonzwangsbedingung muss noch numerisch gelost werden.
~ ~ o~ ~ ~ -~ o~ 2 N
8w?V2¢p — 8wV,;wV'ip — (W R + 4wV3w — 6V,wV'w)p = §K2¢>5 — WA AT

Die A,;j sind durch die Bowen-York-Daten analytisch gegeben, diese Art der Anfangsda-
ten heiflen auch hyperboloidale Bowen-York-Daten |1§]. Die hier vorgestellten Daten sind
eine axialsymmetrische Rekonstruktion der Arbeit von BUCHMAN et al. [18|. Darauf auf-
bauend werden die physikalischen Eigenschaften der Daten untersucht und insbesondere

marginal gefangene Flachen betrachtet.

3.2.1. Hyperboloidale konform flache CMC-Blatter

Die bekannten sphérisch symmetrischen CMC-Blatter fiir Schwarzschild [100, {101} [108]

sind durch das Linienelement

2M 2
ds? = — <1 - > dr? + f2dr? — a}r)der +7? <d192 + sin219d<,02) (3.36)
r
mit
2M Kr C
_J1o e d _ 2t .
f(r) \/ . + a?(r) un a(r) 3 = (3.37)

gegeben. Die Masse des Schwarzen Loches ist durch M gegeben. Der freie Parameter C'
wurde bei der Konstruktion der CMC-Blatterung in Abschnitt fir Kerrsche Schwar-
ze Locher diskutiert. Fiir die dimensionslosen Grofen K = KM und C' = C/M? muss

fiir Blatter, welche ein Schwarzes Loch beschreiben,
C > (8/3)K (3.38)

gelten. Hier ist a(r) die radiale Komponente des Normalenvektors der Blétterung, bei
Giiltigkeit der Ungleichung ist a(r < 2M) < 0, d.h. der Lichtkegel zeigt in Richtung
r = 0. Wenn die Ungleichung nicht erfiillt ist, wiirde der Lichtkegel in Richtung r» = oo

zeigen, dies entspriche einem Weiflen Loch.

Jede spharisch symmetrische Metrik kann durch eine radiale Koordinatentransformation
im rdumlichen Anteil konform flach geschrieben werden. In den Koordinaten (7, R, ¥, @)

und mit dem konformen Faktor

(3.39)
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3.2. Anfangsdaten fiir ein binidres System Al

wird der rdumliche Anteil des Linienelements konform flach. Dabei ist R(r) durch die

Differentialgleichung
dR R
kg 3.40
dr rf(r) (3.40)
gegeben. Die Losung dieser Differentialgleichung ist in Integralform
- f r’??;/)
R(r)=R,e - . (3.41)

Da R(r = o0) = Ry ist Q| s+ = 0 und damit £ eine Koordinatenkugel um den Ko-
ordinatenursprung mit dem Radius R, . Eine Reskalierung von R, — xR, mit y € R
skaliert den konformen Faktor €2 — x{2 und den spurfreien Anteil der &ufleren Kriimmung

Aij — X_BAij, Al — (3 AW,

In kartesischen rdumlichen Koordinaten ist das gesamte Linienelement (3.36]) durch

ds* = Q7 (—adr® + 6;(da’ + Bidt)(da? + Fdt)) (3.42)
ds?
gegeben, mit dem konformen lapse & = Qf und shift 8/ = —Qa% =, welche bei #* regular

sind.

3.2.2. Anfangsdaten fiir zwei Schwarze Locher

In den Koordinaten (7, z, y, z) sind die hyperboloidalen Bowen-York-Daten fir ein Schwar-
zes Loch wie folgt gegeberﬂ
A C [ xx;
Ay = 5 (35 )
3

~ 55 (elle .1' T + EJMS l‘ Z; ) (343)

3 T;T5
R4 (P.CEJ+P$Z+Pkl'k< R; —(Sl])> .

Dabei ist C' der bekannte Parameter der CMC-Schwarzschildlosung, S* der Spin der
Objekte und P? der Boost Vektor.

2In |18] werden noch weitere Terme angegeben, die hier nicht erscheinen, da sie nicht axialsymmetrisch

sind.
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3. Die CMC-Blétterung

Die Konstruktion von Anfangsdaten zweier Schwarzer Locher geschieht durch das Aus-
schneiden zweier Koordinatenkugeln an den Positionen 73, an deren Rand eine marginal

auswarts gefangene Flache gefordert wird.

Da die Vektorzwangsbedingung in der CMC-Blatterung linear ist, konnen die Bowen-
York-Daten, die Losung der Vektorzwangsbedingung, superponiert werden. Fiir jedes

Schwarze Loch an der Position 75 gibt es ein dazugehériges ZA. ., ein um 7z verschobenes

157

flij fiir ein Schwarzes Loch, entsprechend Gleichung 1} Die flij fiir beide Schwarze

Locher sind dann durch
A 2 A
B=1

gegeben. Aufgrund der Axialsymmetrie setzen wir 25" = Spds und BP! = P, d.h.
Spin und Boost zeigen entlang der z-Achse. Die Schwarzen Locher sind ebenfalls entlang
der z-Achse aufgereiht und haben in kartesischen Koordinaten die Positionen 2% = dpd}.
Die freien Daten der Konfiguration bestehen aus der konform flachen Metrik 7;; = 9,5,
der mittleren Kriitmmung K, einem globalen R, , einem Koordinatenmaf fiir den Abstand
der Schwarzen Locher ag, ihren Radien rp und flij, in welchem Cp, Sg und Pp kodiert

sind.

#* ist durch eine Koordinatenkugel mit dem Radius R, gegeben, dies motiviert die

Wahl von w in der Zerlegung des konformen Faktors Q = w/¢? zu

R\2
w=1- <R+> : (3.45)

dabei ist R = v/z? + y? + z? der radiale Koordinatenabstand vom Koordinatenursprung.

Zur numerischen Beschreibung der Objekte fiihren wir Zylinderkoordinaten (p, z, ¢) ein.
Die Differentialgleichungen wird in den Zylinderkoordinaten formuliert und ausgewertet.
Die Zerlegung der Hamiltonzwangsbedingung in Koeffizientenfunktionen entspricht der
Zerlegung in Abschnitt in den Gleichungen — , die Koeffizientenfunktion Hg
ist hier explizit bekannt. Durch die Verwendung der konform flachen Metrik lassen sich
die Koeffizientenfunktionen iibersichtlich explizit aufschreiben. Mit der Hamiltonzwangs-

bedingung

Hi¢11 + Hog oo + H3pro + Hidpr + Hsdo + Hedp + Hr¢” + Hggp™ =0 (3.46)
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3.2. Anfangsdaten fiir ein binidres System Al

sind die Koeflizientenfunktionen

H, = Hy = 8w* (3.47)
Hy; =0 (3.48)
Hy = 8; (= pw,) (3.49)
H; = —8ww,, (3.50)
Hg = ; <6pw?z + 6pw?, — dw (w,p 4 pw pp + pwﬁzz)) (3.51)
H, = —§K2 (3.52)
Hg = wSA;AY (3.53)

Da auf der z-Achse einige Koeffizientenfunktionen singulér sind, verwenden wir die regu-
liren Koeffizientenfunktionen H; = pH;. Die spektrale Entwicklung dieser reguliren Ko-
effizientenfunktionen wird in einem angepassten Koordinatensystem durchgefithrt. Wir
verwenden die von [109, [110] vorgeschlagenen, um .+ gefalteten, bispharischen Koordi-

naten [111] [112].

Die Koordinatentransformation basiert auf zwei Schritten. Mittels der komplexen Koor-

dinaten
c=p+taz und C=n+11& (3.54)

wird mit der konformen Abbildung

¢ = ap coth (g) (3.55)

zwischen den Zylinderkoordinaten (p, z, ¢) und den bisphérischen Koordinaten (7, &, ¢)
transformiert. Hier ist ap ein Maf} fiir den Abstand der gemeinsamen Schwarzen Locher
[109]. Der Abstandsparameter ag geht in die Losung ein, wahrend die Verschiebung der
Schwarzen Locher dp vom Koordinatenursprung in Abhéangigkeit ihrer Grofle geschieht.

Die Verschiebung ist

dp = +Ja2 +1%. (3.56)

Das positive Vorzeichen gilt fiir B = 1 und das negative fiir B = 2. Mit diesem Verfahren

werden die steilen Gradienten um kleine Schwarze Locher besser aufgelost, da dort die
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3. Die CMC-Blétterung

P 3
7"'7-_____----_-_ - - - - -
7‘[2 /HI
//jJr\\
o 20 n
-Ry dy dy Ry 2 0 m

Abbildung 3.8.: Skizze der bisphérischen Koordinatentransformation. Linien mit konstan-
tem & sind gestrichelt und Linien mit konstantem 7 durchgezogen. Die
fettgedruckten Linien sind die Gebietsgrenzen, die Linientypen in der

linken Grafik entsprechen denen in der rechten Grafik und in den Abbil-
dungen [3.9] und [3.10

Gitterpunkte dichter liegen [109]. In Abbildung sind die beiden Koordinatensysteme

skizziert.

In diesen Koordinaten sind Linien mit konstantem 7 bzw. £ Kreise in den Zylinderko-
ordinaten. Insbesondere ist der Rand der ausgeschnittenen Koordinatenkugeln mit dem
Radius rp durch

np = * asinh (a0> (3.57)

B

gegeben. Dabei steht, wie in Gleichung , das positive Vorzeichen fiir B = 1 und das
negative fir B = 2, d.h. 1 > 0 und 7, < 0. Die Linie £ = 7 ist die Achse zwischen den
Schwarzen Lochern. Die Achse aulerhalb der Schwarzen Locher ist durch & = 0 gegeben.
Diese Koordinaten wurden urspriinglich konstruiert, um p € (0,00) und z € (—o0, 00) auf
das endliche Rechteck ¢ € [0, 7] und 7 € [n2, m1] abzubilden. Dann ist rdumlich Unendlich,
d.h. R = /p? + 22 — oo, durch n = £ = 0 gegeben. In den hier verwendeten konform
flachen Zylinderkoordinaten gilt jedoch R = v/p2 + 22 < R, < oo. Dann wird .# " mit

(3.54]) durch die Gleichung

= (3.58)

\J _ cosh(n) 4 cos(§) _ Ry
cos(§) —cosh(n)  ag

beschrieben. In diesen Koordinaten ist die Losung der Laplace-Gleichung bei n = & =0
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3.2. Anfangsdaten fiir ein binidres System ~l~,

nur CY [109]. Die Hamiltonzwangsbedingung ([1.34)) enthélt ebenfalls einen Laplace-Term,
die problematische Stelle n = & = 0 liegt allerdings auflerhalb des Gebietes.

Das sechseckige Gebiet muss fiir die Numerik in zwei Rechtecke transformiert werden.
Diese Aufteilung des Gebietes lasst sich in neuen, um .# " gefalteten, Koordinaten (¢, , )

einfacher realisieren. Die komplexe Koordinate
X =v+1k (3.59)
ist durch die konformen Abbildungen

X = \ﬁ und ¢ = ag coth <X22> (3.60)

mit x und ¢ verkniipft. Das resultierende Gebiet ist in Abbildung [3.9] dargestellt.

—T2 —hF

N

.\’\ N
A \\\.\"\
3 \\\\\\\\\\\' | /le

N

Abbildung 3.9.: Das Gebiet in den Koordinaten (1,x). Die linke Grafik zeigt wie in Abbil-

dung 3.8 Linien mit konstantem & gestrichelt und Linien mit konstantem
n durchgezogen. Die rechte Grafik zeigt in den spektralen Koordinaten
(A, B) Linien mit konstantem A durchgezogen und Linien mit konstan-
tem B gestrichelt. Die fettgedruckten Linien sind die Gebietsgrenzen und
entsprechen den Linientypen in den Abbildungen 3.8 und [3.9] Die Punkt-

Strich-Linie kennzeichnet die Grenze zwischen den Gebieten.

Der explizite Zusammenhang zwischen (p, z, ¢) und (¢, k, ) ist durch

ag sin(2k1)) agsinh (k* — ¢?)

- cos(2)) — cosh (k2 — ¢?) wnd T cos(2k1)) — cosh (k2 — 1?) (3.61)

p:

gegeben. Das durch (¢, k) beschriebene sechseckige Gebiet wird auf zwei Rechtecke in

den spektralen Koordinaten A € [0,1] und B € [—1, 1] projiziert. Das erste Gebiet wird
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3. Die CMC-Blétterung

durch #* und einen Bogen um die beiden Schwarzen Locher und die z-Achse aulerhalb
der Schwarzen Locher begrenzt. Der Bogen um die beiden Schwarzen Lécher ist in den
Koordinaten (1, k), wie in Abbﬂdungdargestellt, eine Gerade. Das zweite Gebiet wird
durch den Bogen, die beiden Schwarzen Locher und die z-Achse zwischen den Schwarzen

Lochern eingegrenzt.

Die explizite Transformation in die spektralen Koordinaten ist im Gebiet [

¥y = (1 — A)B(B) cos (iw(B + 1)) 4 ;A(l _ B\ (3.62)
kr = (1 — A)B(B) sin <4117T(B + 1)> + ;A(B + 1)1 (3.63)

Der duflere Rand des Gebietes, ., wird durch A = 0 beschrieben. Die Funktion (B)
ist implizit durch gegeben, in den spektralen Koordinaten (A, B) ergibt sich die
Bestimmungsgleichung
\l oS (5(3)2 Ccos (%)) + cosh (6(B)2 sin (%)) Ry
Cos (5(3)2 Cos (%)) — cosh (ﬁ(B)2 sin (%)) Coap

B(B) wird beim Start der numerischen Losung einmalig mit einem pseudospektralen

(3.64)

Newton-Raphson erstellt.

Im Gebiet 11 werden mit den Hilfsfunktionen

D0, €) = {2 + €2 cos (; arctan i) (3.65)
k(n,&) = \/n? + & sin (; arctan f/) (3.66)
und
bu(A) = 9 (n, A7) tu(A) = (12, Amr)
Ya(A) = & (m, Am) a(4) = & (1, Am)
W(B) = 5 /(1 - B) w(B)= VTR B)  (3.67)
0(B) = (5 +m)B +m -+ ), )
) = & (5= 1) B+ + ) )
die (¢, k) wie folgt durch die spektralen Koordinaten (A, B) dargestellt.
1

Y = 3 (—AB94(0) + AB¢4(1) — (B — 1)Ya(A) — 2(A — 1)(B) + 2A¢.(B)
+ABYL(0) — ABty(1) + Bou(A) + Ava(0) — Apa(1) + A, (0) — Adpy(1)  (3.68)
+wu(A) + de(()) - Bwu(o) - wd(o) - %(0))
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3.2. Anfangsdaten fiir ein binidres System ~nln~,

Krp = ; (—ABKq4(0) + ABrqa(1l) — (B — 1)ka(A) — 2(A — 1)k1(B) + 2Ak,(B)

+ABry(0) — ABky(1) + Bry(A) + Arq(0) — Arq(1) + Aky(0) — Aky(1) (3.69)
+k4(A) + Brq(0) — Bry(0) — kq(0) — £, (0))
Abbildung [3.10| zeigt die Koordinatenlinien mit konstantem A und B in der (p, z)-Ebene.

In dieser Grafik, sowie den Abbildungen [3.§ und [3.9 wurden die gleichen geometrischen

Konfigurationen verwendet.

R
Abbildung 3.10.: Das Gebiet in den Koordinaten (p, z). Wie in der linken Grafik in Abbil-
dung sind durchgezogenen Linien Koordinatenlinien mit A=konst.
und gestrichelten Linien Koordinatenlinien mit B = konst. Die fettge-
druckten Linien sind die Gebietsgrenzen und entsprechen den Linienty-

pen in den Abbildungen [3.§ und [3.8] Die Punkt-Strich-Linie kennzeich-

net die Grenze zwischen den Gebieten.
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3. Die CMC-Blétterung

3.2.3. Numerische Ergebnisse

Als Startlosung fiir das Newton-Raphson-Verfahren wird das erste Element der Reihen-

entwicklung der Hamiltonzwangsbedingung ([1.35)

4 9 @iw@iw

b= {95

g+
6
KR,'

(3.70)

sowie verschwindende Parameter C'g, Sp und Pg verwendet. Die Parameter ag, rg, K,
R, sind dabei bereits fixiert. Fiir diese Konfiguration findet das pseudospektrale Newton-
Raphson-Verfahren eine regulare Losung der Hamiltonzwangsbedingung. Im Gegensatz

zu den in Kapitel [2| konstruierten Daten sind ¢ und €2 hier einheitenlos, da das konforme

Linienelement die Einheit der Lange tragt.

Abbildung 3.11.: Das Potential ¢ und der konforme Faktor Q = w/¢?* fiir die Konfigu-
ration R, = 300, K = 0.05, ag = 14.9629, r; = 1.3333, ro = 0.6666,
C, = 0.0613, C; = 0.0128, S; =1, Sy = 0.5, P, = P, = 0. Abbildung

3.12| zeigt den Konvergenzplot fiir diese Losung.

Fiir eine ausgewéhlte Konfiguration ist in Abbildung[3.11]das geloste ¢ sowie der konforme
Faktor €2 dargestellt. An den, auf den ausgeschnittenen Koordinatenkugeln, vorgeschrie-
benen MOTS nimmt das Potential ¢ relativ grofle Werte an, d.h. fiir den konformen
Faktor gilt = 0. Fir alle konstruierten Daten verschwindet © nur bei #* und ist

ansonsten positiv.
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3.2. Anfangsdaten fiir ein binidres System ~ln,

Abbildung [3.12] zeigt die Konvergenz der Losungen in den beiden Gebieten. Dazu wird

die maximale Abweichung

Dy y iy = sup ’¢nA7nB - ¢100,100| (3.71)
AB

auf einem aquidistanten Gitter mit 500 x 500 Gitterpunkten angenahert. Die spektrale
Konvergenz der Losungen in Abbildung ist ein starkes Indiz fur die Regularitat der

gefundenen Losung.

nANB

1073 & Gebiet I ||
10-4 X --- Gebiet IT ||
107° 1
1076 - . .
1077 i
1078 F G .
1072 | R .
10-10 |- . i
1071 | NG h
10712 SSTEEE
10-13 | | | | | | | i
20 30 40 50 60 70 80 90
n

Abbildung 3.12.: Die maximale Abweichung D iiber n = ny = ng. Die Parameter

na,mB
der Konfiguration entsprechen denen in Abbildung (3.11} in welcher das

zugehorige ¢ dargestellt ist.

3.2.4. Horizontfinder fiir Bindrsysteme

Der Horizontfinder fir das Bindrsystem muss sowohl gemeinsame marginal gefangene
Flachen als auch einzelne Flachen um die Schwarzen Locher finden. In den Koordinaten
(p, z,¢) ist der Strahlkorper S(p, z) an einigen Stellen nicht nach p bzw. z differenzier-
bar. Insbesondere ist, wegen der Axialsymmetrie, auf der z-Achse der Strahlkérper nicht

nach z differenzierbar. Dieses Problem wird durch die Einfithrung von Kugelkoordinaten
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3. Die CMC-Blétterung

(R, p1. ) umgangen.

p=Ry\1—p? (3.72)

z=Ru+d (3.73)

Die Winkelkoordinate ¢ ist durch p = cos(?) ersetzt worden. In diesen Koordinaten sind
die gesuchten marginal gefangenen Flachen tiberall reguldr. Hier ist d die Verschiebung
des Koordinatensystems beziiglich des Koordinatenursprungs entlang der z-Achse. Das

Suchverfahren unterteilt sich in zwei Schritte:

1. Die Suche nach gemeinsamen marginal gefangenen Flachen, d.h. d=0. Die Start-
losung fiir MOTS ist £ und fur MITS die kleinste beide Schwarzen Locher um-

schlieende Koordinatenkugel.

2. Die Suche nach getrennten marginal gefangenen Flachen. Sowohl fiir das obere
Schwarze Loch d = d; und das untere Schwarze Loch d = dy wird der Horizontfinder
gestartet. Fiir die Suche nach MOTS ist die Startlésung die grofite Koordinatenkugel
welche das andere Schwarze Loch nicht bertihrt und fiir MITS wird der Rand des

jeweiligen Schwarzen Loches als Startlosung verwendet.

Wenn im Verlaufe des ersten Schrittes ein scheinbarer Horizont gefunden wird, wird
die Suche beendet, gelingt dies nicht, beginnt mit Schritt 2 die Suche nach getrennten
marginal gefangenen Fliachen. Beim Horizontfinder fir den gemeinsamen Horizont (d = 0)
liegt die Koordinatensingularitit R = 0 im Gebiet. Eine mogliche Einschniirung des
gemeinsamen Horizontes auf den Punkt R = 0 findet nicht statt, da sich sich die marginal
gefangene Flache dort schneiden wiirde, dies jedoch nicht geschieht, da der Horizont davor

in zwei Horizonte zerfillt. Abbildung zeigt dieses Verhalten in einer Sequenz.
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3.2.5. Physikalische Eigenschaften der Anfangsdaten

Wie in Abschnitt (siche Gleichungen (2.90)) und (2.91)) bestimmen wir die Bondi-

Masse als Grenzwert der Hawking-Masse bei & .

| As
Ms = 167 {1 i 8#74 0+0- dA}

Da .#* eine Koordinatenkugel um den Koordinatenursprung ist, bestimmen wir die

Bondi-Masse in den Kugelkoordinaten (3.72] [3.73]) mit d = 0. Die Auswertung des Grenz-

1
1 _ [6R
Mp = éRi (KQA — 2 7* / PR du> . (3.75)
-1

Dabei ist A durch das Integral

(3.74)

g+

wertes ergibt

[\')\H

/l (3.76)

definiert. Die GroBe ¢V ist die konforme, auf £+ eingeprigte Metrik. Die analytische
Losung des Integrals ist durch

=11 4C; 3P (d;R.(d? + R?%) d;
A=-— R e A h(— .
<d2 Rz + 7 ( (@ — )2 artan R, (3.77)

gegeben.

Mit den Ergebnissen des Horizontfinders wird der Drehimpuls der Schwarzen Locher

als Ji-Komponente der Multipolzerlegung des Horizontes bestimmt. Dafiir werden die
Gleichungen (2.83)) und (2.87) fiir den ACMC-Fall aus Abschnitt auf analoge Weise

ausgewertet.

Des Weiteren kann der physikalische Abstand @ der Schwarzen Locher iiber

2
a= / AR (3.78)
w
—(|d2|=72)
bestimmt werden.
Mit der Flache des Horizontes
Ay = f 023 (3.79)
H
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3. Die CMC-Blétterung

ermitteln wir als lokale Masse des Schwarzen Loches die Christodoulou-Masse mittels der

Horizontrelation fiir Kerrsche Schwarze Locher |113].

Me = |22 4 ar 2L (3.80)

AufBlerdem bestimmen wir die irreduzible Masse mittels der Relation

A .
My, = | 2. 3.81
167 ( )
Des Weiteren definieren wir
Mp
Mo = ————— —1 3.82
e Meci + Meo ( )

als eine Moglichkeit um die im System enthaltene Storstrahlung bewerten zu kénnen.
Aufgrund der gravitativen Bindungsenergie und der fehlenden Eindeutigkeit der lokalen
Massendefinition erwarten wir Mo 2 0. Liegt Mpe deutlich im Prozentbereich, sehen
wir, ausgehend von Erfahrungen mit Daten auf Cauchy-Blattern und der ADM-Masse,
dies als klares Indiz, dass die im System enthaltene Storstrahlung relativ zu den Mas-
sen der Schwarzen Locher groff ist. Dies muss bei einer Entwicklung der Anfangsdaten
beachtet werden. Fir den hier betrachteten Fall axialsymmetrischer Anfangsdaten heifit
dies, dass die Objekte hinreichend weit voneinander entfernt sein miissen, sodass die

Storstrahlung aus dem Gebiet laufen kann.

Fiir die in Abbildung dargestellten Anfangsdaten sind in Tabelle die bestimmten

physikalischen Parameter aufgelistet.

3.2.6. Diskussion der Anfangsdaten

Fir die als Startlosung genutzte Konfiguration ist die Bedingung an das Verhéltnis von
C und K lj verletzt. Die konstruierten Daten weisen innerhalb des Gebietes MITS
auf und beschreiben damit Weifle Locher. Im Folgenden werden die Parameter Cpg, Sp
und Pp schrittweise auf ihre Zielgrofle erhoht, wobei die in jedem Schritt gewonnene
Losung als neue Startlosung fiir das Newton-Raphson-Verfahren dient. Im Laufe dieses
Verfahrens wandern die MITS hinter den scheinbaren Horizont und die Daten beschreiben

zwei separierte gestorte Schwarze Locher. Abbildung zeigt eine solche Sequenz an
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Abb. [3.11/ || Abb.[3.13 Abb. [3.14 3.15
rechts links* mitte* rechts || links | rechts
Mg/R, -10? 1.32 0.55 0.67 0.63 0.63 | 1.82 | 1.81
A;/R% 107 4.24 1.25 2.91 2.00 2.16 || 15.39 | 15.00
Ay/R% 107 3.49 0.33 0.72 || 6.36 | 6.23
Mec1/Ry - 107 0.33 0.16 0.25 0.21 0.21 | 1.01 | 1.00
Mea/Ry - 107 0.28 0.08 0.12 | 0.46 | 0.45
M1 /Ry - 10 0.29 0.16 0.24 0.20 021 | 0.55 | 0.55
Mo/ Ry - 10 0.26 0.08 0.12 | 0.36 | 0.35
Mpo 1.24 1.29 1.68 2.00 0.87 || 023 | 0.24
J1 0.84 0 0.47 0.54 0.48 || 0.92 | 0.92
Ja 0.67 0 0.38 || 0.98 | 0.98
£AB 0.08 0.10 0.13 0.10 0.15 | 0.13 | 0.13
a/ R, 0.15 0.04 0.05 | 0.13 | 0.13

Tabelle 3.1.: Die aus den Anfangsdaten gewonnenen physikalischen Groflen fiir die in

den Abbildungen [3.17] 3.13] [3.14] und [3.15] vorgestellten Daten. Anfangsda-

ten mit MITS im Gebiet wurden verworfen. Mp ist die Bondi-Masse des
Blattes, A; die Oberflicheninhalte der scheinbaren Horizonte, My sind die
Christodoulou-Massen und die M;,, die irreduziblen Massen der jeweiligen
Objekte. Die j; sind die mit der jeweiligen Christodoulou-Masse gewonnenen
spezifischen Drehimpulse. Bei den mit einem Stern gekennzeichneten Daten
handelt es sich um Losungen mit einem gemeinsamen scheinbaren Horizont,

d.h. einem gestorten Schwarzen Loch.

Losungen, die griine Linie ist der mit dem Horizontfinder ermittelte scheinbare Horizont
und die rote Linie die innerste MITS. Mit von links nach rechts steigendem C und C,

wandern die MITS zum scheinbaren Horizont bis sie dahinter verschwinden.

Bei der Analyse der marginal gefangenen Flachen in den konstruierten Anfangsdaten
konnte nachgewiesen werden, dass zwei getrennte Schwarze Locher konstruiert wurden.

Viele der konstruierten Anfangsdaten enthalten MITS zwischen dem scheinbarem Hori-
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3. Die CMC-Blatterung

1072 1072

Abbildung 3.13.: Eine Sequenz von Loésungen, die das Verschwinden der MITS in den
Schwarzen Lochern bei Steigerung der Cp zeigt. Der konforme Faktor
Q) ist durch den Farbverlauf dargestellt. Die linke Grafik zeigt die Losung
mit C7 = Cy = 0, um beide Schwarze Locher sind neben den schein-
baren Horizonten (griin) MITS (rot) erkennbar. In der mittleren Grafik
ist bei 'y = 0.004291 und Cy = 0.000896 die MITS um das kleinere
Objekt im scheinbaren Horizont verschwunden. Die rechte Grafik zeigt
C7 = 0.014712, dort ist auch die MITS um das groflere Objekt hinter
dem scheinbaren Horizont verschwunden. Die iibrigen Parameter dieser
Losungen sind R, = 300, ag = 5, K = 0.05, r; = 1.333, o = 0.666,
S1=58=P =P =0.

zont und #*. Diese Anfangsdaten und miissen aussortiert werden, da sie Weifle Locher
beschreiben. Fiir viele der untersuchten Parameterkonfigurationen wurden MITS gefun-
den, und diese Anfangsdaten verworfen. Auch hier ist es von Interesse Anfangsdaten zu
konstruieren die in einen moéglichst grofien Parameterraum keine Weiflen Locher enthal-
ten. Die Untersuchung der Fragestellung wie die MITS zwischen dem scheinbaren Horizont

und £ vermieden werden kann erfordert weitere Forschung.

Die in Abbildung [3.13] und den folgenden Abbildungen [3.14 und [3.15] eingezeichneten Ko-
ordinatenlinien sind in p-Richtung Linien mit konstanten B und orthogonal dazu Linien

mit konstanten A. Die in etwa halbkreisformige Verdichtung der Koordinatenlinien ist
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die Grenze zwischen den beiden Gebieten.
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Abbildung 3.14.: Sequenz von Loésungen mit steigendem Abstand ag, die den Sprung des
scheinbaren Horizontes verdeutlicht. Die linke Grafik zeigt die Losung
fir ag = 1.518. In der mittleren Grafik bei ay = 1.64847, kurz vor
dem Sprung ist der scheinbare Horizont bereits eingeschniirt. Die rechte
Grafik bei ag = 1.64848, direkt nach dem Sprung, zeigt die getrennten
scheinbaren Horizonte. Die iibrigen Parameter sind R, = 300, K =
0.05, rp = 1.3333 C; = 0.1, S; = 0.2, ro = 0.6666, Cy = 0.075, Sy =
0.05, P, =P, =0.

Marginal gefangene Flachen, welche beide Objekte umschlieen, wandeln sich bei stetiger
Erhohung des Abstandes ay unstetig in zwei getrennte marginal gefangene Flachen, d. h.
die Flachen springen. Abbildung zeigt eine Sequenz mit springendem scheinbaren

Horizont.

Bei Anfangsdaten mit hoherem Spinparameter Sg kommt es zu einem Ablosen des schein-
baren Horizontes, d.h. die vorgeschriebene MOTS ist nicht mehr die auflerste MOTS.
Abbildung [3.15] zeigt solche Daten. Die rechte Grafik zeigt Daten mit MITS, welche nicht
vollstandig zwischen dem scheinbaren Horizont und .#* liegt sondern diesen schneidet.
Dies ist eine Konfiguration bei einem parametrischen (nichtdynamischen) Ubergang zwi-
schen Schwarzem und Weiflem Loch. Wenn die MITS vollstandig zwischen dem schein-

baren Horizont und .#* liegt, handelt es sich um ein Weiles Loch. Der gleiche Effekt der
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3. Die CMC-Blatterung

Abbildung 3.15.: Losungen mit hohem Spinparameter. Die rechte Grafik zeigt eine nicht
vollstandig zwischen scheinbarem Horizont und .+ liegende MITS. Der
Unterschied zwischen den beiden Grafiken sind die C'g, fiir die linke
Grafik wurde C7 = 0.9952 und C5 = 0.16928 und fur die rechte C; =
1.244 und Cy = 0.2116 gewéhlt. An den vorgeschriebenen MOTS ist
Q) > 0. Die iibrigen Parameter sind R, = 300, K = 0.05, r, = 1.3333,
S1 =10, ro = 0.6666, Sy = 2.5, P, = P, = 0.

sich langsam in das Gebiet schiebenden MITS wurde in der Analyse der Anfangsdaten
fiir Kerrsche Schwarze Lécher auf ACMC-Bléttern gefunden (siche Abschnitt [2.6). Fiir
Daten mit steigendem Spinparameter steigt auch der Wert von ¢ an der vorgeschriebenen
MOTS und der Wert von 2 sinkt, bleibt jedoch stets grofler als Null. Fir die Daten in
den Abbildungen (3.11} [3.13|und [3.14]ist 2 an den vorgeschriebenen MOTS Q|yoTs ~ 0.4.
Fir die Daten mit hohem Spinparameter in Abbildung gilt an den vorgeschriebenen
MOTS Q|mots =~ 0.2.

Abbildung zeigt eine Ubersicht des konformen Faktors aus der linken Grafik in
Abbildung mit in der in den Abbildungen - verwendeten Farbkodierung.
Die Abbildung zeigt, dass der konforme Faktor Q nur bei .#* verschwindet und innerhalb
des Gebietes positiv ist. An den vorgeschriebenen MOTS nimmt (2 lokale Minima an. Die

marginal gefangenen Flachen sind in dieser Grafik nicht eingezeichnet, sie entsprechen

denen in der linken Grafik in [B.15] sowie einer MITS bei ..
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1 08 06 04 0.2 0 -02 —-04 —-06 -08 —10

Abbildung 3.16.: Ubersicht iiber das gesamte Gebiet mit den Daten der linken Grafik in
Abbildung Der konforme Faktor € verschwindet bei . und ist
innerhalb des Gebietes positiv. An der Position der Schwarzen Locher

hat €2 lokale Minima, ist jedoch groffer Null.

Die in vorgestellten Beispieldaten sind nicht axialsymmetrisch, in dieser Arbeit wurde
versucht die axialsymmetrische Projektion der Beispieldaten zu konstruieren, es ist jedoch
nicht gelungen eine derartige Losung zu finden. Wir beobachten, ausgehend von dem oben
beschriebenen Verfahren, dass ab einer kritischen Parameterkonfiguration (Cj, S;) keine
Losung existiert. Bis beliebig nahe zu der kritischen Parameterkonfiguration sind jedoch
alle Losungen regular, mit rasch abfallenden Chebyshev-Koeffizienten. Als Ursache fiir
dieses Verhalten vermuten wir eine nicht eineindeutige Beziehung zwischen vorgegebenen

Parametern und der Losung ¢.

Insbesondere kann zu einem beliebigem vorgegebenen Parameter p ein daraus abgelei-
teter Wert p existieren fiir den wiederum Losungen existieren. Abbildung skizziert
ein solches Verhalten. Die durchgezogene und gestrichelte Linie beschreibt Losungen in
Abhéngigkeit des vorgegebenen Parameters p. Bis zu einem kritischen Parameter p; kon-
nen auf beiden Asten Losungen gefunden werden, ein Wechsel der Aste ist jedoch nicht
moglich. Der zu beobachtende Effekt wére, dass das Newton-Raphson-Verfahren nicht
konvergiert obwohl alle Losungen fiir p < pj vollkommen regulér sind. Wenn statt des
Parameters p der daraus abgeleitete Parameter p vorgeschrieben wird, kann das Verfahren

fiir alle p Losungen finden.
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Die fiir die Rekonstruktion der in [18] vorgestellten Daten notwendigen abgeleiteten Pa-
rameter wurden bisher von uns noch nicht gefunden. Die Analyse dieses Verhaltens und
die Suche nach alternativen Parametern bedarf weiterer Untersuchungen um den voll-

standigen Parameterraum abdecken zu kénnen.

p

P P

Abbildung 3.17.: Folge von Losungen in Abhéngigkeit eines vorgegebenen Parameters p.
Auf jedem der beiden Aste konnen Losungen bis zum kritischen Parame-

ter pp gewonnen werden, ein Wechsel der Aste ist jedoch nicht moglich.

Die zur Abschatzung der Storstrahlung eingefiihrte Groflie 9 e variiert fiir die in Tabel-
le [3.1] vorgestellten Anfangsdaten stark. Fiir Daten mit einem gemeinsamen Horizont ist
Mpc = 2. Bei dieser Konfiguration handelt es sich um ein einzelnes sehr stark ge-
stortes Schwarzes Loch. Da hier Binarsysteme konstruiert werden sollen, kann diese Art
von Daten verworfen werden. Fiir getrennte scheinbare Horizonte, d.h. zwei Schwarze
Locher, ergibt sich aus den Daten in Abbildung [3.15] M pc = 0.23. Fir die Bindrdaten in
den Abbildungen und ist Mpc um bis zu einem Faktor funf hoher. Diese
Werte sind grofer als die, durch die gravitative Bindungsenergie und die fehlende Ein-
deutigkeit der Massendefinition erwarteten Effekte. Insbesondere zeigt eine Vergroflerung
des Abstandes keine wesentliche Anderung von M pc. Daraus schlieBen wir, dass diese

Daten in erheblichem Maf} Storstrahlung enthalten.

Fiir eine Evolution dieser Daten ist es notwendig Schwarze Locher mit grolem physikali-
schem Abstand voneinander zu konstruieren um ein Auslaufen der Stoérstrahlung vor der
Kollision zu erméglichen. Die von BUCHMAN et al. [1§] konstruierten Daten wurden exem-
plarisch in [58] ausgewertet, dort wurden, fiir nicht axialsymmetrische Konfigurationen,

Anfangsdaten mit Mpe = 0.23 gefundenﬁ Auch hier deutet der grofle Wert von M pge

3In [58| wird statt der Christodoulou-Masse (3.80)) die irreduzible Masse (3.81)) angegeben, Mz wurde

deswegen mit dieser und der Bondi-Masse berechnet.
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auf einen hohen Anteil an Storstrahlung hin. Im Vergleich zu den auf Cauchy-Blattern
konstruierten Anfangsdaten enthélt das Binédrsystem auf hyperboloidalen Blattern sehr
viel Storstrahlung. Die Vermutung liegt nahe, dass auf solchen Bléttern die hier verwen-
deten Forderungen nach konstanter mittlerer Kriimmung und konformer Flachheit der
Anfangsdaten zu restriktiv sind. Die Suche nach nicht konform flachen Anfangsdaten auf

ACMC-Blattern bedarf weiterer Forschung.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden ACMC-Blitter fiir eine Uberlagerung zweier Kerr-
Schild-Metriken konstruiert. Die Koeffizientenfunktionen der Zwangsbedingungen wiesen
in dieser Blatterung einen sehr langsamen spektralen Abfall der zugehorigen Chebyshev-

Koeffizienten auf, aus diesem Grund wurde diese Blatterung verworfen.
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4. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden zwei Pfade verfolgt, zunéchst die Einfithrung und Dis-
kussion von ACMC-Bléttern. Die fiir die CMC-Blatterung bewiesene Regularitéitsbedin-
gung wurde auf die ACMC-Bléatterung tibertragen und ihre Giiltigkeit vermutet. Darauf
aufbauend wurden Anfangsdaten fiir gestorte Kerrsche Schwarze Locher konstruiert. Die
numerische Auswertung der Konvergenz der konstruierten Anfangsdaten unterstiitzt die
Vermutung der Giltigkeit der Regularititsbedingung. Insbesondere wurde nachgewie-
sen, dass eine Verletzung der Regularitatsbedingung irregulare Losungen erzeugt. Eine
Analyse dieser Daten offenbarte eine vielfaltige Struktur marginal gefangener Fléichen.
Insbesondere konnten anhand der Untersuchung marginal inwérts gefangener Flachen
Anfangsdaten, die Weifle Locher beschreiben, identifiziert werden. Fiir astrophysikalische
Untersuchungen kann diese Klasse von Anfangsdaten verworfen werden, sie sind jedoch
fiir eine Stabilitatsanalyse der Kerr-Losung von Interesse. Die Analyse der marginal aus-
warts gefangenen Fléchen zeigte bei hinreichend grofler Storung die Ausbildung eines

neuen scheinbaren Horizontes innerhalb des Gebietes.

Des Weiteren wurden die physikalischen Eigenschaften der gestorten Objekte untersucht.
Ein Ergebnis der Untersuchung ist die Vermutung, dass sich fiir starke Storungen die
Losungen wieder der ungestorten Losung annahern. Eine Bestatigung dieser Vermutung
Bedarf weiterer Untersuchungen. Mit dem iiber eine Multipolanalyse des scheinbaren
Horizontes gewonnenem Drehimpuls und der Bondi-Masse wurde die Dain-Bondi-Zahl
vorgeschlagen, eine neue aus der bekannten Penrose-Ungleichung abgeleitete Un-
gleichung fiir Schwarze Locher auf hyperboloidalen Blattern.

Auf der anderen Seite wurde im Rahmen der CMC-Blatterung diese auf die Kerr-Newman-
Familie Schwarzer Locher erweitert. Die Motivation fiir die Konstruktion von CMC-

Blattern fir die Kerr-Newman-Familie waren hauptsachlich die vorhandenen Regulari-
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tétsbeweise fiir die Losungen der Zwangsbedingungen. Im Rahmen dieser Arbeit konnten
unter anderem nicht spharisch symmetrische CMC-Blatter fiir die Schwarzschildlosung
konstruiert werden. Der Algorithmus ermoglicht in wenigen Schritten die Konstruktion
der CMC-Blatter fiir extremale Kerr-Newman Schwarze Locher. Die erzeugten CMC-
Blatter bilden den Ausgangspunkt fiir die Konstruktion von Anfangsdaten fiir die Kerr-

Newman-Familie.

Des Weiteren wurden, ebenfalls auf CMC-Blattern, Anfangsdaten fiir ein axialsymmetri-
sches Bindrsystem konstruiert. Diese Daten enthalten zwei entlang der z-Achse aufgereih-
te Schwarze Locher. Die in diesen Anfangsdaten enthaltenen marginal gefangene Flachen
wurden untersucht, und Anfangsdaten mit Weiflen Lochern verworfen. Die Untersuchung
der physikalischen Parameter der einzelnen Schwarzen Locher und des gesamten Blattes
legt die Vermutung nahe, das diese Daten in hohem Mafle Storstrahlung enthalten. Die
Suche nach Methoden zur Konstruktion von Anfangsdaten fiir Binarsysteme auf hyper-
boloidaler Bléitterung mit geringer Storstrahlung ist notwendig um diese Daten effektiv
evolvieren zu konnen. Ein vielversprechender Ansatz ist es nicht konform Flache Daten zu
konstruieren, in der Erwartung dass dies die Storstrahlung reduziert. Ein weiterer Schritt
ist der Verzicht auf Bedingungen an die mittlere Kriimmung, dies erfordert jedoch eine

weitere Analyse der Regularitédtsbedingungen.

Fiir eine zukiinftige Zeitentwicklung kénnen die Feldgleichungen in einer Welleneichung
(wave gauge) formuliert werden, wie dies z. B. in |[114] vorgeschlagen wird. Mittels des in
[19] beschriebenen Algorithmus ist eine vollstandig pseudospektrale Zeitentwicklung der
Daten moglich. Es wird gegenwartig daran gearbeitet in diesen Algorithmus die Einstein-
schen Feldgleichungen zu implementieren [115]. Dies verspricht die Méglichkeit hochpré-
ziser Losungen der Feldgleichungen und wiirde eine hochgenaue Analyse der zeitlichen

Entwicklung physikalisch interessanter Groflen und Effekte erlauben.
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