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Zusammenfassung

Ein konvexes Polygon P ist k-selbstaffin (bzw. k-selbstahnlich), wenn es in k& > 2
Polygone zerlegt werden kann, die affingleich (bzw. dhnlich) zu P sind. Es ist be-
wiesen, dass P dann nur hochstens fiinf Ecken besitzen kann. Dabei ist bekannt,
dass jedes Dreieck selbstahnlich und jedes konvexe Viereck selbstaffin ist.
Weiterhin weil man, dass einerseits ein selbstaffines konvexes Fiinfeck existiert,
aber andererseits das regulare Filinfeck nicht selbstaffin ist. In dieser Arbeit wird
nun zunachst gezeigt, dass jedes Fiinfeck, dessen Innenwinkelgroflen alle 108°
betragen, nicht selbstaffin ist. Daraufhin werden Uberlegungen dargestellt, dass
ein Filinfeck ebenfalls nicht selbstaffin ist, wenn die Innenwinkelgrofien leicht von
108° abweichen.

Desweiteren besteht die Vermutung, dass kein selbstédhnliches konvexes Fiinfeck
existiert. Die Innenwinkelgréfien, die ein solches haben miisste, sind bereits be-
kannt. Ebenfalls ist die Reihenfolge der Winkel bewiesen, jedoch bleiben dabei
zwei mogliche Orientierungen iibrig. Es wird gezeigt, dass die Fiinfecke, in die
das urspriingliche Fiinfeck zerlegt ist, nicht alle gleichorientiert sein konnen.
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Kapitel 1

Einfiihrung und Definitionen

Hertel und Richter haben angefangen die Menge der selbstaffinen konvexen Po-
lygone der euklidischen Ebene R? zu klassifizieren (siehe z.B. [1, 2]). In der vor-
liegenden Arbeit wird ein Teil dieser Ergebnisse zusammengefasst und versucht,
weiterhelfende Erkenntnisse zu finden.

Genauer gesagt werden nicht nur selbstaffine konvexe Polygone betrachtet, son-
dern zunichst beliebige selbstaffine konvexe Korper des R?. Ein konvezer Kor-
per bezeichnet eine abgeschlossene, beschrankte, konvexe Menge, deren Inneres
nichtleer ist.

Bei der Frage, ob ein gegebener konvexer Korper selbstaffin ist, wird nach der
Existenz einer speziellen Zerlegung dieses gefragt. Dabei sind die Mengen Kj,. . .,
Ky, fur k > 2, eine Zerlequng des konvexen Korpers K, wenn K = Ule K, und
int(K;) Nint(K;) = @ fir alle 4,j € {1,...,k},i # j, wobei int(S) das Innere
einer Menge S bezeichnet.

Ein konvexer Korper ist nun k-selbstaffin, k > 2, wenn affine Abbildungen
0; t R? - R2 i = 1,...,k, in der Art existieren, dass ¢1(K), ..., op(K) eine
Zerlegung von K ist.

Sind nun alle Abbildungen ¢; Ahnlichkeitsabbildungen, so ist K sogar k - selbst-
ahnlich.

Da die Eigenschaften affiner Abbildungen im Weiteren gebraucht werden, werden
diese und die Definitionen von Ahnlichkeits- und affinen Abbildungen hier noch
einmal kurz aufgefiihrt.

Eine Abbildung f : R? — R? ist eine affine Abbildung, wenn f darstellbar ist als
f(x) = A-z + v mit einer Matrix A € R? x R?, v € R? und det(A) # 0 1.

Eine solche Abbildung ist durch die Angabe von drei Punkten, die nicht kollinear
sind, und deren Bildpunkte eindeutig bestimmt.

Unter einer affinen Abbildung wird eine Figur im Allgemeinen in jede Richtung
unterschiedlich stark verzerrt, sie ist damit weder langen- noch winkeltreu. Es
gibt jedoch Eigenschaften, die erhalten bleiben:

'Bei allgemeinsten affinen Abbildungen, die z.B. auch Projektionen auf Teilriume umfassen,
wird det(A) # 0 nicht gefordert. Im Kontext der Selbstaffinitdt betrachten wir jedoch nur
Abbildungen aus der Gruppe der (invertierbaren) Affinitdten und setzen deshalb det(A) # 0
voraus.



e Bilder von Punkten, die kollinear sind, sind wieder kollinear (liegen alle auf
einer Geraden)

e parallele Geraden werden auf parallele Geraden abgebildet

e das Teilverhaltnis von drei kollinearen Punkten stimmt mit dem der Bild-
punkte tiberein

Ahnlichkeitsabbildungen haben die Gestalt f(z) = a-A-x+v (v € R?) mit einer
orthogonalen Matrix A € R? x R? und a > 0. Dies ist genau dann der Fall, wenn
ein a > 0 existiert, so dass fir alle z,y € R? gilt: | f(z) — f(y)| = a - |z — y|. Die
reelle Zahl a wird in diesem Fall als Ahnlichkeitsfaktor bezeichnet.

Zwei Mengen heiflen dann affingleich bzw. dhnlich, wenn eine affine bzw. Ahn-
lichkeitsabbildung zwischen ihnen existiert.

Nun ist bekannt, was ein selbstaffiner konvexer Korper ist, jedoch besagt der Titel
der vorliegenden Arbeit, dass es um konvexe Polygone gehen soll. Die Einschran-
kung auf diese kommt von der in [5] gezeigten Tatsache, dass jeder selbstaffine
konvexe Korper ein Polygon ist.

Ein konvexes Polygon bezeichnet die konvexe Hiille von endlich vielen Punkten
des R2, die nicht alle kollinear sind.

Im Weiteren ist bei der Verwendung der Begriffe Polygon, Drei-, Vier- oder Fiinf-
eck immer ein konvexes Polygon gemeint.

Eine erste starke Einschrankung bei der Klassifikation der selbstaffinen Polygone
wird im nachsten Kapitel gegeben. Die dann noch iibrigen zu betrachtenden Falle
werden in den Kapiteln 3 und 4 unterschiedlich stark betrachtet.

Fir das 2. Kapitel werden noch weitere Begriffe benotigt:

Ein Graph G ist ein Objekt G = (V; E), bestehend aus einer Menge V' von
Knoten und einer symmetrischen Relation £/ C V' x V| deren Elemente Kanten
genannt werden.

Die Anzahl aller sich in einem Knoten v € V treffenden Kanten wird Grad von
v genannt:

deg(v) == {x €V :(v,x) € E}|

Ein Graph heif3t planar oder kreuzungsfrei, wenn er in einer Ebene so gezeichnet
werden kann, dass sich zwei verschiedene Kanten hochstens in ihren Endknoten
treffen.

Ist ein planarer Graph G in R? eingebettet durch sein Bild G, so nennen wir die
Zusammenhangskomponenten von R?\G Flichen von G und auch von G.



Kapitel 2

Einschrankung der Eckzahl des
selbstaffinen Polygons

Die Klassifikation der selbstdhnlichen und -affinen konvexen Polygone hat durch
folgenden Satz eine entscheidende Einschrankung erhalten und es besteht unter
anderem durch diesen die Hoffnung, dass die Klassifikation irgendwann vollstan-
dig moglich sein konnte. Der Satz stammt aus [1, Satz 1] und wird dort auf
ahnliche Art bewiesen.

In dem Beweis wird die Eulersche Formel fiir planare Graphen verwendet, wes-
halb diese zunéchst noch einmal erklart werden soll.

Satz 2.1. Eulersche Formel fiir planare Graphen:

v Knoten

Bezeichnet | < | die Anzahl der Kanten eines plana-
f Flachen
c Zusammenhangskomponenten

ren Graphen, so gilt
v—e+f = c+1.

Beweis. Durch strukturelle Induktion:

Induktionsanfang: Die Formel gilt fiir den leeren Graphen G = (0, ()):
Dieser besitzt 0 Knoten, 0 Kanten und 0 Zusammenhangskomponenten, jedoch
eine Fliache. Die Formel liefert 1 =1.

Induktionsschritt: Vorausgesetzt die Formel gilt fiir einen bestimmten Graphen,
dann bleibt sie auch richtig, wenn Knoten und/oder Kanten hinzufiigt werden:

e Hinzufiigen eines Knotens:
Liegt der neue Knoten im Inneren einer Flache, so erhoht sich neben der
Anzahl der Knoten auch die Anzahl der Zusammenhangskomponenten um
1:

(v+1l)+f—e = (c+1)+1
& v+ f—e = ¢c+1 V (mit Induktionsvoraussetzung)



Liegt der neue Knoten im relativen Inneren einer Kante, so erhoht sich
neben der Anzahl der Knoten auch die Anzahl der Kanten um 1:

(v+1)+f—(e+1) = c+1
& v+ f—e = c+1 V (mit Induktionsvoraussetzung)

e Hinzufiigen einer Kante:
Verbindet die neue Kante zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten,
dann werden diese zu einer:

v+ f—(e+1) = (c=1)+1
& v+ f—e = c¢c+1 V (mit Induktionsvoraussetzung)

Verbindet die neue Kante zwei Knoten derselben Zusammenhangskompo-
nente, so entstehen aus einer Flache zwei neue Flachen:

v+ (f+1)—(e+1) = c+1
& v+ f—e = c+1 V (mit Induktionsvoraussetzung)

Da jeder beliebige planare Graph aus dem leeren Graphen durch geeignetes Hin-
zufiigen von Knoten und Kanten erzeugt werden kann, ist die Formel bewiesen.[]

Satz 2.2. Ist ein konvexes n-Eck P in k > 2 konvexe n-Ecke P; zerlegt (i =
1,...,k),s0gilt 3<n<5.

Bemerkung. Es ist somit weder moglich, ein konvexes n-Eck mit n > 6 in dazu
affingleiche n-Ecke zu zerlegen noch in beliebige konvexe n-Ecke.

Zum Beweis von Satz 2.2 wird ein noch allgemeinerer Satz bewiesen:

Satz 2.3. Ist ein konvexes n-Eck P in k > 2 konvexe m-Ecke P; zerlegt (i =
1,...,k), so gilt
k(m—6) < n—6.

Beweis. Um mit Hilfe der Eulerschen Formel Aussagen tiber Zerlegungen P =
U P; eines konvexen Polygons treffen zu konnen, stellt sich zunéchst die Frage,
auf welchen Graphen G = (V| E) sie iiberhaupt angewendet werden soll. Wir
benoétigen also einen Zusammenhang zwischen Graphen und Zerlegungen.

Dazu konstruieren wir zu einer vorhandenen Zerlegung eines konvexen n-Ecks
P =, P, in konvexe m-Ecke P; einen Graphen G = (V, E) wie folgt:

Die Eckpunkte aller Teile bilden die Knotenmenge, V := Ur_, vert(P;).

Eine Strecke AB soll genau dann eine Kante von E sein, wenn sie auf dem Rand
eines Polygons P; liegt und ABNV = {A, B} gilt (es gibt keinen weiteren Knoten
aus V zwischen A und B).

Weiter bezeichne v := |V| die Anzahl aller Knoten, v, die Anzahl aller Knoten
vom Grad 2, v die Anzahl aller Knoten dritten oder hoheren Grades und e := |E)|
die Anzahl der Kanten.



Dann gelten folgende (Un-)Gleichungen:

(I)va < n
Hochstens die Eckpunkte von P haben den Grad 2. Von allen Knoten im Inneren
von P gehen mindestens drei Kanten weg, da P und alle P; konvex sind.

(II) 21)2 + 3’03 < 2e

Kantenzéhlung iiber die Anzahl der Knoten: Die Knoten, die Eckpunkte von P
sind, haben mindestens Grad 2 und alle anderen Ecken der P; mindestens Grad
3 (wenn sie genau Grad 2 bzw. 3 haben, besteht somit Gleichheit). Dabei zahlen
wir jedoch jede Kante zwei Mal, deshalb 2e.

(III) k-m+n < 2e

Kantenzdhlung tiber die Anzahl der Seiten: P hat n Seiten und jedes P; (i =
1,...,k) hat m Seiten. Dabei zahlen wir jede Seite genau zwei Mal, solange keine
Seite von P oder eines der P; einen Knoten im relativ Inneren hat. Ansonsten
erhalten wir eine echte Ungleichung.

(IV)v+k—e = 1

Eulersche Formel fiir eine Zusammenhangskomponente: v —e + (k+1) =1+ 1.

Nun nutzen wir diese (Un-)Gleichungen gezielt aus:

Aus (II) folgt durch Addition von vy und Anwenden von (I)
3v = 3ug+3u3 = 209+ 334+ < 2e4+vy < 2e4+n
Damit kann 3v ersetzt werden in 3 - (IV):
3v+3k—-3¢e =3 = 2e+n+3k—3¢ > 3,

woraus n + 3k — 3 > e und somit 2n + 6k — 6 > 2e folgt.

Ungleichung (III) schétzt 2e nach unten ab, so dass wir
Nn+6k—6 > 2 > k-m+n

erhalten. Eine dieser beiden Ungleichungen ist strikt: Da wir k > 2 voraussetzen,
muss es mindestens eine Kante geben, die auf dem Rand von P beginnt. Beginnt
sie in einer Ecke von P, konnen nur noch hochstens die anderen n — 1 Eckpunkte
den Grad 2 haben, d.h. (I) ist eine echte Ungleichung und die vordere Unglei-
chung somit strikt.

Beginnt die Kante im relativ Inneren einer Kante von P, werden auf der lin-
ken Seite von (III) nicht alle Seiten doppelt gezahlt, so dass dies eine echte
Ungleichung darstellt. Somit wére dann die hintere Ungleichung strikt. Es folgt

n+6k—6 > k-m+n

und daraus
n—6 > k-(m—06).



Beweis von Satz 2.2. P ist nun in n-Ecke P; zerlegt, also m = n und somit

wegen Satz 2.3
k(n—6) < (n—6),

woraus folgende Félle entstehen:

n=6 : 0>0
n>6 : k<l
n<6 : k>1
also ein Widerspruch fiir mehr als fiinf Eckpunkte. O



Kapitel 3

Selbstaffine und selbstahnliche
Drei- und Vierecke

Wegen Satz 2.2 reicht es, auf der Suche nach selbstaffinen oder gar selbstédhnlichen
Polygonen, nur Drei-, Vier- und Fiinfecke zu betrachten. Deshalb soll in diesem
Kapitel zunichst ein Uberblick iiber einen Teil des bekannten Wissens zu Drei-
und Vierecken gegeben werden, bevor dann in Kapitel 4 die Fiinfecke genauer
betrachtet werden.

3.1 Dreiecke

Jedes Dreieck ist selbstdhnlich und damit auch selbstaffin.

Eine mogliche Zerlegungsvariante ist die folgende: Von jeder Kante wird der
Mittelpunkt bestimmt und die drei so entstandenen Mittelpunkte miteinander
verbunden. So ist jedes der vier entstandenen Dreiecke dhnlich zu dem urspriing-
lichen mit einem Ahnlichkeitsfaktor von a = % Das Beispiel in Abbildung 3.1
veranschaulicht dies.

Bei einer selbstaffinen Zerlegung kann jede beliebige Zerlegung in Dreiecke ge-
wahlt werden, da alle Dreiecke affingleich sind. Zwischen zwei beliebigen Dreie-
cken existiert immer eine affine Abbildung, die das eine auf das andere abbildet,
indem den drei Eckpunkten die jeweiligen anderen drei Eckpunkte zugeordnet

werden.

Abbildung 3.1: Jedes Dreieck ist selbstdhnlich, da diese Zerlegungsvariante immer
moglich ist.
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3.2 Vierecke

Selbstaffine Vierecke

Jedes konvexe Viereck ist selbstaffin. Um dies zu zeigen werden zunéchst mehrere
Definitionen und Hilfssdtze benotigt, die aus [1] stammen.

1(pq) bezeichne die vorzeichenbehaftete Langenmafizahl der gerichteten Strecke
pq. Das Teilverhdltnis von drei kollinearen Punkten u, v, w sei dann:

p(uw)
p(wv)

TV (uvw) =

Dieses verwenden wir, um konvexe Vierecke in Klassen einzuteilen. Ein Viereck
V = vjwivewy heit vom Typ (a,b) [V = V(a,b)], wenn die Eckpunkte so be-
zeichnet werden konnen, dass fiir den Diagonalschnittpunkt s := vivy N wyws
gilt

b = TV(wjwys) > a = TV (vjvgs) > 1.

Ein Beispiel dazu ist in Abbildung 3.2 gezeigt.

U1

V2 w1

Abbildung 3.2: Damit dieses Viereck vom Typ (a, b) ist, miissen die Ecken so wie
abgebildet bezeichnet werden, da dann b = % >a= % > 1 gilt.

Mit Hilfe dieser Definition entstehen Klassen affingleicher Vierecke, da folgender
Satz gilt:

Satz 3.1. Zwei Vierecke sind genau dann affingleich, wenn sie vom gleichen Typ
(a,b) sind.

Beweis. Wenn zwei Vierecke affingleich sind, dann sind sie auch vom gleichen
Typ, da Teilverhaltnisse unter affinen Abbildungen erhalten bleiben.
Die Umkehrung folgt direkt aus dem folgenden Lemma:

Lemma 3.2. Jedes Viereck V = V(a,b) vom Typ (a,b) ist affingleich zu einem
Standardviereck Vy = vwesey, dessen Ecken die Koordinaten v = (a,0)T, w =
(0,0)T, e5 = (—1,0)T und e; = (0, —1)T haben.

Beweis. Sei V' = vjw vwy ein beliebiges Viereck vom Typ (a,b). Da es zu jeden

beliebigen, nicht kollinearen, drei Punkten und ihren Bildpunkten eine affine Ab-
bildung gibt, existiert genau eine affine Abbildung ¢, die das Dreieck D = vswss
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auf das Dreieck Dy = ese;0 abbildet (wobei O = (0,0)T den Koordinatenur-
sprung bezeichnet). Wir konnen dabei fordern, dass ¢(ve) = es, ¢(wy) = e; und
©(s) = O gilt (siehe Abbildung 3.3). Wegen der Teilverhéltnistreue der affinen
Abbildung ¢ gilt dann auch ¢(v;) = v und p(w;) = w und damit (V) = V,. O

w1 w
(%) S V1 €2 o 1| v
wa -1 €1
(a) Ein beliebiges Viereck V' = vjwjvows vom (b) Das Standardviereck
Typ (a,b) Vo = vwegey

Abbildung 3.3: (zum Beweis von Lemma 3.2) Jedes beliebige Viereck V' = V'(a, b)
ist affingleich zu einem Standardviereck Vj durch eine Abbildung ¢ mit p(D) =
o(vwss) = exe10 = Dy.

Ein Spezialfall der Vierecke sind die Trapeze, fiir diese gilt: Ein Viereck V' =
V(a,b) ist genau dann ein Trapez, wenn a = b gilt. Dann ist a das Verhéltnis
der Langen der parallelen Seiten von V.

Nun sind die Grundlagen gegeben, um zu zeigen, dass jedes Viereck selbstaffin
ist, genauer gesagt gilt (dieser Satz stammt aus [2, Proposition 1]):

Satz 3.3. Jedes konvexe Viereck ist 5-selbstaffin.

Fiir den Beweis dieser Aussage benotigen wir zunéchst folgendes Lemma:

bbb

a’a

Lemma 3.4. Sei 1 < a < b. Dann lésst sich jedes Trapez vom Typ (
Vierecke vom Typ (a,b) zerlegen.

) in zwei

Beweis. Ein Représentant eines Trapezes vom Typ (2, 2) ist T' = (0,b)"(—1,0)”
(a,—a—1)T(a+4%,—1)" (sieche Abbildung 3.4). Der Anstieg der Kante (—1,0)"
(0,0)" betriagt b und der der Kante (a, —a — 1) (a + ¢, —1)":

= b.

o]

Damit sind dies die parallelen Kanten von 7" und 7" somit ein Trapez. Weiterhin
betragt das Verhaltnis ihrer Langen:

VETT  JPFT b

Cra JE+r) o

Folglich ist 7" vom Typ (2, 2).



Die Strecke (a,0)7 (0, —1)7 zerteilt T in zwei Vierecke. Die Diagonalen des einen
Vierecks sind dann (0,5)7(0,—1)T und (=1,0)"(a,0)” und damit parallel zu
den Koordinatenachsen. Weiterhin schneiden sie sich im Punkt (0,0)7. Folg-
lich ist dieses Viereck vom Typ (a,b). Das zweite Viereck hat die Diagonalen
(a,0)"(a,—a—1)" und (0, —1)"(a+ %, —1)", die somit auch parallel zu den Ko-
ordinatenachsen sind. Der Schnittpunkt der Diagonalen ist im Punkt (a, —1)T
und das Viereck folglich vom Typ (¢5=1, —2—) = (a,b).

1 atg—a
Da alle anderen Trapeze, die vom Typ (2, g) sind, durch eine affine Abbildung ¢
affingleich zu T sind, konnen sie in die zwei Vierecke von oben zerteilt werden,
auf die jedoch noch ¢ angewendet werden muss. O

(%)

()

(—a-1)

Abbildung 3.4: (zum Beweis von Lemma 3.4) Die Zerlegung eines Trapezes

T(%,2) in zwei Vierecke vom Typ (a, b)

Beweis von Satz 3.3. Sei V' = vjvyv3v4 ein beliebiges Viereck.

Zunéchst wird der Fall betrachtet, dass V' ein Trapez ist. Seien dabei ohne Ein-
schrénkung vyv, und vyv3 die parallelen Kanten von V. Dann zerteilen wir V' in
Trapeze V; mit den Eckpunkten v; + % (v4—1), Vo + % (v3—vg), Vo + %(Ug —Vsg)
und vy + £(vy —vy) fiir i = 1,...,5, was anhand von Abbildung 3.5a nachvoll-
zogen werden kann. Damit erhalten wir jedoch bereits fiinf Trapeze desselben
Typs, da das Verhaltnis der beiden parallelen Seiten gleich geblieben ist.

Nun betrachten wir den Fall, dass V' kein Trapez ist. Das heif3t, V' ist von einem
Typ (a,b) mit 1 < a < b, da der Fall a = b nicht auftritt, wenn V' kein Trapez ist.
Sei  eine Streckung mit Streckungszentrum v; und Streckungsfaktor #. Daa < b
gilt, ist (V') kleiner als V' und durch die Wahl des Streckungszentrums somit
eine Teilmenge von V. Folglich ist es moglich, V' in (V) = v1p(ve)p(vs)p(vy)
und zwei Trapeze T1 = (v9)vavsp(vs) und To = vzvsp(vy)p(vs) zu zerteilen
(sieche Abbildung 3.5b).

Die parallelen Kanten von T} sind vyvz und ¢(vs)¢(v3), wobei die letztere durch
die Wahl von ¢ eine Lénge von ¢ - |vpvs| hat. Folglich ist Ty vom Typ

lvgvs|  fuws| \ (b b
& |vaus|” ¢ - |vgus] a'a)

T, ist vom selben Typ, da das Verhéltnis der parallelen Seiten in diesem Fall

|’U3’U4| . b

4 Jozus| o«
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betragt.

Lemma 3.4 besagt nun, dass 77 und 75 jeweils in zwei Vierecke vom Typ (a,b)
zerteilt werden konnen. Dass ¢(V') ebenfalls vom Typ (a,b) ist, ist klar, da ¢
eine Streckung ist.

Somit erhalten wir insgesamt fiinf Vierecke desselben Typs wie V. O

U3

V4 vy

v + %(Us —v2)

A

v+ £ (ve — 1) Va v+ 2(v3 — v2)

v
U1+%(U4*U1) #(v1)

\

U1

U1 V2

p(v2)

(a) Die 5-selbstaffine Zerlegung eines Trapezes mit (b) Die 5-selbstaffine Zerlegung
Eckpunkten eines Beispiel-Zerlegungsstiicks V; fiir eines beliebigen Vierecks
1=3

Abbildung 3.5: (zum Beweis von Satz 3.3)
Beispiele von 3-selbstaffinen Vierecken werden in [4] gegeben. Eine Klassifikation

der 2-selbstaffinen Vierecke in [1]. Weiterhin gibt es natiirlich den Spezialfall der
selbstédhnlichen Vierecke:

Selbstahnliche Vierecke

Es gilt nicht, dass jedes Viereck selbstdhnlich ist.
Ein Beispiel fiir ein selbstahnliches Viereck ist das Quadrat oder Rechteck, wie
in Abbildung 3.6 zu sehen.

Abbildung 3.6: Ein Beispiel fiir ein selbstdhnliches Viereck ist das Rechteck.

Ein Beispiel fiir ein nicht selbstahnliches Viereck ist jedes Viereck, in dem drei
Winkel echt grofer als 7 sind [3, Lemma 2.7].
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Kapitel 4

Selbstaffine und selbstahnliche
Funfecke

4.1 Selbstaffine Fiinfecke

In [1] wird noch die Vermutung geduflert, dass kein konvexes Fiinfeck selbstaffin
ist. In [2] wird jedoch gezeigt, dass ein 27-selbstaffines Fiinfeck existiert.
Andererseits wird dort auch gezeigt, dass das reguldre Fiinfeck nicht selbstaffin
ist. Der Beweis dazu wird in dieser Arbeit nun als Grundlage genommen, um
einen allgemeineren Satz zu zeigen:

Satz 4.1. Jedes konvexe Fiinfeck, dessen Innenwinkelgroflen alle 3?” betragen, ist
nicht selbstaffin.

Beweis. Sei P ein konvexes Fiinfeck, dessen Innenwinkelgrofien alle 3?” betragen.
Wir nehmen an, dass P in dazu affingleiche Finfecke Py, ..., Py, k > 2, zerteilt
sei. Dies wird nun tiber eine Argumentation der Winkelgréflen der P;, die am
Rand von P liegen, zum Widerspruch gefiihrt.

Die Menge {bd(P)Nbd(F;) :i=1,...,k} teilt den Rand von P (kurz mit bd(P)
bezeichnet) in endlich viele Stiicke, die sich paarweise beriithren. Wir vernachlés-
sigen die Stiicke, die aus einem einzelnen Punkt bestehen.

Dann bilden alle iibrig gebliebenen Stiicke eine Zerteilung des Randes von P in
der Art, dass sie den Rand von P tberdecken, aber verschiedene Stiicke héchs-
tens gemeinsame Endpunkte haben.

Wir wihlen eine Orientierung auf dem Rand von P und bezeichnen die iib-
rig gebliebenen Stiicke in der entsprechenden Reihenfolge mit C',..., ), . Die
Schnittpunkte dieser seien mit ¢y, .. ., ¢;,, bezeichnet und zwar so, dass C;_1NC; =
{¢;}, j=1,...,m, gilt (wobei wir den Index j modulo m rechnen).

Fir jedes C; gibt es ein spezielles i(j) € {1,...,k} in der Art, dass C; C
bd(P) N bd(Py;)). Die Winkel von diesem Py in den Ecken ¢; und c;;1 be-
zeichnen wir jeweils mit o; und §;. Dann gilt fir jedes C; eine der folgenden
Moglichkeiten, welche in Abbildung 4.1 mit jeweils einem Beispiel dargestellt
sind:
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e 1. Fall: Cj enthalt keine Ecke von P in seinem relativ Inneren
e 2. Fall: C; enthalt genau eine Ecke von P in seinem relativ Inneren

e 3. Fall: C; enthélt zwei oder mehr Ecken von P in seinem relativ Inneren

(a) 1. Fall (b) 2. Fall (c) 3. Fall

Abbildung 4.1: (zum Beweis von Satz 4.1) Moglichkeiten wie viele Ecken von P
in C; enthalten sind

Fiir alle 3 Félle wahlen wir nun ein beliebiges aber festes P;;) und zeigen, dass
dann |ay| + |5;] > 7 gilt.

Dabei werden folgende weitere Bezeichnungen verwendet: Die Ecken von P wer-
den in der gewadhlten Orientierung nacheinander mit py, ..., ps bezeichnet. Die
Ecken von P;;) bezeichnen wir mit ¢i, ..., g5, so dass gilt: ¢1 = @i;(P1),.-.,¢5 =
©ij)(ps) fiir die affine Abbildung ¢, (i(7) € {1,...,k}), die P auf P,;) abge-
bildet hat.

1. Fall: Es sei ohne Einschrankung die Kante ¢;¢, der Schnitt von P;;) mit P (so
wie auch in Abbildung 4.1a dargestellt, im Maximalfall kann ¢;¢s auch mit der
gesamten entsprechenden Kante von P iibereinstimmen).

Die Geraden durch psp;, paps und p;ps bestimmen ein Dreieck (eine Beispielskiz-
ze ist in Abbildung 4.2 dargestellt). Das Bild dieses Dreiecks unter der affinen
Abbildung ¢;(;y ist wieder ein Dreieck. Damit gilt |a;| + |5;| > 7, was anhand
von Abbildung 4.3 noch einmal anschaulich nachvollzogen werden kann.

b3

bs

Abbildung 4.2: (zum Beweis Satz 4.1, 1. Fall) Das durch die Geraden psp;, paps
und pips bestimmte Dreieck

2. Fall: Es sei R ein regulidres Fiinfeck, so dass die Kanten parallel zu denen von
P sind (das ist moglich, da P nur Innenwinkel der Grofie 2& hat). Unten zeigen
wir, dass dann fiir ¢;;)(R) gilt: Wenn ~, 72 und 73 drei aufeinanderfolgende
Winkel sind und |yo| = 2 betrigt, dann gilt |y1] + |y3| > 7.

Da die Bilder paralleler Geraden wieder parallel sind, sind somit die Kanten von
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Abbildung 4.3: (zum Beweis von Satz 4.1, 1. Fall) Es gilt |y1|+ |72| < 7, da sonst
kein Dreieck entsteht, also |o;| + |B;| = 7 — || + 7 — || > 7.

P;(;y parallel zu denen von ¢;;)(R). Damit hat P;;y dieselben WinkelgroBen wie
@;(j)(R). Daraus folgt die Behauptung |a;| + |5;] > 7, da o; und j3; in diesem
Fall einen Winkel der Grofle %’T zwischen sich haben (der in der eingeschlossenen
Ecke von P liegt, siehe Abbildung 4.1b).

Es bleibt nun noch iibrig zu zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
von oben |y1| +|vs| > 7 in ¢;(;)(R) gilt. Diese Aussage wurde bereits in [2, Lem-
ma 3 (iii)] bewiesen, soll der Vollstandigkeit halber hier aber noch einmal gezeigt
werden:

Die Ecken von R seien mit 71, .. ., 75 bezeichnet und die von ;) (R) mit r{, ..., 7.
Durch die Anwendung einer geeigneten Ahnlichkeitsabbildung kann ¢;(;)(R) so
bewegt und vergroBert werden, dass wir 7} = rq, 5 = ro und 5 € r9r3 annehmen
kénnen. Nun fixieren wir einen Punkt r so, dass ror3rsr ein Parallelogramm bildet
(siehe Abbildung 4.4). Das Bild dieses Parallelogramms unter ;) ist rorgrir, da
©;(;) alle Punkte auf der Geraden durch ryry fest ldsst. Wegen 75 € ror3 erhalten
wir 7 € rr5, wodurch dann [yy| > [£(rsriry)| = 2 gilt. Da r4r} eine Diagonale

3T

von ;) (R) ist, gilt weiterhin |ys| > |£(rorsrs)| = m — |£L(r1ror3)| = 7 — <.

Durch eine Addition der beiden Abschéitzungen erhalten wir die Behauptung
Il + sl > 7

rh =19 7”1:71__'7"
!
1
! /
M3 - - — —— = - —/7‘5
!
R /
T3 s

Abbildung 4.4: (zum Beweis von Satz 4.1, 2. Fall) Das Parallelogramm ror3rsr
und das Bild rorgrir unter ¢

3. Fall: Wir zeigen die Behauptung, dass ¢;(;) in diesem Fall eine Ahnlichkeits-
abbildung sein muss. Da Ahnlichkeitsabbildungen Winkel erhalten, gilt somit:
ol + 18 = F + F > .

Seien ¢; und g, zwei Ecken von P im relativ Inneren von Cj, also ¢1 = p;, ¢2 = p;
fiur 7,5 € {1,...,5}. Der Schnittpunkt der Geraden durch g¢,g3 und ¢1¢s sei mit
p bezeichnet (sieche Abbildung 4.5). So entsteht ein Dreieck g2¢1p = p;p;p. Dieses
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Dreieck ist wegen gleicher Winkelgrofien zu dem Dreieck pop,p’ dhnlich, wenn p’
analog als Schnittpunkt der Geraden durch psps und p;ps konstruiert wird. Somit
ist g2q1p dhnlich zu pyp;p’, die unter ¢;(;) aufeinander abgebildet werden. Da eine
affine Abbildung durch drei Punkte und deren Bildpunkte eindeutig bestimmt
ist, liegt hier eine Ahnlichkeitsabbildung vor.

Abbildung 4.5: (zum Beweis von Satz 4.1, 3. Fall) Das Dreieck ¢2q1p = p;pip, das
ahnlich zu dem Dreieck pap1p’ ist, bei selber Konstruktion

Nun haben wir fir alle 3 Falle gezeigt, dass |a |+ |3;| > 7 gilt. Da dies auch alle
moglichen Fille sind, erhalten wir:

Z la;| +18;]) > mm.

Andererseits haben die Fiinfecke P;;_1) und Py fiir jedes j € {1,...,m} den
Punkt ¢; als gemeinsame Ecke, aber kein gemeinsames Inneres. Somit gilt |3;_|+

|a;| < 7 (der < Fall entsteht, wenn ¢; eine Ecke von P oder von einem weiteren
Py ist) und folglich:

Z ;| +18;]) < mm,
was den gewtinschten Widerspruch zur vorherigen Formel darstellt. U

Nun stellte sich die Frage, ob es moglich ist, nicht nur die Kantenldngen des
Fiinfecks zu variieren, sondern auch die WinkelgroBlen. Dies ist offenbar nur in
einem gewissen Bereich moglich, da es wie bereits erwéhnt ein selbstaffines Fiinf-
eck gibt.

In den weiteren Uberlegungen ist noch nicht alles formell bewiesen, so dass diese
nicht als Satz formuliert werden sollten. Dennoch geben sie eine erste Idee, in-
wieweit die Winkelgroflen von den bisherigen 108° abweichen kénnen. Das Ziel
ist zu zeigen, dass es ein ¢ > 0 gibt, so dass jedes konvexe Fiinfeck, dessen In-
nenwinkelgroBen zwischen 108° — ¢ und 108° + ¢ liegen, nicht selbstaffin ist. Im
besten Fall sollte dieses € noch berechnet werden.

Die Idee dabei ist, das Beweisprinzip des letzten Satzes wieder anwenden zu
konnen. Deshalb werden alle festgelegten Bezeichnungen und anfinglichen Uber-
legungen weiterhin verwendet und nicht noch einmal genannt. Wiederum gilt es
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nun fiir die folgenden Falle zu zeigen, dass in einem beliebigen aber festen P
|a;|+15;] > 7 gilt (Beispiele siehe Abbildung 4.1 und fiir den 4. Fall in Abbildung
4.8). Der Widerspruch wiirde dann analog zum letzten Beweis entstehen.

e 1. Fall: Cj enthalt keine Ecke von P in seinem relativ Inneren

2. Fall: C; enthélt genau eine Ecke von P in seinem relativ Inneren

3. Fall: C; enthélt genau zwei Ecken von P in seinem relativ Inneren

4. Fall: C; enthélt genau drei Ecken von P in seinem relativ Inneren

Dass C}; vier oder fiinf Ecken von P in seinem relativ Inneren enthalt, ist
nur moglich, wenn P = P gilt

1. Fall: Wenn wir voraussetzen, dass € < 18° ist, sind alle aufeinanderfolgenden
Winkel von P in der Summe gréfler als 180°. Damit entsteht wieder ein Dreieck,
wie im 1. Fall des Beweises von Satz 4.1 beschrieben, und der Fall kann analog
bewiesen werden.

2. Fall: Versuche, diesen Fall formell zu beweisen, haben leider noch nicht funk-
tioniert. Deshalb wéahlte ich die Variante ein Programm in Matlab zu schreiben,
das die gewilinschte Winkelgroflensumme || + |5;| berechnet (sieche Anlage 1).
In Abhéngigkeit von mehreren Variablen wollte ich dann den groBtmoglichen
Wert fiir € bestimmen, bei dem noch |a;| + |3, > 7 gilt. Nun wird zunéchst das
Vorgehen genauer erklart und im Anschluss werden die Ergebnisse genannt.
Anhand von Abbildung 4.6 wird im Folgenden beschrieben, was aus welchen
Groflen berechnet werden soll.

P4

_ ( cos|p] _ ( cosln]
ps = (smw) 45 = (smm
D3

\22\ 2= (3)
m=(3) e

a1 =(9) a2 =(§)

Abbildung 4.6: P und P in einer Ecke von P mit den festgelegten Koordinaten
und Winkeln

Zunachst einmal konnen wir voraussetzen, dass die Kanten pyp, und pyps von P
die Lénge 1 haben, da dies keine Auswirkung auf die Winkelgréfien hat, denn:
Wenn man ein Fiinfeck R so wéhlt, dass die Kanten parallel zu denen von P
sind und Léange 1 haben, dann sind die Kanten von Pj;y parallel zu denen von
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©ij)(R), da die Bilder paralleler Geraden wieder parallel sind. Damit hat P
dieselben Winkel wie ¢;;)(R).

Die Winkel in den Ecken p; von P seien mit p; bezeichnet, wobei |p;| = 3% + &
gilt, mit —e < ¢ < ¢, k=1,...,5. Die Winkel in den Ecken ¢ von P, seien
mit ; bezeichnet. Sei ¢; die eine Ecke von P im relativ Inneren von Cj, das
heiBt |[y1| = |p,| fir ein 7 € {1,...,5}. Uber die anderen WinkelgréBen von Py ;)
kénnen wir jedoch noch keine Aussagen machen.

Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass p; = (0,0)7 gilt. Durch oben beschrie-
bene Argumentation kénnen wir dann p, = (1,0)7 und ps = (cos|p1], sin|p1|)T
setzen.

P;(;) kann, durch geeignete Anwendung einer Ahnlichkeitsabbildung, so normiert
werden, dass ¢, = (0,0)T und ¢ = (¢,0)7, fiir ein ¢t € R, gilt und die Kante
q1¢5 Lénge 1 hat. Damit kénnen g5 die Koordinaten (cos|y:|, sin|y1])T zugeord-
net werden.

Die Abbildung ;) ist durch py, ps, ps und die Bildpunkte qi, g2, g5 gegeben
und eindeutig bestimmt. Zusammenfassend soll also gelten:

0 0
(%) - ()
1 t
o) - ()
([ coslpl _ (cos|m]
i) ( (Sin\pﬂ)) = (Sin\’yl\
Der Punkt p sei der Schnittpunkt der Geraden durch die Kanten pops und pyps
und ¢ der Schnittpunkt der Geraden durch ¢2gs und q4q5 (siehe Abbildung 4.6).
Der Winkel in ¢ sei mit v bezeichnet.
Wir wollen erreichen, dass |a;| + |5;| = |v2| + |75| > 7 gilt. Dazu betrachten wir

das Viereck ¢1¢2qq; und konnen stattdessen |vy;| 4 |y| < 7 fordern. Somit ist das
Problem iibertragbar in eine Nullstellensuche des im Folgenden definierten k:

ko= m—Iml=hl.
Solange k > 0 gilt, ist |ye| + |vs| > 7.
Fir die Berechnung von k wird |y| bendtigt und dafiir die Koordinaten des
Punktes ¢, der sich als Bildpunkt von p ergibt. Das heif3t, wir berechnen zunéchst
die Koordinaten von p, dann die Abbildung ¢;;) und mit diesen beiden dann
q = ¢i()(p) und [7].
p ergibt sich als Schnittpunkt der beiden folgenden Geraden ¢;, g durch die
Kanten pops und pyps:

N (e S

coslpr]\ (cos(|pr] — 2 + &)
= : + . > s peRS.
- {(w\m) g <sm<|p1| —Zte)
Durch Gleichsetzung erhalt man die Koordinaten von p, die ich jedoch nur mit
Matlab berechnet habe und hier nicht extra angeben mdochte.
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Die Abbildung ;(;) ergibt sich durch die oben genannte Zuordnung wie folgt:
Gesucht ist die Matrix A und das v € R?, so dass ;) darstellbar ist als
@i(j)(®) = Az+v. Durch Einsetzen der gegebenen Punkte erhélt man die folgende
Abbildungsgleichung:

cos|yi| — t - cos|p]

Qi <<x1>> _ sinlpy] . <x1>
i(5) Ty 0 SZTL|’)/1| X9 .

sinlp

Damit ist ¢ mit ¢ = ¢;(;y(p) gegeben und || kann berechnet werden:

cos|y| = :j@ﬁg,q_@ .
|q45] - lagz|

Mit diesen Uberlegungen war es dann moglich, ein Programm in Matlab zu schrei-
ben, das k berechnet, bei gegebenen Variablen ¢, (fir |p1]), &, (da |y1]| = |p,| fiir
einr € {1,...,5}), g, €5 und ¢.
Da eine Nullstellensuche in Matlab fiir eine Funktion, die von mehreren Varia-
blen abhéngt, nicht moglich ist, habe ich zunéchst eine Vermutung aufgestellt
und diese dann tiberpriift.
Die Vermutung ist einerseits dadurch entstanden, dass ich mir geometrisch tiber-
legt habe, was fiir einen Einfluss die Variablen jeweils haben. Desweiteren habe
ich jede Variable plotten lassen, wenn die jeweiligen anderen festgehalten wor-
den. Da sich die Variablen aber gegenseitig bedingen, ist es zunachst nur eine
Vermutung, dass die Variablen wie folgt Einfluss auf k& haben:

e c1: Um so kleiner €1, desto kleiner k
e ¢,.: Um so grofler ¢,., desto kleiner &
e c: Um so kleiner €5, desto kleiner k

e c5: Um so kleiner €5, desto kleiner &

t: Fiir t = 1 ist k am kleinsten, wenn €5 = €5, was ist bei einer Optimierung
dieser beiden Variablen der Fall ist

Dabei ist der Einfluss der ersten vier Variablen nur in einem ausreichenden Be-
reich um Null so wie beschrieben.

Diese Vermutungen habe ich verwendet, um eine Funktion zu schreiben, die aus-
schlieBlich von der Variable € abhéngt (siehe Anlage 2). Dazu wurden £ = g9 =
€5 = —¢, &, = +e und t = 1 gesetzt. Da diese Funktion nur von € abhéangt, ist es
moglich die Nullstelle berechnen zu lassen. Diese lag bei ¢ = 0,1079. Somit ist
k > 0 fir e <0,1078. Dies wiirde bedeuten, dass unsere Aussage fiir diesen Fall
fiir einen Winkelgrofienbereich von rund 101, 83° bis 114, 17° gelten wiirde.
Diese Vermutung konnte ich, durch eine Berechnung des Minimums von £ in
dem vermuteten Bereich, bestatigen. Mit der speziellen Matlab-Funktion ,fmin-
searchbnd® kann das Minimum einer Funktion von mehreren Variablen in einem
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gewiinschten Bereich berechnet werden, wobei es moglich ist, fiir jede Variable
einen eigenen Bereich zu wahlen. Somit konnte ich —0,1078 < e1,¢,, 69,65 <
0,1078 und 0 < ¢t < 1.000.000.000 wéhlen.

Das Minimum in diesem Bereich wurde tatsachlich fir e = e5 = g5 = —0, 1078,
g, = 0,1078 und ¢t = 1 angenommen und ist mit einem Wert von k£ = 0, 00054
wirklich nur knapp iber Null. 1.000.000.000 war der grofftmogliche Wert fiir ¢,
bei dem die Berechnung noch moglich war, aber dies sollte bei dem erwarteten
Ergebnis von ¢ = 1 kein Problem sein, da auch geometrisch nachvollziehbar ist,
dass k fiir wachsendes ¢ nicht mehr kleiner wird, sondern grofer.
Zusammenfassend gilt: Fir den 2. Fall ist |a;| + |8;] > 7, wenn die Innenwinkel-
groffen von P zwischen rund 101, 83° und 114, 17° liegen.

3. Fall: Die Bezeichnungen der Eckpunkte und Winkel von P und F;(;) aus dem 2.
Fall werden weiterhin verwendet. Jedoch werden dieses Mal die Koordinaten der
Eckpunkte von P anders gewéhlt und sind in Abbildung 4.7 mit dargestellt. Die
zwei Ecken von P im relativ Inneren von C; seien ¢; und g5, das heifit |y1| = |py|
und |y5| = |ps| fir r € {1,...,5} und s = r + 1 (modulo 5).

_ ( (10ps|+1)-cos|p|
Pa= <<|op5|+1>»sm\p\)

b3

_ [ |Ops|-cos|p|
Ps = (|op5\-sm|p|

)

0 =(9) 0 p2 = (
P1=(1)

oN
~—

_ ( (|0gs|+1)-cos||
94 = \ (|Oogs|+1)-sinly|

|Ogs|-cos|v|

p— 3
0 (\0q5|-smw| ¢

)

0=(5)

@ =(3) a2 = ()

Abbildung 4.7: P und P;;) mit zwei gemeinsamen Ecken und den festgelegten
Koordinaten und Winkeln

Ohne Einschrinkung habe p; die Koordinaten (1,0)” und p, = (2,0)T. Der
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Koordinatenursprung O = (0,0)7 sei der Schnittpunkt der Geraden durch p;ps
und pyps. Dies ist mit Hilfe der selben Argumentation wie am Anfang des 2. Falls
so annehmbar. Den Winkel in O bezeichnen wir mit p, wobei |p| = 7 — (2 —
51) — (2% — 55) = % +€1 +€5 gllt

Der Abstand von ps zum Koordinatenursprung O kann mit Hilfe des Sinussatzes

wie folgt berechnet werden:

Ops|  _ _ [Opi]

sin(m— |pil)  sin(x — |ps))

Daraus folgt in unserem Fall:

sin(3E —ey)

sin(3E — e5)

|Ops| =
Damit hat ps die Koordinaten (|Ops| - cos|pl, |Ops| - sin|p|)T.
Fir die Kante pyps kann ebenfalls eine Lange von 1 angenommen werden, da
bei unseren Uberlegungen nur die Winkelgréfien eine Rolle spielen. Somit ist py
durch ((|Ops| + 1) - cos|pl|, (|Ops| + 1) - sin|p|)T gegeben.
Analog sind die Koordinaten in P;;y wahlbar, wenn gegebenenfalls eine geeignete
Ahnlichkeitsabbildung angewendet wird. Wir wihlen also ¢; = (1,0)T, ¢ =
(2,0)T, g5 = (|Ogs| - cos|v|,|Ogs| - sin|y|)T und den Koordinatenursprung O =
(0,0)T wieder im Schnittpunkt der Geraden durch ¢;¢q» und g4q5. Der Winkel in
O sei mit v bezeichnet.
Nun ist die Lange der Strecke |Ogs| durch den Sinussatz analog gegeben durch:

. 27
sin(E — ¢,
0gs| = S5 — <)

sin(3E —e,)

In diesem Fall soll also gelten: |ay| + |5;] = [v2| + |74] > 7.
Die Abbildung ;) ist durch die Punkte O, p; und ps und ihre Bildpunkte

gegeben:
0 0
o) - (1)
1 1
corll) - ()
o (1083l coslol) (10w cos]
0 |Ops| - sinlpl Ogs] - sinl
Das heifit, das Dreieck Op,ps wird auf das Dreieck Ogq,q5 abgebildet. Im ersten
Dreieck gibt es Winkel der Grofie 2?” — g1 und 2?” — €5, im zweiten %’r — &, und
%’r — 5. Die jeweils dritte Winkelgrofle bestimmt sich durch die beiden angege-
benen. Dabei gilt: —e < €1, ¢5,¢,, 6, < ¢ flr ein geeignetes . Wenn dieses ¢ klein
genug gewahlt wird, dndern sich die Winkelgroffen unter ;(;y folglich nur sehr
wenig. Damit dndern sich auch die Winkelgrofien von p, und py unter ¢;;) nur

in einem gewissen Bereich. Es muss somit ein € geben, so dass diese grofier
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bleiben, also um nicht mehr als 18° kleiner werden. Damit gilt dann: vy, 4, > 7.
Ob jedoch € = 0,1078 moglich ist (der Maximalwert aus dem 2. Fall), ist damit
noch nicht klar. Um dies herauszubekommen, habe ich wiederum Matlab verwen-
det. Leider gibt es fir diesen Fall (noch) kein optimales Ergebnis, fiir welches
es moglich ist zu zeigen, dass v, + 4 > 7 gilt. Ich habe jedoch festgestellt, dass
e =0,1078 zu grof3 ist und dass es fiir £ = 0,0556 aber funktioniert.

Die dafir geschriebene Matlab-Funktion ist dhnlich aufgebaut wie im 2. Fall (sie-
he Anlage 3). Jedoch werden abgeénderte Werte und mehr Variablen benétigt.
Die Abbildungsvorschrift ist tiber die oben genannten Punkte nun gegeben durch:

1 |Ogs| - cos|y| — |Ops| - cos|p|

i\ . O - sinh| 72)

|Ops| - sin|p|

Ahnlich wie im 2. Fall habe ich dann das Viereck Ogsg3qs betrachtet und fiir
folgendes k soll nun k£ > 0 gelten:

ko= =yl =l

wobei dieses Mal |y| = £ + &, + &, gegeben ist und |y3| berechnet werden muss.
Um dies tun zu konnen, werden die Koordinaten des Punktes g3 benotigt. Diese
ergeben sich durch ¢;(;y(ps). ps ist der Schnittpunkt der beiden folgenden Geraden
g1, g durch die Kanten pops und pspy:

- () e

g = {((\Op5| +1) - cos|p|> by (cos(—g +e1tey —|—55)> ne R} .

(|Ops| + 1) - sin|p| sin(—% + &1+ &4+ €5)

Desweiteren miissen ga = @;(;)(p2) und g4 = ©;(;)(p4) bestimmt werden, um dann
|v3| wie folgt berechnen zu kénnen:

cos|ys| = :j—<@’@> )
|43q4| - 14365

Die Berechnung von k hangt somit von den Variablen €1, €9, €4, €5, €, und &g
ab (da |y1| = |pr| und |y5| = |ps|). Diese bedingen sich jedoch gegenseitig, einer-
seits da g3 durch e3 = —e; — €5 — g4 — €5 eindeutig bestimmt ist und ebenfalls
—e < g3 < +¢ gelten muss, andererseits muss ¢, € {e1,¢&2,¢€3,64,65} sein und
dann €, € {g;_1,€;41}. Dadurch ist es leider noch nicht gelungen, den Maximal-
wert fiir € zu bestimmen.

Es ist jedoch sicher, dass € = 0, 1078 zu grof§ ist, da bei der folgenden Wahl, die
auch moglich ist, nur |ys| + |y4| = 3,0323 < 7 gilt: £1 = —0, 1078, 5 = 0, 1078,
g4 =0, e5 =-0,1078, ¢, = 0,1078 und ¢, = 0,1078 (&,,&5 € {e3,22}, da dann
g3 = 0,1078 gilt).

Anhand von Uberlegungen, welchen Einfluss die einzelnen Variablen haben und
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5
dass Y e = 0 gelten muss, habe ich nun versucht, eine Funktion in Matlab zu
k=1
schreiben, die wiederum nur von einer Variable € abhingt. Die daraus entstan-

dene Vermutung liefert einen Wert von € = 0,0726 = 4, 16°. Jedoch ist es leider
(noch) nicht gelungen, diese Vermutung sicher bestétigen zu kénnen.

Bei dem selben Verfahren der Berechnung des Minimums wie im 2. Fall habe ich
Werte erhalten, die k < 0 liefern, die aber wohl durch die oben genannten Ein-
schrankungen nicht realisierbar sind. Um dieses Verfahren dennoch anwenden zu
konnen, habe ich ein kleineres € gesucht, so dass das Minimum gerade noch ein
positives k liefert. Das Minimum wird dann zwar durch einen Fall angenommen,
der nicht realisierbar ist, aber dennoch wissen wir so, dass in diesem Bereich
|2| + |v4| > 7 gilt. Das Ergebnis dieser Berechnung ist € = 0,0556 ~ 3, 18°. Das
heifit, dass dieser Fall fiir Innenwinkelgroflen zwischen rund 104, 82° und 111, 18°
behandelt ware.

4. Fall: Wenn es genau drei Ecken von P im relativ Inneren von Cj gibt, ist die
Summe der WinkelgroBen in den darinliegenden Winkeln hochstens 3 - (32 + ¢).
Damit betragt die Winkelgroflensumme der beiden anderen Winkel, die in diesem
Fall |o| 4 |B;| entspricht (sieche Abbildung 4.8), mindestens:
3m 6m
| + 18, = 37— 3- <—+5) _ T
5 5
Das heif3t, bei einer Wahl von ¢ < 7 = 127 ist dieser Fall gezeigt und stellt keine
weitere FEinschrankung dar.

Abbildung 4.8: Der 4. Fall

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass ein ¢ > 0 existiert, so dass jedes
Fiinfeck, dessen Innenwinkelgrofien zwischen 108° — ¢ und 108° + ¢ liegen, nicht
selbstaffin ist. Eine Wahl fiir € ist dabei ¢ = 3,18°. Es besteht weiterhin die
Vermutung, dass € = 4, 16° ebenfalls ein moglicher Wert ist.

Desweiteren bleibt es spannend, ob es eventuell auch moglich ist, fiir ganz andere
Winkelbereiche zu zeigen, dass das entsprechende Fiinfeck nicht selbstaffin ist.
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4.2 Selbstahnliche Fiunfecke

Es besteht folgende Vermutung:
Vermutung 4.2. Kein konvexes Fiinfeck ist selbstahnlich.

Dies konnte zwar noch nicht gezeigt werden, aber es gibt bereits viele Einschréan-
kungen.

In [3, Satz 2.22] wird bewiesen, dass ein Fiinfeck hochstens dann selbstédhnlich
ist, wenn es Innenwinkel der Gréfle %, 7, %’r, ‘%’r, %’r hat und diese auch in der
genannten Reihenfolge vorkommen.

In [2, Proposition 5] wird die Existenz eines sogenannten orientierungserhaltend
selbstdhnlichen Fiinfecks widerlegt.

Ein konvexer Korper K ist orientierungserhaltend selbstihnlich, wenn Ahnlich-
keitsabbildungen ¢; : R? — R2,i = 1,..., k, existieren, welche die Orientierung
von K erhalten und ¢;(K), ..., ¢r(K) dann eine Zerlegung von K ist.

Dieser Satz wird hier noch einmal gezeigt, da die Beweisidee als Ansatz fiir wei-

tere Uberlegungen dient.
Satz 4.3. Kein konvexes Fiinfeck ist orientierungserhaltend selbstédhnlich.

Beweis. Wir nehmen an, dass P ein orientierungserhaltend selbstdhnliches Fiinf-
eck ist, welches in die Fiinfecke Py, ..., Py zerlegt ist. Dabei sei ¢;(P) mit P; be-
zeichnet fiir i = 1,...,k, wenn ¢; Ahnlichkeitsabbildungen sind, welche die Ori-
entierung von P erhalten. Die Ecken von P seien mit py, ..., ps bezeichnet und
die dazugehérigen Winkel mit |on] = I, [as| = 2, Jog| = 2, |ou| = 2, |as| = 2
(sieche Abbildung 4.9).

Die Ecke p; muss zu einem Fiinfeck P; gehoren, sei dies ohne Einschrinkung P;.
1 ist eine Streckung mit Streckungszentrum p;, da alle anderen Winkel von P
groBer sind als |a;| = § und da ¢, die Orientierung erhélt. Somit muss die Ecke
©1(p1) mit p; tbereinstimmen und ¢;(ps) ein relativ innerer Punkt der Kante
p1ps sein.

Der Rest von P, P\ Py, hat in diesem Punkt einen Winkel der GroBe 7 —|as| = .
So muss mit selber Argumentation wie vorher dieser Punkt zu einem weiteren
Fiinfeck, ohne Einschrankung Ps, gehéren und wieder die neue Ecke ¢o(p;) mit
der Ecke ¢;(ps) iibereinstimmen, da die Winkel der anderen Ecken alle groBer
sind. Die Ecke ¢2(p5) kann entweder mit der Ecke ps von P tibereinstimmen oder
wieder ein relativ innerer Punkt der Kante pips sein. Im letzten Fall fithren wir
die Argumentation so lange fort, bis die Kante p;ps; komplett iiberdeckt, ist mit
Fiinfecken Pi,..., P, mit ¢;(ps) = ps, fur ein | € {1,...,k} (siehe Abbildung
4.9).

@y ist eine Streckung mit Streckungszentrum ps; und einem Streckungsfaktor der
kleiner als 1 ist. Infolgedessen muss die Ecke ¢;(p4) ein relativ innerer Punkt der
Kante pyps sein und P\ (P U...U B) hat in diesem Punkt einen Winkel der
Grofe m—|ay| = §. Da jedoch alle verbleibenden Zerlegungsstiicke P; nur gréfiere
Winkel besitzen, kann P durch diese nicht weiter iiberdeckt werden. Somit erhal-
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ten wir einen Widerspruch zu der Annahme, dass P ein orientierungserhaltend
selbstdhnliches Fiinfeck ist. O

©1 (P4)
Ps = @1(ps) P

w1-1(ps) = pi(p1)

p3
P
©2(ps) = @3(p1)
©1(ps) = p2(p1)
1= ¢1(p1) P2

Abbildung 4.9: (zum Beweis von Satz 4.3) Die Zerlegung der Kante p;ps eines
orientierungserhaltend selbstéhnlichen Fiinfecks hétte diese Gestalt.

Nun werden wir zeigen, dass die Aussage des vorherigen Satzes noch verschéarft
werden kann:

Satz 4.4. Wenn ¢, (P), ..., pr(P) eine selbstdhnliche Zerlegung eines konvexen
Fiinfecks P ist, mit Ahnlichkeitsabbildungen ¢;, dann kénnen die Fiinfecke ;(P)
nicht alle gleichorientiert sein.

Beweis. Wir bezeichnen wieder o;(P) mit P, fir i = 1,..., k. Die Variante, dass
alle P; gleichorientiert sind wie P, wurde in Satz 4.3 betrachtet und widerlegt.
Nun ist somit noch zu zeigen, dass die Fiinfecke P; nicht alle andersherum ori-
entiert als P sein konnen. Dafiir werden die Bezeichnungen aus dem Beweis von
Satz 4.3 weiter verwendet und Beweisschritte, die analog gefithrt werden, nicht
noch einmal ausformuliert. Anschaulich ist der Beweis in Abbildung 4.10 darge-
stellt.

Wir fangen wieder damit an, die Ecke p; von P zu betrachten. Diese muss zu
einem Flnfeck P; gehoren, sei dies ohne Einschrankung P;. Wie bereits erklart
muss dann die Ecke o1 (p;) mit p; iibereinstimmen. P ist jetzt andersherum ori-
entiert als P und es kann nicht ¢ (ps) = ps gelten, da P\ P, sonst einen Winkel
der GroBe |as| — |as| = 2 — I = I hitte, jedoch kein Fiinfeck P, ..., Py einen
Winkel dieser Grofe besitzt. Das heifit, die Ecke (1 (p2) muss ein relativ innerer
Punkt der Kante pps sein. In diesem Punkt hat P\ P; einen Winkel der Grofie
7 — |ag| = §. Dieser Punkt muss zu einem weiteren Fiinfeck gehéren, ohne Ein-
schrankung P,, und mit der neuen Ecke yo(ps) iibereinstimmen, da alle anderen
Ecken keinen Winkel der Grofie 7 haben. Die Ecke ¢;(p3) kann entweder mit der
Ecke ps von P iibereinstimmen oder wieder ein relativ innerer Punkt der Kante
p1ps sein.

Im zweiten Fall hat P\ (P, U P,) in diesem Punkt einen Winkel der Groe

7 — |as| = 5. Somit muss dieser Punkt mit der neuen Ecke y3(p;) libereinstim-
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men, wenn P3 das néachste Fiinfeck ist, zu dem @q(p3) gehort.

Wegen der Orientierung von Pj ist ¢3(p2) der nichste Punkt, der wegen obiger
Argumentation nicht mit ps tibereinstimmen kann und somit im relativ Inneren
der Kante p;ps liegt. Im diesem Fall hat P\ (P,UP,U P;) einen Winkel der Grofe
T —|ag| = %, so dass die Ecken ¢3(ps) und ¢4(p2) tibereinstimmen miissen, wenn
P, das néachste Funfeck ist.

Somit sind wir wieder am Anfang unserer Argumentation und zusammenfas-
send gilt: Wenn die Kante p;p5 irgendwann vollstandig von Fiinfecken P, ..., P,
tiberdeckt ist, fir ein [ € {1,...,k}, so gilt:

P = <P1(p1)7
e1(p2) = 2(p2),
pa(ps) €  {ws(p1),ps},

pa2j(p3) € {pa41(p1),p5},

ajr1(P2) = Para(p2),
wi1(p2) = @up2),
P1 (ps) = Ds,

fir j e {1,...,L —1}.
Fiir das Verstandnis dieser Gleichungen sollte die Abbildung 4.10 ebenfalls hilf-
reich sein.

yZ

b3
@a(p3) = e5(p1)
©3(p2) = pa(p2) p
©2(p3) = p3(p1)
©1(p2) = p2(p2)
p1 = p1(p1) P2

Abbildung 4.10: (zum Beweis von Satz 4.4) Die Zerlegung der Kante p;ps eines
selbstdhnlichen Fiinfecks, in dem die Finfecke Py, ..., P, alle gleichorientiert
sind, hétte diese Gestalt (es kann jedoch auch schon P, = P, oder Py = P,
gelten).

Wegen ¢;(p3) = ps und der Orientierung von P, ist ¢;(ps) der néchste zu be-
trachtende Punkt. Fiir diesen konnen folgende Félle eintreten:

o ;(p4) ist ein relativ innerer Punkt der Kante pyps (wie in Abbildung 4.10):
Dann hat P\ (P, U...U B) in diesem Punkt einen Winkel der Grofie
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7 —|ay| = §. Da jedoch alle Fiinfecke P; nur groiere Winkel besitzen, kann
P durch diese nicht weiter iiberdeckt werden. Somit erhalten wir fiir diesen
Fall einen Widerspruch.

e es gilt ¢;(ps) = psy und p;(ps) ist ein relativ innerer Punkt der Kante pspy
(sieche Abbildung 4.11):
Dann ist an dieser Kante aber dieselbe Argumentation wie oben fiir die
Kante pips fithrbar. Am Ende gilt dann somit ¢,,(p3) = ps fir ein m €
{l+1,...,k}. Dieses Mal kann dann jedoch nur der erste Fall, dass ¢, (p4)
ein relativ innerer Punkt der Kante pops ist, eintreten und dieser wurde
bereits zum Widerspruch gefithrt. Die anderen beiden Fille (der gerade
beschriebene und der néichste) kénnen nicht eintreten, da ¢, (ps) = po

wegen den Winkelgréfien von %’T und 7 nicht gelten kann.

ps = pi(p3) pa = pi(pa)

P1

Abbildung 4.11: (zum Beweis von Satz 4.4) Wenn ¢;(p3) = ps; und ¢;(ps) = pa
gilt, wirde P, ungefahr so in P liegen.

e cs gilt v;(ps) = ps und ¢;(ps) = ps (siehe Abbildung 4.12):
Dann gilt somit psps = @i(ps)i(ps) und psps = i(pa)ei(ps). Das heifit,
auch die Léngen dieser Kanten sind gleich. Dies nutzen wir aus, um zu
zeigen, dass auch dieser Fall nicht moglich ist:
Sei a der Ahnlichkeitsfaktor der Abbildung ¢;. Dann gilt:

[paps| - a = |ei(pa)er(ps)| = |paps| = |S0[(p4)fl<p3>| - |p455‘
= |paps|-a = |p2p5|
&S a = 1
Dann wiirde jedoch P, = P gelten.
O

Bei den Beweisen der letzten beiden Sitze wurde immer von der Kante pips
ausgegangen. Damit stellt sich nun die Frage, ob eventuell auch die anderen
Kanten nicht durch Fiinfecke zerlegt werden kénnen, die entlang dieser unterein-
ander gleichorientiert sind. Dies konnte jedoch nicht bestétigt werden, da jeweils
Zerlegungsvarianten existieren. Eine mogliche Zerlegung der Kante pips ist in
Abbildung 4.13 zu sehen, von den Kanten pop3 und pspy in Abbildung 4.14 und
von der Kante pyps in Abbildung 4.15.
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s = wi(p3) pa = i(pa)

p3 = wi1(ps)

P1

Abbildung 4.12: (zum Beweis von Satz 4.4) Wenn ¢;(ps) = ps, ¢i1(ps) = ps und
oi1(ps) = p3 gilt, wiirde P, so in P liegen. Dies ist jedoch mit einer Ahnlichkeits-
abbildung ¢; nicht moglich.

b3

Py

p1 D2

Abbildung 4.13: Eine selbstdhnliche Zerlegungsmoglichkeit der Kante pips in
gleichorientierte Fiinfecke Py, Py, P3

Ob wirklich kein selbstdhnliches Fiinfeck existiert, bleibt eine offene Frage. Fiir
diejenigen, die gerne weitere Uberlegungen anstellen méchten, sei jedoch noch
erwahnt, dass ein Gegenbeweis nicht nur iiber die Winkelgréfien gefiihrt werden
kann. Eine gleichwinklige Zerlegung eines Fiinfecks mit den genannten Winkel-
grofen 5, 2, 2% 5% 2% st in [3, Abbildung 2.34] gegeben, die Fiinfecke sind dabei
jedoch nicht dhnlich zum Ausgangsfiinfeck.
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P1 D2

Abbildung 4.14: Eine selbstahnliche Zerlegungsmoglichkeit der Kanten pops und
p3p4 in jeweils gleichorientierte Flinfecke Py, P, P3, P,

D5 P4

Py
b3

D1 D2

Abbildung 4.15: Eine selbstdhnliche Zerlegungsmoglichkeit der Kante pyps in
gleichorientierte Fiinfecke, in diesem Fall reicht wieder ein Zerlegungsstiick P;
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Anlagen

Die Matlab-Funktionen zu Kapitel 4.1:

Anlage 1

Zum 2. Fall: Die Berechnung von k aus den Variablen ¢4, €,, €9, €5 und ¢, die in
einem Vektor e zusammengefasst sind.

function [k] = epsilonVektor(e)
el=e(1);

er=e(2);

e2=¢e(3);
eb=e(4);
t=e(5);
z=eb+pi/b+el;
m=(1+(cos(2%pi/5-e2).*sin(3*pi/5+el))./sin(2*pi/5-e2)-cos(3*pi/5+el))./
(cos(z)-cos(2*pi/5-e2).*sin(z). /sin(2*pi/5-€2)); (m ist p von der Gerade go zur
Berechnung von p, die Berechnung von p wurde nicht extra ausgefiirt, sondern
gleich in p;(;) eingesetzt um q zu erhalten:)

ql=t.*(cos(3*pi/b+el)+cos(z).*m)+(cos(3*pi/5+er)-t.*cos(3*pi/5+el))./
sin(3*pi/b+el).*(sin(3*pi/b+el)+sin(z).*m); (erster Vektoreintrag von q durch
die Berechnung von A - p)
q2=sin(3*pi/b+er)./sin(3%pi/5+el).*(sin(3*pi/5+el)+sin(z).*m); (zweiter Vek-
toreintrag von q durch die Berechnung von A - p)
g=acos(((cos(3*pi/b+er)-ql).*(t-ql)+(sin(3*pi/5+-er)-q2).*(-q2))./
(sqrt((cos(3*pi/5+-er)-ql).*(cos(3*pi/5+er)-ql)+(sin(3*pi/5+er)-q2).
(sin(3*pi/5+er)-q2)) Fsart((t-ql).*(t-ql)+q2.%q2))); (9 = 7)

k=2*pi/b-er-g; (wenn positiv haut es hin)

end
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Anlage 2

Zum 2. Fall: Von folgender Funktion wurde das Minimum berechnet, da sie nur
von einer Variable abhéngt. Dabei wurden in der Funktion in Anlage 1 £ = g5 =
g5 = —¢€, €, = +e und t = 1 gesetzt.

function [k] = minimumfct(e)
t=1; z=-e+pi/5-e;

m=(1+(cos(2%pi/5+e).*sin(3*pi/5-¢)). /sin(2*pi/5+e)-cos(3*pi/5-¢))./
(cos(z)-cos(2*pi/5+e).*sin(z). /sin(2*pi/b+e));

ql=t.*(cos(3*pi/5-e)+cos(z).*m)+(cos(3*pi/5+e)-t.*cos(3*pi/5-¢))./
sin(3*pi/5-¢).*(sin(3*pi/5-¢)-+5in(z). *m);

q2=sin(3*pi/5+e)./sin(3*pi/5-e).*(sin(3*pi/5-e)+sin(z).*m);

g=acos(((cos(3*pi/5+e)-ql).*(t-q1)+(sin(3*pi/5+e)-q2).*(-q2))./
(sqrt((cos(3*pi/5+-e€)-ql).*(cos(3*pi/5+e)-ql)+(sin(3*pi/5+e)-q2).*
(sin(3*pi/5+e)-q2)). *sqrt((t-ql).*(t-ql)+q2.*q2)));

k=2%*pi/5-e-g;

end
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Anlage 3

Zum 3. Fall: Die Berechnung von k£ aus den Variablen ey, €5, €,, €5, €2 und &y,
die in einem Vektor e zusammengefasst sind

function [k] = DritterFall(e)

z=-pi/5+el+ed+eb;

ea=el+eb; eb=er+es;

v=sin(2*pi/5-el)./sin(2%pi/5-e5); (v = |Ops|) w=t.*sin(2*pi/5-er)./sin(2*pi/5-
es); (w = [Ogs|)
m=(24(cos(2*pi/5-e2).*sin(pi/5+ea)).*(v+1)./sin(2*pi/5-e2)-cos(pi/5+ea).*
(v+1))./(cos(z)-cos(2*pi/5-e2).*sin(z). /sin(2*pi/5-€2)); (m ist p von der Gerade
go zur Berechnung von p, diese Berechnung wurde nicht extra ausgefiirt, sondern
gleich in ;) eingesetzt um q zu erhalten:)
ql=t.*(cos(pi/5+ea).*(v+1)+cos(z).*m)+(cos(pi/5+eb). *w-t.*
cos(pi/5+-ea).*v)./(sin(pi/b+ea).*v).*(sin(pi/5+ea).* (v+1)+sin(z).*m);

(erster Vektoreintrag von q durch die Berechnung von A - p)
q2=sin(pi/5+eb).*w./(sin(pi/5+ea).*v).*(sin(pi/5+ea).* (v+1)+sin(z).*m);
(zweiter Vektoreintrag von q durch die Berechnung von A - p)
rl=t.*cos(pi/5+ea).*(v+1)+(cos(pi/5+eb). *w-t.*cos(pi/5+ea).*v)./
(sin(pi/5+ea).*v).*sin(pi/5+ea).*(v+1); (pi)(ps) 1. Komponente)
r2=sin(pi/5+eb).*w./(sin(pi/5+ea).*v).*sin(pi/5+ea). *(v+1); (@i (ps)

2. Komponente)

s1=2.%t; (pi(j)(p2) 1. Komponente) s2=0; (¢;j)(p2) 2. Komponente)
g=acos(((sl-ql).*(r1-q1)+(s2-q2).*(r2-q2))./(sqrt((sl-q1).*(s1-q1)+(s2-q2).*
(s2-92)) Fsqrt((rl-q1).*(r1-q1)+(r2-q2) *(r2-q2)))); (9 = 7)

k=4%*pi/5-er-es-g; (wenn positiv haut es hin)

end
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