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V o r w o r t 

Vоп der Verlagsbuchhandlung Bernh. Friedr. Voigt in 
Leipzig wurbe mir der ehrenvolle Auftrag zuteil, das vorliegendc, 
von dem inzwischen vesorbenen Direktor des Thüringischen Tеch= 
nikums zu Ilmenau Ed. Jеntzen herausgegebene Werk über Flächen= 
und Körperberechnungen einer Durchsicht und Umarbeitung zu unter= 
ziehen. SHefetn Sintrage bin Щ um fo lieber nadjgefommen, als 
ίφ toä^renb meiner längeren Sefyrtätigieit bie @rfal;rung gemadjt 
t;abe, bafe biete junge Seute, toetd)e eine tecfynifdje gadjfdjule befugen, 
toegen tfyrer unjutungliclten SSorbilbung tro| großen ©ifere unb 
gleite häufig nur geringe gortfdjrttte тафеп. 2Bie befannt, liegt 
ber ©runb in ber inabben $eit, toetdje auf bie Söfung bon 2luf= 
gaben aus ber glädjen= unb Äörberberedmung beriwanbt toerben ίαηη. 

33ei ber ©urd)fid)t liefe Щ mid} ba^er bon bem ©efid)tebunite 
leiten, bie jur Intoenbung gelangenben gormein furj unb leid)t 
berftunblid) abzuleiten unb bann an einer größeren ЗаЬД bon 23ei= 
fbielen anjutoenben. igierburcb, fyoffte id; ben ©djülern nid)t nur ein 
£efyr= unb 9cebetition§toer! an bie £>anb ju geben, fonbern aud) bem 
in ber ^Jrape fte^enben gadjmanne ein juberläffiges 3iacr)fd;lage= 
bud) ju bieten. 

3n biefem ©inne t)abt id) in ber gläctjenbcredjmung neu auf= 
genommen bie Snfyaltäbeftimmung beä gleicfyfeitigen ©reiede aus 
ber gegebenen £>öi)e, bie Seftimmmtg beö 9iabiu§ eines ÄreifeS aus 
©e^ne unb ber baju gehörigen <5egmentent>öt)e (^ßolierregel); in ber 
^örberberedjmung finb bie gormein über 3nf)alt unb Dberfläd?en= 
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berecimung nachbenannter Körber: abgeftumbfte Pyramide, Prisma= 
toib (Keil, Obelisk, Ponton), Kugelhaube, Kugelausschnitt und Kugel= 
zone so elementar wie möglich abgeleitet, so daß das Buch von dem 
Schüler einer technischen Fachschule mit bestem Erfolge stubiert 
werden dürfte, zumal die entwidelten Gleichungen stets duгch геch= 
nerische Beispiele erläutert sinb. 

Die im Anhang befindlichen Tabellen: Spezifische Gewichte, 
Schwerpunktslagen und besonders die neu aufgenommene über In= 
halte, Mäntcl und Oberflächen von Körpern, dürfte die Brauchbar= 
keit des Buches wesentlich, erhöhen. 

Um den Schülern gleichzeitig den Gebrauch der üblichen Tabellen 
zu zeigen, ist von mir Wert darauf gelegt worden, in den Beispielen 
soweit als möglich Tabellenwerte zu benutzen. 

So möge denn auch bie vorliegende neue, erweiterte unb ver= 
besserte Auflage des Jentzenschen Buches sich neue Freunde zu den 
alten erwerben unb feine Beftimmung auch fernerhin erfüllen. 

Zerbst, im August 1907 

F. Hartmann 
Ingenieur 
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Das metrische Maßsystem. 
SaS 3Jteter ift baä llrmafj be§ bejimalen ober metrifdjen ÜJcafjfnfteme. 

@§ ift ber je^nmitttonfte Seil bee ©rbmeribianquabranten unb sroar beg 
Quabranten äroifdjen bem 9iorbpol unb ¾equator. Sie Gsinfüb,rung biefee 
©nfteme, bae gegenwärtig bei ben meiften iMturoöItern unjeree (SrbbaHee 
gebräuct)itct) geroorben ift, erfolgte guerft im Qa^re 1799 in granimcfj, nadj* 
bem bnfelbft auf Seranlaffung ber Regierung ber erften 9iepublii bie erften 
äuoeriäffigen ©rabmeffungen oorgenommen roorben roaren. 

Süngenmafje: 
1 ÜÜJleter (m) = 10 Se^imeter (dem) = 100 Qentimeter (cm) = 

1000 M i m e t e r (mm). 
10 äßeter tjeifjen 1 Sefameter (dkm). 

100 - „ „ 1 igeftometer (hm). 
1000 „ „ 1 Kilometer (km). 

ftlädjenmafie: 
1 Quadratmeter (суп) = 100 Duabratbejimeter (qdem) = 10000 Qua* 

bratgentimeter (qcm) = 1000000 GuabratmtHimeter (qmm). 
100 Guabratmeter heifjen 1 ЭДг (a). 

10000 „ „ 1 §eftar (ha). 
1000000 „ finb gleid) 1 üuabratfilometer (qkm). 

1 Kubifmeter (cbm) = 1000 fiubifbeätmeter (ebdem) = 1000000 ßubif* 
jentimeter (cem) = 1000000000 Kubifmiffimeter (cmm). 

1 Subifbeäimeter ift = 0,001 fiubifmeter unb rjetfjt 1 fitter (1). 
SDemnadi ift 1 Slubümeter = 1000 Siter = 10 §efto!iter (hl). 

1 £eftotiter (hl) = 100 Siter. 

©ettJtdjte: 

1 ©ramm (г) = 10 Seäigramm (dg) = 100 3eii i is r a m ·" (сё) = 
1000 ЭЖШдгатт (mgj. 

1000 ©ramm tjetfjen 1 Kilogramm (kg) = 2 *pfunb. 
1000 Kilogramm f)eif;en 1 Sonne (t). 

1 Kilogramm ift ba§ @eroid)t oon 1 ebdem ober 1 Siter SSaffer 
bei + 4 ° G. 

2Sie au§ ben oorfte^enben 3uia,ttmenfteßungen erfic&tlid) ift, menbet 
man für bie S e i l e ber (Sinfjeiten lateinifdie фгф, ftmtu, Шйи), für bie 
S i e l f ad )en griechifdie (SDefa*, .^eito*, Kilo*) 33orfe|ungen an. 

3 e η в e tt, g(äd)?ti6eredjmtngen. 1 



А. FLÄCHENBERECHNUNGEN. 

a) Der verjügte Maßstab. 
@me gemeffene glädje ϊαηη auf bem Rapier ntdjt in roaijrer ©röfje 

bargefteHt roerben, gur ©arftellung benuijt man einen oerjüngten 2Jiafjftab. 

V M 1 1 1 1 ! i 

3m ÜRofjftabe Vi о о ift nad) gig. 1 ein Bieter in roaijrer ©röfje 
1 ш 

<= —— = 1 cm auf bem Rapier, 

ebenfo ift 1 dem in roaijrer ©röfje gleidt) 1 mm auf bem Rapier, im 2Uafä= 
ftabe Vioo. 3n Ш· * Ι°ίί«η РФ 0,1 m bireft abgreifen, 0,01 alienfalle 
nod) fd)ä|en. 

Siefer einfadje 3Jlafjftab enthält bei fjofjem ©rabe ber Serjüngung bie 
Unterabteilungen mangelhaft, besfjalb roenbet man bei glädjenberedjnungen 
meiften§ einen £raneüerfal=2Kafjftab nad) gig. 2 an. 

$ufß(tbe. ©inen SEraneoerfabaRafsftab 1/зоо gu fonftruieren. 
Söfung. 3m ÜDlafjftabe Vsoo finb: 

500 m in 2Sirilid)feit = 1 m auf bem Rapier, alfo 
10 m „ „ = 2 cm „ „ „ 

ffiir тафеп, um sen S£ron3oerJol«3Rafjfta6 l/*oo 8« ionftruieren, 
A B = В С = C D . . . = 2 cm, teilen A B in 10 gleidje Seile, fo repra= 
fenttert jebee SEeilctjen 1 m im 2)tafjftab Vsoo· 8 " A ionftruieren roir A F 
feniredjt gu A B unb tragen auf A F 10 beliebige, aber unter fid) gleidje 
Seile ab; burd) bie Seilpunite 1, 2, 3 uft». ber ©tretfe A F gießen roir 
gerabe Sinien parallel gu A B unb in B, C, D, Ε ufto. fonftruieren roir 
6enfred)te gu A E . Sie Strecfe F G = 2 cm roirb ebenfalls in 10 gleidje 
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Seile jetlegt, υerЬinben roir nun bie Ueilpunfte 0 unb a, 1 unb b, 2 unb 
c 8 unb i unb 9 unb F, fo ift bamit ber £гап§оефШа^аЬ 
fertig. 

m-
ß 

ί · tit- Я et-С? 

τ π 

й J_1_L 

a: J i i i U ' 45 we <tp 

®ofl auf biefem 2Kafjftabe eine Sänge con 25,34 m abgegriffen 
werben, fo fann man 25,3 m in χ у bireit abgreifen, 0,04 m fann man 
fdjü̂ en, Ьетпаф repräfentiert bie Sänge zw 25,34 m im SDlafjftabe Vsoo-

b) Das Parallelogramm. 
Wir unterscheiden folgende Parallelogramme: 

gig. За. 

2,5Uo&<«&. 

-л-

W 

gig. 3 c. gig· 4. 

gig. зь. 

gig. 4 a. 
e Φ 

S i ύ 

3 I ц 

Su^. Sie $1афе eineä Parallelogramme ift gleictj ©runb* δ '9 - 4 b 

linie g mal §öl)e h. 4 
Sett)ei§. Зв gig. 4 ift Parallelogramm ABCD = 9ieci)t= 

ecf F O D E , roeil Δ A C F ^ д В DE ift. üuabrat ab cd, 

ι» 
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gig. 4b, fei Csinheit ber glarfjenmafje, bann laffert fid) länge ber ©runb* 
linie F Ε bee EfterfjtecCe P C D E g unb länge ber Щг Ε D h ©intjeitS* 
quabrate fonftruieren, mithin mufj 

guK&e F = gh fein. 

iSetftmle. 
1. ©in Sauplaf in einer größeren ©tabt ift 30,0 m lang unb 22,2 m 

breit, roa§ foftet berfelbe, roenn 1 qm rait 20 äRarf &e§at)It roirb? 

S ö f u η g. $Шфе = 30,0 · 22,2 = 666,0 qm. Soften = 666,0 · 20 
= 13320 2RarE. 

2. ©in Stud gelb A b>t bie gorra eines Parallelogramms, für baS 
g = 206,2 m unb h = 140,0 m ift; man roil! baSfelbe gegen ein Stücf 
gelb В umtaufc^en, bae ebenfalls bie gorm eines Parallelogramme ijat, 
beffen ©runblime gi = 162,0 m ift, rote grofj ift bie §öije ht ? 

Söfung. gelb А = 206,2- 140,0 = 28868,0 qm. 
28868,0 1 Ч О О 

1 = ~Тб1Г = ' m" 

3. @in ©attelbad) oon 31,0 m Sänge unb 15,5 m фойе (fenlreĉ ter 
Slbftanb äroifĉ en girft unb Traufe) foil mit SDacfjpfannen eingebecft roerben, 
oon benen 34 auf 1 qm fommen, roaS fofien bie Sadjpfannen, roenn für 
1000 Stücf 50 aJiari щаЩ roerben mufj? 

Söfung. 2)афрфе = 15,5 • 31,0 = 480,5 qm. 
Dachpfannen = 480,5 • 34 = 16337 со 16400 roegen Эшф. 

fioften . ^ o _ ^ o _ 8 2 0 matt 

4. 2Sie grojj ift bie Seite eines DuabratS, baS einem Sierfjtecfe, für 
baS g = 242,0 m unb h = 160,0 m ift, infjaltSgleicf) fein foil? 

Söfung. Siedjtecfflüdje = gh = 242,0 · 160,0 = 38720,0 qm. 
Cuabraifcttc а = ^3872lTcvi 197 m. 

5. Sin ©tüi 3Wer oon 9900,0 qm ©röfje foil Ьигф eine Sinie ab 
parallel jur ©runblinie AD ηαφ gig. 5 in 2 Seile gerlegt roerben unb 
jroar fo, bafs Parallelogramm А а b D gieid) x/3 oom ^araHelegramm А В С D 
roirb. 
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So jung. 2Sir meffen bte 
Seite A B, biefelbe fet 99,0 m 

99 0 unb тафеп A a = D b = - ^ -
о 

= 33,0, }o ift ηαφ gig. 5 Що* 
raHelogramm A a b D ba§ ge= 
fuctjte. 

6. ©in ©arten υοη κφί* 
eiförmiger ©eftalt ift 102,0 m 
lang unb 58,0 m breit, runb um 
ben ©arten unb ηαφ beiben 
ЭНфгипдеп liegen redjtromffig 
ju einanber паф gig. 6 gufjroege, 
rote grofs tft bte 5Hu|fladje? 

Söfung. ЭЫ^Шфе = 
58,0-102,0 —3-58,0- 1,0 — 
3 · 99,0 · 1,0 = 5916,0 — 471,0 
= 5445, Одт. 

gig. 6. 

. J 

с) f>as f»t?eicci* 
2Str unte^eiben: дШ^еШде, glet#i»enflige, ипд!е1ф?еШде, κφί= 

rotnflige unb fd)tefn>mffige SDreieie. 
©in Sretecf enthält fect)§ Seftimmungeelemente: bret ©eiten unb bret 

ffiiniel, jut SIuflBfung muffen bret ©Icmente, barunter eine Seite, ge= 
geben fein. 

Saij. Sie %Щ* етеё SDreiecfe tft gletdt) ©runbltnte mal §öfjc Ьигф 2, 
b. i. F = -^-. 

33ett)et§. ЗеЬеё Sretetf (ABC) iann 
ηαφ gig. 7 Ьигф ein iongruentce SDretetf 
(BCD) ju einem ^araHelogramm ergänjt 
roerben, bte SDretetfefiäcbe tft alfo дЫф ber 
Sgälfte ber 9[кга1Ыодгаттрафе, b. t. 

©runbltnte • $ёЩе 

5*9, 7-

£5rcteciefläcr}e • 

F 
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StufgabC. Sie glasen naififteljenber Sreiecie j« Бегефпеп: 
1. Sag gletcfifetjttge Sreieci, roenn gegeben: 
«) Sie Seite a (gig. 8) 

gläcbe F = J £ 

а τ / З а 
^ Ί Γ ^ "Τ 

я 2 

а" — 

0) Sie §öfje h (gig. 9) 

gig. 9. gläcbe F = 

4. 

J7/ 

Ж 

hx 

\\™ 
x2 = h2 

4 
x2 = h2 

-ΪΚΪ 
•Jt=i 

I КЗ - h 

" Ff -ym~*v 

2. Sa§ gletcf)irf)enilige Sreiecf (gig. 10), 
roenn gegeben bie Seiten а imb b: 

а' 

4 b2 —а 2 

Jig, 11. -ip (2b + a)(2b —а). 

3. So§ ungletc&feitige Sreiecf (gig. 11),' 
roenn gegeben bie Seiten а, b unb c: 

1) gläd,e F - ~ . 

2) im Sreteci Α CD ift: b'2 = x2 + y2 

8) im Sreiecf Α D В ift: c2 = x2 + (а — у)2 « χ2 + а« - 2 ау + У2 

3 con 2 fubtrat)iert: b2 — с2 = 2ау — а 2 
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b2 — с2 + a2 a2 + b2 - с2 . ft. . w 
b. t. у = = 5г- m 2) ewgefe|t: 

a2 4 - b 2 — C 2 \ 2 _ 
2 a J ~ 
a 2 + b 2 — c 2 \ 2 _ Λ (a2+b2—с2)\Д _ (а 2+Ь 2 -с 2 ) ' 

2 a J V 2 a ~ Д " 2a 
2 a b + a2 + b2 — c 2 \ / 2 a b — a2 — b2 + c2' 

) 

4) x'2 = 

2a J\ 2a 
(a + b)2— c2 c 2 - ( a — b)2 

2a 2a 
(a + b + c ) ( a + b —с) (c + a—b) (с — а •+ b) 

2a 2 a 
©e|t man: 

a + b + c = 2s, fo ift: a + b + c = 2 s 
— 2 с = — 2 c abbiert 

a + b — с = 2 s — 2 с = 2 (s — c), ebenfo 
а + c — b = 2(s — b) 

— a + b + с = 2 (s — a), in 4) eingefe|t: 
2 2 s · 2 (s — a) · 2 (s — b) · 2 (s —• с) _ 4 s (s — a) (s — b) (s — c) 

4 a2 ~~a 2 " 

5) χ = — Vs • (s — a) (s — b) (s — c) in. 1) eingefe|t: 
Я 

a-2 Ρ _ _ L . y s . (S ·_ a) (S _ b) (s ~ c) = Ks · (s - a) (s — b) (s - c) 
~ * Я 

HBeiiiitele, 
1. Die fiatbeten einee recbtroinffigen Dreiecfä betragen 20,0 m Ье§то. 

48,0 m, me grojj tft bie grlödje? 

Söfung. F = 4 8 ' ° o
2 0 , 0 = 480,0 qm. 

2. (Sine breieciige Dacbfläcfje fjabe jur ©mnblinie g = 12,4 m, jur 
§öf)e h = 8,2 m, rote otel Dachpfannen finb jur ©tnbecfung erforberlici), 
roenn auf 1 qm 34 Pfannen fommen? 

Söfung. giSc^e = ^ = ^ ^ - - 5 0 , 8 4 o e S l q m . 

^Dachpfannen = 51 · 34 == 1734. 
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1000 Pfannen fofien 50 Wad, alfo: 

Soften = ^ ^ ° = 86,7 matt 

3. $η einem SDreiecfe ift ©runbltnie gL = 12,0 m, baefelbe foli an 
glücke einem Parallelogramm gleiten, für ba§ g = 22,0 m imb h = 
10,0 m ift, rote grofj tft hi? 

Söfung. ^aratielogrammfiädje = gh = 22,0· 10,0 = 220,0 qm. 

Sretecrepdje ^^- = i 2 - — = 220,0 qm 
— — 

h l = «|0 = 36,67 m. 
1 _ 

4. $n einem gleicfjf eiligen Sretecf tft ©ette а = 24,0 m, rote grofj 
ift bie gläcfje? 

Söfung. F = -~ КЗ = ^ ° ^ 0 . 1,732 = 249,41 qm. 

5. 3 " e l n e m gleicfjfettigen Sreiecf ift bie §örje li = 36,0 m, rote grofj 
tft bie gläcfie? 

Söfung. F = £ • V$ = ^ i 0 ! 3 6 ! 0 . 1,732 = 748,22 qm. 
О О 

6. 3n einem Sreteci ift Seite a = 10,0, b = 12,0, c = 16,0, rate 
grofj ift bie gladje? 

Söfung. F = Уs- (s — a)(s — b)(s — c). 
a + b + c __ 1 0 , 0 + 1 2 , 0 + 1 6 , 0 

s - а = 19,0 — 10,0 =r 9,0. 
s — b = 19,0 — 12,0 = 7,0. 
s — c = 19,0— 16,0 = 3,0. 
%Ще F = Kl9,0 · 9,0 -7,0 -3,0 = УШНс* 59,93 qm. , 

d) Das Trapez 
3Utfpbe. 3ϊαφ gig. 12 bie glädje etnee ^aratteltrapegee gu beregnen. 

Söfung. ©egeben а, b unb h ? F 
Sie diagonale Α D gerlegt ba§ SCrapeg in bie beiben Sretecfe I unb II. 



ah 
Δ ΐ = γ 

тт ьь 
Δ II = -

abbiert. 

^гореарфе = — — h = ήαϊοε Summe ft|£ 

Ъсг betben parallelen Seiten mal £öi)e. 
3ft <£A = <TB, fo fjeifjt bag Srapej ein gletdjf$eniltge§. 

Setf^tele. 
1. 3 n einem <ParaHeItrapcä tft а = 36,0 m, b = 20,0 m unb h = 

10,0 m, rate grofj tft bte $Шфе? 

2öfung. ρ ΐ φ = ^ ¾ = 3 6 >° + 2 ° ' ° · 10,0 = 280,0 qm. 

2. Sei. einem SBalmbadje tft bte SEraufltnie 32,0 m unb bte gtrft» 
Itnie 16,0 m, ber fenfrecf)te äbftanb §ruifc£)en betben beträgt 12,0 m, rote 
grofj tft bte SDadjflädje? SBte utel Sact)jteger finb jur ©inbeefung erforber» 
Ιίφ, roenn auf 1 qm 40 3iegcl дегефпе! roerben, maä foften biefelben, 
roenn 1000 ßiegel 45 2Kari foften? 

Söfung. ^Vaa)eF=~^~ - - 12,0 = 288,0 qm. 

. Riegel = 2 8 8 , 0 - 4 0 = 11520. 
288,0 -40-45 

Soften 

3. ©in (stfenbafmbamm tft 
2,0 m 1тф unb oben 7,83 m 
breit, rote grofj tft ba§ profit bei 
l^fadjer Söjcfmng? (gig. 13). 

Söfung. Set Sanbfdjüt* 
tttng roirb bte Эй)фипд 1 x\i fadtj 
angenommen, b. Ц. χ = 1 */2 h 
= 11/2 . 2,0 = 3,0 m. 

. 13,83 + 7,83 афе F = 2,0 

1000 
= 518,4 SJlarf. 

ЪЩ 
= 21,66 qm. 
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4. 3n einem ^Jaraiieltropeg ift а =24 ,0 m, b = 16,0 m unb h = 
12,0 m, rate grofj ift bie Seite etnee £}uabrate§, bae btefem %rape§ tnrjalte* 
gleich ift? 

2ö fung. Srapeäfläcfie = t ± l h = 2 4 ' ° + 1 6 ! ° . 12,0 = 240,0 qm. 

Ouabratflädje χ- = 240,0 
χ = K24Ö = 15,49 m. 

5. $roet 9iaci)6am roünfclien ftatt ber gebrochenen ©renje A B O D E 
t^rer ©runbftücfe eine gerabe, raelct)e fenirect)t ju ben Beiben parallelen 
Strafjen X unb Υ ftefjen foil, rate ift ηαφ gig. 14 bie ©entrechte MN ju 
legen, bamit feiner benachteiligt roerbe? 

Söfung. 23ir meffen ηαφ gig. 14 (Seite 9) bie ©renjpunfte A, B, 
C, D unb Ε in bejug auf eine бепггефге ab ju ben beiben Strafjen X 
unb Υ ein. Somit feiner t>on beben ©runbbefitiem ju furj fomme, mufj 
bie neue ©rense MN fo gelegt roerben, bafj 3iecf)tec£ a b M N = Ххащ 
Q. +11 + III + IV) rairb. 

16 яд 4- 1 72 
йгарез (I -f II + III + IV) = 10,48 · ' ^—— = 97,25 

+ 5 ( 7 8 . 1 6 , 8 4 ^ 3 6 = 9 0 Д 7 

+ 1 6 , 2 8 - i ^ ± i ^ i = 156,29 

+ 17Д8.^Л+АМ1 = 1 3 2 ,50 

Summa 476,21 qm. 
Этефгес! a b Μ Ν = 50,02 · χ = 476,21 

476,11 
50,02 == 9,52 m. 

35ae SCrapeg fann angeroenbet rocrben, urn bie $1афе 
einee ^olngone aue feinen $oorbtnaten ju Ьегефпеп. 

Sie beiben in gig. 15 fenfrecfjt jü einanber ftetjenben Stnien X unb Υ 
roerben ^οοήίηαίεηαφϊεη genannt, fie biencn baju, um in ber ©bene ein 
©ebtlbc feftjulegen. Ser ®игф}фп{11ёрипЙ 0 rjeifjt Slnfangepunft. S)er 
^unft Ρ ift Ьигф feine гефгтотШдеп Slbftänbe χ unb у, iloorbinaten ge» 
nannt, beftimmt. χ tjetfjt 9Ibfciffe, у Drbmate, unb bafjer bie Хаф)е bie 
Slbfciffen* unb bie Υαφίε bie Drbmaten*ä[$fe. 

^n bejug auf bie Шфйтд ber ¾φ ên entleiben bie Жогзе1феп паф 
gig 15. 



Щ. 15. 

gür einfadje gäik bet Sauprarje ift gur дШфепбегефпипд аиё ben 
fioorbinaten folgenbee Serfarjren genügenb genau: 

ЗЛап meffe bie ©eiten unb SBinfel 
etnee ^olngone unb trage biefelben mit 
Slnroenbung be§ SLraneporteure in einem 
beliebigen SJiafjftabe auf. Sie (Seiten 
roerben groeimal gemeffen unb gum 9Iuf= 
tragen ba§ aritijmetifdje 2Rittel beiber 
3fteffungen benu|t. Sie ffiinfel roerben 
im ^olngone, beffen SSinfelfumme 
2 (n — 4) R beträgt, gufammengefteÜt, 
ber gerjler barf bie ©röfje 10]Ац (η Яп< 
}or)I ber (Mpunfte bee ^ßolngone) nicht 
überfctjreiten unb roirb berfelbe bann auf fömtticije SBinMpunfte gleic^mäfjig 
»erteilt. Csntftefjt Ьеппоф beim auftragen ein fleiner gebier, ben man er* 
fennt, inbem bae ^olngon ηίφί genau fcblief?t, fo nutf; berfcl&e auf bie 
©eiten ocrteilt roerben. 

+ 

e 

I 

3 

» 

1 

+ * 
+ • 

SEBirb ba§ fo aufgetra^ 
gene ^ßolngon auf ein be= 
liebig angenommenes Soor* 
bmatenfnftem begogen, fo 
benufe man bie bireft 
gemeffenen Roorbinaten gur 
ЗШфепЬегефпипд. 

gür bae ^olngon in 
gig. 16 fei gefunben: 

m iß. 
«.·, 

x 1 = 2 , 0 ; x2 = 8,0; x3 = 16,0; 

yi = 1 0 , 0 ; y2 = 14,0; y3 = 14,0; 

X4 = 25,0; x5 = 20,0; x6 = 6,0; 

y4 = 8,0; y 5 = 2 , 0 ; y e = 2 , 0 ; 

bann ift: 

фо1г)допрфе = %харфЩе (I + Π + III) - £гарезрфе (a -f b + с) b.i. 
"8,04-2,0 10'°+14'0 6,o +1 4 ' °±^° 8,o + 1M+M 9,0 -

• 2 ' Q + 2 ' O - 1 4 , Q + 2 - 0 t 1 O ' ° - 4 t 0 " 

5,0 

2 ""'" ' 2 
= 72,0+112,0 + 99,0-(25,0 + 28,0+24,0) = 283,0-77,0 = 206,0 qm. 
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allgemein: 

W , F = * + * (x2 - x,) 4- ?1±H (χ, _ X2) 

+ Уз У* (X4 — X») + 

= 2 [(yi + y2) (xa — xi) + (ya 4- Уз) (хз — Хз) 
+ (Уз + У*) (х* — хз) + ] 

xi (ye — Уз) + Х2 (yi — Уз) + Хз (уа — У<0 

+ Х4 (Уз — Уз) + Х5 (у* — Уе) + Хб (У5 — yi) . 

ßntijält ba§ ißolngon η ©cfounftc, fo lautet hierfür bieje gormel, beren 
Slbleitung roettere ©ciiroierigfeiten nicrjt bieten bürfte, gang allgemein: 

xi (y„ — Уа) -I- xa (yi — Уз) + хз (Уа — У+) F = 

+ Xn^l (Уи-2 — У η) + Хр. (Ул-1 — УО 

§ierau§ folgt bie Sieget: 
ЗКап mult tpl igtere jebe 2lbfciffe mit ber ©iffereng au§ 

ber näd)ft oorljergefjenben unb näc£)ft nactjfoigenben Drbinate 
unb netjme oon ber algebraifcfycn ©umme biefer ^ robuf t c 
bie §älfte. 

Ша) biefer gormel ift im oorliegenben Seifpiele 

«ßolngonfläctie F = - j~2,0 (2,0 - 14,0) + 8,0(10,0 — 14,0) 

+ 16,0 (14,0 — 8,0) + 25,0 (14,0 - 2,0) 

+ 20,0 (8,0 — 2,0) -f 6,0 (2,0 - 10, 

1 

o,] 
(— 24,0 - 32,0 + 96,0 + 300,0 + 120,0 — 48,0) 

= 206,0 qm. 

Япш. ©röfjere $läd)cn roerben in ber pralüfdjitt ©eometric in ber 

Siegel narfj biefer gormel beregnet. 
3ur 3iufna§me folcfjer gläcfjen bient faft immer ein $o!ngon als 9ie|. 

e) Unregelmäßige Vier= und Vielecke, 
Siefe roerben gur Seredmung buret) ^Diagonalen in SDretecfe gerlegt, bte 

giacfjenfummc ber Sretecfe liefert alebann bte 31афе ber SBier» unb SSielecte. 
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SBeifoteie. 
1. @n ©runbftüi А В С D enthält ein фаиё, einen §of unb einen 

©arten; au§ ben in gig. 17 eingefcfjriebenen 3Jceffung§jaf)Ien bte gläcbe 
Jeber fiulturart 3U beftimmen. <ίΓΒ = 90°. 

Söfung. ©runbfläcrje beS Щ 17· 
£aufee = 12,0 · 20,0 = 240,0 qm. Й* **Л">~ 

§offläd)e 2,0 · 20,0 -f- 4,0 · 14,0 

+
 8'0 + 16'0.6,o~iee,oqm. 

Siered AB CD. 

@8 ift А С = ]/~22* + 4 P 
= ]ΑΪ84 + 1681 = ]/"2l65 

= 46,53 m. 

1) Δ А В С ift recfjtroinflig 

ЪЩг F - £ = 4 1 ^ ° = 451,0 т . • 

2) Δ A CD. 
gläcfje Ρ = ]/Τ·~(ΪΓ~ a) (s - b) (s - c) 
a + b + c 52 + 31+46 ,53 8 = = _ = 64, ί6ο 

s — a = 64,765 — 31 = 33,765 
s - b = 64,765 - 52 = 12,765 
s — с = 64,765 — 46,53 = 18,235 

F -= Кб4,765 · 33,765 · 12,765-18,285 = 713,46 qm. 
Sierecfefiädie (ABC D) = 451,0 + 713,46 = 1164,46 qm. 
©röfje 00m ©arten = 1164,46— 240,0 — 168,0 = 756,46 qm. 

2. 3m SSiered А В С D ift ma) gig. 18 diagonale А С = 62,0 m, 
$8§e b. = 12,0 m unb §öbe hi = 28,0 m, rote grofj ift bte gläcbe? 

Söfung. Л А В С = — ° ' 1 2 ' ° = 372,0 qm 

д ACD = - 6 2 ^ 2 ^ ° ^ 868,0 qm 

Stereif А В CD = 1240,0 qm. 

3. Sie glärf)e bee günfecfe 12 34 5, gig. 19, au§ ben eingefcfitie* 
benen 5№elfungeäai)len ju berechnen. 
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S ö |ung. Д 1 2 3 = ^ ° ^ = 340,0 qm 

Δ 1 8 4 - ^ ^ - 1 4 8 0 , 0 , , 
m 

80,0-36,0 
Δ 1 4 5 = —- ——— = 1440,0 qm 

günfed = 3260,0 qm. 
3ig. 18. gig. 19. 

©inb bie ©eiten unb SMagonalen bee gjimfede befannt, fo fann man 
bie SDreiecfe 12 3, 13 4 unb 14 5 аиф nadj ber gormel 

F = W - ( 8 — a) (8— b)(s — c) 
Ьегефпеп, iijre §1афеп|итте ift bann gleict) ber glfidje bee giinfeiS. 

f) Krummbegrenzte Flächen. 

Щ- 20. 

firummbegrenste glädjen roerben auf ein äReffuitgänej (Sreiecfe, Sier* 
ober Sielecfe) bejogen, bae oon ber gorm ber aufjuncrjmenben glädie ab 
i)ängt, bie frumme ©renje rotrb 
genügenb genau burd) Sretede unb 
^агаЙеИгарезе aufgenommen, roelrfie 9> 
auf bie ©eiten bee 5fte|ee belogen 
roerben, ©o ift in gig. 20 bie 
irummbcgrenjte ^Шфе 
F = Δ ABC + Δ (a + d-fe + h) 
+ iparatieltrapeg (b + с + f + g) 
— Δ (о + ρ + i) — ^ßaratleltrapeg 

(η + m + 1 + к). L*\ß 
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SiBetfoicIe. 
1. 9ΐαφ gig. 21 bie glädje ber 2Sie)e A gu beregnen. 

m 2i. 

ЦСГ' & <Шш, a. 

4S" 

mr 

Söfung. 
%Ще A = Жга)М В + SreiecE I + ^araMtrapeg (II -f I I I . . . . + IX). 

Жфеа В = 40,0 · 45,0 = 1800,0 qm 
5,0-2,0 

+ Δ Ι 

+ ^kraßeltrapeg 

+ „ 

+ η 

+ V 

+ „ 

+ 

+ I, 

+ . 

t! 

ft 

„ 

ft 

If 

ft 

tl 

2 
2,0 + 3,0 

1 1 - 2 '*> 

ш _ 3,0-1 4 , 0 . , _ 

l V - 4 ' 0 + 4 ' ° . 5 = 

v _ 4 , 0 + 5 , 0 _ 5 _ 

V I - 5 ' ° + 5 ' ° . 5 -

V I I - 5 ' 0 + 5 ' ° . 5 -

Vin δ ' ° + 4 ' ° 5 ^ 

i x - 4 ' 0 ; 2 ' 0 - -

5,0 

12,5 

17,5 

20,0 

22,5 

25,0 

25,0 

22,5 

15,0 

ν 

η 

II 

II 

II 

II 

и 

I' 

" 

2SieicA= 1965 0 qm. 
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2. 3n gig. 22 tft bie irummbegrenäte %1Щг F auf ba§ Sreieci ABC 
bejogen, e§ foE bie gläcfje F beregnet roerben? 

gig. 22. 

Söfung. 1) дШфе F = Δ А В С + 3ugang - Abgang. 

Bugang. 

ABC - " Μ · 6 * 8 . 8 * 4 0 , 0 gm. 

Δ а = 

2 

1,0 · 4,0 = 2,0 qm 

фаюйейхащ b = l M + i i 2 . 22,0 = 176,0 „ 

rr ft 0 - ^ + ^ . 1 6 , 0 - 1 2 8 , 0 „ 

, „ d = M ± ^ . ^ 24(0 

8,0 + 6,0 , л л „ л л 
- . 1 0 , 0 = 70,0 „ 

Δ ei = 

W g = 

2 
1,4 . 6,0 

2 
8,0 · 9,0 

= 4,2 „ 

= 36,0 „ 

$araMirapej h = A ° _ ± M . 12 ,0 = 72,0 „ 

SEraneport = 512,2 qm 
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transport = 512,2 qm 

^aratieltrapes i = ^ ° - Τ - — · 28,0 = 140,0 „ 

Δ k - - ^ - = 18,0 „ 

8,0 · 4,0 
Δ Ρ = J = 1 6 ' ° " 

qSaralielirapeä q = J M ± i i i i . 22,0 = 220,0 „ 

• 16,0= 176,0 „ 

. 1 6 , 0 = 80,0 „ 

' 2 

6,0 · 6,0 
2 

8,0 · 4,0 
2 

16,0 + 4,0 
2 

6,0 + 16,0 
2 

6,0 + 4,0 

Summa = 1162,2 qm. 

35a Ъге §öl)e χ im 35reted: о (gig, 22) bireft ηίφί gegeben tft, erfjält 
man ηαφ (Meinung 5) auf Seite 7 

x = Α K s ( 8 - a ) ( 8 - b ) ( S - d ) У - У20^+'2ДР 
* = 1^400,0 + 4,0 

= - K26,65 - 8,65 - 11,45 - 6,55 = у Ш = 20,0998 

= 14,61 m. = t b . 20,1m. 

SIbgang: 
Δ 1 - " У - 40.0 ρ,. 

Л l - J ^ W . = 1,0 . 

^araHeltrapeä m = - f ° *• • · 12,0 = 18,0 „ 

20,0 · 2,0 o n 

Δ η = - = 20,0 „ 
18,0- 14,6 

Δ ο = - =131,4 „ 

л • 1,0-4,0 
Δ t = - = 2,0 „ 

11,0-10,5 = 57,75 „; 

17,0-9,0 _ „ . 
д w.= = 76,5 

Summa = 346,65 qm. 
S e n d e n , ЗШфепбегесопипзеп. ' 
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Se^en roir bte gefunbenen SSerte in 1) ein: 
giädtje F = 3440,0 + 1162,2 - 346,65 = 4255,55 qm. 

3. SDer in gig. 23 bargefteßte £είφ A ift Ьигф ba§ SDreied ABC 
unb Ьигф bte ÜDleffungSlinten DE unb FG oufgemeffen unb fartiert, e§ 
foil bte $1афе beefelben Бегефпе! roerben. 

Söfung. SBtr aietjen Ьигф bte fartierte §Шфе in Жф1ипд фгег 
grbfjten Sänge bte 2tnte ab, unb fonftruieren in ben fünften 2, 7, 12 ufro. 
ηοφ gig. 23, ©епггефге. &te З^фрфе fe$t |ϊφ alebann aue ben ©eg= 

gig. 23. 

menten I unb IX, bte roir ale eine ^кга&еЩафе Ьеггафхеп unb ηαφ 8 . 37 
unb 38 Ьегефпеп unb ben ^araMtraoejen II, III, IV . . . VIII äufam* 
men; roir erhalten: 

&нфрфе = Segmentp$e I = % · 2,0 · 10,0 = 13,33 qm 

+ ^araEeltrapeäfl. II = 1 0 , ° ^ — • 5,0 = 65,0 qm 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

I V = 1 6 , 0 + ^ . 5 , 0 = 70,0,, 

V I = 16 ,0+200 . M = 9 0 i 0 n 

у д = 20,0+18,0 , 6 0 m 9 M e 

щ . Ц О + Ч ^ , 82,5,, 

+ ©едтепгрфе IX = 2/3 · 15,0 · 4,0 40,0 „ 

битта = 605,83 qm. 
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SDie frummbegrenjte $1афе fann αιιφ ηαφ ber ©{тр)оп|феп Siegel 
Ьегефпе! roerben. $η gig. 24 ift: 

F = 'Uo + b2„ + 4(bt + b3 + . . . + bjB_i) Ь 2(b2 + b* + . . . + b2„_2)l 

gig. 24. gig. 25. 

ober ηαφ gig. 25 bireit: 

F - (bo + bi)-|- + (bi + bi) · γ + (b2 + bs) γ + ... + 
Я Л 

(b„_2 + b„_i) γ + (b„_! + b„) — 

= 4 (b° + 2 bl + 2 b2 + 2 b3 + · · · + 2 b"-2 + b » - 1 + b » ) 
= 4 (bo + b") + <i(bi + b2 + b3 + . . . -f bn_2 + b, ,^ + b„). 

— 

g) Regelmäßige Polygone. 
№ψχά)ϊ\ύ s bie ©eite be§ е1пде|фшЬепеп unb S bie ©eite be§ um« 

де|фпеЬепеп regulären n»ßct§, r ben Slabiue bee gugeljörigen ßreifee, bann 
ift ηαφ gig. 26: 

S· r 1) Δ а с b = -—, alfo bie ^Ифе F bee um* 

unebenen n*(M§: 

gig. 26. 

F = —— , unb 

s - x 
2) Δ d с е = ^ ^ ; 

2 r 2 
2 > ~ 4 

χ = -jrV~4 r2 — s2, alfo 
i -

A d e e = — J/"4r2 - s2, b. i. bie дШфе Fi 

bee eingetriebenen η>№ Fi = - — K4 г2 — s2. 

2* 
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Aufgabe. SSorftetjenbe allgemeine Setrac^tung auf bae regelmäßige 
aSierecf anjuroenbcn (gig. 27). 

Söfung. 
Ш '*• i) ©eg. s, ? F L 

F I = s2. 
2) ©eg. S, ? F. 

Ρ = S2. 
8) ©eg. r, ? Fi. 

F , = 2 ^ = 2 r * . 

4) ©eg. R, ? F. 

F = 2 2 ^ ^ 2BA 

3n ä̂ nUcfjer SSeife läßt fiel) biefc Setracfjtung für jebe§ regelmäßige 
$olngon burcfjf üijren, bie 9tefultate finb für einige regelmäßige Sielccfe in 
nacf)ftel)enber Tabelle jufowmengeftettt. 

3fr. 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
i 

8 
9 

10 
11 

Stegelmäßtgee Stelecf 

©med 
Sierccf 

• günfeef 
©edjeccE 
©iebenecf 
ЩЫ 
Sceunecf 
3ci)necf 
ßroölfecf; 
©ect)eäel)necf 
Qruanjigecf 

gtäcbe 

0,43301 »s 

1,00000 s'2 

1,72057 s2 

2,59808 s2 

3,63414 s2 

4,8284 s2 

6,18182 s2 

7,69421 s2 

11,19615 s2 

20,10936 s'-
31,56875 s2 

©eite s 

1,7320 r 
1,41421 r 
1,17557 r 
1,0000 r 

0,86776 r 
0,76537 г 
0,68404 r 
0,61803 r 
0,51764 r 

' 0,39018 r 
0,31287 r 

giücije 

1,29904 r2 

2,0000 r2 

2,37764 r2 

2,59808 r2 

2,73640 r2 

2,82843 r2 

2,89254 r2 

2,93893 r2 

3,0000 r2 

3,06148 r2 

3,09017 r2 

Sorfterjenbe Tabelle ift auf gig. 28 311 belieben 

Щ. 28. ä3etj:ptelt. 

1. SDie ©eile einer regelmäßigen афгеЛ* 
förmigen SPiürjlenroelle ift 0,2 m, rote groß ift 
ber Querfcfjnitt? 

Söfung. 9tacf) oorftefjenbcr Tabelle ift: 
giacfie F = 4,8284 · 0,22 = 4,8284 · 0,04 

00 = 0,19314 qm. 
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2. Sie Safte etnee 2atrme§ roirb Ьигф ein regelmäßiges ©ccf)§eci 
gebtlbet, bcffen äußere Seite = 1 m unb beffen innere = 0,8 m ift, roie 
groß ift ber ÜEurmquerfcfynitt? 

. Söfung. SEimnquerfdjnitt = f, gläcfje be§ äußeren Seci»sccf = F, 
$Шфе bee inneren = Fi, alfo 

f = F - F t . 
ЗЩ oorfte^enber Sabetle ift: F = 2 , 5 9 8 - 1 2 ~ = 2,5981 

Ft = 2,598 · 0,82<^ = 1,6728 
f = 0,9253 qm. 

3. 3fttt 2 m ale Stabiue roirb ein fireiS befdjrtebcn, rote groß ift bte 
Seite eines etngefdjrtebenen regelmäßigen SDreiecfS, günfetfS, SiebenecfS, 
3ceunecf3 unb ©erfjjejjnecfe? 

Söfung. 9ίαφ oorftefjenber Tabelle ift bte 
Sreiecffette s = 2,0 · 1,732 = 3,464 m. 
günfecffette s = 2,0 · 1,176 = 2,352 m. 
Stebenecffeite s = 2,0 · 0,868 = 1,736 m. 
Steunecffette s = 2,0· 0,684 = 1,368 m. 
@«$аФ«ФШ s = 2,0 · 0,390 = 0,780 m. 

4. SDer Unterbau einer SBinbmüijIe Ijabe bte gorm eines regelmäßigen 
Щй&$, ba§ oon ßcfe ju Sie Ьигф bte SRitte 14 m meffe. SBie grofj ift 
ber Umfang unb Оие^фпШ bee ЙфгесЙ? 

Söfung. 3ϊαφ oorftefjenber Tabelle tft: F = 2,8284r2. 
2 r = 1 4 , 0 ; r = 7,0m. 

F == 2,8284 · 7,02 = 2,8284 · 49 CV3 = 138,592 qm. 
Seite s = 0,765 · 7,0 = 5,355 m. 

Umfang = 8 · 5,355 = 42,84 m. 

5. ©in fireiS tjat 4 m Su^meffer, rote groß ift bte Seite unb bte 
ЗШфе etneä е1пде}фиеЬепеп regelmäßigen Sieben* unb Эефзе!)пес!ё ? 

Söfung. 1) Stebenect. 
Шф oorftefjenber Tabelle tft: s = 0,868 · 2 , 0 = 1,736 m. 

F = 2,7364 · 2,02 = 10,9456 qm. 
2) Эефзе^песг1. 

9ίαφ oorftefjenber nabelte tft: s = 0,390 · 2,0 = 0,780 m. 
F = 3,0615 -2,02 = 12,246 qm; ebenfo: 

F = 20,1095 s2 = 20,1095 · 0,7802 = 12,235 qm. 
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Anhang. 

Trigonometrische Lösung. 

1. Φα§ etngefciirtebene $Цо1пдоп. 
δ'9· 29- s = $olngonfette, г = Stabtue bee umfd)rie = 

benen ffreifee, η = ©eitenanjai)!, alfo u = s η = 
Umfang. 

1. 65eg. r, ? s, u unb F. 
360° 

md) gig. 27 ift <£ « = - " — . 

1) 2 r sin 
180° 

2) u = η · s = 2 η · r · sin 

3) F = η • Δ 

—f» 
П r . • / / 

= —- • 2 r · sin a/2 r · cos a/2 
= n r 2 sin α г uos a/2 

sin a 

"IT 

. a . 360° . 180° 2 s 
sin — = sin —— = sin = — = —. 

2 2 η η г 2 г 

180° 

= COS a/2 
г 

h = г · cos a/2 
2 sin a/2 cos aji = sin a 

, sin a 
sin a/2 cos a/2 = ^ -

= η · r 2 

D II 
= -5- t2 sin a = — r2 sin -

2. ©eg. s, ? r. 

ÄU8 ©letting 1) folgt: r< 

360( 

2 sin 
180c 

»eifntcle. 
1. Se fei r = 20,0 m, ? s unb u 

n = 15. 
180° 

Söfung . ©3 ift: s = 2 r - s i n 

: 2 · 20 · sin 
180( 

= 4 0 - s i n l 2 ( 

= 40-0,2079 = 8^316 m. 
u = s-n = 8,316- 1 5 = 124,74 m. 
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2. ®eg. s = 16 m 
n - 18 

Söfung. r = • 

? r. 

16 16 16 

2 • sin 180° 2-sin 10° 2-0,1736 0,3472 

3. ®eg. r = 24,0 
η = 12 

,r = 46,08 m. 

? F. 

Söfung. 

F = ^ r 2 sin ~®° = 1 r2 sin 30» •= 
2 12 2 

A r2 . 1 = 3 r2 — 3 . 24,02 

= 1728,0 qm. 

2. SDaS umgejc^rtebene ^olngon. 

S = Seite bei regelmäßigen n*@cfe, г = 9tabiu§ bee jugeijörigen 
Kreifee, η = Seitenanjafjt. U = η · S = Umfang. 

1. ©eg. г, ? S unb F. 
9ϊαφ gig. 30 ift: 

5'β·30-

s 
и 360» 180» Τ 

t g 2 t g 2 n t g ~ n r 

i ) s - 2 r t g
1 8 0 0 . 

с „ 180° U = n-S = 2 n r t g . 
η 

2) F = η Δ 
S = n . - . r 

= η r · tg a/a · r 
о f 180» 

= Q r J · tg . 
2. ©eg. S, ? r. 
Slue ®leicf)ung 1) folgt: 

S 
" „ 180°' 

at« n 

Söetfotele. 
1. @ е д . г = 1 0 , 0 ш , ? T u n b F _ 

n = 9 

S 
~2v 

№ 
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Söfung. 1) S = 2 r t g 180° 

== 2 · 10 · tg 20° = 20 · 0,3640 = 7,280 m. 
2) IT = η · S = 9 · 7,280 = 65,52 m. 

180° 
3) F = n r 2 tg = 9 - 1 0 , 0 2 - t g . 2 0 ° = 

= 9 • 100,0 · 0,3640 *= 900 · 0,364 = 327,6 qm. 

2. ©eg. 8 = 1 2 , 0 m, ? 

n = 1 5 

£ö|ung. r : 12 12 12 
. , 180" 2 t g l 2 ° 2.0,2126 0,4252 
2 t g ^T 

r = 28,22 m. 

h) Deг Kreis. 
1. Sen fireisumfang au§ bem Surd)inc[f er ju berechnen. 

(EHeftififation.) 
r=9iabtus, s = (Seite bee eingefcrjriebenen regelmäßigen n=(Scfe, S'«= 

©eite be§ umfcfiriebenen regelmäßigen n»@rfi unb si = Seite bes einge* 
fdjriebenen regelmäßigen 2n = (ScfS. 

Sfufgobe 1. ©eg. r unb s, ? S. 
Söfung. 5Rarf) $ig. 31: 

s S 

V 
V 

: r = s: S 

у**--
S< 

ef: 
gig. 31 

3· 33. η = 6, fo ift befanntlid) s = r, alfo 
r • s г · г г2 

1ιΥ3 - 2 

ι· «s 10,0 m = s. 
S = 1,155 - 1 0 , 0 = 11,55 m, 

2r 
'FF Кз 

| А З - r = 1,155 r. 
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aufgäbe 2. ©eg. s unb г, ? si. 
Söfung. Зсаф gig. 32 ift: 

2 r : s i = sL :y 

у = r — χ = r — I / r2 ——, glfo 

S i * - l / 2 r2 — 2 r l / r 2 — - ^ 

}. 33.. 1. η =..4- s = r K 2 

2i ' ! 

| / 2 r 2 - r2 ]/'2 

= r K 2 - K2 
= 0,765 r. 

s = r. 

si 

Sft 

= | / 2 r 2 - - 2 r j / r ' - - ^ = j / 2 r 2 - 2 r | / 

= = l / 2 r 2 — г2 КЗ = r J / 2 — КЗ = 0,518] 

3z!_ 
4 

33. r = 1 0 , 0 m = s, atfo beim Sediscrf, fo ift 
beim ßroölfccE si = 5,18 m. 

ЗЗегефпеп nur un§ {дегпаф ben Umfang bee ein» unb umgefd)riebenen 
regelmäßigen ©ефёесЕё, fo liegt gmtfctjen beiben bcr ffreieumfang. 2lu§ ber 
Seite bee eingcfcfjnebenen regelmäßigen Secpectä berechnen rem bie be§ 
3roölfecfe unb i)ierau§ bie be§ umgefci)riebencn regelmäßigen ^mölfecfe; 
атт|'феп bem Umfang btcfe§ ein* unb umgefφrίcbenen gmölfecfe liegt ber 
Sreieumfang. 2lu§ ben Umfangen ber 3roölfecfe Ьегефпеп roir bie ber 
Sierunbjroanjigecfe unb fjterauS bie bcr SMjtunbüievjigccfe u. f. f. Sie 
Siefultate biefer Йефпипдеп enthält folgenbe Tabelle: 
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@eitenäal)i 

6 
12 
24 
48 
96 

192 
384 
768 

1536 

ufra. 

§alber Umfang beS 
eingefä)riebcnen 

43oltjgon§ 

3,00000 r 
3,10583 г 
3,13263 r 
3,13935 r 
3,14103 r 
3,14145 r 
3,14156r 
3,14158 r 
3,14159 r 

ufra. 

falber Umfang beS 
umgefdjriebencn 

ISoItygoniS 

3,464101 r 
3,215390 r 
3,159660 r 
3,146086 r 
3,142714r 
3,141874r 
3,141647 r 
3,14161 r 
3,14160 r 

ufro. 

§iernatf) ift alfo ber ijalbe Hreieumfang = 3 , 1 4 1 5 9 . . . r 
3,14159... fe|t man ganj allgemein =π, её ift: 

π = 3,14159265358979323846264338327950 . . . 
π tft eine irrationale Qafyl, in ber Siegel redjnet man π •• 

2)er ßreieumfang ift Ijternad) = 2 r π ==-• d π. 

bte ßarjl 

3,1416. 

Setfotele. 
1. Sin freterunber Saum ijat 6,5973 m Umfang, rate grofj ift fein 

2)urdjnieffer? 
Söfung. d7T = 6,5973 

6,5973 
d = = 2,1 m. 

2. ©n SBagenrab itjat 1,6 m Surdjmeffer, rate grofj ift ber Umfang? 

iiöfung. χι = άπ = 1,6 · π = 5,026 m. 

3. Sie §interräber etnee 2Sagens> fjaben 1,2 m, bte SSorberräber 
0,96 m Surcfjmeffer, rote oft mal breijen fid) beibe um, roenn ber 2Bagen 
1 SReile burdjläuft? 

Söfung. Umfang ber §interräbcr = 1,2·7τ = 3,77 m 
„ „ Sorberräber.= 0,96 · π = 3,016 m, 

baS §interrab brerjt ftdj -——= 1989,38 mal, 

„ »orberrab „ „ - ^ - = 2486,74 mal. 
о f U1 о 

» 
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4. ©in ЙоттгаЬ fiat 2,0 m 9iabtu§ unb 120 ЗЭДпе, roie roeit 
ftefjen bte ft&fynt oon 5№ttte ju ЗЯШе ab? 

Söfung. Safjnabftanb = - ^ - = ^ ^ = 0,10472 111. 

5. 3 m e ' 9täber greifen ineinanber, ber 9tabiue R bee größeren 3tabe§ 
ift gleicf) 0,399 m, ber be§ ffetneren r ift gletdj 0,133 m, bte Teilung 
3af)nbrette + 3afjnlücfe) ift 0,038 ra, rote oiel 3«fJne erfjält jebeS 9iab ? 

Söfung. SaS große Eftab erfjätt: 

2 R T T 2 -0,399 -π 2507 
0,038 0,038 38 

Sag fleine 9tab erfjält: 

2ι·7τ 2 0,138 τι 835,66 

= 66 3äfjne. 

0,038 0,038 38 
= 22 3äi)ne· 

6. Sie ©efdjroinbtgfeit (22eg pro ©etunbe) einer Sofomotioe beträgt 
10,0 m, bae S£rtebrab madjt in ber SDcinute 120 Umbrefjungen, roie grofj 
tft ber Surdjmcffer? 

Söfung. ffieg pro 3Rinute =- 120 · d · π = 10,0 · 60. 
6 0 0 5 5 xa 

d = — - — = — = — = 1,59 m. 
120 TT π π 

7. ©in ffiafferrab f)at 5,0 m Surdjmeffer unb brefjt fid) mit 1,5 m 
©efcfjroinbtgfett, rote groß tft oic Umbrefjungs^afjl pro SJitnute? 

Söfung d71 = 5,0 • я = 15,708 in = ffieg bei einer Umbrefjung. 
3Seg pro Slmute = 1,5 · 60 = 90 m. 

90 
П = Г5',Т08 = 5 ' 7 3 т а ' -

8. @in Sdjroungrab mit 20,0 m (SjefctjrotttbtQfeit madjt in ber üiinute 

80 Umbrel)ungcn, rote grofj tft ber SDurdjmeffer? 

Söfung. 80 d я = 2 0 , 0 - 6 0 ; 
2 0 - 6 0 15 

й = — = = 4, ,7 m. 
80 · η π 

9. ©ine Siemenfcfjeibe oon 2,0 m Surdjmeffer madjt in ber üJlinute 
200 tlmbrefjimgen, rote grofj tft bte ©efdjroinotgfeit? 

Söfung. ©efcfjrotnbtgfeit v = 2Seg in ber Sefunbe 
_ 2 0 0 ^ 1 ^ _ 200 - 2 , 0 - ^ 

60 . 60 



- 28 -

10. ©in Utae fjat 4,6 in Surcfimeffer, rote grofj ift ber Sogen b 
bee 3entrtrotnfele 30°. 

£ö|"ung. b == 4,6 · η 80° 
360°! 

14,451 1,204 m. 

11. SDer Umfang einee £reifee fei 26,5 m, rote grofj ift ber 3entri* 
roinfel jum Sogen 5,3 m. 

b 5,3 1 
360 ~~ 2б7& ~ "5*' 

b = ^ . 3 6 0 0 = 7 2 ° . 5 

Söfung. 

12. äMdjcr Sogen ift gleicf) bem 9iabius? 

Söfung. -
vn 360 ' 

360 
57° 17'44,82". 

2. Sen SireiSrabiuS au§ ber ©efjne (ber 6pannroeite) unb ber Sogen« 
Щг (bem Stiel)) ju berechnen. 

r = 3iabiu§, s = Sefme unb h=Sogeni)öfje. 
1. Söfung. 9iarf) gig. 33 ift: 

5ig. 33. '-2 = Ш2 + (r - li)2 

r2 = (s/2)'.i + r 2 - 2 h r + h2 

2 h r = (82)3 + h2 

21i 

2. Söfung. ЭЬф gig. 34 ift: 
(2r — h)· h = (s',)2 

2 r b — h2 = (s/2)2 

δ-ig. 34. 2 r h = (s/2)2 + h2 

, = (sMMj li2 

1 2 h 
Selbe Söfungen ergeben basfelbe @nb= 

rcfultat unb liefern gugleict) ben matfjematifefjen 
SeroeiS einer alten 5Polter>5iegcI, roeicfje 
lautet: 
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©er 9tabtuS eineä ßreifee ift gίегф: £jaIЬe Spannwei te 
mal fjalbe Spannwette plug Stiel) mal Stiel) bureb boppelten 
Stiel). 

JBetjyiele. 
1. ©in ©eroötbe Ijat 6,0 ra Spannweite, l/t ©tief) (L/s ber Spann· 

weite = 0,75 m). 2öte groß ift ber jugeljörtge 9tabiue? 

(s/2)
2 + h2 3,02 4- 0,752 9,0 -f 0,5625 9,5625 _ „_ 

r = i-i—_ = — - , — = — = — - - — = 6,375 m. 
2 h 2-0,75 1,5 1,5 

2. ©er ©urcfjmeffer einer ffugelfcfjalc betragt 0,6 m, bie §8fje 0,06 m. 
SBie grofj ift ber SHabiuS ber äugel)örigen .(tugel? 

_ (s/2)2 + fr2 __ 0,32 +_0,062 __ 0,09 + 0,0036 _ 0,0936 
Γ~~ "ΊΓίΓ^ 2 · 0 , 0 6 ~ ^0,12 0Д2 = 0,78 m. 

3. Sie $reiäfläcf)c $u Ьегефпеп (Duabratur) 
Sie RteiäfB^i ift gleich ber gläcbe eineä 

emgefebriebenen regelmäßigen ß̂olngonä con 
unenblicb oielen Seiten, ©er Umfang btefee 
ß̂olngonä ift 2гзт, alfo 5iret§fläci)e 

F = 2r-7r ·-— = ν'π — {—) π =——. 2 4 2 / 4 

1. 28ie grof; ift bie gläcfte eines fireifee, 
beffen ©urebmeffer = 8,0 m ift? 

r, d 2 ^ 8 , 0 2 - 7 T с л „ „ Sofung. F = — = -^-- = 50,27 qm. 

2. ©n fretärunber Saumftamm f)at 220 cm Umfang, wie groß ift 
'ber ©urebmeffer unb Querfchnitt? 

iöfung. d π » 220 
220 d = oo = 70,0 cm. 

π 
_ d27T 7 0 , 0 2 - я : F = = = 3848,45 qcm. 4 4 

3. Sie giäcbe eineä Sreifeä beträgt 6939,78 qcm, rote grofj ift ber 
Umfang unb 9tabiu§? 
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fi2 π 
Söfung. — - = 6 9 3 9 , 7 8 ; 

ι / 4 -6939 , 78 
= 94,0 cm, alfo r = 47,0 cm. 

d η = 94,0 • π = 295,31 cm. 

4. (Sine freiärunbe ftfjmtebeeiferne gttgftange foil 15000 kg $ug auf* 
nehmen, rote grofj ift ifjr Surdjmeffer unb Duerfcrmttt, roenn 1 qmm Duer· 
fdjnttt 9,0 kg 3ug aufnehmen barf? 

Söfung. F = 1^000= 1666,67 qmm = fe 
9,0 4 

. 1/4-1666,67 
d == I / = 46,1 mm. 

γ π 

5. (Sine freierttnbe £>oljftütje oon geringer Sänge foil 9000 kg Ътй 
aufnehmen, rote grofj ift ber Ciuerfcrjnttt unb SDurtfjmeffer, roenn 1 qcm mit 
60 kg Ътй belaftet roerben barf? 

Q.I « 9 0 0 0 , ζ η η ^ π 

Sofung. ί = - g Q - =150 ,0 qcm — - j - ; 
ι / 4 - 1 5 0 , 0 , „ „ d - J / — ^ - - 1 8 , 8 cm; 

r = 6,9 cm. 

6. SDie Stabten jroeter Greife betragen 4,0 m oejro. 6,0 m, rote uer> 
galten fid) bte $Iäd)en? 

F _ 4,02 π • 4,02 

Fi ~~ 6,02 π ~~6β* Söfung. - - = - ^ - — ш в ^ — b. Ь. rote bte Ouabrate ber Stabien. 

7. din freierunber %\a% oon 16,0 m ©urdjmeffcr foil mit filinfern 
abgepftaftert roerben, oon benen 40 <Siüä auf 1 qm fommen, 1000 ßlinfer 
ioften 30 SRerf, roaä foften bte SUtnferfteine? 

d27T 16 0 2 · TT 
Söfung. F = ^ = - ^ ^ ^ = 201,06 qm. 

Steine = 201,06 · 40 = 8042,4 сч? 8043. 

Äoftm = ^ ^ 1 ^ = 241,29 STOatf. 

8. @tn rufftfdjee 9taud)roi)r ijabe 20,0 cm Surdjmeffer. auf 80,0 qcm 
SRofjrquerfdjnitt redjnet man einen Dfen. 23te oiel Defen barf man in ba§ 
Sftotjr münben (äffen? 
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Söfung. 20 О2 · η 9tof)rque^nitt = —'— == 314,16 qcm. 

- . , , 314,16 
Defenanjatjl = ——— OD = 4. 

3. SD et iUeiSting. 
91αφ gig. 36 tft für ben firetering ber 

innere Umfang = 2 r π unb ber äujjere Um= 
fang = 2 R π. 

SDie ÄreteringfXädje tft gleicf) ber SDtfferenj 
ber Ягаёрфеп ber Labien R unb r, b. t. 

Ягиёппдрфе F = R2 η — r2 η = (R2 - r2) π \ 
= π (R + r) (R — r). 

gig. 30. 

Söetfotele. 
1. $n einem Kreteringe tft R = 20,0 m, r = 16,0 m, rote grofj tft 

bie дШфе F? 
Söfung. 

F = R2 π — r2 π = 20,02 · π — 16,02 ·π = π (400 — 256) = 144 π 
= 452,39 qm. 

2. SDer äufjere Umfang einee fireieringee betrage 169,65 cm, ber 
innere 135,09 cm, rote groft tft D, d unb F? 

Söfung. Όπ= 169,65; 
ΤΪ 1 б 9 ' 6 5 CA Ъ 

D = = 54,0 cm 
ST 

d = 135,09 ; 
, 135,09 , o n d = — = 43,0 cm. 

F = D2 d2?T 2290,22— 1452,20 = 838,02 qm. 

3. 2>er itufjere SäDurdjmeffet cine§ Srunnene fei 2 m, ber innere 
1,5 m, rote ftari ift bie Smnnenmauer unb rote grof) ift ifjr Оиег}фпШ? 

О Q J Q 

Söfung. aiiauerbicfe = --'—=—-=»0,26 m; 

fDlauerque^mtt = - ^ - - '-r^ = 3,1416 — 1,7671 = 1,3745 qm. 
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4. (Sine Shtlj ift auf ber SSeibe mittele einee Seiiee an einen -̂pfaijl 
ge6unben, fie frtfjt in 2 Slagen bae ©rae ab, ba§ fic erreichen fann, barauf 
ratrb bag (Set! ηοφ einmal fo lang детафг, rote lange fjat bte ßufj nun 
ηοφ ju freffen? 

Höfling. 23ε^ίφηεη mir ben SiabiuS bee inneren ftreifee mit r , fo 
ift bte abgefreffene $1афе = r2 π. 2ötrb bae ©eil ηοφ einmal fo lang 
gemacht, fo fann bte ituij begrafen bte $1афе: (2r)2yr — г 2 я = 4 г2яг 
— г2 я = 3 г2 π. 

gu ber glätte г2 я gebraucht bte ftuij 2 Sage, fic fommt foiglicE) mit 
ber Slädje З г 2 я ηοφ 6 i£age oul. 

5. (Sine furge gufjetferne ©äule oon freiSförmigcm Оиег[фпШ (D = 
210 mm unb d = 1 7 0 mm) barf pro Ouabratmttttmeter mit 7,5 kg be» 
laftet werben, гое!фе Saft fann bte ©äule tragen? 

C..J. D 27T d2n 2 1 0 , 0 2 • π 1 7 0 , 0 2 -π i o lung $Йфе = i - j - j 

= 34636,0 — 22698,0 = 11938 qmm. 
Selaftung = 11938,0 · 7,5 = 99535 kg. 

6. (Sine furje gujjetferne ©äute rotrb mit 150 000 kg belaftet, ba§ 

.̂ ofjiungSoerfjaltnie -=- = 0,8, wie grofj ift ber innere unb äußere 2)игф* 

meffer Ьеё ииег|фпШ§, roenn ein Ouabratmiiltmeter mit 7,5 kg belaftet 
roerben barf. 

£öfung. 
r u i « n / D 2 - d 2 \ fW — (0,8ϋ)2λ 

' D 2 ~ 0,64 D 2 \ / i _ 0 , 6 4 
7Γ = 

0,36 D2 π 150000 
1 = = — ~ — = 20000 qmm. 

4 7,5 
Б = = | / ( Щ Т ^ = 265,97 mm. 

d = 0,8 D = 0,8 · 265,97 = 212,78 mm. 

4. 25er Ärei§auefd)nitt ober iEreisfeftor. 

9ϊαφ gig. 37 ift bte ^Ιαφε bee Йгаёаиё* 
br fdjnttte ¥ = —; ift ber gentriroinfel a° gegeben, 

foift Ь = 2 . я з ^ 0 , a l f o F ^ S r T r ^ l 

- r w » e Ö i · 
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äktfotele. 
1. 2Ste groß ift Ые ftlödje eineä-itretSouef^rntteä, roenn r = 5,0m 

unb а = 60° ift? 

= — i - * = 13,09 qm. 

Sänge ber ßreiebögen für 9iabtue = 1. 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

©rabe 

0,00 000 

0,01 745 

0,03 491 

0,05 236 

0,06 981 

0,08 727 

0,10 472 

0,12 217 

0,13 963 

0,15 708 

0,17 453 

0,19199 
0,20 944 

0,22 689 

0,24 435 

0,26180 

0,27 925 

0,29 671 

0,31416 

0,33 161 

0,34 907 

0,36 652 

0,38 397 

0,40 148 

0,41 888 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

0,43 633 

0,45 379 

0,47 124 

0,48 869 

0,50 61a 

0,52 360 

0,54 105 

0,55 851 

0,57 596 

0,59 341 

0,61 087 

0,62 832 

0,64 577 

0,66 323 

0,68 068 

0,69 813 

0,71 558 

0,73 304 

0,75 049 

0,76 794 

0,78 540 

0,80 285 

0,82 030 

0,83 776 

0,85 521 

s 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

ölmiiien 

0,00 000 

0,00 029 

0,00 058 

0,00 087 

0,00116 

0,00 145 
0,00175 

0,00 204 

0,00 233 

0,00 262 

0,00 291 

0,00 320 

0,00 349 

0,00 378 

0,00 407 

0,00 436 

0,00 465 

0,00 495 

0,00 524 

0,00 553 

0,00 582 

0,00 611 

0,00 640 

0,00 669 

0,00 698 

©efunbeit 

0 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

0,00 000 

0,00 000 

0,00 001 

0,00 001 

0,00 002 

0,00 002 

0,00 003 

0,00 003 

0,00 004 

0,00 004 

0,00 005 

0,00 005 

0,00 006 

0,00 006 

0,00 001 

0,00 007 

0,00 008 

0,00 008 

0,00 009 

0,00 009 

0,00 010 

0,00 010 

0,00 011 

0,00 011 

0,00 012 

Sctifeeil, $!äd)en6erei φ Illingen. 3 
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~lrabe Wlinuten ®efunbcn 

50 0,87 266 85 1,48 353 25 1 0,00 727 25 0,00012 
51 0,89 0 12 86 1,50 098 26 0,00 756 26 0,00 013 
52 0,90 757 87 1,5 1 841 27 0,00 785 27 0,00 013 
53 0,92 502 88 1,53 589. 28 0,00 814 28 O,OOOH 
54 0,94 248 89 1,55 334 29 o,oo 8H 29 0,00 014 

55 0,95 993 90 1,57 08Q 30 0,00 873 30 0,00 01[! 

56 0,97 738 91 1,58 825 31 0,00 902 31 0,00 015 
57 0,99 48f 92 1,60 570 32 0,00 931 32 0,00 Olti 
58 1,01 229 93 1,62 312 33 0,00 96Q 33 0,00 012 
-59 1,02 974 94 1,64 061 34 0,00 989 34 0,00 016 

60 1,04 72Q 95 1,65 806 35 0,010 18 35 0,00 011 
61 1,06 465 96 1,67 552 36 0,0 1 047 36 0,00 017 

62 1 1,08 210 97 1,69 291 37 0,01 076 37 0,00 018 
63 1,09 95!i 98 1,71042 38 0,01 105 38 0,00 018 

64 1,11 701 99 1,72 788 39 0,01134 39 0,00 01~ 

65 1,13 446 100 1,74 533 40 0,01 164 40 0,00 01 g 

66 1,15 192 11 0 1,91 986 4 1 0,01193 41 0,00 02Q 
67 1,16 937 120 2,0944Q 42 0,01 222 42 0,00 020 
68 1,18 682 130 2,26 893 43 0,01 251 43 0,00 021 
69 1,20 428 140 2.44346 44 O,Ol28Q 44 0,00 021 

70 1,22173 150 2,6 1 799 45 o,o1 aoa 45 0,00 022 
71 1,23 918 160 2,79 253 46 0,01338 46 0,00 022 
72 1,25 664 170 2,96 70(; 4 7 0,01367 47 0,00 02ß 
73 1,27 409 180 3,14159 48 0,01 3«;)6 48 0,00 023 
74 1,29154 190 3,316 13 49 0,01425 49 0,00 024 

75 1,30 90Q 200 3,49 062 50 0,01454 50 0,00 024 
76 1,32 645 210 3,66 519 51 0,01481 51 0,00 025 
77 1,34 390 220 3,83 972 52 0,01513 52 0,00 025 
78 1,36132 230 4,0142(2 53 0,01542 53 0,00 022 
79 1,37 881 24(} 4,18 879 54 0,01571 54 0,00 026 

80 1,39 626 250 4,36 332 55 0,0160Q 55 0,00 021 
81 1,41 372 260 4,53 782 56 0,01 629_ 56 0,00 027 
82 1,43111 270 4,71239. 57 0,01658 57 0,00 028 
83 I 1,44 862 300 5,23 599_ 58 0,01687 58 I 0,00 028 
84 1,46 608 330 . 5,75 959. 59 0,01 716 59 0,00 02~ 

3SO 6,2~ 319. so 0,01745 so 0,00 029 
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2. Slue оог|ЦепЬег Labette bie Sogenlänge für ben 9iabtuS gleidt) 
10,0 m unb für ben ßentrtroinM « = 36° 47' 48" |u berechnen. 

Söfutift. @§ ift für ben 9labiu§ = 1 
Sogen b §u 36° = 0,62832 

47' = 0,01367 
48" = 0,00023 

Sogen b ju 36°47'48" =0,64222 für 9taoiue = l, 
aljo für iJlabiue = 10,0 ift, Sogen b ju 36°47'48" = 6,4222 m. 

3. 2Bie groj? ift ber ilceteauefdcjnitt für r = 6,2 m unb ßentriroiniel 
« = 46°? 

о т „ b > r 6,2-0,80285-6,2 
Sofung. F = -— = = 15,431 qm. 

4. ©ne Srücfe £)at , ηαφ 
gig. 38: 20,0 m ©ponnroeite, 
3,0 m $feil, Ъа$ ©eroölbe ift 
1,0 m ftori, rote grofj bie Duer* 
fcrjnittefläcfje bee ©eroolbee? 

Söfung. @ё ift: 
_ Qt)* + ha

 = 10,02 + 3,02 

r ~ 2b 2-3,0 
_ 100,0 + 9,0 _ 109,0 

~~6,0 6,0 
= 18,167 m, alfo R = 19,167 m. 

$m SDreiecf BAD nennt man bae Serrjältnie 

©egenfatfjete 
Slnliegenbe ilattjete = tangens. 

Фетпаф tg a/* - A «= °< 3 0 0 0 *β l 6 ° 5 0 ' = ° ' 3 0 2 6 3 2 = Ю' 

I g 6 g 32 1 ° _ · β _ 9 
^ 2 ^ - 2 ' 

a/4 = 16°42', alfo a = 66°48'. . 
T1 R 19,167-1,16588-19,167 „ . . „ 

Äreteauefönitt Μ Ε F = В · — = —ί ^ ! = 215,2 qm; 

Λ , r 18,167-1,16588-18,167 1л4_ .. 
fireiäauefctinrtt MD G = b - —- = — ' - '—^ = 192,4 qm. 

©eroölbequerfdjnitt = 215,2 - 192,4 = 22,8 qm. 

3* 
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5. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment. 
9Щ gig. 39 ift glöcfje bee ЯшёаЬ* 

fcfmttte: 
F = ÄretSaueförntt M A B — Д М А В 

Ъ г а (г — h) 
"Ύ 2 ' 

@ё ift ferner: 

r2 _ ( r - h ) 2 = r2 —r 2 + 2 r h — h2 

1) а = K 4 (2гЬ - h2) = 2 Vh (2' г - h) 

2 r h = ~ + h 2 = 4 
а2 + 4 h2 

2) r = а/4-jUi2 

~8~h ' 

3) h = r — χ = r — r cos —- — r I 1 — cos — 
Δ V dt 

Beispiele. 
1. @in Ягаё f)<rt einen SKabiue oon 20,0 m, её foH für ben gentri« 

rotnfel 40°, bie $1афе bee ffreteabfd)nitte berechnet roerben (gig 40). 
£öf un g. Sreieabfdjnitt = $reieauefci)nitt — Δ Μ Α Β. 

b · г 20 О 
fireteauefcfjnitt = - ^ - = 0,69813 · 20,0 · ί — = 139,63 qm. 

Ш 4U· Δ Μ Α Β а · х 

<Si ift: s in20°= — 

а = 40 · sin 20° = 40 · 0,342 ее 13,7 m. 

= 1/.20,02 13,7 Ν2 
oe 18,8 m. 

Δ Μ Α Β - ™Α^Δ . 128,78 qm. 

£reieabfcf)nitt = 139,63 - 128,78 = 10,85 qm. 

2. ©in Srucfenbogen i)at 20,0 m Sponnroeite, 2,0 m ^feilpije, rote 
grof? ift bie Surcfjflupffnung bet 5,0 m §ölje unb г/го ©offierung ber 
Pfeiler (gig. 41)? 

Söfung. SDurcbflufjöffnung = firetefegment A + $ßaratteltrapeä В. 
.Rreiefegment = ßretsfcftor MOD — Sreiecf MOD. 
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1) ßraäfeftor = 
b - r 

r = 
(s/2)2 + h2 _ 10,02 + 2,02 _ 100,0 + 4,0 _ 104Д) 

2h 2-2,0 = 26,0 m. 

s i n i = i = 0'3846 

<-§- = 22°37' 
<3> = 45°14', dfo b 
= 0,7895 · 26,0 in 1) etngefe|t: 

firetefeftor Μ С D 

= 0,7895 · 26,0 · ? | ' - = 

= 266,85 qm. 
or) η . 94 0 

SDretetr MOD = - ' ' = 240,0 qm, alfo 

firetefegment = 266,85 - 240,0 = 26,85 qm. 

£urcf.fiuf;öffnung = 26,85 + ?2 ί °+_1?^ . 5,0 = 26,85 + 98,75 

= 125,60 qm. 

Set V20 Soffierung tft χ = — = 0,25 m. 

4 l i 

3. 2Sie Derfjält fief) ein fireteabfc&nttt, beffen Bentrirotnfel = 60° tft, 
JU bem abfehnitt beefelben ifreifee, ber ju einem gentrtromfel oon 120° 
gehört? 

Söfung. 
r 2 ^ _ r2 Y'6 π УЗ 

fflijcfrentnljalt be§ etften atbfctjnitte _ _ 6 _ ~Ύ~ _ j6_ 4 
glädjeninijalt bee groetten 3ibftftnitt§ r 2 ; V3 π Yb 

4 η — 6 ]/"3 _ 2 7Γ — 3 У 3 1 
8π — 6 J/~3 ~ 4 π — З К З 6Д8' 

i) Die Parabel. 
2 

Siacf) gig. 42 tft bte 3%фе einer Parabel = - a b , unb bte Sänge 
О 

etnee Qcbrücften ^Jarabeibogenä L = b (1 + 
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(Sin ßreiSabfcfnutt ϊαηη annärjernb als ein оагаЬоЩфеё Segment be» 
tracrjtet werben. 

Ш 42· 
Setf^tele. 
1. SBte grofj ift ber gerjler, ber gemalt 

roirb, roenn bte $1афеп ber ЯгаёаЬ?фпШе in 
gig. 40 unb 41 ηαφ ber Formel für bte $arabel= 
fläche beregnet roerben? 

Söfung. 

(Sie. 40) gläcfie = -- · 13,7 · 1,2 = 10,96 qra, alfo о 
geiler f = 10,96—10,85 = 0,11 qm. 

(gig. 41) ЗПЦе = -f- · 20,0 · 2,0 = 26,67 qm. о 
f = 26,85 - 26,67 = 0,18 qm. 

3n ber $rar,t§ roirb man better bte дШфеп ber Яга§аЬ[фпШе geringer 
5|3fetl̂ ör)en, olme einen ефЬНфеп geiler $u тафеп, ηαφ ber glä^enfotmel 
ber Parabel Ьегефпеп. 

2. gür eine ^arabel ift ηαφ gig. 43 a = 4,0, b = 15,0 cm, rote 
grof; ift bte ЩагаЬеГрфе unb ber Umfang? 

Söfung. F = 1 ab = - -4,0-15,0 = 40,0 qcm. 
о о 

15,0 
8 4,02 ' 

17,84 cm. 

3. (Sine Parabel gu fonftruieren, bte ben Infangipunit in A tjat 
unb Ьигф ben ^unft a gefvt (gig. 44). 
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Ööfung. 2Sir teilen nach, gig. 44 Ab unb ba in eine Slnjabl, etroa 
3 gleite Seile, jieben A l , A2 unb l x unb 2y, fo finb А, х, у unb а 
^arabelpunfte. 

k) Die Ellipse. 
•gn gig. 45 bezeichnet а bie Ijalbe Ш- 45· 

grofje unb b bie halbe fleine Щ)е ber 
©topfe; её ift bie @topfenfläcf)e = а b яг, 
ber ©llipfenumfang ift gleich 

1,99 n]/~(а2 + b2) = 4,42KaM- b2. 

fionftmieren mir um В mit a ale 
Siabiue einen ßreiebogen, fo fchneibet biefer AG in ben Srennpunften F 
unb Fi. 

SBetfptcIe. 
1. 2Sie grofj ift bie gläcbe unb ber Umfang einer ©topfe, beren 

fjalbe grofje 2Ichfe a == 6,0 unb beren rjalbe fleine Slcbfe b = 4,0 m ift? 

Söfung. gläcbe F = πα -b = π -4,0 -6,0 = 75,398 qm. 
Umfang = 4 ,42 ) / ^ + 1^ = 4 , 4 2 ^ 6 , 0 4 - 4,Ö2 = 4,42^52 = 4,42 · 7,21 

= 31,87 ш. 

2. ©in ©artner roiH eine ©lüpfe ionftruieren, bie für а = 34,0 unb 
b = 30,0 m ift, rote roeit finb bie 33rennpunfte F unb Fi oom 2ftittel= 
punft entfernt? 

Söfung. Sie Srennpunfte roerben ηαφ gig. 45 gefunben, inbem 
man mit ber halben grofjen Slcbfe um В einen Ягаё befcfjreibt, ber А С in 
ben 33rennpunften F unb Fi fcfjneibet. 

9tach gig. 41 ift bie ©ntfernung 
x = }Λν2—1b^= 1^34,1^^30,02 = Κ Π 56 — 900 = )^256 = 16 m. 

Slnmerfung. Um eine ©topfe jU ionftruieren, befeftigt man in ber 
$rarj§ in ben Srennpunften [F unb Fi bie ©nben einer gefchloffenen 
2)oppeIfchnur oon ber Sänge 2 а. SBirb bie ©tfmur ftraff gefpannt, fo 
baf5 fie ein SDreiecf F a F i bilbet unb führt man fie nun mittele einee 
©tiftee um ben SDurchmeffer AG, fo befcfjreibt ber Stift eine ©topfe. 

{SLAc 
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3. Sie beiben Srennpunfte einer ©Htpfe ftnb 20,0 m entfernt, bie 
ijaibe grofje Щ]е ift gleidE» 16 m, tüte grofc ift bie ffeine? (gig. 4β.) 

Söfung. χ = ~ = 10,0. 
SS 

b2 = а2 — χ2 = 16,02 — 10,02 = 256,0 — 100,0 = 156,0. 
b = yibQ = 12,49 m. 

4. Sin Seid) fjat bie gorm einer ©ffipfe, für bie а = 60,0 unb 
b = 40,0 m ift, mitten im Seid) liegt eine Qnfel oon fretiförmiger ©eftait 

Ш 46· 
с 

А 

Л 
ι 
а 

Ш 47. 
Λ 4 Ъ 1 1 

/ζέ^5> 

' 1 * 

о ___^^-^?/-й 

Ϊ г < 

<2> 

- Л - j{ 

unb oon 20,0 m SDurcfjmeffer. 2Bie grofj ift bie glädje ber (Mipfc, bie 
gladje ber 3infel unb bie bee SBafferfpiegele? 

Söfung. (Mipfenfiäcjje = π ab = π · 60,0 -40,0 = 7539,8 qm. 
ftläd&e ber 3nfel = г2тг = 10,02 ·ττ = 314,16 qm. 

glädje bee SSafferfpiegele = 7539,8 - 314,16 = 7225,64 qm. 

5. de foil eine (Mtpfe ou§ ben beiben Щ\гх\ fonftruiert roerben. 
Söfung. 2Bir gießen baä Sangentenuierecf C D E F , teilen nadj 

gig. 47 0 3 unb 0 3 in beliebig oiele, aber gleite Seile (in $ig. 47 
ftnb 3 Seile ßeroäljlt), stehen A 1, A2 unb В 1, В 2, fo fd&netben biefe 
ficfj in ben ju furfjenben ©lipfenpunften. 



в. Körperberechnungen. 

а) Das Prisma. 
Saft. SDer 3nl)ait etnee Sßriemae ift gietct) bem ^robuft ©riinbfiäc^e 

mal §öh> (G-h). 

SeWCt§. a b c d e f g - h , gig. 4 9 , fei ein ©inljeiteroürfel mit bem 
Ьа§ фйёта auegemeffen werben foH, aisbann laffen ficf) länge ber ®runb< 
flöd^e G offenbar, nacf) gig. 4 8 , G ©nljeitSmiirfel planeren unb bei ber 
^ötje h laffen fidfc) alfo im Щёта G • h (Sinrjettäwürfel unterbringen, b. §. 
gnjjalt ift gletcf) G • h = ©runbfläc^e mal £ö(je. 

Гущ. 48. 

- , ¾ ^ 

Ьч- 19. 

<5 

SSetftmle. 
1. ffite grofj ift ber З ф И einer 0,51 m btcfen, 8,0 m langen unb 

4,0 m rjotjen 2Jcauer au§ 3tegelftetnen, rote »tele (Steine finb jur §erfteUung 
erforberlid), roenn auf 1 cbm 400 (Steine gefjen, roae ift für biefe Steine 
ju aaf)len, шепп 1000 S tud 28,50 «Warf ioften, roae ift an Strbetteloim 
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ju jaljlen, roenn fur 1 cbm 3,50 äiiarf gejafjlt roerben unb roa§ roiegt bie 
2Kauer (1 cbm = 1600 kg)? 

Söfung. aHouerin^alt: 0,51 · 8,0· 4,0 = 16,32 cbm. 

giegelfteine: 16,32 · 400 = 6528. 
6528 · 28*50 л nn nr „_ , Soften: γ ~ = 186,05 Wail 

• ШЪпЫЩп: 16,32 · 3,50 = 57,12 Watt. 
®eroid)t: 16,32.1600 = 26112 kg. 

2. @tn $rt§ma ift 4,2 m tjod), bte (Srunbfiädje Ijabe bie gorm einee 
^aratteltrapejee, fur bag a = 8,0, b = 4,0 unb b = 5,0 m ift, rote grofj 
ift ber 3nf>alt bee ^rtemae? 

Söfung. J = Gh = —° "j" 4 , ° · 5,0 · 4,2 = 126,0 cbm. 

3. (Sin Saumftamm I)at 1 m £)urd)meffer, berfelbe ift 8,1 m fjod), oue 
bemfelben foil ein regelmäßiges fecpfeitigee $ßrtema gefdjnitten werben, rote 
grofj ift beffen ©runbflädje unb $ni)ait? 

Söfung. Sie Seite bee ©ефёейё ift gleid) г = 0,5 m. SRarf) ber 
Säbelte auf ©.20, Щ. 4 ift: • 

fflty F = ©runbflä^e g = 2,59808 · 0,52 = 0,64952 qm. 
З ф Н J = 0,64952 . 8,1 = 5,26 cbm. 

$ft ba§ Sterna fdjräg abgefdjnitten, fo roirb ber Qnt)alt gefunben, 
tnbem man bie ©runbflädje mit bem artti)mettfd)en 2JiitteI ber Tanten 
multtpli§ieri. 

4. @in priematifcljer Gfrbabtrag rjabe 4,0 qm ©runbfiäctje, bie 5 un= 
gleiten §ö^en betragen: 1,5, 2,6, 3,4, 4,2 unb 5,5 m, rote grofj ift ber 
3m)alt? 

5. Son einem geftungeroafl foil ein ϊβίΐ abgetragen roerben, ju btefem 
ЗгоесЕ ift ein Quabratnetj, beffen ©etten 4,0 m betragen, gelegt roorben, 
buret) 9itoeHement ergeben fid) für bie §öfjen in ben ScEpunften ber Duabrate 
bie in gig. 50 etngefdjriebenen SBerte, rote otel (Srbmaffe ift auejus 
fd)ad)ten? 
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Sig. 50. 

(4,0-4,0 

Söfung. 2Btr erholten ηαφ gtg. 50: 
«Prisma I = 
2,0 · 2,0\ 1,4 + 1,8 + 2,4 + 1,4 + 1,2 

prisma II = 
4 , 0 - 4 , 0 - Μ + 8 ,4+ 8 ,6+ 2,0 

«Prisma Ш = 
4,0 - 4,0 3 ' β + 3 ' 8 + 3 6 + 2 ' ° 

«Prisma IV = 
4,0-4,0 ^,8 + 4+ + 4,2 + 2,6 

(4,0-4,0-

«PriSma V = 
3,0 · 2,0Л 1,8 + 2,2 + 3,0 + 3,6 + 2,4 

«ßriäma VI = 
4,0 - 4,0 . 8,6 + 4,4 + 8,6 + 2,4 

prisma VII = 
4,0 . 4,0 - 4,4 + 4,6 + 3,8 + 3,6 

(4,0.4,С 

«Priema VIII = 
1,0 • 1,0\ 4,6 + 5,0 + 5,2 + 4,4 + 3,8 

= 14,0-1,64 = 22,96 cbm 

= 16,0-2,35 = 37,60 „ 

= 16,0-3,0 =48,00 , 

= 16,0-37,5 = 60,00 „ 

= 13,0-2,6 =33,80 „ 

= 16,0-3,5 =56,00 „ 

= 16,0-4,1 =65,60 „ 

= 15,5-4,6 =71,30 „ 

Summa 395,26 cbm 

6. ©in (ätfenbarmbamm tft 2,0 m ί)οφ, oben 8,0 m breit unb unten 
14,0 m breit, rote tttel ßrbmaffe entfjätt berfelbc bei 204,0 m Sänge? 

Söfung. 

3nf»alt .1 = G h = 8 ' 0 " t 1 4 ' ° · 2,0 · 204,0 = 22,0 · 204,0 = 4488,0 cbm. 



— 44 — 

7. 2ßa§ tft gur £erfteiiung ber in gig. 51 jfijäierten Siauer für 
2JcatertaIien unb SIrbetteiofjn gu galjlen? 

Söfung. i. Stborbeilen. 
@3 tft aü^n]aiaMtn 0,81 · 8,8 · 1,0 = 7,128 cbm, wegen be§ ЯгЬейй» 

rouroei rennet man lft ntetjr, ba§ tft: - , - · 7,128 ^ 8,32 cbm (Srbmaffe. 

2. SRatertalbebarf. 
a) ©teilte: gunboment: 0,77-0,85-8,8 = 5,7596 cbm 

Socfel.: 0,64-0,75-8,8 = 4,224 „ 
2Roucr: 0,51-2,9 -8,8 = •• 13.0152 „ 

Summe 22,9988 cbm 
booon gefjen ab für jraei genfter unb eine Xüt: 
2 (1,2 · 2,4) · 0,51 + (0,75 - 0,64 + 2,05 · 0,51) 1,4 = 5,0733 cbm 

bleibt 17,9255 cbm. 
3Jlan reimet auf 1 cbm 400 Steine, alfo 

17,9255-400 = 7170,2 ο; 7200 Steine. 
b) «Kartei: 2Ran rechnet auf 1 cbm äRauerroerf 280 Stier WlMd, 

atfo 280 · 17,9255 = 5019,14 ess 5020 fitter SKörtel. 

3. Soften. 
1) 8,32 cbm (Srbc auejufcijacfiten unb 50 in fort ju farren 

ä flubifmeter 60 Щ. oo 4,99 2Karf, 
2) 7200 Steine a 1000 Stücf 28,50 2TCarf 90 205,20 „ 
3) 50201 2RörteI ä ihtbifmeter fertig ©aufteile 7 №. <^ 35,14 „ 
4) 17,926 cbm SKaueraeri к flubtfm. 3,50 SRI. Strbeitslorm счд 61,74 „ 

Soften 307,07 SRatf. 
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8. 3 u t J&erfteilung ber SDetfe einee ©ebäubee bienen 10 Salfen 
а 12,4 m lang unb t>om Querfifjnttt 20/26 cm, rote oiel gfeftmeter фо!-; 
finb oorfianben? 

Söfung. ©onjc Sänge = 10-12,4 = 124,0 m. 
geftmeter = 124,0 · 0,2 · 0,26 = 6,45 cbm. 

9. ©in ^rtema tft 8 m tang, ber Querfct)nttt roirb buret) ein regeb 
mäjjigee ©ефёесЕ gebilbet, beffen ©ette gleicf) 0,5 m beträgt, rote groß tft 
bte Doerfiäcfje? 

Söfung. Dberftäcfje = 6 ©eitenfiücfjen + 2 (Snbfiäcfjen 
= 6 - 0,5 · 6,0 + 2 · 2,59808 · 0,52 = 19,29904 сч> 19,3 qm. 

10. 23te grofj tft ber 3JianteI eines oterfeittgen, [dtjrög abgefcfjnittenen 
$rt§maä ber Kanten 2,4, 4,6, 8,4 unb 10,2 m unb ber redjtccfförmigen 
©runbfiädje ber ©eitert 6,0 unb 4,0 m? 

• * * - ** ̂ М · 6,0 + 4'6 + 10'2 4,o + i M + M 6,o + 
2. β m 

' "t 2 ' 4 4,0 - 21,0 + 29,6 + 55,8 + 21,6 = 128,0 qm. 

11. 2öte otel Hubif meter ©auerftoff enthält bte Suft etneä reeftteeftgen 
Зштегё oon 11,0 m Sänge, 7,0 m öreite unb 5,0 m §öt)e, roenn in 
100 Seilen Suft 21 Seile ©auerftoff enthalten ftnb? 

Söfung. J = 11,0-7,0-5,0 = 385 cbm. 
385·21 

100: 21 = 385: χ; χ = ——--— = 80,85 cbm ©auerftoff. 

12. 2Ba§ fofiet ber laufenbe Bieter etnee Salfene 18/24 cm ftarf, 
roenn 1 cbm §oIj 46,50 2Karf foftet? 

Sbfung. 1 cbm §oIa foftet 46,50 3Jiarf. 
0,18-0,24-1,0^0¾ foftet ? 

4 6 , 6 0 . 0 , 1 8 - 0 , 2 4 ^ ^ - ^ 

1,0 

13. ffienn ber laufenbe Bieter einee SalfenS 20/26 cm ftarf, 2,53SWot! 
foftet; roa§ foftet 1 cbm be§ betreffenben äJcatcrtate? 

Söfung. 0,20-0,26 • 1,0 cbm фоЦ foftet 2,53 3Rarf. 
1,0 cbm fgolg foftet ? 

= 48,65 SKarf. 
0,20-0,26-1,0 
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b) der Zylinder. 
niillult. ©in 3 9 ^ n ^ e r * α η η a '3 «n ^riema mit unenblic^ oielen 

Seitenflächen betrachtet toerben, ber 3fnf)alt ift alfo G h = r 2 π • h. 
Dberftitdie. Senicn roir une ben gnlinber nad) einer (Seitenlinie auf» 

gefdjnitten unb ben ÜKantel abgeroidfelt, gig. 52, fo erhalten mir für legieren 
ein 9ted)tec! mit ben (Seiten 2 r π unb h, alfo 35iantelftäcf»e = 2 r π h unb 
Dberfiäcfie — 2 r π h + 2 r 2 ?r. 

3ft ber 3i)Iinber *W§ St9· 5 3 fet)räg o b g e f φ n i t t e n , fo ift 

SWantel M = 2 m hi 

unb Qnfjalt J = г2 я 

2 
hi -f h2 

= r7r(hi + h 2 ) 

gig. 52. 

3ig. 53. 

t 

h 
\ 
1 

<— 
ffig. 54· 
«ig- -
f "^ 
^ - - ^ 

- r 

— ji 

gig. 55. 

Κ- - i t - - * 
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£of)lji)ltnber, gig. 54, Sölantel Μ = 2 π h ( R + r). 
3nljalt J = π h (R2 - r2). 

3nUnberi)uf ηαφ gig. 55, SüRantel Μ = 2rh . 

о 

SJriflutle. 
1. £>er §albmeffer bee ©runbfreifee einee 3t)Iinbere ift 2,1 m, bie 

igöfje 5,2 ш, rote groß bie Dberfiäcfje unb ber ^"Μ1? 
Söfung. ОЬегрфс = 1νπ\\ = 2· 2,1 · π· 5,2 = 68,61 qm. 

Qn^olt = г2 π h = 2,12 · π • 5,2 = 72,04 cbm. 

2. 2ßie uiet §eftoIiter 2Boffer faßt ein gtjlmbrifdjer ЗЗгаппеп oon 
1,2 m SDurdjmeffcr unb 0,48 m Xiefe? 

Söfung. 
d27r 1 2 2 · π Л = V ^ · h = i ^ r - - · 6,48 - 7,3288 cbm. 4 4 

ffiaffermenge: ^ 8 2 ^ 1 ^ = 73,288.Ы. 

3. Sie @nbffäcf)en eine§ 4,5 m langen Seffele roerben Ьигф ©Utpfen 
gebitbet, beren Ijalbe grofje Slcfjfe 3 m unb beren Ijalbe fieine Щ]е 2 m 
beträgt, rote grojj ift ber fieffeltnfjalt? 

Söfung. J = ab7rh = 2-3-7T-4,5 = 84,823 cbm. 

4. ffite Dtel fiubifmeter Sampf fafjt ein Sampfänlinber υοη 1,5 m 
£οο> unb 1 m £>urd)meffer, rote oiel SSaffer gehört ba$u, roenn 1 ccm 
Sßaffer 938 ccm SDampf gibt? 

Söfung. 

J = 1 , 0 2 · П -1,5 = 1,1781 cbm =1178100 ccm. 

SSaffer: L p 0 0 = 1256 ccm = 1,256 1. 

5. Sie grofj ift ber 3Jiantel be§ 39'in^et;e m Seifpiel 4? 
Umfang = 2 г т г к = 1,0· π • 1,5 = 4,7124 qm. 

6. ®er äufjere Umfang einee runben Жигтеё fei 27,646 m, bie 
2Jtauerftätfe 0,8 m, bie ijjöfje 10,5 m, rote oiel fiubtfmeter üDiauerroerf 
•enthält ber £urm? 



— 48 — 

Söfung. 2Втг = 27,646. 

2R = 2 ^ 4 6 = 8 , 8 r a , 
π 

Ε = 4,4 m; 
8,8—1,6 

= 3,6 m. 

J = πh (R2 — r2) = π · 10,5 (4,42 — 3,62) = π · 10,5 (4,4 + 3,6) 
(4,4-3,6)==211,12 ebm. 

7. ©in ©afometer foil 25000 cbm ©o§ f off en, rote grofi ift bte4 

ijjöfje unb ber SDurdjmeffer bee ©runbiretfee, roenn bte Dberfiädje am 
fleinften fein foil? 

Slnmerfung. Sie Dberfiädje eines ijofjlen, oben offenen gglmberS 
roirb bei gegebenem gnijalte om fleinften, roenn bte §öfje beefclben gieidt) 
bem 9iabiu§ be§ ©runbfrafee roirb. 

Söfung. gn^alt = r 2 7 T - r = г3яг = 25000 

Ψ 25000 19,964 m = h. 

8. ©ine snltnbrifcfie .ßugftange oon 5 cm ©urdjmeffer unb 15,0 in 
Sänge befiele oue ©djmtebeetfen oon fpejtftfdjem ©eroidjte 7,8, rote fdjroer 
ift biefelbe? 

Söfung. SnJjali = 0 , 5 2 - ^ . 150 dem 29,4525 ebdm. 

@eroid)t = 29,4525 . 7,8 = 229,75 kg. 

9. ©in x/2 Stein fiorfee Poppen» 
geroölbe ift 5,0 m long unb I)at bei 
Vi β $feil 2,0 m ©pamtroette, rote »tele 
(Steine unb rote oiel Sftörtel gebraudjt 
braud)t man j$ur §erfteHung beffelben? 

Söfung. Шф Seite 38 ift unter 
Senutjung ber gig. 35: 

(s/-2)2 + h2 1,02 + 0,22 

r = 2 h 
1,0 + 0Д)4 

0,4 

2-0,2 
1,04 
0,4 

= 2,6 m. 
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t g a / * — ^ - = 0 , 2 tg l l °20 ' = 0,2004 3 0 = 1 0 ' 

tgiioio<= ' ШЦ 1 , 1 ^ - ¾ ¾ ^ ^ 
ё 26 ё 30 10' · 26 _ 

α/4 = 11° 18,7' atfo α = 45° 15' ~ 3 0 ' ' 
«° . . . 45° 15' 17,09-2715 „ , , л 

b"d i r ,i8ög- , 6>*4"--ieör- дкню -Д'1^8"'; 
9ΐεφηεη nur für bie guge 1 cm, fo gê en auf 26,0 m ©eroölbe* 

länge 100 Steine unb ba ein ©tetn 6,5 cm 1)оф ift, auf 3,0 m Sogenlänge 
40 Steine, mithin erhalten roir 

Steine = ^ - • 100 · - £ ^ • 40 = 19,231 · 28,64 = 551 
4 O / U OfO 

baju lO°/o für ЗЗшф ηιαφί + 50 
oo 600 Steine. 

' Sluf 1000 Siegel κφηεί man 1000 1 SJlörtel, folglich ftnb -$ur §er* 
fteHung ber Sappe 600 1 Süörtel ефгЬеШф. 

3n ber fragte pflegt man ben Sogen nicht ju Ьегефпеп, fonbern ju 
meffen, inbem man ein befttmmtee fletnereS ©tütf in ben 3 " ^ fof̂ t unb 
bamit bie Siegung entlang mifjt, bieä mürbe in gig. 56 geben b = 2,2 m. 

Sei 7i° — Vi 2 ЩМ ber Knaggen τεφηεί man in ber $rar,i§ an 
3iegel für ba§ ©eroölbe unb §tntermauerung pro Duabratmeter ber §ort= 
äontalprojettion 75 ©teine, bie§ gibt für unfer Seifpiel: 

5 · 2 qm ä 75 = 750 ©teine. 
3ur §erfteEung be§ ©eroölbeä ftnb 600 ©teine ефгЬегКф, Ьетпаф 

iommen 150 ©teine auf bie §intermauerung. 

10. 9Ste ütel ©teine ftnb jur §erfteHung etnee 1 ©tetn ftarfen, 2,0 m 
roeiten unb 4,0 m tiefen Srunnen ефгЬеШф. 

Söfung 1. Sie ©temejai)! einer ©φίφί erhalten mir, inbem mir 
ben Umfang be§ inneren KreifeS Ьигф bie ©teinbrette bioibieren: 

ь . άπ 200-л: 628,3 
b. t. — = — - = — 00 = 53. 

12 12 cm 12 
©in ©tetn ift 6,5 cm, alfo mit 1 cm guge 7,5 cm ί)θφ, mithin ftnb 

ефгЬеШф 

-4-00- = 53 9tinge ä 53 Steine gibt: 2809 ©teine. 

Söfung 2. J - ^ - 4 -j-Jb 
4 4 J ' 

= ( 4 , 9 0 8 7 - 3 , 1 4 1 6 ) - 4 , 0 
= 7,0684 cbm. 

3eu^ ett, ЭЩфепбегефттдеп. 4 
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@in ßubifmeter enthält 400 Steine, Ьетпаф: 
Înga Î ber Steine 7,0684-400=2828 Stikf. 

Söfung 3. J = π h (R2 - r2) 
= π h (R + r) (R — r) 
= η · 4,0 · (1,25 + 1,0) (1,25 — 1,0) 
= π • 4,0 · 2,25 · 0,25 
= 2,25 -π = 7,0686 cbm. 

Söfung 4. 5ЮЙ §ilfe ber ©u Ib int fetten Sieget (Seite 85) 
j = F-w 

= 0,25 · 4,0 · 2 · xo π 
= 1,0·2·1,125·ττ 
= 7,0686 cbm. 

11. ©in fct)rög a&gefcfjnittener gtjünber oon 0,5 m Surdjmeffer ift 
an ber furjen Seite 4,0 m, an ber langen Seite 6,0 m ί,οφ, tote grofj ift 
ber äKantel unb ber 3 φ Ι ι ? 

Söfung. 
Μ = 7rr(h) + h2) = >r· 0,25 (6,0 + 4,0) = 0,7854 · 10 ,0= 7,854 qra. 

hf -I- h.9 6 0 4 - 4 0 
J = „ r2 -LZJH = „ . o,252 °Sl!SLliZ = 0,1964 · 5 = 0,9820 cbm. 

12. ßine SBalje au§ Äorf, beren ©runbfia$en=9tabiue r = 36,77 cm 
ift, foH ber Sänge паф Ьигф eine fonjentrifie ЗдИпЬег^афе fo auegebofjrt 
werben, bofj fie, пафЬет bie §ö^Iung Ьигф eine genau in biefelbe paffenbe 
ШаЦе con 33Iei com Siabiue ρ auegefüllt roorben, auf SBaffer gelegt, jur 
£älfte einfinfe. ЭМфеп 9tabiu§ mufj bie ШаЦе au§ SIet f)aben? 

<Вщ. ©εηιίφί bee Äorfee s = 0,24, bee Sietee st = 11,33. 
Söfung. fiorfroalje + SBIetroalge = SBafferquantum 

Г27Г h 

~ 2 ~ 
r2 

(r2 — p2)7rhs + p2 Trh si 

ober (r2 — p2)s -4- p2Si = — 

У 2 ( 1 1 , 3 3 - 0,24) 
r2 . , 
τ τ - ~ r2s 1 / 1 — 0, 

p 2 S l _ p 2 s = ^ _ . . 0 / 4 8 

09 
Γ~ 
09 

,· . r 2 - 2 r 2 s 

1 — 2 s V Ζ·ί\, 
2 ( s t - β ) ΐ / ^ β " Ρ2 

- r l / iW= s 
s) = 5,63 cm. 
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с) Die -Pyramide. 
©in ^rietna läfjt fici) buret) Siagonatebenen in 3 intjaltegietcfje $nra-

miben jerlegen, mitijin ift ber Qnt)alt einer ^nramibe 
P г, 

J = — unb ber 2Jtantel = gläcfje after Seitenbreiecie. 
О 

2Bir unterfdjetben: gerabe unb fdtjtefe, brei» unb metjrfeitige ^nramiben. 

Sktfotele. 
1. SBie groj? ift ber ^nfjalt einer ^ramibe υοη 6,0 m §ot;e, beren 

©runbflädje ein Siedjtei con 2,0 m Sänge unb 1,0 m Sreite ift? 2Ba3 
roiegt biefelbe? 3Jiaterial: îegetfteine υοη fpejififcfiem ©eroicf)te 1,6. 

J = 9J± = W-'J^lM = 4,0 cbm ®eroicf>t = 4 , 0 - 1 6 0 0 = 6400 kg. 

2. Sie ®runbfiöci)e einer groölffettigen ^nramibe uon 7,35 m §öt>e 
fei ein regelmäßiges 5̂n)öiferf mit ber Seite 1,19 m, roie grofj ift ber 3nt)alt? 

Söfung. 
««αφ Seite 20 ift bie $Шфе bee 3roölfeie = 11,19615· 1,192. 

__ . u T 11,19615-1,192-7,35 ao OJ . . Qntjalt J = - = 38,844 cbm. 
О 

3. Sie ©runbflactje einer ^nramiDc, beren §öije 4,0 m, fei ein 
regelmäßiges Secfjeecf mit ber Seite 2,7 m, wie grof? ift bie Seite eineä 
ber ^nramibe tntjaltegtetcfjen 3öürfel£? 

Söfung. 
' , ,. G h 2,59808-2,72

 лп „ ro„tIt,, 
3nf)dt «=—-•» — — • 4,0 = а3 (а Sffiurfelfeite). 

3 3 
13/2Τ59808· 2,72

 1 Λ α -οβ а = Ι / 4,0 = 2,93 m. 

gig 57. 4. Sic Sparren einee 20,0 m 
langen unb 10,0 m breiten £au}e§ 
ftefjen oben unter 90°, alfo Φαφ. 
fjöfje gleict) 5,0 m, rote oiel $щЛ 
ftnb jur ©tnbecfung erforberltd), 
roenn pro Quabratmeter 40 StiicE 
gerechnet roerben, roie oiel laufenbe 
Шйа Satten, bie 18 cm entfernt 
[iegen, werben gebraust, roie grofj 
ift ber JjnfiaU bee Sadjraumeg, 
roenn ein einfaches SSalmbad) РОГ» 

«· 
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auägefe|t wirb? SBte m'el guber §eu laffen ficf) im Жафгаит unterbringen, 
roenn pro guber 10 cbm 9taum erfortoerlict) finb? (gig. 57.) 

Söfung. Senfrecfjter Slbftonb згоЦфеп girft unb Traufe 

= Кб70'2 + 5,0« == K5CM) = 7,071 m. 
Sie oorbere 3BoImfIäcr)e гефпеп mir nicfjt befonberS, её ift gleiche 

Sacfjnetgung oorfjanben, bafjer lann man ba§ Sattelbacfj oofl rechnen, roeil 
bie SDacrjfläcfjen ftrf) gleict) bleiben. 

5Dacf)fiäct)en = 2 · 7,071 · 20,0 = 282,84 qm. 
SDaĉ ätegel = 282,84 · 40 = 11313,6 со 11320 

baju 5 °/o für Srucf) mit 566 

11886 

os12000 Riegel. 

SDie Satten liegen 18 cm entfernt, alfo erforberlicfje Sattenlänge: 

707,1 
ι 2 · 20,0 -

18 
+ 20 os = 40,0-38,53 = 1541,2 Ifb. Bieter. 

3nfjalt beä Фафгаитеё: Sßrienw b — 2 ^nramtben а 

10,0 · 5,0, 2 i M ^ ° 5 , 0 
20,0 500 — os83 = 417 cbm. 

guberanjafjl = 417 
10 

• o s = 4 2 . 

5. S)te ^nramibe ju fDcempljie fjat eine §öfje »on 142,0 m, bie 
©runbfiäd)e ift ein Quabrat, beffen Seite 226,0 m lang ift. SBte otel 
iiubifmeter Qnfjolt fjat biefe Sßnramibe? 

Söfung . J = 
226,02 · 142,0 

= 2417597 cbm. 

gig. 68. 

d) Die abgestumpfte Pyra= 
mide* 

2Bir begeiĉ rtert ηαφ gig. 58 bie Gsnb* 
fiad)en ber abgeftumpften ^pramtbe, bie un« 
gleite ^tguren finb, mit G unb g, bie 
§ölje mit h unb bie §ölje ber Gürgänjungei 
pnramtbe II mit h b unb bie §örje ber gan« 
jen pnramtbe mit H. 

Slltfpbe. ©egeben: G, g unb h; 
®е|иф З ф Й J. 
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Söfung. @ä oeriiält fidj: 
G:g = H2:hi2 

1) KG:"Kg=H:h 1 

(S3 »ft Η = h + hi; in 1) eingebt: 
"KG: Vg = (h + hi): b,. §ieraue folgt 
hi "KG = h Vg + hi "KG 

2) hi « — ττΓ=· 
K G - K g 

2)er Sn^ait be§ Sßnramibenftumpfee fann nun ale bte ©tfferenj jroeier 
t̂jromiben mit ben ©mnbfläciien G begro. g unb mit ben §öben (h + hi) 

bejro. hi berechnet roerben. 
®β ift J = 4-G(h + h0—4-ehi 

о о 

= y[Gh + Ghi-giu] 

= i_^Gh + h1(G-g)] 

hKg 
Gh + (G-g) KG-Kg" 

= | [ G h + hKg(KG+Kg)" 

= y ( G + KGg + g \ 

Sktfoteie. 
1. 3)te ©runbfiädje einer quabrattfci) abgeftumpften ^nramibe ijabe 

jur einen 6ette 12,0 m unb jur anberen 7,0 m, bte §ölje fei 5,0 m, rote 
grofj ift t̂ r $nljalt? 

Söfung. J = y ( G + K G i + g) 

= | (ΐ2,02+ΚΪ2,02 · 7,0^+7,02) =|(144,0+84 + 49,0)=461,67 cbm. 
О О 

2. (Sin $t)ramtbenftumpf υοη 4,0 m §öije tft an beiben ©eiten 
regelmäßig fedjSecfig abgeftumpft, bte (Seite be§ oberen <5ecb§ecf§ fei 5,0 m, 
bte bee unteren 8,0 m, rote grofj ift ber $nijalt? 2Ваё roiegt ber au8 
•Biauerroeri (1 cbm = 1600 kg) befteijenbe Ябгрег? 
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Söfung. Untere @nbfläd)e G = 2,59808 · s2. 
= 2,59808 · 8,02 = 166,28 qm. 

Obere ßnbfläcbe g = 2,59808 s2. 
= 2,59808 · 5,02 = 64,95 qm. 

3n§alt J = ! ~ ( G + K G i + g ) 

= ^ (l66,28 + 1^166,28-64,95:+ 64,95) 

- ^ß • 335,15 = 446,87 cbm. 

1 cbm 5Jiauerroerf roiegt 1600 kg. 
©eroicfit be§ ^nramibenftumpfee = 446,87 · 1600 = 714992 kg 

e) Das Prtsmatoid. 
6in Sßrtematotb rotrb ηαφ gig. 59 non jroet parallelen, fonft aber 

oonetnanber unabhängigen ^olngonen al§ Csnbflädjen unb im allgemeinen 
oon SDretecEen, bte mit ber einen (Snbflädje eine Seite unb mit ber anberen 
einen ©cEpunft gemein fjaben, begrengt. Sejetcfjnet: 

G unb g untere unb obere (§nbfläd)e, h bte §Bf)e unb Μ bte Фигф* 
fd̂ nitteflädtje in falber §öfje, fo tft: ^ntjalt J etnee $ßrtematotbe 

gig. 59. J = - g - ( G + 4 M + g ) 

1. Ser Seil. 

3ΐαφ gig. 60 tft für ben Seil mit redjtecftger ©гипЬрфе: 
ai + а bi 

: ~~2 2~ g = 0, G = at bi, M: 
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ic τ Ь , SSirb ai = a, fo ift: alfo J = — (G + 4 Μ + g) 
0 h 
h / . . .LA а 1 + а WA J = " 6 - ( 2 a i b l + a i b l ) 

h = -g- · 3 ai bi 
= -^-[aibi + ( a i + a ) b i ] 

о ai bi 

h , , - h - T -
= -g- (ai bi + at bi + abi) = M 

= (2aibi +ab i ) 
6 

eine gormel, ηαφ ber in ber ^karjä faft immer gerechnet roirb. 

$eift)tele. 
1. $n einem Seile ift ηαφ gig. 60 ЕЦ. = 20,0 m, bi = 10,0 m, 

а = 1 6 , 0 m unb h = 6,0 m, SBie grofj i(t ber 3nf)alt? 

Söfung. J = — (2 ai bi + abi) 

m ~r- (2 · 20,0 · 10,0 + 16,0 · 10,0) 

= 560,0 cbm. 

2. SDer DbeliSf. 
6inb bie ©пЬрфеп Эгеф1ес!е, fo füljrt ber Dbelifä ben 3iamen Ronton 

ober fieilftumpf (gig. 61). 
Ша) gig. 61 ift: 

J--J.(0 + 4M+.e) 

- 6 ^ b 1 + 4 - ^ . - - ^ - + ^ 

= ~w- [ai bi + (ai + a2) (bj + b») + a2 b2] 

= s- Tai bi + ai bi + a2 bi + ai b2 + a2 b2 + a2 b2) 6 

= — [2 ai bi + a2 bi + at b2 -f 2 a2 b2] 

= ~ [(2 ai + aj) bi + (at + 2 a2) b2]. 

Sinb bie beiben ©гипЬрфеп einee Dbeliefen iongruent, fo finb bie 
Seitenfanten einanber parallel unb ber Körper gef)t in ein $ri§ma über. 
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Sefen fidt) bie ©runbflwtjen einee Dbelieien au§ ά^ηΐίφεη giguren äufam* 
men, fo oerroanbelt fief) ber Äörper in einen 5pnramibenftumpf. 

6omtt finb priemen, $t)ramibenftumpfe, Seile unb Dbeliefen nur Ш> 
arten bee ^riematoibe. 

Sktfotele. 
1. (Sin Sauunterneijmer foH eine ©rube αυ§[φαφιεη, für bie шф 

gig. 61 : h = 6,0 m, at = 24,0 m, a2 = 20,0 m, bt = 16,0 m unb 
b2 = 12,0 m ift. 2Bie grofj ift bie аиё-^фаф1епЬе (Srbmoffe? ЗМфеп 
Serluft erfährt er infolge fehlerhafter ЗЗегефпипд, roenn bie ©rube Ьигф 
Siuemittelung ber ©runbfanten Ьегефпе! wirb? ЯМфеп ©eroinn fjat er px 
ве^фпеп, roenn bie ©rube Ьигф Sluemittelung ber ©runbflMen be« 
гефпе! roirb? 

Sbfung. 
1. ©rbmaffenbe^nung ηαφ ber gormel be§ iieilftumpf e§: 

h 

_ 6,0 
~ΊΓ 
= 68,0-16,0 + 64,0-12,0 
- 1088,0 + 768,0 
— 1856,0 cbm. 

J == — [(2 ai + a2) h + (at + 2 a2) b2] 

[(2 - 24,0 + 20,0) · 16,0 + (24,0 + 2 · 20,0) 12,0] 

gig. 61. 
2. ßrbmaffenbe^nung Ьигф 

äuemittelung ber ©runbfanten: 

τ — a i + a 2 . bi +Ьг . 
2 2 

24,0 + 20,0 16,0 + 12,0 
6,0 

2 2 
= 22,0-14,0-6,0 
= 1848,0 cbm. 

3. (Srbmaffenbe^nung Ьигф 
Sluemittelung ber ©гипЬрфеп: 

ai bi + a2 b2 

24,0- 16,0 + 20,0-12,0 
6,0 

= (384,0 + 240,0) · 3,0 
= 1872,0 cbm. 

aSerluft: 1856,0 — 1848,0 = 8,0 cbm. 
©eroinn: 1872,0 — 1856,0 = 16,0 cbm. 
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2. ©in (Steinhaufen ift 0,6 m rjocr), bie (SnbfiädEjen finb 9ted)teie, 
unten 4,0 m lang, 2,0 m breit unb oben Ье§го. 2,0 m lang unb 1,0 m 
breit. 2Sie grofe ift ber 3nljalt? 

Söfung. J = -g-[(2at + a2) bi + (*i + 2 a 2 ) b 2 ] 

= ^ [(2 - 4,0 + 2,0) 2,0 + (4,0 + 2 . 2,0) • 1,0] 

= 0,1 [20,0 + 8,0] 
= 2,8 cbm. 

3. SDie (Srbmaffe eine§ ηαφ ben in gig. 62 angegebenen Slbmeffungen 
aueäufcrjadE)tenben ЗВедеё ju berechnen. 

йо 
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Söfung. ЯЗегефпипд ber ©rbmaffe. 

Stielt bee fleilee 1 = »/а ^rtemo a b c d e f : 
^aralleltrapeg у · 50 

= 5 = 156,0 cbm. 

^rtätno II = hM; 

©nbfiädje А = ί^ + Εά. i ,2 , 6,24; 

©nbfiädje В = M + M . 2,0 = 12,0, olfo 
За 

ЗфИ = ^ ^ - ^ · 42 '° = 3 8 3 '0 4 сЬш' 
in ЩпЩех ffieife Ьегефпег (гф folgenbe SabeHe: 

Йогрег 

ÄeÖ I 

«ßrtemall 

Ш it J-1-1 

• iv 

„ ν 

. VI 

„ VII 

®пЬрфе r ü * 
marts gelegen 

4 , 0 + 6 , 4 
2 1 , Я 

= 6,24 

12,0 

21,0 

27,36 

15,36 

Snbfiädje borroärfrS 
gelegen 

4 - 0 + 8 , 0 0 ( ) 

2 

4 , 0 + 1 0 , 0 • ö 

2 - , - - - , -

4 ' 0 + Ο
η ' 2 · 3 , 6 

4a 

= 27,36 
4 , 0 + 8 , 8 

2 
= 15,36 

4,0 + 7 , 2 
2 - 1 ' 6 

= 8,96 

SKtrtei briber 
©nbftäĉ en 

12,0 4 6,24 
2 

= 9,12 

12,0 + 21,0 

2 
= 16,5 

21,0 + 27,36 
2 

= 24,18 

27,36 + 15,36 
2 

= 21,36 

15,36 + 8,96 
2 

= 12,16 

as б 

42,0 

24,0 

32,0 

25,0 

30,0 

х у - 4 0 
= % $ п ё т а χ у ζ t w ν = Sßaralleltrapeä -~— 

-·»·£-

3nfy»ft 
cbm 

156,00 

383,04 

396,00 

773,76 

534,00 

364,80 

179,20 

Э1иё3и[фафгепЬе ©rbmoffc = 2786,80 
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f) Der Kegel. 
@in Kegel ϊαηη betrautet roerben 

ale eine $nromibe mit unenbltcf) 
oielen ©eiten, ber ^nrjalt einer Щха-
mibe ift: 

Gh 
J = 3 ' 

für ben Kegel ift G = r2 π, alfo 

Stielt be§ Kegele = *~~ξ^. 
О 

9Щ gig. 63 ift ber 3Kontel 
be§ Kegele 

2г7г s = r π s = r π ]/~r2 -f h2. 

SBctfpicIe. 
1. Sn einem Kegel ift r = 10,0 m, h = 24,0 m, rote grof? ift ber 

З ф Ц unb SKantel? 
Söfung. 

_ r«7rh 10,02 · π • 24,0 „ , _ θ_ , 
J = —-— = • = 2513,27 cbm; 

о 3 
Seitenlinie s = "Кю,02 + 24,02 = jA676,0 = 26,0 m. 

M = i -7T-s= 1 0 , 0 - 7 1 - 2 6 , 0 = 816,81 qm. 

2. gür ein fegelförmigeä 3eltbad) fei г = 4,3 m unb s = 6,6 m, 
rote grofj ift ЗДаИ unb 3JlonteI? 

Söfung. 
_ r2 π h 

h = J/"e* — r« = V6,62 — 4,32 ^ 5,01 
4 3 2 • 7Γ J = -2-J 5,01 = 97,01 cbm. 

О 

Μ = r τι s = 4,3 · π · 6,6 = 89,16 qm. 

3. gür einen Kegel ift r = 10,0 cm, li = 1 0 ^ 2 - 14,142 cm, 
rote grof? ift %nf)alt unb 2J?anteI? 
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oxt τ r2™h 10,02 · TT-14,142 . л а п л . 
Sofung. J = —5— = = 1480,95 ccm. 

о о 
Ы = г π s = 10,0 · π • |/Έ>7θ2 + 14,142* = 544,14 qcm. 

3lnmerfung. Unter aHen normolen Regeln υοη gleichem Qnljalt t)at 
tier ben fleinften SKantel, für ben r : h = 1 : V*2 ftattfinbet. 

@ё fei: §ßl)e = Η, R• = Sftabiue ber unteren, r = Siabtue ber oberen 
(Snbfiäcfie, hi = §ölje be§ (Srgänsungefegele unb h = §öfje be§ SoHfegele. 

3luföflbc. Sntjatt unb üKantel eines obgeftumpften Regele ju be« 
rechnen. 

Söfung. ©eg. R, r unb h ? J unb M. 

Ш 64. 

t q <* 

9iach gig. 64 ift: 1) Inhalt J = -^ η (R2H - r 2 ^ ) 

R : r = Η : 1ц 
R : r = Η : (Η - h) 
R Η - R h = r Η 
H(R— r) = Rh. 

g) Der abgestumpfte Kegel. 
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2) H = * ! L 
R— г 

r : R =- hi : Η 
г : R = hi : (h + hi) 
r h + r hi = R hi 
r h = hi (R - r) 

„, . rh 
3) hl = irr;· 

©Ieicf)ung 2) unb 3) in 1) eingefegt: 
1 / R 2 - R h r 2 . r h \ h 7 r R ' - r » ?rh 

J - 8-4lT=7 -RT^rJ - ΊΓд=Т"+Гд а + Rr + 2 
_ . , 2гяг + 2Втг ._ , , 
Sölantel Μ = ξ- s = π s (R + r). 

s = Kb 2 + (R - r)2. 

aSetf4)icIe. 
1. 3 n " n e m abgeftumpften itegel ift h = 17,0 cm, R = 12,0 cm 

unb r = 7,0 cm, rote grofj ift Ignljalt J unb SDlantel M? 
Söfung. 

J - ^f- (R2 + Ε r + r2) = U^E (12,02 + 12,0 · 7,0 + 7,02) 

= 4931,25 ccm. 
s = VT7,02 + (12,0 - 77Ö)Y= Kl7 ,0 2 + 5,02 = 17,72 cm. 

Μ = π s (12,0 + 7,0) = π · 17,72 · 19,0 = 1057,71 qcm. 

2. (Sin Saumftamm υοη 15,0 m Sänge Ijat an einem (Snbe 2,0 m, 
am anberen 1,0 m Surdjmeffer, rote grofj ift fein 5>nE)alt? 

Söfung. J = ^ - - ( 1 , 0 2 + 1 , 0 · 0 , 5 + 0,52) = 27,49 cbm. 

3. 2Sie grofj ift bie Oberfläcbc eineä abgeftumpften flegele, für ben 
R = 54,0 cm, h = 31,0 cm unb r = 41,0 cm ift? 

Söfung. Dberfiädje = 7rs(R + r) + R2 яг + ν"1 π. 
s = )/"31,02 -r 13,02 = 33,6 cm. 

= π s · 95,0 + 54,02 π + 41,02 · π = 298,45 · 33,6 +9160,90 + 5281,02 
= 10027,92 + 9160,90 + 5281,02 = 24468,84 qcm ̂ 2 , 4 5 qm. 
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4. Sen 3>nijalt m^ ^α§ ©ега{ф etnee 2)ampffd)ornftetne§ ηαφ ben 
SIbmeffungen in gig. 65 gu berechnen. 

Söfung. 

1. ©cfjomftetn bie jum Socfel. 

3nfj. = abgeft. ßegel a b e d — 4 abgeft. §of)IfegeI 
(1 + 2 + 3 + 4). 

3ftfl. 65. 

24,0 л: (1,252 + 1,25 -0,75 +0,752) 

" T ^ 

— 4 
6,0 

π (0,6252 + 0,5 · 0,625 + 0,52) 

= 8,0 · π • 3,0625 — 8,0 · π · 0,953125 
= 8,0 π (3,0625 — 0,953125) 
= 25,133-2,109375 
= 53,015 cbm. 
SDoä fpegififäe ©eroicfjt bee äftauerroerfe fei 

1,6 kg, alfo wiegt 1 cbm SJiauerroerf 1600 kg, 
mithin 

©eroicfjt Qt = 53,015 · 1600 = 84824 kg. 

2. gunbament. (Sag gunbament befielt 
aue 4 3nlinbern.) 

J = 0,5· η (2,252 + 2,02 + 1,752 + 1,52) 
= 1,5708 · 14,375 = 22,58 cbm 2Kauerroerf. 

.4".$ ff 
η ι 

^ 4 , « , g &*, 

I 11 
3. Socfel. (Ser ©ocfel tft ebenfalls jnlin« 

brtfdj.) 
J = 2 . π (1,252 — 0,52) = 8,24 cbm «Wauer* 

roerf. 
Socfel + gunbament enthält 
22,58 + 8,24 = 30,82 cbm. 

@eroid)t oon beiben = 30,82· 1600 = 49312 kg. 

2otolgetoict)t bee Scfjornftetne 

84824 + 49312 = 134136 kg. Щз 
Steinet man pro fiubtfmeter 400 Steine, 

bann ftnb erforberltcb 
53,015 + 30,82 = 83,835 cbm · 400 = 33534 Steine. 

Stelfad; roerben bie 3nijelte ber gabrtff<f)ornftetne mit §ilfe ber 
©ulbinifcfien Ciegel, meiere auf Seite 85 berjanbelt roorben tft, berechnet. 
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5. Ж е Ijod) mufj ein ©efäfj in gorm einee abgeftumpften Regele fein, 
btö 0,05 iitter foffen foH, roenn Ε = 50,3 mm unb r = 33,5 mm ift? 

Söfung. 11 = 1 cdm = 100 • 100 · 100 cbmm, olfo 
0,05 1 - 500000 cbmm. 

r _ π^ 

π, h 
3 

h = 

(R2 + R r + r2) = 500000 

(50,32 + 50,3 · 33,5 + 33,52) = 500000 

3 ·500000 
π (2530,09 + 1685,05 + 1122,25) 
1500000 

π · 5337,39 
= 89,46 mm. 

6. ©in fegelförmtger ijjoljftamm fjat eine §ölje h = 2,5 m, am bicfen 
(Snbe einen Umfong oon 0,9 m unb am biinnen @nbe oon 0,6 m; её foß 
au§ bemfelben ein pri§matif<f)er Saiten genauen roerben, beffen ßnbfiädje χ2 

ein ber fletneren ilegetenbfiäcfcje etngefdjriebenee Duabrat fein foH. 9Sie grof; 
ift ber Slaummijait be§ ^otgaBfaHee? 

Söfung. J = $egelftumpf — ^Sriema. 

1) — ÜÜL (R< 4 . B r + r2) — x2h. 
ö 

hierin begetdjnet R ben Sabiue bee ßreifee am bitfen, r ben bee 
ilreife§ am biinnen ©nbe unb χ bie Seite be§ eingefdjrtebenen Quabrate. 

®§ ift: 2 R T T = U = 0 , 9 , alfo R< 

2 г яг = ui = 0,6, alfo r 

ferner ift (2 r)2 = x2 + x2 

4 r 2 = 2 x 2 

2 яг' 

Щ 

2π' 

2 г2 = 2 tu* 
4тг2 

SDtefe ffierte in ©leictfung 1) eingefegt: 

τ U* U l l i 

4 я:2 4 TT2 
Ul 

4 π 2 
2 u r 
4 π 2 

4 яг2 (u2 + u ui + Ui2) — 2 u i ; 

h = 2,5. u = 0,9. ui = 0,6 . 
eingebt: 
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J = 
2,5 Γ 

4 π2 

2,5 

— (0,81 + 0,9 . 0,6 + 0,36) — 2 · 0,36 

4тг2 

2,5 

π -1,71 — 0,72 

4тг2 

2,5 
4тг 
2,5 

4тг2 

= 0,068 cbm. 

(0,57 π — 0,72) 

, · . (1,79 - 0 , 7 2 ) 

• 1,07 

7. Sluf einem ctbgeftumpften geroben fiegel, beffen untere ©runbftödje 
ben Surcrjmeffer 2 r = 30,0cm l)ot, ftei)t em geraber 3t)linber,-beffen ©runb« 
fläct)e bte obere ßnbflä^e bee ßegelftumpfeS tft, unb ber mit biefem gletd£)e§ 
Solumen Ijat. Sie §öije bee fiegelftumpfe§ tft hi = 50,0 cm, bte be§ 
3t)Iinber3 h2 = 80,0 cm. Sie frumme Seitenfläche be§ ©efamtförpere foil 
oergolbet roerben. 28ie teuer tft bte Sergolb'ung, roenn ber Ciuabrotgentt« 
meter mit 18 $fg. berechnet rotrb? 

Söfung. 

Snfjatt bee ßegelftumpfee: Ji = ^ (R2 + R r + r2). 
О 

ober 

3nljalt bei 

Jl = 

hi(R2 + Ri 

R2 + R 

, 3 r2 

r2("l -

1 39Ünber§: J2 = г2лгЬ2. 

J2 , b. t. ^ ( R 2 + R r 

^ 4- r2) = 3 r2 h2 

, 2 3 r 2 h 2 

r + r2 = ^ 

hi 

hi J 
R r R2 

+ 

r2 + 

r2 + 

3h2 

hi 
Rh t 

3h2 

hi 
R2hi 

3h2 hi — 3 h2 

Rhi / В hi 
f \2 (hi - 8¾) 3h2 

+ 

R2h t 

hi — 3 h2 

Rhi Ν 
2 (hi — 3h2) , 
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Bh t γ _ R2hi R 2 lu 2 

r + 

2 (hi - 3 h2)J " bi — 3 h2 ' 4 (hi — 3 h2)2 

R h i _ 
2 (hi — "3 h2) 

Rhi 

, l / R 2 b i 2 

^ | / 4 (hi — 3 h2)2 

ι l / R2hl2 
± \ 4 ( h i - 3 h 2 ) 2 

R2hi 
h, - 3 h2 

R2tl! 
hi — 3 h2 2 (h i— 8 h8) 

Sie gegebenen SSerte eingebt: 
15,0-50,0 | / 15,02-50,02 "Τδ^Ο2 · 50,0~ 

-y 4(50,0 2 ( 5 0 , 0 - 3 - 8 0 , 0 ) ^ ) / 4 ( 5 0 , 0 - 3 - 8 0 , 0 ) 2 50,0 — 3-80,0 

750 ι /562500 _ 11250_ 
^38Cf ± V Ϊ44400 ~~ -190 

75 ι /5625 + 85500 
~88^ V 1444 
75 . ι /91125 

-I- V 38 ' У 1444 
75 301,87 

" 38 ' 38 
= 9,92 cm. 
3Jun tft bte äRantelfläcbe bee ßegelftumpfee: Mt = π s (R + r). 

„ „ 39^nbct§: M2 = 2r7rh2 , 
b. t. Mt = π • | /50,02 + (15,0 — 9,92)2 · (15,0 -f 9,92) 

= π · 50,26 · 24,92 
= 3934,8 qcm. 

M2 = 2 · 9,92 · π • 80,0 
== 4986,3 qcm. 

Mi + M2 = 3934,8 + 4986,3 = 8921,1 qcm. 
fioftenpunft 8921,1 · 0,18 = 1605,80 3JiarE. 

h) Die Kugel. 
1) Inha l t . 

60¾. ^аФ Ш- 6 6 tft &albiugel A tnijaitegleiĉ i t imber В — 
itegel С υοη ber §öfje r. 

S3cttJCt§. SStr [teilen bte §albfugel Α unb bcn З^КпЬ« В, <*u§ bem 
ber Segel С ^ er aus gef cfinitten mürbe, auf eine ©bene Ρ, unb legen in ber 
фойе χ eine ©bene Ε parallel %т ©bene Ρ, гос1фс bte fiugel in einem 

Senfcen, gtädjenbetedmungcn. . 5 
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Streife ber glädje F unb ben фоЬДапКпЬег in einem ßreiering ber gläci)e f 
fdjnetbet. Шф gig. 66 ift: 

ρ = η 2 π = (г2 — χ2) π unb f = (г2 — χ2) π, e§ ift alfo 
F = f, 

bte§ giit für jeben $aroHeIfcf)nitt, alfo mufj, roenn nur bie fiugelfcfimtte mit 
Fi, F2 , F3 ufro. unb bie Schnitte mit bem ^ofjlgnlinber mit fi, f2, f3, f* 
ufro. begegnet roerben: 

Vi + Fi + Fi + F* + Fi + . ·.• — U + ft + ft + ft -f ft + . · · b. i. 
£albfugel A = 3t)linber В — .(Tegel О 

; Г 2 TT · Г 2 , . = r2 π · r — = —- rd π, ol|o 
о о 

SoHfugel = —г3тг =4,189 г3. 
о 

2) Oberfläche. 

£>er fiugelinfjalt ift gleicf) 
mit bem gnljalt unenbltcf) meter 
^Bnramiben, beren Sofen auf ber 
ffugeloberflädje unb beren ©pi|en 
im iiugelmittelpunit liegen; be* 
jeicfinen mir bie fiugeloberfläcfje 
mit 0, fo ift: 

Snijalt J = 0 - r 
ν3π 3 3 

0 = 4г27г = 12,566 r2. 
SDer gröfjte bügelfreie, ber 

ju einem fiugelburcfimeffer fenf-
re<f)t fteljt, tjet̂ t 1 equator 
beefelben. Sie ©nbpunfte bie* 
fee S)urd)meffer§ Ijeifjen $ole. 
©röjjte Jiugelfreife, bie buref) bie 
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$ole geljen, ijetfjen ÜKertbiane. Sugelfretfe, гое!фе parallel gum 9Iequator 
finb, fjeifjen ^ara l le l i re i je (gig. 67). 

$eber $unft auf ber ©гЬоЬегрфе ift Ьигф feinen üDiertbtan unb 
^araHelfreiä befltmmt. Sie Entfernung jroeter fünfte χ unb у auf ber 
(Srboberfläcije ift beftimmt Ьигф ben Sogen χ у eineä gröfjten iEtugelireifeS, 
ber Ьигф biefelben gelegt werben fann. 

Settytele. 
1. $ür eine fiugcl au§ Gsifen oom fpcgififdicn ©eroicfii 7,8 ift r = 

7,0 cm, rote grofj ift ber Qnfjalt, bie Dberf-Шфе unb bae ©ειυίφί? 
Söfung. 

,Т = Аг 3 7г = ^ · 7,03-яг = 1437 ccm= 1,437 cdm. о о 
G = 1,437-7,8 = 11,21 kg. 
0 = 4 r2 π = 4 • 7,02 · я = 615,75 qcm. 

2. Sine ßugel au§ (Sifen r)at 65,973 cm Umfang, rote grofj ift ber 
9tabiue, bte ОЬегрфе, ber Snijalt unb baä ©eratdjt? @pcäififct)ee ©εηπφί 
дЫф 7,8. 

Söfung. 2гтт = 65,973; 
65,973 -г = -= = 10,5 cm. 
2 -π 

О = 4 г2 π = 4 · 10,52 · π = 1385,44 qcm. 

J = 4-r»7r = . 10,53-тг = 4849 ccm = 4,849 cdm. 3 о 
G = 4,849 • 7,8 o3 = 37,82 kg. 

3. 28a§ rotegt eine Яиде! au§ ©ranit υοη 1 dem 9iabiu§? ©peji» 
fifdjeS ©eroidjt дЫф 2,8. 

Söfung. J = ^ г 3 я г = ^ • 1,03 ·ττ<ν> = 4,19 cdm о о 
G = 4,19 · 2,8 = 11,732 β» 11,7 kg. 

4. ©in i£urminopf oon 1 m Su^meffer foU »ergolbct roerben, 1 qm 
foftet 200 3Jiarf, roa§ ift für bte Sergolbung gu jaulen? 

Söfung. Ο = 4ι·27Γ = 4·0,52τΓ = 3,1416 qm. 
«often = 3,1416 · 200 = 628,32 2Kari. 

r.» 
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5. 3n einer ffianb befinbet fidj ηαφ gig. 68 eine jijltnbrijtyi 31Щг, 
bie oben Ьигф eine Stertelfugel gefdtjioffett roirb, wie grof? ift bie Dberfiä^e 
unb ber Sn^alt berfelben? 

gig. 68. 

Söfung. J = §all>3t)linber + SSiertelfugel 

r 2 7 r h , 4 r37T 1 , 0 2 · 7 Γ 4 , 0 , 4 1,03-яг 

О 

2 r 3 4 
2г7гЬ , 4 г 2 я 

+ = 7,3304 cbm. 

= 1,0 · ττ · 4,0 + 1,02 · 7г = 15,708 qm. 

6. Sen iynijalt unb bie innere ОЬегрфе cince $ugeIgerob"lbe§ t)on 
12,0 m'2)urcjjmeffer unb 0,6 m ©emölbeftätfe Щ Ьегефпеп. 

Söfung. 

4 4 
—-R37T s-r 3 π 

• T - 2 

= | - 7 r ( R 3 _ r 3 ) 

= 2,094 (6 ,6 3 -6 ,0 3 ) 
= 2,094(287,496 — 216,000) 
= 2,094-71,496 
= 149,71 cbm. 

О = 4 r2 π = 4 • 6,02 · л· = 452,39 qm. 
3ur §erfteilung finb erforberltdj 149,71 · 400 = 59884 Steine. 
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7. ffiie grofj ift bte Seite eines 2ßürfel§, beren 3nt)alt einer fiugcl 
υοη 1 m $Durd)meffer gleid) ift? 

±_ 
У 
4 

r3 π = а3 

-0,53-лг = а3 

a = 1 / -i- 0,53 · л: = 0,806 m. 

8. Sffiie grofj ift ber Surcrjmcffer einer iiugel oon 100,0 qm Dberfiäd)e? 

Siöfung. 4г2тг = 100, 

d = 2 г = 2 λ / ~ = 5,642 т . 

9. Ше grofs ift ber Surcfimeffer einee iugeligen ©efäfjee, bae 1 1 fafjt? 
4 

Söfung. J = -ζ-г37г = 1000 ccm 
о 

r = I / 3 ' 1 0 0 0 = 6,2034 cm, alfo ä = 12,41 cm. 
у 4 · π 

10. @in rjalbfugeligee ©efäfj ou§ Sdjmiebeeifen йот fpejiftfdjen @e= 
iotd)t 7,8 Ijat 5 mm ffianbftörfe unb 2 dem inneren Surcrjmeffer, wie fdjroer 
ift boe ©efäfj für fid) unb mit SBaffer gefüllt? 

Söfung. 
4 4 

— Г37Г - = - · 1 , 0 3 · 7 Γ 
©efäfjtnfjolt -= - ш-: — = 2,0943 cdm. 

Δ Δ 

Α . ι , 0 5 3 · τ τ 
Sn^oü ber gotten &albfugel = ^ - - = 2,4244 cam. 

Δ 

©εωίφί = (2,4243 — 2,0944) · 7,8 = 2,574 kg 
©eroidjt be§ ffiaffere = 2,0944 · 1 = 2,0943 kg 

Qufammen: 4,6683 kg. 
11. 2Sie grofj ift ber fjnijalt unb bie ОЬегрфе ber Erbe, roenn ber 

2)urd)mcffcr 1716,96 geograpfyifdje Söleilen beträgt? 
Söfung. 

J = - 1 г 3 * = 4" Г ^ ~ ^ У · π «а 2650240000 Äubttmrilen. 3 о \ 2 J 
/ 1716 Q 6 \ 2 

О = 4 г2 π = 4 · ( - 7 ) · π оо 9261260 Duabratmeilen. 
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12. SDcr grojje ?iabarfc£)e Suftballon, ber im Qatjrc 1867 in $aris 
aufftteg, rjatte 20,0 m Surdjmeffer unb roar mit Seucf)tgae gefüllt, oon 
bem 1 cbm 0,518 kg frfjroer roar, rote grofj roar ber Sluftrteb, roenn 1 cbm 
Suft 1,294 kg rotegt unb roenn bag ©eroidjt be§ SaHonS — futile, 9ie|= 
roerf, Strtie, Slnfer, 3>nftrumentc, Sallaftbemannung ufro. — 2100 kg 
betrug? 

Söfung J = = ^ r3 π = - - - 1 0 , 0 3 π = 4189 cbm. 
О О 

©eroidtjt ber Suftmaffe 4189 · 1,294 = 5421 kg 
©eroidjt bee Seud)tgafe§ 4189-0,518 = 2170 kg 

Ueberfdjufj: 3251 kg 
Stooon ab Ьаа SaHongerotdjt ufro. mit: 2100 kg 

auftrieb: 1151kg. 
Ser Stuftrieb roirb gletd) 9tuB, roenn ein ^ubtfmeter Suft oerbiiunt 

1151 
roirb urn - -q = 0,275 kg, in biefer Ще rotegt ein ßubiimeter Suft 

1,294 — 0,275 = 1,019 kg. 

г 

10( 

13. SBeltfie SSanbftärfe mufj eine fupferne £of)IfugeI oon 1 kg ©e* 
roidjt (jaben, um im SBaffer ju fdjroeben/ roenn ba§ fpeäififdt)e ©erotdjt bc3 
ilupferS 8,897 ift. 

So fun g. 2Benn bte Sugel im SSaffer fdjroeben foil, fo mufj irjr 
Solumen gletd) bem einee Stlogramm SSaffere = 1000 ccm fein, ©eist 

4 
man ben £albmeffer ber fiugel = r, fo mufj — r3 π = 1000 fein, rooraue 

О 
3/ОПАЛ 

= 1 / -g— = 6,204 cm. SDa§ Solumen eines Kilogramme Kupfer ift 

, folgltcf) bae SMumen bee Ijoljlen 3iaumee ber Huge! = 1000 
σ,σ9 ι 

1000 7897 a> . '• rr 
~~ 8~89T = 8~897~ c c m - 'et r &a№meflcr Ьеа ЩЫ ЭкитеЗ = ρ, 
, t :• 4 · 7 8 9 7 , 1 3 / _ 7 8 9 7 Т Г 
fo muft fem χ е

3 „ ~ — , roorauS e = | / § щ т ^ = 5,962 ст. 
Sie ffianbbttfe ber ßupferfugel ift == 6,204 — 5,962 = 0,242 cm. 

3) SDer fiugelabf djnitt, auci) roofjl bie Kugelfcrjale, fiugeb 
falotte, Kugeltjaube ober Kugelfappe genannt. 

ϊίαφ ben Setradjtungen bei ber Sercdjnung bee 3nf)alt§ ber Kugel 
unb nadj gig. 69 ift: 

Snijalt bcS Kugelabfdjmttee А = 3nlinber В — abgeftumpftcr Kegel С. 
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З ф И beS gtjlinbere B = * r * * h . 

Sn^olt beg abgeftumpften Siegele О — — [r2 + г (г — h) + (r — h)2] 
3 

= ^ ~ ( г 2 + r 2 - r h + r 2 - 2 r h + h2). 
О 

= ^ ( З г 2 - З г Ь 4 - 1 1 а ) . о 
№ 69. 

^ -г-А- -я 

Яиде1аЬ}фти = г2 π h — ^ - (3 г2 — 3 г h + h2). 
о 

= г2 π h — г2 7Г h + г π h2 — 0 —- π h2 ( г — — ) 
3 

ягЬ2 

(3 г - h) 

h : ri = r i : (2 г — h) 
2 r h = r i 2 + h2 , 

Г!2 + h2 

, alfo tft аиф 
2 h 

T TTh2 / r i
2 + h2 

- h 

7Th2 

6h 

:1T 

(3 r ! 2 + 3 h 2 — 2 h 2 ) 

( 3 r i 2 + h2). 

gig. 70. 

4) S e n ^nf ja l t e tnee Йиде1аиё}фпШё 
(@eitor§) j u Ьсгефпеп. 

9ίαφ gig. 70 tft: Яиде1<ш§|фпШ А = 
Suigelab^nitt В + Siegel С. 
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ilugelabfdjnitt В = ~ (3 г - h). И 

Яеде! С = 142 π г — h' 
) · 

Ъ.: η = η : (2 г — h). 
r i

2 = ( 2 r - h ) h , alfo 
7Г tfegel С = ^ - (2 r — fa) h · (r - h). 
о 

= ~ (2 r h — h2) (r — h) == — (2 r2 h — r h2 — 2 r h2 + h3) о о 

= ~ (2 r2 h — 3 r h2 + h3), alfo 
Τ 2 

Äueelaugfömtt = ~ (3 r — fa) + ^ - (2 r2 h — 3 r h2 + h3) о о 

= = ~ ( 3 h 2 r - h 3 + 2 r 2 h — 3 r h 2 + h3)==-|-r27rh о о 
ober ba h = г — χ unb χ = ]Λ·2 — η 2 ift, alfo 

h = г — }/Υ2 — r i 2 

j = - 2
r r 2 7 r ( r _ | A r 2 3 : ^ 2 ) . 

о 

5) SDie Dberf 1йфе eince fiugelabfdjnitte gu berechnen. 
33ejetdf)nen roir bie Dbetfiäctje mit О, bann ift ber .̂ nrjalt bee ihtgel« 

feitorS gleich ben Spalten unenblid) meter ^ramiben, beren Safcn auf 
ber DberfiädEie be§ ilugelabfcfiniitä unb beren ©piijerî  im ÜDltttelpunft Μ 

O-r liegen, b. t. J = -—-, alfo 
о 
Or 2 2 

X-Tr "" 
f O = 2r7T_h, / 

h : η = ri : (2 г — h) 
n2 + ь2 

2h , alfo aud) 

0 = 2- 1 "Г " π • h = (ri2 + h2) тт. 

6) gnijalt unb Oberfläche ber iUtgeljone. 

^Itfialt. Der $n6alt einer itugeljone täfjt fidfj berechnen alä bie SDiffe* 
renj jroeicr ihtgelabfcrjmtte, b. i. ηαφ gig. 71 
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7гЬ2
; 

fiugeljone: J == —— (3 г — h2) -
о о 

h i 2 

(Зг — h i ) 

7r(h + hi ) 2 * ь 1 * / а ι ч —>— [3 г - (h + hi)] J - (3 г — hi) 

= ^ [ ( h + h i ) 2 ( 3 r - h - h i ) — h i 2 ( 3 r - h i ) ] 

7Г [(h2 + 2 hh i + hi2) (3 r — h — hi) — h i 2 (3 r — hi)] 

= ~ ( 3 r h 2 + 6 r Ыц + 3 r h i 2 - h 3 — 2 h 2 h i - h h i 2 -

— h 2 h i - 2 Ы ц 2 — 1 ц 3 — З г 1 ц 2 4 - 1 ц 3 ) 

= ~ ( 3 r h 2 + 6 r h hi — h3 — 3 h2 hi — 3 h 1ц2) 

= ^ h ( 3 r h + 6 r h i - h » — 8 h h i - 3 1 ц 2 ) 
о 

getner ift 

IV : r 2 - ( r — hi)2 

= r 2 — r2 4- 2 r hi — h i 2 

= 2 r h i - 1 ц 2 

unb r 2
2 = r 2 — [r - (h 4- hi)]2 

= r 2 - ( r - h - h i ) 2 

= r 2 — r 2 4 - 2 r h + 2 r h i 
— h* — hi»— 2 h h ! 

= = 2 r h 4 - 2 r h i — h» —hi» 
— 2 hhi 

alfo ift r i 2 4 - r 2
2 = 2 r h i - h i » + 2 r h + 2r 'h i - h 2 - l u 2 - 2 h h i 

= 4 r h i — 2 h i 2 — 2 h h ! 4 - 2 r h — h 2 

bemnad) n 2 + r2
2 + h2 = 4 r l u — 21ц2 — 2 Ы ц 4 - 2 r h 

unb ^ - ( r 1
2 4 - r 2

2 4 - h 2 ) = 6 r h 1 — 3 1 ц 2 - 3 hh i + 3 r h . 

©e|t man biefcn 3luebiud in bcn obigen für J , fo erhält man: 

- ( Γ ! 2 + Γ 2
2 4 - ^ ) — h2 

7 r h / - 3 
3 ^ 2 

т г Ь / З 
— 5 - - . Γ « ! 3 \2 

π h 

8 

h2 

Г22 + ^ 

? l T ^ + l r 2 4 - h 2 - 1 1 2 

2 '* ' 2 

( 3 r i 2 4 - 3 r 2
2 + h 2 ) . 
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Dberpdjc. ®ie Oberfläche einer Slugeläone oon ber §öhe h fatin be* 
trachtet roerben aU bie SDtffereng ber Dberfiactjen smctcr fiugelabfcbnttte ber 
§öi)en hi unb h2, b. ί. nach $tg. 71 

О = 2 r Tibi — 2 г лг hx = 2 г 7 г (1ΐ2 — hi) = 2 r π h. ^-У 
S3etft)tele. 
1. ©ine ßugel ou§ ßtfen oom fpeäififcben ©eraicbt 7,8 hat einen 

SÄabiue gleich 24,0 cm, fie roirb im SIbftanbe 17,0 oom SWiitelpunft burch 
eine (Sbcne gefchnitten, rote grofj tft bic Oberfläche, ber Inhalt «nb baS 
©croirfjt betber 9i6fdt)nitte? 

Söfung. 1. «ol l fugel : 

0 = 4 r2 π = 4 · 24,02 · π = 7238,4 qcm. 

J = 4~ r3 · π = 4- · 24,03 • π = 57904,13 ест. о о 
= 57,9 cdm. 

G = 57,9-7,8 = 451,62 kg. 

2. JUctner ihtgclfpl t t ter : 
О = 2 r π h = 2 · 24,0 · π · 7,0 = 1055,6 qcm. 

J = ^ 2 ( 3 r - h ) = ^ p ( 3 . 2 4 , 0 - 7 , 0 ) 

= 3335,37 ccm oo 3,34 cdm. 
G = 3,34 · 7,8 = 26,05 kg. 

3. ©rofjer ilugelabfchnttt. 
О = 7238,4 — 1055,6 = 6182,8 qm. 
J = 57,9 — 3,34 = 54,56 cdm. 
G = 54,56 · 7,8 = 451,62 — 26,05 = 425,57 kg. 

2. Sie §öije bee Slbfchnittä einer ©tetnfugel betrage 5,0 cm, ber 
9Jabiu§ be3 ©nbfrafce fei 18,0 cm, rote grofj tft ber Snhalt unb bae ©c* 
rotcht beö ilugelabfchnttte? ©peätfifcheS ©eroicht = 2,8. 

Söfung. .Ι = ~ ( 3 η 2 + 1ι2) 

= ^ - ^ ( 3 - 1 8 , 0 2 + 5,02) 

= 2479,25 = 2,48 cdm 
G=2,48-2 ,8 = 6,9kg 

3. Güinc ihtgel oon 4,0 m 9labtu§ rotrb in ben Sibftänben 2,0 m 
bejro. 1,0 m oom üDltttelpunit burch parallele ©benen gefchnitten, rote grofj 
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ift ber 3ni)dt, bie Oberfläche unb baa ©eroicfjt ber 33ollfugcI unb oiler 
3lbfdjmtte, тоепп bae fpejiftfdjc ©eroidjt gleici) 1,7 ift? 

a) 3«^i l tc . 
1) SMfugel. 

J = = 4 - ^ 3 7 = 4-·4>°3- π = 268,08 cbm. 3 о 
2) Obere Sugelfcr)de: 

π h 2 7Г · 2 О2 

J = ~ (3 г — h) = — -р— (3 · 4,0 - 2,0) = 41,89 cbm. о 3 
3) Untere fiugelfcfjde: 

73- h 2 5Τ · 3 О 2 

J == ?-=- (3 г - h) = ^ - ^ - (3 · 4,0 — 3,0) = 84,82 cbm, alfo 3 3 
4) fiugeljone: 

J = 84,82 — 41,89 = 42,93 cbm. 
b) Oberflächen: 

1) SMfugel: 
О = 4 г2 яг = 4 · 4,02 · π = 201,06 qm. 

2) Obere flugelfdjale: 
О = 2 г π h = 2 · 4,0 · π • 2,0 = 50,27 qm. 

3) Untere ßugelfcfjde: 
О = 2 r η h = 2 · 4,0 · π • 3,0 = 75,40 qm. 

4) fiugeläone: 
Ο = 2ΓΤΓ1Ι = 2 · 4 , 0 · 7 Γ · ] , 0 = 2 5 , 1 3 qm. 

c) ©eroicfjte: 
1) SMlfugel: 

G = 268,08 · 1,7 = 455,74 kg. 
2) Obere Äugelfct)de: 

G == 41,89· 1,7 = 71,21 kg. 

3) Untere fiugelfcfjde: 
G = 84,82 · 1,7 = 144,19 kg. 

4) fiugeläone: 
G = 42,93-1,7 = 72,98 kg. 

4. ©in ©eroblbe con ber gorm einer fiugelfappc foil innen mit Del· 
färbe geftricfien werben; 1 qm ioftet 1,5 üftarf, гоаЗ ift hierfür ju jaljlcn, 
wenn r = 12,0 m unb h = 4,0 m ift? 

Söfung. О = 2г7гЬ=-2-12,0-7г-4,0 = 301,59 qm. 
Soften = 301,59 · 1,5 = 452,39 SRed. 
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5. Sfflte grofj iß bie gläcfje ber fünf ßonen auf ber (Srbe? @rb= 
burdEimcffer = 1716,96 Steilen, Slbftänbe ber ebenen bee SBenbc* unb ^olar= 
ireifee oom ©rbmittelpunft 341,73 bê ro. 787,53 geograpljtfclje 3JiciIen. 

Söfung. 1) §eifje $one 
= 2 r π h = 2 · 858,48 · η • 683,46 = 3686580 Ouabratmetlen. 

2) 3ebe ber gemäßigten $one 

= 2 r π h = 2 · 858,48 · π • 445,8 = 2404640 Ouabratmetlen. 
3) Sebe ber falten $onen 

= 2 r π h = 2 · 858,48 · π · 70,95 = 382740 Ouabratmetlen. 

6. Sin jnlinbrifcfiee ©efäfj υοη 1,28 m 2Sette unb 0,84 m £tefe 
rotrb unten burd) eine ffugelfcf)ale oon 0,3 m §ölje geftfjloffen, rote grofs ift 
btc innere Oberfläche, ber 2>nf)alt unb rote oiele Siter SBaffer füllen ba§ 
(Sefäp 

fiöfung. J = r27rh + ^ ( 3 r 2 + h1
2) 

= 0,642 π • 0,84 + —{~- (3 - 0,642 + 0,32) 

= 1,0809 + 0,2072 
= 1,2881 cbm, 

alfo ba§ ©efäfj faßt: 12,881 Ы ffiaffer. 
ffiirb mit ri ber jugcljörtge SiabiuS ber ilugelfctjate bescicfjnet, fo 

ertjält man ηαφ Seite 71 für 
0,642 + 0,32 

1 1 = ^ 2 T Ö ^ = ° ' 8 3 3 m · 

0 = 2 r η h + 2 r t π 1н 
= 2 7 r ( rh + r1hi) , 
= 2 π (0,64 • 0,84 + 0,833 · 0,3) 
= 2 π -0,7875 
= 4,948 qm. 

7. @3 foil ber Qnijalt unb baS ©eroietjt eines SDampffcffele, υοη ben 
in gig. 72 angegebenen Simenfionen beregnet roerben. 

Söfung. SDie @nben beS ileffele roerben burd) eine fiugelfdjale ge= 
fdjloffen, beren Stabtue gletd) bem SDurdjmeffer bee ßtjltnbcre, alfo gleich 
1,5 m ift, f)terau3 beregnet fiefj 

h = r — x; 

χ = УХ52 — 0,752 = Vy&ÖTbco 1,30; 
h = 1,5 —1,3 = 0,2 m. 
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1) Snrjalt beä ße}felraumee + SBanbung. 
Ji = $r)ltnber + 2 fiugelf<f)alen: 

= r ^ h + 2 ^ ( 3 r - h 1 ) 

= 0,762 η --6,0 + 2 . "LL^l (3 . i / 6 _ o,3) 

= 10,8876 + 0,8482 
= 11,7358 cbm. ι 

m 72. 

2) Snfjalt bee iUffelraumee. 
J2 = З^ИпЬег + 2 Sutgeljdjalcn: 

r27rh + 2 π · hi5 
( 8 г - h i ) 

= 0,752 π -6,0 + 
2 · 0,22 

( 3 - 1 , 5 - 0 , 2 ) 

= 10,6026 + 0,3602 
== 10,9628 cbm. 

(й |етпфЬеёЯеР§: Jt — J> =• 11,7358 — 10,9628 = 0,773 cbm. 
5iimmt man ba§ fpcjififcbe ©eroidjt be§ @tfen§ ju 7,8 an, fo roiegt 

ein fiubifmeter ©ifen 7800 kg. 
©eroidjt be§ fleffelS = 0,773 · 7800 . . = 6029 kg 
baju für Safcijen, 9ltete ufro. etroa 20 °/0 . = 1206 kg 

3fig. 73. 

©efamtgeroicf)t = 7235 kg. 
8. $n roelcbem 3krl)ältni§ ftefjen bie 3tt* 

rjalte unb Dbetfläctjen einer Kugel, be§ umge» 
fchriebenen geraben ЗрКпЬегё unb bee utnge« 
febriebenen geraben Segele, beffen Slcrjfenicjjnitt 
ein gleidjfeitigee SDreiecf ift, jueinanber? gig. 73. 

Söfung. 
Η = 3 г В = r VI. 

R 2 = = ! ( 2 r ) 2 - r 2 S = . 2 R 
= 4 r2 - r2 = 2 r VT. 
= 3r2 . 



- 78 -

«. Snijalte: 
4 4 г3т; 

Яиде! = - -г 3тг =-~τ3π = 4 · — — 
o d 3 

Г07Г 
= 4 ^ 3 

gnlinbcr = r2 π • h = г2 тг · 2 r = 2 г3 тг = б — 
о 

n , Т12тгН 3 Γ 2 · Τ Γ · 3 r _ -Яедс! = — = — = = 3τόπ ν>π 

ßugcl : 3t)Itnber : fiegel ~ 4 ~ : 6 ~ : 9-f 
о о о 

β) Dberflädjen: 

Äuget = 4 г2 яг 

= 4 : 6 : 9. 

= 4г2тг = 4 г2 π 
39linber = 2r7rh + 2r27T= 2гл: · 2г + 2г2гт ==4г2тг + 2г2яг=6г2я: 
flegel = RrcS + R2rc=i'K3Vr-2г]/~<Ч-Зг 2яг=6г2яг+3г27г=9г2яг 
Яидс! : 39^п^сг : Яеде1 = 4г 2 я; : 6 г2 я- : 9 г2 π 

„ = 4 : 6 : 9 . 
©orooljl bte 3>nf)alte, ale and) bte Dberflädjen ber betrcffenben Harper 

ocrijalten fid) ju etnanber rote 4 : 6 : 9 . 

Шф gig. 74 ift 
З ф Й J = 2 π2 R · r2 = 2,467 D · d2. 

Dberfiödje Ö = 4 тг2 R · г = 39,478 R · г = 9,87 D · d. 

5ig. 74. 

-2-5W 

J 
3· 33. für einen grjlinbrtfdjen 9itng arte ©djintebeetfen tft R — 10,0 dem, 

r = 1,0 dem, rote grofs tft bte Dberfläd)e, ber $ni;ait unb ba§ ®eroid)t bee« 
felben? 6pejtftfd&,e§ ©erotd)t gleidtj 7,8. 

i) Der zуlindrische Ring. 
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Söfung. О = 9,87-D-d = 9,87-20,0-2,0 = 394,8 qdctn. 
J = 2,467 · D · d2 == 2,467 · 20,0 · 2,02 = 197,36 cdm. 

©eroictjt = 197,36 • 7,8 = 1539,4 kg. 
Die (Seite eineä 9Bürfele, bie biefcm ERing tnljaltegleid) fein mürbe, ift: 

3 

a = )/197,36 = 5,82 dem. 

k) Ellipsoid und Paraboloid 
1. Das einfache Rotat ionsel l ipsoid. 

tiefer fiörper entfteljt, roenn 
eine ßflipfe edef um bie XiSinie 
rotiert. Шф gig. 75 ift: Snrjalt 

4 
J = -=- π b2 · a. 

о 

3· S3, a = 5,0 dem, b = 
3,0 dem, bann ift: 

J = | 7 r b 2 

о 
.£. -TT -3,02 -5,0 

О 

= 188,5 cdm. 
33ei ©ctjmiebeeifen oom fpejififdjen ©eroidjte 7,8 ift: 

G = 1470,3 kg. 

2. SDo§ breiad)fige ß l l ipfoib. 

Seber Querfdjnttt fenfrecE)t jur x= unb y=2inie ift eine (Sßipfe. 9ϊαφ 
gig. 76 ift: 3 φ Ι ί 

4 J = — π a b · с. 
ö 

3· 33. a = 5,0 dem, b = 4,0 unb с = 3,0 dem. 

π &· b · с •• • π -5,0 -4,0 -3,0 = 251,33 ebdm. 

3. SDae ^a rabo lo ib . 

Siefer fiörper entfielt, roenn eine ^Barobet um bie x*2mte rotiert. 
5ίαφ gig. 77 ift: 

Зфй J· ТС 
а. 
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Λ1^3έ 

gig. 77. 

3· 93. b = 8,0 unb a = 6 , 0 dem. 

J = •£ · 8,02 • 6,0 = лг · 8 , ° 2 ' 6 , ° = 603,19 cdm. 

m- те. 

l) Fässer. 
9ίαφ gig. 78 finbet man ben 2>nf)alt 

fafjförmiger fiörper ηαφ ber gormel: 
h 7i 

12 
(2D2 + d2). 

Sktfottle. 1. ©in gafj tft 8,0 dem 
ί)οφ, ber untere ЗЗоЬеп fjat 4,0 dem, ber 
obere 3,0 dem £)urd)meffer, ba§ gafj tft mit 
ßement вот fpeätftfd)en ©erotdjt 3,0 ange* 
füllt, roa§ rotegt ber ßement? 

Söfung. 

J = = i f ( 2 D 2 + d2)= 8,0 -π 
^ 2 ^ 

(2 · 4,02 + 3,02) = 85,87 ebdm. 

©erotd)t G = 85,87 · 3,0 = 257,61 kg. 
SBtrb ηαφ gig. 78 D = d, fo ift 

12 
(2 d2 + d2), 

h π · 3 d2 _ h η d2 

12 4 ' 

2. ®en £ubtfĉ ert 3;nljalt leerer gäffer berectjnct man anneujerungäroetfe 
аиф ηαφ einer ber betben folgenben gormein, roorin D ben grbfjten Ьигф 
ben ©punb gemeffenen SDurdjmeffer, d ben iieinen SDu^meffer ber parallelen 
Söben unb h bte Ййпде bee gaffee bebeutet: 
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ober genauer: 
J = 0,04909 h (10 D2 + 5 d2 + D d). 

SScifpiel. $ft D = 150,0 cm, d = 100,0 cm, b = 180,0 cm, fo 
gibt bte erfte gormel: 

η -180,0, 
J = 150,0 + -i- • 100,0^ = 2513 Siter, 

bte groeile gormcl: 
J = 0,04909 · 180,0 (10 · 150,02 + 5 · 100,02 + 150,0 · 100,0) 

= 25625 Siter. 
Slnmerfung. <5inb bte betben Söben υοη oerfcrjtebenem £)urd)meffer, 

fo nimmt man für d bae aritijmetifcfje 2RitteI berfelben. 

m) Kübel mit unähnlichen elliptischen 
Endflächen 

9ΐαφ gig. 79 ftnbet man ben Sntjalt btefer 
ffiibel ηαφ ber gormel: T 

71 ll 
J = ——[2 (ab + ai b t) + abi + ai b]. 

gig. 79. 

äJetftmlc. 
1. @ё fei: h = 1,2 m, а = 1,0 m, b = 

0,5 m, at = 1,2 m, bi = 0,6 m ? .J. 
Söfung. 

тт. b 
J = —гг- [2 (a b + ai bi) + a bi + ai b) 

π· 1,2 
6 

[2 (1,0 • 0,5 + 1,2 · 0,6) + 1,0 · 0,6 + 1,2 · 0,5] 

= η • 0,2 · 3,64 
= 2,287 cbm. 

abgenommen ber Sübel roäre mit Ster υοη fpejiftfdjem ©erotcrjte 1,025 
angefüllt, fo tft ba§ ©eroidjt be§ 33ieree: 

G = 2,287 . 1025 = 2344,2 kg. 

2. (Sine Saberoanne tft 0,6 m Щ, bte @nbfläd)en finb (Sffipfen, 
für bte а = 0,7, b = 0,4, ai = 0,8 unb bi = 0,5 tft, rote oiele Siter 
SBaffer fo§t bte SSanne? 

S e n d e n , gtädjenberecfjmtngeti. 6 
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Sbfung. 
π h J = -R-[2(ab + ai bi) + abi + at b] 

J = 

6 
7Г-0,6 
~ б " 

[2 · (0,7 · 0,4 + 0,8 · 0,5) -f 0,7 · 0,5 + 0,8 · 0,4] 

= π · 0 ,1 . 2,03 = 0,63774 cbm. 
SDie SSanne faßt: 637,7 1 SSSaffer. 

Ш- 80. 

n) Berechnung unregelmäßiger R o t a t i o n s k ö r p e r 
nach der C h a p m a n n schen Formel. 

Wir legen burd) ben gegebenen 
Körper beliebig mele, jebodt) eine uns 
gerabe Sinjai)! unter fid) paralleler 

~ ebenen, im Slbftanbe а, bie ben $ör* 
per in ben gläcben: f, fi, h, iz, · . · 
fin-i» f2n, fdmeiben, alSbann ift: · 

Ι * * · * °9f &Ц-
Αί/β>.' ·* а 

о 
4 f 3 + 2 f 4 + . . . + f2u). 

@inb bie <Sd)mttflätf)en f, fι, f2, ufro. Steife ber 9iabien r, r i , r2 

ufro., bann ift: 
а я J = ^ (r« + 4 r2! + 2 r2

2 4 - . . . + 4 r-22n_! 4- r*a„). 
о 

Sktfotele. 
1. (Si foH ber Snljalt beS unregelmäßig begrenzten ftörpere A, beffen 

Simenfionen in gig. 81 angegeben finb, beregnet roerben. 
Söfung. 

J = ψ(τ* + 4 n 2 + 2r 2
2 + . . . + 4 ^ , , ^ + r22 „) о 

J = M l ^ (2,02 + 4 · 3,02 + 2 . 5,02 + 4 · 6,02 + 2 .10,02 + 4 · 8,02 

3 
2 . 6,02 + 4 · 4,02 + 2,02) 

= π · 830,0 
= 2607,5 cdm. 

2. £>en 3>nljalt eines glodenförmigen Йогрегё пай) gig. 82 ju be» 
rea)nen. 
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gig. 82. 

Söfung. 

J = x ( r 2 + ir\ + 2r2
2 + . . . + 4r2

2 „_! + rh n) 
о Q _ 

= ~ — (25,02 + 4 · 31,02 + 2 · 33,02 + 4 · 34,02 + 2 · 35,52 + 4 · 38,22 

+ 2 · 41,22 + 4 · 44,52 + 48,02) = 306394,45 ccm oc = 306,4 cdm. 
SDiefer tförper fafjt alfo 306,4 1 SBaffer. 

o) Oberflächen= und Inhaltsberechnungen von 
Rotationskörpern пach der Guldinischen Regel. 

1. Oberflächenberechnungen. ©ulbinifcfje Siegel. 

Sie Oberfläche eines beliebigen 9totatione= 
iörpere roirb gefunben, inbem man nadj gig. 83 
bie Sänge ber rotterenben Stnte 1 mit bem 2Bege 
tfjree ©фгоегршШеё S multipligiert, b. i.: 

О = 2 xo π 1 

Srifotele. 
1. ©in rectjitoinffigee SDreiecf ab с brefjt 

ftcf) ηαφ gig. 84 um bie yy»8inie, её foK bie 
Dberfläcfie be§ üftotattoneiörpere beregnet roerben. 

Söfung.* Sänge 1 ber rotterenben Sinie 
ab = У~4Д)2 _|_ 3,02~= К25Д) = 5,0. 

ab Ser ©cfjroerpimit S liegt in —, alfo ift ber ?lbftanb berfelben υοη ber 
m 

SDrefjadife x0 = 4,0, alfo 2x0 π SBeg be§ бфгоегршШеё = 2 · 4,0 · π. 

fil· 
l/i 

/%ζ if 

«: " 
ял 

ль 
V i * 

.«,« 
Μ , « 

Vt,f 

чя 

ΐ * ^ 
;».« 
's,» 

\$,6 

%, 

>» 

V 

S i 

Μ 
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U , ι 

Dberftödtje 0 = 2 х0 π 1 = 2 · 4,0 · π • 5,0 = 125,66 qm. 
Sie Sofie bee 9lototion§förper§ ift gleid) 

(R2 - r2) π = (6,02 — 2,02) π = 100,53 qm. 

2. Sie Dberflödje eines ЗиКиЬегё, Segele unb einer ßugel gu be» 
гефпеп. 

gig. 86. 

I 
I 

&6 
.4 I" 

1 
1 
+ 

gig-

K^J£7~Z 

e - Л> ί 

85. 

* 

"*--

gig. 87. 

2öf ung. 
1) gnl inber : 
0 = 2х07г1 

9ίοφ gig. 85: 
0 = 2глгЬ 

xo = r 
l = h. 

2) Äcgel: 

DbcE) gig. 86: 

О = 2х0лг1 

χο = у ; 8 = 1 

0 - 2 — - » a 

3) Äugel: 

3ΐοφ gig. 87: 
0 = 2 x0 яг 1 

2 r . ι 
Xo = — ; 1 = r π 

π 2r 0 = 2 π · г · π = π 
= г яг а — г it V~h2 + r2. 4 r 2 - яг. 

3. Sie Dberflädje einee Stingeä A unb einer §o{jlfel)Ie Β ηοφ ben 
in gig. 88 unb gig. 89 ongegebenen 3Ibmeffungen gu Ьегефпеп. 
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Söfung. 1) Diing Α. 
О == 2χο яг 1 

2 г 2-0,5 х0 = 1,0 + — = 1,0 + ' -π π 
= 1,3183 

1==г-я- = 0,5-7г = 1,57 
О = 2-1,3183· π -1,57 

= 13,00 qm. 

2) §oi)Iief)Ie В. 
9 г 4 0 

Хо « 6,0 - — = 6,0 - * ^ = 4.727 
π π 

1 = r • π = 2 · π = 6,283 
О = 2-4,727 -π- 6,283 

= 186,61 qcm. 

2. 3nf)alt§bereci)nungen. ©ulbinifcfie Siegel. 

Ser 3>nr)alt etnee 9btationeiörper§ 
toirb gefunben, tnbem man bie rotte» 
renbe $Iäcf)e mit ber SBeglange ir)re§ 
©djroerrtunttee multipligtert. 

Ша) gig. 90 tft: 
Snrjatt .J = 2 X 0 7 T F . 

Setfoiele. 
1. 5ίαφ gig. 91 rotiert ein 

£albfret§ um bte yy*2mte, e§ foU 
ber Qnijalt be§ entftanbenen SotationS* 
iörpere berechnet werben. 

Söjung. 

J = 2 · xo π • F 
4 r \ г2яг 
Зтг/ 

3 · π + 4 · 0,3 

= 2-(1,0 + π 

gig. 91. 

0,32 π 

= 1,00136 cbm. 
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2. Шф gig. 92 rotiert bie gtöd)e abed um bie Sinie yy , ben 
3ni)alt bee 9iototioneiörpere ju berechnen. 

Söfung. 9ϊαφ gig. 92 ift 
4 r 4 · 0 2 a — ^r~ = — — = 0,085, olfo x2 = 0,915 

χι = 0,5 
0 9 2 . ττ 

1,0 · 0,4 - 0,5 - ~ ^ ~ · 0,915 
11 Χΐ — 12 Χ2 2 Χο = 

f 1 — f2 1,0 · 0,4 
0,22·τι; = 0,423 m. 

-Xf'fri 

fi = glädje bee Ша)ЫЗ abed unb xt beffen ©rfjraerpunfteabftcmb 
υοη ber Sretjacfife. 

f2 = Släcfje bee §aI6fretfeS bee unb X2 beffen SdjmerpunEteabftanb 
oon ber ©reijadjfe. 

0,22 · TTN 
J = 2x0JiF = 2.0,423.7r· f 1,0 · 0,4 - ' V " Ί - Ο, 89541 cbm. 

3. Sen 3>nfjalt einee ßplinbere, einee Regele unb einer ilugel ju 
bered)nen. 

4 
1 
1 
1 
fh 
1 
1 , 
! A 

f-

5*9-

Jm 
Ш 
-A,--* 

94. 

t 
sx 

\ \ 

\ \ 
\ \ 

V 
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xo 

2öfung. 

1) 3t)lirioer. 

3ίαφ gig. 93 ift: 
J = 2 xo π F 

o = ^ - unb F = r · h 

J = 2 · —- η · г · h 
'Δ 

= r2 π ft. 

2) Segel. 
3ίαφ gig. 94 ift: 

J ==. 2 xo η I 
Г s. ТЛ Г П 

xo = T unb F = -

τ о r r h 

Г2 7гЬ 
3 " 

3) Kugel. 
31αφ gig. 95 ift 

J = 2 xo TT F 
4 r xo = ^ - unb F = 
ö 71 

4 r 
.Τ = 2 · ^ 7 Γ · Γ 2 

О 7Г 

4 3 

Г"7Г 

4. gür einen ©ifenbafjnbamm betrage bie §öfje h 4 m, bie Söfdjung 
fei iVafwfc ber Suroenroiniel betrage 26° 13', ber 3tabiu§ Κ ηαφ gig. 96 
2000 m, e§ foil bie (Srbmaffe beefelben berechnet »erben. 

3*8- 96. 

зьЖшгме* 
/Jrtr 

Söfung. Ser ©djroerpunft S be§ profile liegt auf ber 3Jlitteffinie 
xx in ber §öfje 

b2 + 2bi h 20,0 + 2-8,0 4,0 
XL = = 1,714 m. bi + b2 3 8,0 + 20,0 3 

Genien roir un§ ba§ profit bee Satnmee brefje Щ um bie 21ф{е у у, 
bann ift ber 2Seg, ben ber Scfyroercunft S gurücflegt, gleicfj ber Sogen« 
länge tw, b. i. 

Sogen tw = 2000-0,45757 = 915,14, 
für ben 9tabiu§ = 1 ift bie Sogenlänge, bie jum <£26°13 ' gehört, 

gleidt) 0,45757. 

J = 2ßeg be§ <3cf)tt)err>unite§ S · glädje F 

_ 915,14 - (Ы^±Я№\ . 4 | 0 = 5124,784 cbm. 

» 
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Spezifische Gewichte. 

Tabelle 1. 

%c. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 

29 

30 

äKaterial 

а) gefte fiörper. 
2lnt£)rajit 
SInttmon . . . 
Щ$аИ 
81« . . . . 
Sraunfofjfe . 
Sutter . . 
3ement . . . . 
Siä bei 0 ° 6. . . 
6dE)mtebeetfen 
©ufjetjen 
(M>e . . . . 
©Ia§ . 
©locfenmetafl . 
(Mb . . . . 
©ipe . . . . 
©ufjftaf)! 

ЭЫЬифе 
Ш)е . . . . 
gierte . . . . 
ffieferni)ul(j 
Жаппе . . . . 
.Ralf, gebrannt 
iMfftetn 
fiupfer . . . . 
Serjm . . . . 
9Jiarmor 
iialfmörtel 
©anbftein 

ι fein itnb troefen . 
<5anb < feudjt 

/ grob unb troefen 
3tegelfteme 

©peätftfdieS ©emtd)t 

1,34—1,46 
6,65—6,72 
1,07—1,16 

11,376 
0,8—1,5 

0,94 
2,72—3,05 

0,92 
7,6—7,8 
7,0—7,5 

1,34—2,40 
2,46-3,78 

8,81 
18,6—19,3 · 
0,97 — 1,81 
7,83 — 7,92 

lufttroden 
0,66—0,83 
0,69 — 1,03 
0,35-0,60 
0,31-0,76 
0,37-0,75 

frtfa) 
0,85—1,12 
0,93-1,28 
0,40—1,07 
0,38—1,08 
0,77—1,23 

1,64—1,86 
2,46—2,84 
8,59—8,90 
1,52-2,85 
2,52—2,85 

1,6—1,8 
1,9—2,7 

1,40-1,64 
1,9-2,1 
1,4—1,5 
1,4--1,7 
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9h, 

31 

32 
33 
34 
35 
36 

37 
38 
39 
40 
41 
42 

43 

44 
45 
46 

' 47 
48 
49 

50 
51 
52 
53 
54 
55 

56 

Sßlateml 

^oröfe ßiegelfteine . . . . 
Stafil . ' . 
©cbjefer 
Sdjrtee . 
Silber . 
Steinfalg 
£on 

Χοή 
3iegeImauerroerf 
3«nf . . 
3inn . 
ЗисЕег, roeifjer 

b) fjlüffige Körper . 

ШоЫ 
Sier . 
Wild) . 
9tüböl . 
6d)raefelfäure 
Seeroaffer 
9tb,einroeirt 

c) © a e f ö r m i g e Körper . 
(9itmofpftäri)ct)e Suft = 1.) 

ßtjlorgae 
Kof)Ien)äure . 
Koljlenroafierftoff 
Sauerftoff 
SSafferbampf bei 0 ° 6. 

bei 100° 6 
gSafferftoff . 

@peäififa)e§ ©eroicfyt 

0,95 
7,26—7,80 
2,64—2,74 

0,125 
10,1—10,6 
2,22—2,30 

1,8—2,63 
0,51-0,84 

1,5-1,7 
6,8—7,2 

7,29 
1,61 

0,793 
1,023—1,034 

1,025 
0,914 
1,842 
J,029 

0,992—1,002 

2,47 

1,5291 
0,974 
1,1056 
0,6225 
0,4686 
0,06927 

artmerfung. 
2)аё (резОДфе ©егтфг gibt an, wie oiel mal ein Körper fernerer tft 

аЫ SKoffer bei + 4° ß. 
1 cdm SSaffer roiegt 1 kg, аЦо 1 cdm ©dmttebeetfen nad) tyo]. 9: 

7,8 kg, b. i. 1 cbm ©djmiebeeifen roiegt 7800 kg. 
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Schwerpunktslagen bei Linien, Flächen 
und Körpern 

Tabelle 2. 

z+ (Segenflaitb ©djmetpiinttStage 

a) Linien. 

©erabe. 

1¾ £ 
Ser ©djroerpunft S liegt 

in ber 3Jlitte υοη AB. 

£>albfrei£bogen. 

4\ 
2r 

Xo = 

3) r e i e cf. 
b) Flächen. 

§aI6iere AC in d, jiefje 
d B, teile d В in 3 glcidje Seile, 
im erften SDrtttel liegt ©фгоег* 
punit S. S liegt aud) auf einer 
parallelen ju AC im erften 
©rittel ber Ще h. 

xo = 
a + 2 b _h_ 
a + b 8 
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©egenftcmb ©фюсгрипШадс 

3erlege bae Sierecf Ьигф bie 
©iagonalen A C unb B D in 
Sreiecfe, beftimme bie ©фгоег« 
punfte βι, s 2 , s 3 unb St biefer 
£)reiecie, %iei)e bie 8фгоег1шеп 
xx , У У, beibe fc^neiben fiĉ  im 
бфшегрипЙ S. 

7 

8 

9 

10 

£)cr @фгоегрип!1 
g r a m m e s lieg! 

* I 

1 

Sie 

)r* 

S einee Q u a b r a t e , 9terf>teciё unb ^arallelo« 
im 2)игф}фтиёрипгЧ ber beiben diagonalen. 

led. 

4' \ 

i*-

$arab 

It -x 

Stertel. 

It- - — O L — 

el. 

t 
- r 

3 

ч 

" Τ 
1 

n 

e i i t p f 

i 

: : *.-J 

e. 

1 

1 
t 

^erlege bag 33ielec£ Ьигф eine 
diagonale in jroei Seile (2)rei= 
ober Sierede) unb beftimme bie 
бфгоегршШе si unb s2 beiber 
Seile, bie oerbunben eine бфгеег» 
linie у у liefern; Ьигф eine neue 
3erlegung beftimme man eine 
Sroeite ©фгоегНте χ χ, beibe 
(ЗфгоеШтеп {фпеиэеп fid) im 
@фгоегрипгЧ S. 

з 
x o - T x , 

3 . 

4а 

4b 
о л 
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»\ 
©cgenftcmb ©diroerpimttSiage 

S t e r t e l f r e i s . 

xo = Уо 
4r 
3 π 

albfreie. 

fiteteouefcfjnttt. 

Xu 
4r 
3 π 

xo = 
4 г sin а 

3 « 
NB. £>er ©djroerpunft ber 

glacfje einer йиде^опе ober ©cfjde 
liegt in falber §ölje. 

ßreieabfcfinitt. 
Fxi — fx2 

x« = F - f · 
F = gläcfie bee ÄretSauefdjmttS 

MAB, xi = ©djruetpuniteabftanb 
be§ ßreieau§id)nitt§ M A B , f = 
giäctje bee Sreteiä MAB, x2 = 
Scfyraerpunfteabftanb bee SDreiecfe 
MAB. 

glädjen au§ Seilen äufammen* 
ge)e£t, beren ©djraerpunftelagen 
befannt ftnb: 

- f l X l + f2 X2 + · - - + fη Xn 
f1 + h + • • • + fη 

ЗШдетет: 

= fiji + ЪУ2 + · · · + fnya 

f i + i i + . . . + f». 

xo 

Уо 
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(Segenftmtb ©ctyroerpunftälagc 

с) й о г ρ е г. 
Фег ©cfjroerpunft einee gtjltnbere, einee ^riemaS unb einee ihtbue 

liegt in falber §öf)e. (parallele бпЬрфеп Oorauägefe^t. 

ßegel unb $nramioe. 
h 

Seftimme tote ©djroerpunite 
si unb s2 ber ©eitenfiädjen A B C 
unb С B D , oerbinbe 8j unb s2 

mit ben gegenüberliegenben ©pigen 
D unb A, fo fc^neiben bie ©фгоег* 
Unten D si unb A s2 рф im 
©фгоегрипН S. 

fiugelabfc^nitt. 

2Ibgeftumpfter fiegel. 
2lbgeftumpfte ^nramibe. 

Xo 
3 (2 r - h)2 

Ϊ " 3r —h 
r = fiugelrobiuä. 

x,i = 
h F + 3 f + 2 VVi 

4 ' F + f -f KF^f 

F größere, f ileine ©пЬ^афе, 
h ©tumpfljölje unb x0 ©фгаег* 
punft*3lbftanb υοη ber größeren 

©пЬрфе. 
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S» (Segenftcmb @d)roerpimftSIage 

LH Körper ащ teilen gebilbet, beren 
ScfitüerpunEtelagen befcmnt ftnb. 

xo 

У0 -

ii Χι + Ϊ2 X2 + • • · + iu x n 

ii + Ϊ2 + · · . + in 
ii yi + J2 У2 + · · • + in У.. 

ii + 12 + · · · + in 

Tabelle über Inhalt, Mantel und Oberfläche 
verschiedener stereometrischer Körper. 

Tabelle 3. 

iL 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Äörper= 
bejeiciiming 

s}kiema 

SBürfel 

З^ИпЬег 

$t)ramibe 

.Regel 

abgeftumpfte 
^tjramibe 

abgeftumpfter 
ßegel 

Kugel 

Kugel» 
abfctjmtt 

Kugel* 
auefd)mtt 

Qtt^att 

G-h 

а3 

r- π h 

G h 

Г27ГЬ 
~ ~ 3 ~ 

A(G+KÖT+g) 

~(R 2 +Rr+r 2 ) 

4 3 
-ζ-ν*π 
о 

" / V h) 

2 
-— r2 π h 
о 

2Jcantel 

4 a2 

2r7 i i i 

Г 7TS 

7TS(R + r) 

2 r 7 r h 

Обегрфе 

6 a2 

2гяЬ+2г2тг 

г п s + ΐ'2 π 

л· s (R + г) 
+ n (R 2 +r 2 ) 

4 r 2 π 

Semertimgett 

diagonale = 
а К з 

Г~^<\ 
\ ^ ^ r 
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s7 

11 

»2 

ia 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

iförper* 
besetdjmmg 

fiugeläone 

^riematoio 

Sdjräg abge= 
fcr)ntttenee 
breifeitigee 

Sri§ma 

Seil mit 
fd)rägen 
Seiten 

(Serober Seil 
mit geraben 

Seiten 

Dbelief, 
Ronton ober 
fieilftumpf 

Saumftamm 

Stammholz 
(prattifdj uer* 

roenbbor) 

ßnlinber^uf 

Äloftct* 
geroölbe 

(§albfreis) 

3ttyalt 

' ^ ( З г . Ч З г г 2 

+ h2) 

A ( G + ,M + g) 

a + b + c 
G · 3 

-g-(2a tb, + a b j ) 

h . a i
2

b l = h M 

— [(2 ai + a2) bi 

-f (ai + 2 a 2 ) b 2 ] 

0,8 b2l 

0,62 b2l 

f"h 

«Kantet 

2 г т г Ь 

2 r h 

bh I 

\ 
1<-

D6erflää)e Semerfmtgcn 

1 

' Ι 

/ rvr^% 
SßrflX. gig. 59 

«Seite 54 

SrflLgig.ßO 
(Seite 54 

SrqI. gig. 61 
Seite 56 

1 = @tamm= 
länge 

b = mittlerer 
2)urcfjmeffer 

auefdiltefslicf) 
Saft unb 

SKttbe 

Srgl .gig.55 
Seite 46 

£eibung§fläct)e einer 
(Seroölberoange 

ι « / ι 

a. »·* 

http://Srgl.gig.55
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Эй Sörper« 
begetcfjnung 

ЗДаИ SKantei Oberfläche Semerlungen 

21 
ffreujgeraölbe 

(Ouabrat) 

22 
Quabratifdjc 
§ängefuppel 

23 

21 

25 

26 

27 

§of)lät)lmbcr 

Sdjräg abge 
fdmtttener 
ßnlinber 

Ш mit 
freieförmigen 

SDauben 

gqlinbrifdjer 
9ting 

Sae einfache 
9totation§= 
©ilipfoib 

7 T h ( R 2 - r 2 ) 

τ'π-
hi + h2 

( 2 D 2 -

D + 

bd'O 

d N 2 

12 
7rh 
T l u + | 

ober genauer 
0,04909 h (10 D2 

+ 5 d2 + D d) 

2 т г 2 К г 2 

4 
3 

1,1416 d2 

Reibung öee quabratifd)en 
fireuggeroölbee 

2,601 r 2 

1,30 a2 

2 я г Ь ( К + г ) 

r7r(hi 4- Ьг) 

«rgl .gig.54 
©eite 46 

SSrgl. gig. 53 
Seite 46 

D = Surdjmeffer am 
Spunbloch 

d = innerer 23obenburd)= 
meffer 

h = Slbftanb ber gafjböben. 
Sinb bie beiben Söben 

oon oerfcbiebenen 2)игф= 
meffer, fo nimmt man für 
d ba§ ariti)metifd)e 2JiitteI 
berfelben. 
Sergl. gig. 77 Seite 80 

47T 2 Rr 
Srel. gig. 73 

Seite 77 

SSrgl. gig. 74 
Seite 78 

http://�rgl.gig.54
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SS Äörper« 
bejeidjmntg 

ЗяфШ Sttantet Dberfiäct)c Scmcrhmgen 

28 

29 

braadjftge 
(SHtpfoib 

$araboIoib 

abc 

b2a 

Щ1Ш 75 
Seite 79 

«rgi.gig.76 
(Seite 80 

<ß^~ 

30 SBegerampe 
3a + 2 h n f l - -

(m — n) 
h2 

©ulbinijc^e Siegel: 

1. Dberpcfienberecfjnungen: Sie Dberflädje, bejro. ber 3Jtantel einee 
9totatton§förper§ ift gleid) ber Sänge ber rotierenben Sinie mal 
©фгоегрцпШгоед. 

2. $nijaitebereci)nungen: £)er Snljalt einee 3iotation§förper3 ift ßleici» 
bem ^nijalte ber rotierenben %\Щг moi ©cfjroerpunfteroeg. 

ßljapmannfc£)e g o r m e l . 
Seredmung unregelmäßiger 3lotationeförper. Sunt) ben Rörper roerben 

beliebig tnele, jebocr) eine ungerabe Slnjal)! unter ftct) paralleler ßbenen, im 
SIbftanbe а, bie ben Körper in ben Stöcken: Ь ft» U, ft ha-\, 
f2ll fdjneiben, gelegt. @S ift: 

J = ^ ( f + 4 f i + 2 f 2 + 4 f 3 +2f* + -f f»„). 
о 

©inb bic ©фпШрфеп f, flf f2 ufro. Greife mit ben Labien r, νχ, r2 

ufro., fo ift: 

J = y ( r 4 4 r , 4 2 r 2 , + + 4 r ' 4 - i + r2
2ll). 

http://�rgi.gig.76
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(Jerau!'lgegeben Don SJ er man n 9l o b r ab e. ~it einem Wtlas uon 
56 !Joliotafefn, entf)altenil 720 !Jiguren. gr. 8. ®cf) . 12 ~atf. 
®eb. 15 ~arf. 

~ e ~ i e, Dr. W. (>., '!let ,3immermnnn. @ine umfaffenbe ~arfteUunn 
bet 3immermannsfunjl. @ [ f t e ermeiterte ~uflnge, gerausgegeben Don 
S'~Htmann 9lobrabe, faifed. \ßoftbauinfpeftor. ~it einem ~ltlas Don 
44 ®roflfoliotafeln, entf)alten'o 685 Wbbil'oungen. gr. 8. ®ef). 12 ~arf. 
®eb. 16 ~arf. 

~ o I 4, ~., '!lct IDlnfdjincnbnttet für ®emerbe un'o ~anbmirtfdJnft. 3um 
®ebrattdJe für lJadJfd)u!en unb 'oen 6elbftunterrid)t. W d) t e neuliearbeitetc 
Wuflnge. ~it einem Wtla5, entfJalten'o 32 !Joliotafrln. ~e~.,8. ®cg. 
17 ~atf. ®eb. 18 ~arf. 

- l.ßrad)tausgnbe mit 3afJircid)en ~r~tabbi!bungen, einem Wt!as uon 34 !Jolio, 
tafeln uni> 2 ~o'oeUen. ~e~.,8. ~n 2 efcganten 2einenbänben nebunben 
26 9Jlarf 60 \ßfg. 

iJ t o ij n, ~., s:lie gtalJOifdjc 15tatif. 3um illeliraudje an tedjnifdjen Unter' 
ridjtsanftnlten, ßUm 6clbftftubium un'o für ilie ~ureauvra~is. ~it 
115 ~e~tabbil'oungen unb 3 ~afein. 2e~.' 8. ®ef). 3 ~atf 50 \ßfß. 
®eb. 4 ~arf 50 \ßfg . 

® Ct ft C ttb C t ß f, ~. b., s:let (>o{3bctCd)JICt nadJ metrifdJem 9Jlaf3i~ftem. 
~afeln 3ur 18eftimmung 'oes 5tubifinfJalts Don runbcn, uicrfantig be, 
f)auenen uni> gefdjnittenen S'Jölncrn, fomie bes Ouailratin(Jalts ber Ie~teren; 
ferner 'ocr 5treisfiädJcn unb 'oes \fiert es iler 5Jöl3er, nebft einer ucr, 
gfeid)en'oen 3ufammenfteUung iler ~cter' un'o !Juflmafle. W d) t c uerbeifedc 
Wuflane. 8. ~n 2einman'o geb. 3 ~arf 75 \ßfg. 

m e t ft e 1l b c r ß f, .\). b., lncttet 15teinberedjttet nadj mctrijdjem ~aflf~ftem 
ober ~afeln, moraus Don aUen beljauenen ISteinen bet Snf)alt nadJ 5tubif, 
metern uni> ~eilen ilesfelben aufs ®enauefte beredJnet, fofort erfef)en 
merben fann. ~it einem ~lngang, entf)alten'll ilie mid)tinften !Jormeln 3ur 
lJiädJen' uni> 5törperbmd)nung. 3 tll ei t e uerbefferte un'o uerm. Wuf!age, 
bearbeitet uon @. Sen~ e n, ~ireftor. ~it 36 in ben ~e!;t ge'orucftcn 
~!bbiiilungen. 8. ~5ebunilen. 2 ~arf 50 \ßfg. 

® e lJß e t, ~dd), s:lie aunewanhte hntftcUcnhe ®eometrie, umfaffenil bie 
~runilbegtiffe llcr ®eomettie, ba!'l geomettifd)e 3eidJnen, ilie \ßrojeftionfl, 
Ief)re ober ilas projeftiuc 3cidJnen, ilie ~adJausmitteiungen, Eicf)taubenlinien, 
Eicf)raubenfiäd)en unb 5ttümmlinge, fomie bie 6d)iftungen. 3m e i t e 
Derbeffede Wuf!age. ~it 570 ~e!:tabbililungcn. ~e~.,8. ®ef). 5 ~arf. 
®eb. 6 ~arf. 
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