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Sc[) mwinfdhe durd) die Herausgabe Ddiefer Schuift einer Dder widytigften Arbeiten
Poinfot’s in Deutfchland cine grdfece BVerbreitung su verfdhaffen und erarte dafiic
ven Danf derer, weldhe an den Fort{chritten der Mathematit, PHHfit, Medyani und
Aftronomie cinen wirklichen Antheil nehmen, ja i glaube mit meiner Bemithung fogar
allen Freunden Flaver Speculationen einen wefentlihen Dienft evtviefen ju haben. Die
Unterfuchungen Poinfot’s erfcheinen Bier swar nidyt inmer in woutlicher Ueberfelung,
aber dody nur in fo weit verfist, daff von dem jur Sacje Gehdrigen aud) nidyt Dasd
Minvefte feblt.

Der Geminn aus dem Berfaufe diefer Schrift ift ju Sweden des Spmmnafiums
beftimmt.
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Qeprer der Mathematit und Popfit am Kéniglichen
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Griter IPeil

Grites Kapitel.

Bon der Bewegung der Kdrper.

s 1.
Begriff dev einfadyen Drehung und der TWinkel - Gefdymwindigkeit.

1) Die eingige drebende BVewegung, von er wir eine fare Vorftellung haben, ift die
eines Kdrperd, welcher fich um efne unbewegliche Are dreht, deren Richiung alfo jorwohl
im Kbrper alg tm Naunte ungedndert bleibt; denn man fann faft mit dem Yuge alle die
verfchieenen Kreife verfolgen, weldhe bie Punfte pes Kdrpers in Ehenen befdhreiben, auf
benen Diefe Are fenfrecht freht. Auch ift einfeuchtend, baf alle diefe gleichseitigen Bewegun-
gent mbglich find, ndmlicy alle sugleich ausgefiifrt werden fonuen ohne Stdring ihrer gegen-
feitigen Qage, aljo ofme Aenderung der Geftalt Ded Kbrpers.

2) uch die Grdfe ober dag Maap biefer Orebung lagt fich mit vdlliger Klarfett auf-
faffent; denn da alle Runfte Kreisbogen befchreiben, die ihren Halbmeffern proportional find,
fo ift das BVerhdltnip der Gefchmwindigleit efnes Punfted jum Halbmeffer des Kreifed, den er
befchreibt, filr alfe Punfte des Kibrpers paffelbe, und eben diejes unverdnderliche Rerhdlinip
over die Winfel-Gefdhwindigfeit ift das Maah der Drehung.  Diefe Winfel-Gejchivin-
pigeit ift nichts anberes alé die abjolute ®efchindigheit eines Punftes Des Korpers in der
Gutfernung Ging von dber Drehungsare. Nennt man aljo O diefe Gejchwindigleit, fo ift Or
die abfolute Gefchoindigheit eines Punftes in der Gntfernung 7 von diefer Are.

$. 2.
Sufammenjesung der Drehungen,

3) Die Theorie der Krdftepaare, bie an einer homogenen Kugel wirfen, lehrt, dap
mebrere Dreljungen, weldhe ein Kdryper um perfhiedene durch einen Bunft gehende Aren in
1
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Folge irgend welcher Urfachen su machen ftrebt, {ich ebenfo wie einfache an diefem Punkte
wirfende Krafte sufammenfesen laffen.

4) Wir befdhaftigen ung indeffen hier nur mit der Bewegung an fidh felbft, v. §. abgefeben
won ben Kriften welche fie erseugen und von der Ratur der Korper auf die fie wirfen, daber
muf bier Alled durch blofe geometrijhe Betrachtungen bewiefen werben.

_ Sm Folgenden ftelle eine Linte Op — p ftets die Are und
&ig. 1. die Grige einer Drehung 2 vor und ju gleidher Jeit auch den
p  Cinn derfelben, inbem ein Auge in p die Drehung ver Cbene ded

Fubpuntts O von der Lnfen sur Rechten erfolgen fieht.

§. 3.

Parallelogramm der Drehungen,

5) Wenn ein Kodrper ju gleicher Jeit el Drehungen
p und ¢ 3u madhen ftrebt, welde die Seiten Op und Og
eines Parallelogramms OpOg darftellen, fo nimmt er eine
Drelung @ an, die durc) die Diagonale OO diejes Paralle=
[ogramms verfinnlicht wird.

Eind namlich , y, £ die Entfernungen eines Punties
m in ver Gbene ded Parallelogramms von Hen Ceiten und
ver Diagonale deffelben, o Yelrt eine einfache geometrijche Be=
trachtung, dap ftets

9 pe -+ gy = Oh
fft. Mun erhalt aber in Folge der Drebung p der Punft m die Gefdhwindigheit pa und in
Folge der Drehung ¢ die Gefchwindigheit ¢y ; die Nichtungen diefer Gejdhwindigleiten find
aber beide fenfredht auf der Gbene Des Barallelogramms, daler nimmt er durdy beide An-
requngen jur Drehung die Gefdhwindigheit po 4 gy an, die er alfo audh erhalten wiirde,
wenn er fidh um die Diagonale mit der Winfelgefchivinbigleit @ drefite. ‘
Sig. 3 Qiegt der Punft =, wie tn Fig. 3., fo wird 2 negativ,
ig. 3. ‘

aljo
qy — pr = Ok,

Su Per That erhebt fich auch jest der Vunft 22 mit der
Gefchinbigheit gy iber die Gbene Der Figur und fenft fich
mit der Gefchwindigleit pa, daher freigt er mur noch mit der
Gejchvindigleit gy — pa empor, welhe ebenfalld der Ge-
{chroindigfeit eines Punftes m gleich ift, der fich mit der Win-
Felgejchwindigheit ©® um die Diagonale ded Parallelogramms

8 prebt.  Diefer BVetradhtung 1Gft fich jeder Punft der Ghene
untermetfern und die Bewegung der Ghene 3ieht die ded gamen Korpers nadh fich.
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6) Liegt der Punft w2 des rotirenden Kibrpers nidht mebyr
in der Gbene der Figur und find =, », £ die drei Cnifer-
nungen deffelben von den Seiten und der Diagonale bes Pa-
tallelogramms OpOg, fo find pz, gy, Gk die drei Gejhwin-
bigleitenr, welche die dret Drebungen p, ¢, O dem Punkte m
erthetlen. UAber diefe Gefdhwindigleiten legen nidht mebr in
et und Derfelben Gbene, fonbdern ftehen fenfredht auf ven Ebe-
nen per Dreiede pmO, gmO, OmO und find diefen Drei-
ectent proyortional; jugleich mup aber O% die Rejultante von
pround gy fein.  Grrichtet man alfo in m auf den Gbhenen
per eriwdfnten Dreiede die Lothe pa, gy, O, o bilden diefe
swei Ceiten und die Diagonale eines Parallelogramms, fo daf
man alfo, wenn die Grofe der beiden Dreiede pm@ und gmO gegeben ift, den Infalt des
Dretedd OmO auf diefelbe Weife finden Fann, ivie man die Refultante zweier Krdfte aus
threr Grife und Ridhtung erhalt.

7) @8 ijt hierin ein Ditbjcher geometrifcher €ap ausgefprochen, den man audy leicht rein
geometrifch beweifen fann; denn denft man fich die drei Drelede pmO, ymO, OGMO von
ciner Gbene durcdhfhnitten, weldhe auf der Kante 2@ fenfrecht ftelit und projicirt dag Pa-
rallelogramm Opg® auf diefe Gbene, fo ijt die Projection wieder efn Parallefogramm, deffen
Ceiten und Diagonale die Hoben der erwdlnten Drefede darftellen, von denen m O die ge-
meinfame Bafis ift. Diefe Hohen verhalten fich daher ivie die Flacheninbalte der Dreiede
und find sugleich unter Winfeln gegen einanber geneigt, weldhe die RNeigungsdwintel der Gbe-
nen der Dreiede darftellen.

8) Durdy Jujammenjegung je sweter Drehungen vermittelft des Barallelogramms der
Drefiungen fonnen Delichig viele, deren Aren durch einen feften Tunft gehen, in eine eingige
;ufammengefelt werben.

w

§. 4.
gitfnmmenfeguug sweier Drehungen, die um jwei pavallele NAren ftattfinden.
P 7 9) Um bdie PRarallelen Ap und By migen die beiden Dres
Big. 5. 7 fungen p und ¢ in vtemjelben Sinne ftattfinden. Cteht ein

Runft m ved Korpers, in der Gbene der Aren, von ihren um
¢ bie Cireden md = x und mB =y ab, bann erhebt er fich
P mit der Gejchwindigleit par 4+ gy. Diefe Gefchwindigteit Fann
man fidy oudy dadurd Dervorgebradht denfen, daf ver Punft m
mit der Winfelgefchwindigheit p 4 ¢ um eine Ave CO rotirt,
bie in ver Gnifernung mC = 4 parallel mit dp und Bg liegt. E8 mup dann fein
re gy = (p+ )t
wonach alfo p(h—x)=g(y—4) oder p- AC= ¢ . BC ift.

]
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Durdh diefe Gleichung wird die Lage der neuen Are, gans bem Gefese ved Hebels
gemdf, beftimmt.
g 10) Ginden bdie Drefungen p und g im entgegens
gefesten Sinne ftatt, fo erhebt fich der Punft 7 mit der
4__ € Gefhwindigleit po — qy iber die Gbene der Urem. It
nun wieder @ = p — ¢ und mC = A, fo fann man fegen
pa— gy = (p — )b ober p(k — 2) = g(h — 9)-
e Aber, fiir AB=a und AC=06, wird pb=g(a-6)
o oder

6=

r—9q
Man fann fo die Cntfernung der Are €O von Ap angeben, um welde die Drehung
bes Kbrpers mit ver Winfelgefhwindigleit p — ¢ erfolgt, twenn er su ywel entgegengefesten

Drehungen um jivei parallele Aven angeregt worden ift.

Fig. 6.

q
Fig. 7. 11) Wenn p = ¢ ift, fo fallt die refultirende Drehungsdare des
Korpers, um welchen er fich mit der Gefchroindigleit Null dreht, ing
Unendliche und die hier gelehrte Gonftruction verliert ihre Bebeutung.

B

§. 5.
Bon den Drehungs: Pasren.

12) 3wei gleiche und entgegengefeste Drehungen » und —p
um yparallele Aren, bilben ein Drehungsdpaar. Ein folhes Dre-
hungspaar fann nicht auf eine einfache Drefung um eine einzige
Ure qurlidgefihrt werben. Die Bewegung, welde aus einer
folden Drehung hervorgeht, ift eine blofe fortfchreis
tende aller Punfie des Kodryers nady Linten, die auf
per Gbene ded Paars fenfredt frehen, wmit einer gemeinfamen Gejdhwindig-
Feit, welde durdy vas Moment des Paars, ndmlich durch das Product pa,
einer der Drefungen p mit der Entfernung @ ver beiden Uren, gemeffen
wird.

Denn, in ver That, irgend ein Punft m ded Kdrpers in per Gbene Ded Paars in ber
Gntfernung & von dev erften Are p, alfo in ber Gnifernung o — @ von Dder jweiten — p,
erhebt fich durch die Drehung p mit der ®efchvindigleit po itber Diefe Chene und fenft fich
burch bie Drebung —p mit der ®efchwindigleit p(2—a) unter diefelbe, fo daf er fich alfo
mit der Gejdhwindigheit pv — p(r—a) =pa ehebt. Diefe Grife ift von unabhdngig,

alfo haben alfe Punfte der Ehene vber Ded Kdrpers diefelbe Gefchwindigeit pa, welde fenf-

redht gegen bie Gbene des Paars gerichtet ift.

|
;
%
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13) Sedes Drehungspaar. fann alfo in feiner Gbene gedrehit und verfchoben oder audh
in eine andere parallele Ghene verlegt werden, ofne daf fich dadurd) die Bewegung ded Kot-
pers dnvert. Gbenfo fann auch das Paar durdy ein anderes p’ und —p" mit dem Arme o
erfest terden, wenn nur bas Moment p'a” bem erften pa gleidh ift.

14) Aus diefer Gigenfchaft und dem Paralelogramm der Drehungen {hlieft man leidht, -
vaf fih Drehungsdpaare in verfhicdenen Ghenen durch ein eingiges erfeen und Wberhaupt
gbenfo wie die gewdhnlichen Krdftepaare bebandeln laffen.

15) Dic Wirkung eines Drehungspaars Fann offenbar durd) eine einfache Kraft erfest
werben, die tm Schiverpunft ded Kirpers fenfrecht gegen die Ebene ded Paars wirft, wenn
fie nur pem Vroducte der ganzen Maffe ved Korpers in dag Moment des Paars gleidh ift.
Snbeffent foll in dicfer gangen Theorie der Drehungen die Mechanif nicht benust, fjondern
Alles aus der Geometrie gefdhdpft werben.

§. 6.

Allgemeine 3ufamutenfesung der Drehungen, die um beliebige im Raume vertheilte Aren
ftattfinden. :

16) @ finde junadhft eine einfache Drebung p um die Are dp ftait, weldhe durch dent
Puntt A des Korpers gebt. Wenn man an irgend efnem anderen Orie O jwei entgegens
gefebte Drefungen ' und — p” anbringt, weldhe der erjten p parallel und gleidh find, fo
wird Dadurch die Bewegung ded Kbrpers nidit gednbert. Man hat dann aber erftens fratt
der einfachen Drelung p eine ihr gleiche und gleichgerichtete Drefung p” deren Are durd)y O
geht und weitens ein Drelungspaar (p, —p'). Man fann daber eine Drehung, parallel
mit fich felbft, in irgend einen TPunft des Raumes verlegen, wenn man nur noch dag Dres
Tungspaar berfidfichtigt, welched durch diefe Werlegung entfteht und deflen Maaf oder Mo=
ment erbalten wird, wemn man dic gegebene Drefung mit dem Wege multiplicirt, weldhen
ihre Are durchlaufen hat.

17) Hat man nun beliebig viele Drehungen p, ¢, 7, ... um willfirlich Liegende Aven
Ap, By, Cr, ... b man verlegt alle parallel mir fich felbft in irgend eiten Puntt O
pe8 Raumes, fo laffen fie fich dort in eine eimyige @ gufammenjesen, welche man die reful=
tirende Drefhung nennen fanu; und alle Drehungspaare, welhe bei diefer Verlegung ent-
ftanben find, fepen fich qu einem eimgigen jufammen (o, —e), welches das refultirende Dre=
hungsypaar heift.

Gbenfo toie beliebig viele Krdjte ftets auf ein cingiges Krdftepaar, und auf eine einzige
Rraft, die durch cinen gegebenen Punft geht, suriidgefiihrt werden Fonsen, fo laffen fich auch
beliebig viele Drehungen um verfchicdene willkirlich im Naume fegende Aren ftetd auf ein
eingiges Drefumgspaar und auf eine einyige Drefung, veren Are burdy etnen beliebig ge-
wdhlten Punft geht, suridfilren.

Die refultirende Drefung @ wird ftets ungedudert bleiben, wo man auch den Punit @
annelymen mag, und fie verjchiebt fich nur parallel mit fidy felbjt, wenn der Runft @ cinen
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anderen Ort etnnimmt, aber dag Drehungdpaar (¢, —o) dndert bei diefer Verjdhicbung feine
Ghene und feine Grife.

18) Man fann den Punft O ftets fo wabhlen, dag die Are der refultirenden Drebung
auf der Gbene bes Drehungsdpaars fenfrecht fteht. Das rejultirende Drefungsypaar (o, —o)
T4t fih ndmlidy fretd in gwei andere (¢, —¢’) und (07, —o”) terlegen, von denen dag erfte
in eine Gbene faltt, die fenfrecht auf der Are OO der rejultivenden Drefung ftelit und das
anbere in eine Gbene, welde durdy diefe Are felbft geht. Wahlt man nun einen Punkt O
in diefer Gbene fo, daf wenn man in ibm bie Drefungen @ und — O anbringt, vag ent-
ftehende Drellungspaar (O, — @) bas Paar (¢”7, —o”) vernichtet, fo bleibt, aufer vem Paare
(¢, —¢'), nur nodhy die Drehung O um die Are GO 1ibrig, welche auf ver Ghene bdiefes

Paared fenfrecht fteht. Diefe Ave farm bdie Central-Are der Drelungspaare genannt
© werben. '

Alfo fann jedes Syftem von Drehungen ftetd auf eine eingige Drehung
um eine beftimmte Ave und auf ein Drehungspaar juridgefithrt werbden,
deffen Gbeme auf diefer Are fenfrecht fteht. Diefes Paar ift unter allen die erfialien
werden fonnen dad fleinfte, denn bradite man bie Drefungen @ und — @ an einem anbderen
Puntte 07 an, o erhielte man in @” ¢ine Drehung O und ein Drehungsdpaar (0, — O),
weldied auf dem Paare (¢, — o) fenfrecht ftande, aljo mit diefem in ein eingiges aber
grofered sujammengefest werben fdnnte.

19 —21) Da cin Drefungsdpaar eine blofe WVerfdhiebung fenfredht gegen feine Ebene
Bervorbringt, fo fann jede Bewegung eines Korpers in Folge von beliebig vielen Drelungen
nur einer Drehung um eine gewiffe Are und einer BVer{dhiebung im Sinne diefer Yre
gleichgelten, '

§. 7.
DBorftellung ciner Drehung wm einen Punft,

22) Diefe Vorftellung laft fich auf die einer Drehung um eine blofe Are juriicfiihren.
Denn betrachtet man givet Punfte 4 und B des Korpers, weldhe mit dem Mittelpunite O
per Drehung vas Dreied OAB bilden, jo wird nady Verlauf eined Jeitelements der Punft
A nach A" und B nach B’ gefommen fein, alfo dag Dreied OAB bie unendlich wenig von
ber erjten verfchiedene Lage OA'B’ einnehmen. Jn diefe Lage fann ed aber durd) 3wei auf
etnander folgenbe Drehungen gelangen; namlich durdy eine Drehung p um den gemeinfchaft-
lichen Durchfchnitt O der beiden Dreiedsebenen, wodurd) dag Dreied OAB bHlof in die
@bene des Dreleds OA'B gefiilhrt wird, und durch eine Drehung ¢ um die Rdrmale oder
Yre OH biefer Ebene, woburd) der Punft A nady A" alfo B nach B’ gelangt. Aber gwet
Drefungen p und ¢ um givei durch @ gelende Aven laffen {ich durd) eine eimjige @ um
eine Are OJ erfegen. Mlfo, wie fidh aucdh ein Korper um einen feften Puntt dres
fen mag, feine Bewegung in irgend einem Jeitelemente wird fteid nur eine
einfache Drehung um eine, wilhrend diefes Seitelements, im Korper und im
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Raume fefte Are fein, die durd) den feften Puntt geht. Man fann fich nun vor-
ftellen, Dag in den folgenden Jeitelementen bie Drebungen um andere Aren gefcheben, Abns
lich wie fich die Bewegung eines Punttes in einer frummen Lnie ald ein Durdilaufen der
unendlich Heinen Ceiten eines Polpgons auffaffen (45t, deflen Grenge die frumme Linie ift.
Man fann daher folgenden Sap ausdfprechen:

23) Die Bewegung eined Kdrpers, welder fidh um einen feften Punkt
preht, ift die Bewegung diefed Korpers um eine durd) diefen Puntt gehende
Are, deren Ridhtung fich jeden Augenblid dndert und die daher die augen:
blidlide Drehungsare genannt wird.

Diefe angenblidliche Drehungsare verhdlt fich ahnlich wie die Tangente einer Gurve,
welche ein Punft durdhlauft.

24) Dicfe augenblidlihe Drehungsave dndert ihre Lage fletd im Kdrper und im
Raume jugleidh. Der Wintel, den fie walrend eines Seitelements im Raume bejchreibt
und der ifhre abfolute Bewegung ausmadht, ift derfelbe, ben fie im Snnern des Korpers
befchreibt und ber ihre relative Bewegung ift.

Dreht fidh alfo ein Korper um efne in ihm felbjt jefte YAve, deren Lage fich aber im
Raume dndert, fo ift diefe nicht die augenblidliche Drehungsare, um welche die Bewequng
wirflich vor fich gebt, benn die augenblidliche Drelungsare Fann nicht unbeweglich im Korper
bletben, obne sugleich unbeweglich im Raume u verbarren.

§. 8.
AUnfdaulides Bild diefer Drehung.

25) Die augenblidliche Drehungsare fann

offenbar im RNaume nur eine gewiffe Kegelflache
bejchreiben, Dderen CSpige der fefte Mittelpuntt
Der Drelung it und ebenfo wird fie im Kor-
per eine anbdere Kegelflache mit derfelben Spige
purchlaufen.
, @3 fei O ber Mittelpuntt der Drehung
und OJ bdie augenblicliche Drelungsare im gegemwirtigen Jeitelemente. IMit dem beliebigen
Halbmefier O bejchreibe man eine Kugel, weldhe dic beiden Kegelflachen in jwei Curven
fchneidet, von Denen bie eine o feft im RNaume und die andere s feft im Korper ift, alfo
beweglich mit ihm im Rawume.

Man theile die Jeit ¢ in gleiche unendlich fHeine ITheile ¢ ober Seitelemente, welche
audy ugenblide Dheifien mdgen; und auf der feften Gurve o beseichne man die Punfte
o By 7. su denen ter Pol o ber augenblidlichen Drehungsare in den auf einander fol-
genben Augenbliden gelangt.  Verbindet man diefe Punfte durdy Bogen grifter Kreife, fo
entfteht ein fphdrijches Polpgon Jefy ... von wnendlich vielen unendlich fleinen Seiten.
Conftruirt man nun auf der Gurve s, welche dle BVafis des beeglichen Kegels bilbet, dic

Fig. 9.
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Bogen gropter Kreife Ja, ab, be, ... weldie den erfteren entfprechend gleidh find, fo ift Har,
baf ber Kbrper, weldher fich im erften Augenblide um OJ dreht, den Punkt o bed Kibrpers
auf den Punft o bes Raumes fithrt, im weiten, wo die Drelung des Korpers um O«
gefdhielt, gelangt der Punft & des Kbrpers gum Punfte § des Raumes u. f. w,, fo dap ble
Glemente der Gurve s fidy alimilig an die gleichen Glemente Der Gurve o anlegen, alfo der
Dewegliche RKegel, ohne su gleiten, auf dem feften Hinrollt.

26) Denft man fidhy alfo den beweglichen Kegel im Kdrper befeftigt, fo dab er ibn,
wenn er auf dem feften Kegel rollt, mit fich fithrt, fo ift die Beriihrungslinie beiber Kegel
bie augenblidliche Drehungsare und alfo gugleich beweglich im Kdrper und im Raume, inbem
fie im Raume den Mantel bes feften Kegeld befchreibt und im Korper den Mantel desd
beweglichen. Man wird nun deutlich die Walrheit ded Safes einfelien, dag wie fidh aud
efn &prper um einen feften Punft drehen mag, diefe Bewegung immer nur
die eines Kegels tit, veffen Spise in dem feften Punfte liegt und der ohne 3u
gleiten, auf einem anbderen feften Kegel, mit perfelben Syise, hinrollt

27) Wire die Drelung eined Kbrpers um einen Puntt O digcontinuirlidy, b. h. dnberte
oie augenblidlidhe Drelhungsare ihre Lage pldplich um einenw endlichen Winfel, ftatt daf fie,
wie gewdhnlich, nur unendlich FHeine Aenberungen erfihet, fo lefe fich die gange Bewegung
Des Kbrpers ftatt durch pwei Kegel mit Hiilfe sveier Poramiden, deren Spigen in O liegen,
vollftandig nadhahmen, indem ndmlich die bewegliche ilhre Seitenflachen auf die entfprechend
gleichen Seitenflachen der feften auflegt und fich Dabet ftets um cine beiden gemeinfdhaftliche
Kante herumdrelht.

28—29) Da fidh die augenblidliche Drelyunggare felbft nicht bewegt, fondern immer nur
im nadften Yugenblide eine andere Lnie Drefungsare wird, fo ift 8 nur ein bildlicher Aus-
drud, wenn man vorler von der durch die Drefungsare bejchricbenen Kegelfldche fprach, flatt
fie die Flache u nenmen, welche durch bie ftetige Folge aller der Linien gebilbet wird, um
Deren jede einmal die Drehung ftattfindet.

IMit gleihem Redhte fann man aucy ven Winfel do wifchen yivet auf einander folgenden
Grieugungslinien diefer Fliche, ald in dem ﬂugenblicfe dt purdh die augenblidliche Drehungs-

are befhrieben anfelien, und alfo Den %rucf) P i Wintelgefdwindigieit nennen, mit
per diefe Are st gleicher Seit die beiden ermibnten Kegelfldchen befchreibt. ben fo ift %,

oder Das ihm gleiche g—:, die Gefdywindigfeit, mit der fich der augenblictiche Lol J in

pen Deiden Gurven bewvegt.




§. 9.

Pon ben verfdicdenen Grofen, welde man naturgemif beim Studium der Bewegung cines Kirpers
um cinen Punft ju beobadyten hat und wvon bder wedielfeitigen Abhiangigkeit diefer Grifen
von einander,

30) Wenn die beiden Curven s und o mit der Wintelgefehwindigleit @ der Drefung
um die augenblidliche Drelungdare OJ gegeben find, fo ift bie Bewegung besd Korpers
villtg bejtimmt.

Wenn aufer der Winfelgefehwindigheit © eine einzige diefer beiden Gurven und bie
Gejchwindigfeit des befhreibenben Pold gegeben ift, fo ift fchon die andere Gurve nothwen-

biger Weife mit Dejtimmt. Demn e fei 3. B. die Gurve ¢ mit der Gefchinindigfeit gg bes

fie befchreibenden Pols J und die Winfelgejchivindigeit @ gegeben, fo ift tm Korper bereits
per Bunft beftimmt, der nach Verlauf des eitelements ¢ wabhrend deffen fidhy der Korper
um OJ bdrebt, auf die fefie Gurve o fallen muf, um feiner Seits ver neue Pol ber Drefung
su werden. Ebenfo find dann aud) fehon die Punfte im Korper beftimmt, die in den folgen-
ben Jeitelementen Drehungspole werben; daher bleibt iiber die Geftalt und Lage der Gurve &
Yeine Unficherheit melr,

. , , /. .
Gbenfo beftimmen die bewegliche Curve s, 2 e pte im Raume fefte Curye o.
9 7

\ 31) Aufer der Winfelgefchrvindigleit @ bes Korpers 4
um die augenblidliche Drelungsare O unterfcheiden wir

Fig. 10. & J//
/J‘?/@/ nod) die Winfelgefchwindigteit w, mit weldher diefe Are die

beiden Regelfldchen S und I gleichieitiq im Snnern des

Korpers und im Raume bejdhreibt; bie Kriimmungshalb-
/ . meffer 7 und o biefer beiden Flachen; die Winfelgefchrwin- ]
& digfeiten » und 7 des Pols um die Are OP bes die be-
wegliche Flache 8 odculirenden Kegeld und um die Yre ON7
. 8 bed Regeld, der die fefte Fldache osculirt ;ufow,
Big. 11 4/ SJ o Wenn von diefen verjhiedenen Grogen trgend drei
: / ds wr J  gegeben find, fo ift bie Bewegung des Kirpers
N & de beftimmt.
Man nehme auf der augenblidlichen Drefungs-
! are ftet8 OJ =1 und betradhte die beiden Gurven
: o A s und o, weldhe der Pol J befohreibt, ald fpbarifche
: Polpgone von unendlidy feinen Seiten. Wabrend
bed Augenblids d¢, wo ver Pol J unbeweglich bleibt, bejchreibt bie CSeite ds Des beweglichen
Polygons s, um fich an die thr gleiche Seite do bes feften Polpgons o anlegen ju fonnen,
einen Wintel, Der die Summe der Aufenwinfel de und e ves beteglichen und feften Poly-
gons ift, wenn bdie Polygone s und o wie in Fig. 10. nadh entgegengefesiten Seiton gefriimmt
2
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find, dagegen die Differeny diefer Winkel, wenn, wie in Fig. 11., ihre Krimmungen nach ein
und derfelben Seite hin liegen. Diejer Sag wird durch die Formel ausgebdriict
‘ de == de

dr
o Dad obere oder untere eichen 3u nebmen (i, fe nadbem die Gurven s und o im Be-
rithrungsyuntte J nad) entgegengefesten oder gleichen Ceiten gefriimmt find.

Aber Der Winfel de ved Polpgonsd s ift ver Winkel, den die BVerlingerung einer Seite

per Pyramide, deren Spige O und Bafid das Polygon s ijt, mit der folgenden Seite bildet,
und diefer Winfel, welcher dem gleich ijt, den die beiden Lothe auf den erwdbnten Seiten mit

@ =

. d
einanber machen, hat den Quotienten —; um Maa, fo dap alfo

de — (-lj
T
do
und gany ebenjo ds =— -
ds do
i =2 4
folglie 0= rdt ™ odt

ift. QIBer ober F7 beget&)net die Winfelgejhivindigteit mit Der die augenblicliche Drelungs-
are OJ ‘me beiden Kegelflachen befchreibt; fept man alfo

d.~r_____a’0‘_o'J
at— dt —
i 1)
: —_—n i
fo wird @_w(r_ .

wad ein fehr einfacher Ausdbrud fiir bie Gefdhwindigleit der Drehung O durch die Winkels
gefchwindigfeit w Der augenblidfichen Drelungdare und die Kritmmungshalbmefjer » und o
per von ihr bejdhriebenen fonijchen Flachen ift.

32) Gonftenirt man die beiden Kriimmungshalbmeffer
JP =7 undp JIl =p, fo findb OF und OIT die Aren
per beiden geraben Kreisfegel, weldhe die Kegelfiichen §
und X odeuliven, und die Lothe ¢ und o von J auf diefe
beiden Mren find Ddie @a[bqeﬁer per Kreife, welche ven
beiven geraden Segeln als Grundfiache dienen. Nach ver

Figur ift aber

2 a'!
— i 2 — —
[ M =70

Turd) diefe Werthe fiir ~ und o verwandelt fich der obige Ausdrud fiir O in

::%‘/1—(32""—-\/1-—062
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Aber w ift die Winfelgefdhvinbigleit der augenblidlichen Drehungsdare auf der Flache &
ober auch auf ber odculirenden Kegelfldche, alfo g— die Winfelgefchwinbigleit der Projection
per Are OJ auf deffen Bajis ober die Winfelgefchwinbigleit diefes Pols o/ um die Are OP
Diefes Regeld. Ebenjo ift —(;1 bie LWinfelgefchivindigleit Ddiefed Pols um die Are O Hes

anbern RKegeld. Diefe Winfelgefchwindigleiten wurden aber vben durd) p und 7 beseichnet,
fo pag atfo

C=pup L=
a7 P
und daber O=pV1—a* /T —a?
Rennt man 2z den Winfel JOL und & den Winkel JOI, fo ift

a = siny und ¢ == sin&
und in dem Falle, den unfere Fiqur darfteltt, ift

__osin(x 4 §)
sina sin&
= Osinwsing _ e — 7 sing
alfo O (e ) P S =msin
j T O]
ober audp P o= =

fo bag alfo p und 7 die beiden Seiten eines Parallelogramms find, von dem @ die Diago-
nale ift. Die Winfelgejchwindigfeiten des Pols / um die Aren der beiden osculirenden Kegel
find alfo die Drehungdgeichivindigheit @ nach diefen beiden Aren jerlegt.
33) Kennt man drei der erwdbnten Grifen ald
/ unftionen ver 3eit, fo fann man die librigen finden.
€inb bdiefe drei gegebenen Grifen confrant,
fo find e8 bie iibrigen auch und die Bewegung des
Korpers ift die eines geraben Kreisfegels, weldyer
auf einem anberen folhen Kegel mit gleichformiger
Gefdnvindigleit rollt.
@8 ftelle 3. B. in Fig. 12a. die LUnie O die
Are der Gfliptit dar und OJ die augenblidliche Dre-
hungsare ber Grde, welche mit der Are der GFliptif
o einen Winfel von ofngefdhr 23°27°30” madyt. Die-
jer Winfel ift nicht derfelbe, den die Erdare OL mit
per Ave der Gfliptif bildet, iwie gevwdhnlich irriger
Weife geglaubt wird, fondern etwas grofer ald der legtere. Gr wiirde von diefem Wintel
nur bann nidht su unterfdheiden fein, wenn die Grbare ihre Rage gegen die Gflintif nicht
dnbderte, aber fie befdhreibt in ber That in einem Jeitraume von 26000 Jabren eine Kegel-
2#

'k
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flache, peren Are die Are ber GHiptif ift. Die Winfelgefthwindigteit m diefer Drehung ift
alfo 26000 - 365,24 ober faft 9% Million mal Heiner ald die Winfelgefhwindigleit @ mit
ber die Drebung um die augenblidliche Drehungsare AJ innerbald eines Tages ausgefifhre
wird, ober ed iit

6 = 95000007,

Da die Drehung der Erdare um die Are der GHiptif der taglichen Bewegung entgeqen:
gefest iit, fo erjolgt die Bewvegung der Grde fo, ald ob der Kegel § mit feiner Sypise O in
ihrem Mittelpuntte befeftigt wdre, waibrend feine Arve OF mit der Grdave ufammenfillt und
biejer Kegel auf der innerent Flache ded feften Kegeld X hinrolt.

Aus vem Parallelogramm der Drehungen OpOmn ergiebt fich nun, wenn Op—=p, On=r
und 06 == O genommen wird,

asing  sin23°27'30”
O4nmcosE 9500000
pa cosE gegen 9500000 vernachiafiigt werben fann. Hieraus findet man jogleich ven Durch-
mefjer der Bafis Des Kegeld 8 an der Grdoberfliche 1,7 Fuf grof. Man fann alfo auch
jagen: die augenblidliche Drehungsdare bejchreibt taglich um den Erdpol einen Kreid von
piefem Durchmefier. Bei diejer Rechnung ift eine gleichformige tagliche Prdceffion und Ro=
tation vorausgefest worben.

tgx =

s. 10.
Worfellung dev aligemeinften Bewegung, welde cin Korper im objoluten Raume haben Fann,

Big. 13. ald hervorgebracht 1) durdy eine einfache Verfchiebung, twelche alle

/zr 34) Jebe Bewegung eined Kbdrperd Fann angefehen erden

/ Theile mit derfelben Gefchivindigteit 22 nad parallelen Richtungen

\ / fortflihrt; 2) durch eine einfache relung @ um eine gewiffe Are

\/ 0J, weldhe durch den Punft O geht, deflen Bewvegqung man
0 beobachiet,

Wenn die Ricdhtung QU ver Verjehiebuny » auf der

Are OJ ver Drelung O fenfrecht fteht, fo fann man bie

_ gamze Bewegung auj eine einfache Drebung © um eine der

4 OJ yarallele dve @S uriidfibren. Denn legt man durdy

D7 fentrecht gegen QU eine Gbene und fest vorausd, vah

in diefer Gbene und von der Seite der Are, wo die Ge=

fehwindigteit der Drehung der Punfte ded Korpers ilhrer BVerjchiebung entgegengefest ift, ein

14

=N

(17; von diefer Yre MAJ genommen wird; fo ijt Har, daf

diefer Punft @ im Raume eine Gefihwindigheit 2@ — u = 0 hat und daf alle Puntte auf
O'S biefelde Gefchwindigleit haben. Aljo in dem bejonderen Falle, wo AU fenfrecht auf
ber augenblidglichen Drelungsare OJ feht, rvevucirt fich die doppelte Bewegung auf eine

Punkt O in der Eutfermmng » =
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einfadhe Drebung um eine gewiffe beftimmte Are 'S, welde man die freiwillige Dre-
Hungdare nennt,
: Wern O U nicht fenfredht auf O fteht, fo zerlege man
pie Gefdindigteit 7 der Verfhiebung in eine v, fenfredht

auf OJ, und eine v° parallel derfelben HUre. Die erjte v
/ o ) giebt, in Berbindung mit der Drebung O, eine freiwillige
/ . / Drefung um eine gewiffe mit OJ parallele Are, und die
noeite v° verfhiebt alle Punfte des Kbdrpers parallel diefer

Fig. 15.

4 ——

fretwilligen Drehungdare.

Alfo, jebe Bewegung eines SKorperd pt fich auf eine Drehung um eine gewiffe Are
und eine Verjchiebung entlang diefer Ave juritdfithren; fo daf aljo die ganie Bewegung bes
Korpers die einer Schraube it  Alle feine Punfte bejchreiben aljo auf concentrifchen Eylin-
pern fleine Bogen von Schraubenlinien, deren Gdnge alle gleidhe Hibe habem. Jm
nidften Augenblice wird eine anbdere Schraube mit einer anderen Are und einer anbderen
Hoke ves Ganges befhrieben und fo fort, woraus man bdeutlich fieht, iwie fich die gleich-
seitigen Gurven bilden, welche alle Punfte ded Korpers durchlaufen.

35) Bisweilen ift die Weite diefer Schraubenwindungen Rull und die ganje Bewegung
“peducirt fidh auf eine einfache Drefung um eine gewiffe Are, weldhe die freiwillige Dre-
Hungsare tft. Wenn ed aber auch nicht immer im Korper eine Linie giebt, Deren Puntte
fammtlich fiir einen Yugendblicf in Rube find, fo (aht ficdh in ihm dod) ftetd einme Linie auf-
finden, deren Punfte wdhrend eines Augenblidd nur eine Verfhiebung in ihr felbft erfabren,
und diefe Linie fonnte man ehwa die gleitende freimwillige Drehungsdare nennen.

36) Wenn alfo ein Korper fich auf irgend eine Weije um einen fejten Punft dreht, fo
ift e8 fiets nmur die Bewegung eined Kegeld der auf einem anderen feften rolit, ver mit thm
gleiche Sypise hat. Unter diefen verjchicbenen Kegelflachen muf man die Gbene, dent Gylin-
er und die gerade Linfe mit einbegriffen denfen. Wenn aber ein Korper fich auf irgend eine
Weife tm Raume bewegt, fo ift feine BVewegung in jedem Augenblide nur eine Scrauben=
bewegung. Da fich auf diefe Bewegung beliebige Drehungen suritdfithren lajfen (No. 19.),
fo fanit man alfo durch blofe Drehungen um verjchiedene Aven einem Korper die allgemeinfte
Bevequug ertheilen deren er fibig ijt.

Biveites Kapitel.
Rrifte dic fibig find cine gegebene Bewegung bervorsubringen.
37) Gine Kraft ift jede Urjache, welche eine gleichiprmige und grabdlinige Bewegung
einem materiellen Punfte ju ertheilen vermag. Die RNidhtung und der Sinn der Bewe-

gung diefes Punfted machen die RNichtung und den Sinn der Kraft aus. Die Grife
diefer Kraft hat dag Product der Maffe in die mitgetheilte Gejchwindigleit jum Maab.

http://www.dmg-lib.de|
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38) MWeldhe Bewequng aud) ein Korper annehmen mag, immer giebt 8 Krdjte weldhe,
an bem rubenden Kbrper angebracht, fibig find, die beobachtete Bewegung hervorsubringen.
Denn jedes Atom dm Des Korpers hat eine gewiffe Gefdhvindigeit 2 und brauchte daler
nur in per Rulie von der Kraft udm ergriffen su werben, um die Gefchwindigheit 2 angu-
nelymen. Denft man fich an allen Atomen bie dbhulichen Krdfte wdm angebradhyt, fo wird der
Kirper die beobachtete Bewegung erlangen.  Fithrt man, nad) den Gefepen der EStatif, die
Glementarfrifte udm auf anvere P, @, R, ... suriid, fo bat man ein anberes Cyjtem von
Kraften, welches dem Kbrper ebenfalls feine Bewegung ertheilen fann.

39) ®ie Rrdfte zdm wirden die Bewegung des Kirpers fervorbringen, auch wenn
bie Ntome, auf die fie wirfen, nicht mit einander verbunben wdren; wirben alfo im erften
YAugenblide iweder Spanmimgen noch Drude in dem Shfteme hervorrufen.  Trefen dieje
Gyannungen aber im nachften Augenblide ein, fo find fie Folgen der Schwungfrifte, welde
aug den frummlinigen Bewegungen der Atome in ihren Verbindbungen entjtelyen.

Fiihrt man aber ftatt der Glementarfrdfie udm ihre Refultanten P, @, R, ... ein, fo
muf man gleich anfangsd die Atome bed Kdrpers mit einander verbunven denfen, damit fidh
diefe Nefultanten wieder in die Krdfte wdm zerfegen laffen.

40) Diefe Unterfcheidbung pwifchen ben Kriften wdm und P, @, &, ... ift nur ndthig
su machen, wenn man pidpliche Drude, Stdfe oder Spannungen unterfucht, die dber Kdrper
purdy feine Feftigheit su ibervinben hat, aber nicht mehr damn, wenn man blof feine Bewe-
gung im uge bat, wo diefe RKrafte 3. B. febr wobl durdy eine eingige Kraft und ein Krafte-
paar erfept werden fonnen.

§. 1.
Srifte die fabig find cine blof fortfdyreitende Bewegung hervovsubringen.

41) Wenn ein Kdrper nur eine fortjchreitenve Bewegung hat, fich alfo alle Atome in
vemfelben Cinne und mit derfelben Gefchwindigleit 2 nach parallelen Linien bewegen, fo find
bie Glementarfrafte wdm, die auf die NAtome wirfen, ebenfalls parallel, gleichiinnig und den
Maffen dm diefer Atome begiiglich proportional. Aber aus der Ctatif wei man, daf fih
folhe Krdfte frets auf eine eimsige £ = fudm suridfilbren laffen, die ebenfalls in gleichem
Cinne unbd in gleicher Nichtung den Schwerpunft bes Kodrpers angreift.

Alfo, umgefehrt, wenn irgend eine Kraft £ den Schwerpuntt eines Korpers angreift, fo
ift bie Wirfung diefer Kraft, da fie fich in die angegebenen Clementartrdjte serlegen lAft, die,
alle Sheile des Kbrpers nach ifrer eigenen RNichtung und mit der gemeinjanten Gefehiwindig=
feit & = R :m (wenn m die Mafle Des Korpers ift) fortzubewegen.

42) Wenn dle Kraft R, ftets den Schwerpunft des Korpers angreifend, ifre Ridytung
und Grdfe auch jeden Nugenbli dnderte, fo wiirde doch bie Bewegung des Kbrpers nur
eine fortfchreitende fein, Denn eine mit ihm feft verbunbene Ebene wiirde fidh ftetd paralfel
bleiben, audh wenn die eingelnen Punfre bes Kirpers Curven befdyrieben.
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§. 2.
SKeifte die eine Drehung um eine gegebene Are bewirfen Eonnen,

43) Gin Korper drehe fich, im gegemwdr=
tigen Augenblidfe, um eine gegebene Are OZ
mit der Winfelgefdwindigleit @; ein Atom dm
in der Gntfernung = von disfer Are hat die
Gefdywindigleit Or nach der Tangente des
Kreifed gerichtet, Den e ju befchreiben ftrebt,
und bdie bdarauf wirfende Kraft ift Ordm.

Fig. 16.

e 0/4__&____ Nehnliche Krafte wirfen auf alle Atome Ded
L) &y Korpers in Richtungen, die sugleich fenfrecht

@‘V auf der Gutfernung 7~ und der Are OZ
' // fteben,

Feduction diefer Krvafte.

44) Die rechtivintligen Goordinaten ded Atoms dm mdgen x, y, = feir. Man zerlege
die Kraft Ordm nach den drei Eoordinatenaren in die Krdjte
X =0ydn, ¥Y=— Oxdn, Z=10
Bringt man diefe Krafte, parallel mit fich felbft, in gleichem und entgegengefeptem Einne
wirfend, im Runfte € an, fo erhdlt man in O awei Krdjte
X = Oydm und Y =— Oxdm
und drei Kriftepaare L, M, N deren Aren die Coordinatenaren find. Die Momente biefer
Paare find (¥z — Zy), (Zzr — Xz), (Xy — Ya) oder, wenn man fir X, ¥, Z ifye
Wertle fest
1 — — Ozzdm, M = — OQyzdm, N = O(x* 4 y*)dm == Or>dm
Rimmt man diefe Jerlegung an allen Atomen vor, fo erhdlt man
1) Sach den Arven OX und OY jwei Krijte
X =0fydn, ¥=—0fxdn
die man in eine eimyige 7, fenfrecht gegen OZ wirtend, sufammenfepen fann, fo dap
P = OV (fxdm)* 4 ( fydm)?
ober, wenn man die Gutfernung des Schwerpunitd von ter Drebungsare 2 nennt,

P = 0OmbD
2) 3wei Kriftepaare um die Aren OX und OY
L = — Ofvzdm, M = — Ofyxdm

pie man in ein eingiges K sujammenfesen fann, deflen Gbene durd OZ geht und Defien
Moment ift

K = 6V (frzdm)* + ( [yzdm)?

Http://www.dmg-lib.de
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3) Gndlich hat man nod) das Paar N deffen Moment
N=0f(a*+y*)dm = Ofr dmn
ift und deffen Are die Richtung OZ hat.
Berechnet man aljo fiir die ganze Maffe ded Kdrperd die finf Integrale
Sxdm, fydm, [frzdm, K [fyzdm, [(2*4y*)dn
fo hat man vollftandig die Kraft /2 und die Paare K und .V, beren vereinte Wirfung die
Drehung um die Are OZ hervorbringen.

Jufag 1.
45) Gebt vie Are OZ durdy den Schwerpunft ded Kdrperd, fo werben
Srdm =0, fydm =0, alfo P=0
und es bleiben nur dte Paare K unpe NV und ihre Nefultanten
G=\VEK+ N

Die Krafte alfo, weldhe falhig find cimen Korper um eine Are su drefen
pie durdy feinen Schwerpuntt gelit, laffen fich frets auf ein Kriftepaar
suriidfiihren.

Man beachte nodh, dag diefed Paar & mit der Are OZ einen Winfel madht, deffen

Cofinug ‘—/—FIS—;_T ift, aljo OZ nie feine Are werden fann, wenn nidt K =a ift.

Sufas 2.
_46) Jft OZ cine der Hauptaren bed Korpers, alfo
Jexdmn =10, fyzdm =0
fo bleibt von allen Krdften nur dbag Paar N = Ofr2dm Ybefien Are OZ yarallel it.

Alfo laffen fid) Krafte, welde einen Kbrper um cine feiner Hauptaren
prehen tonnen, ftets auf ein Paar suridfithren, deffen Ave diefer Hauptare
parallel ift.

Umgefelrt (aft fidh alfo audy ein Paar LV, deflen Are die Richtung einer Hauptare hat,
fteté in Glementarfrifte Grdm jerlegen, welhe den Kdrper mit einer WinTelgefchwindigheit
® = N: fr*dm um diefe Are drehen fonnen; denn folde Krifte Ordm laffen fich auf ein
einjiges Baar Ofr2dm von gleiher Grife und Richtung mit dem Paare V juridfithren.

Wenn alfo ein Kraftepaar an einem freien Kdrper wirft, defien Are die
Ridtung einer Hauptare des Korpers hat, fo dreht es denfelben um diefe
Hauptare mit einer Winfelgefdwindigteit gleid) bem Momente diefes Paars
pividirt durd) bdad ITragheitdmoment bes Kdrpers in Bejug auf diefe
Hauptare, ‘
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3ufas 3.
A7) Die Wirtung eines Paars &, weldhed in irgend einer Ebene einen Koryer angreift,
fann nun leicht gefunben werben, benn serlegt man dag Paar & in drei andere L, M, N,

" peren Aren die Ridhtung der drei Hauptaren haben und nennt A, B, € die drei ITragleits-

momente in Beiug auf diefe Hauptaren, fo {find
I M N
P=3 9=F "=¢
bie brei Drelungen p, ¢, », welche diefe Paare um die Hauptaren Hervorgubringen fireben.
€et man aljo diefe drei Drelungen in eine eimgige O jufammen, fo hat man die Are und
G®rdfe ver Drebung, su der pag Paar & im erften Augenblide BVeranlaffung giebt.

Allgemeiner Jufasp.
Srifte die erforderlid) find cine beftimmte Bewegung hervorsubringen und Bewegung cined Kjrpers
in Folge der Ginwirfung gegebener Krifte,
48) Jede Bewegung fann in cine blof fortidyreitende serlegt werben, welde der Beiwe-
gung des Schwerpunfts gleich und parallel ift, und in cine einfade Drelung um eine durdy
pen Schwerpunft gehende Ave. Man hat aljo nur die Kraft R fiir die erfte Art der Bewe-

. gung su beftimmen und dag Paar & fiir die jweite.

49) Gbenfo, wenn beliebige Krdfte einen Kbrper angreifen, verlege man fie parallel mit
fidy felbft in ben Schwerpunft bes Korpers. Alle Krdfjte fepen fich dort ju einer eingigen A
gufammen und alle Krdftepaare gu einem eingigen 6.

Aber die Mefultante £ im Schwerpunit des Krpers firebt allen Atomen eine gemetn:
jame Gefdwindigleit o — i ber Richtung diefer Kraft su ertleilen,

Das Paar & ftrebt dem Koryer cine Drebung @ um eine gewiffe durch den Schwer-
punft gehende Are OJ mitsutheilen, die auf die oben angegebene Weife gefunden wird.

Bemerfung.

50) Jeves Atom dme wird alfo von jwel Krdften
| /’—*\\7\@/0;“,& / getrieben, von wdm parallel mit B und von Grdm
& i fenfrecht gerichtet gegen die Ure OJ und gegen feine
Cntfernung 7 von derjelben. Wlfo befdhreibt diefes Atom
in jevem Augendlicfe oz die Diagonale ded Parallelo-

grammé, deflen Seiten wdt und Orde find.

~

Fig. 17.
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§. 3.
Bon den Skhwungbrafien, die aus der Drehung entftehen.

51) Wemn fich ein Korper mit der Winkelgejiinvindigleit @ um eine Are OZ brelt, fo
foird jedes Ntom von ver Krajt Ordm ergrifien, aber aus feiner Drebung entftebt eine un=
endlich fleine Krafi, welche ed vom Mittelpunft ver Drelung 3u entfernen ftrebt und die man
Genirifugalfraft ober Sdywungfraft nennt.

52) Jft # die Gefchivindigleit in der Tangente der Gurve welche ein Atom befchreibi und
r der Kritmmungshalbmeffer derjelben, fo ift deFanntlich

r=t
pag Maab fiir die Schwungtraft. E8 it aber v = Or alfo
J =0 .

per Ausdrud ver Schwungfraft eines Runftes, welcher mit der %lnfeljefcf»xvtrxbtgfett 6 einen
Sreid vom Radbiug » durchlauft.

53) Fiigte man ju jeder Tangentialfraft Ordm, twelche jedes Atom des Kirpers beberrjcht,
die entfprechende Schwungtraft — dmOr2dr (mit dem negativen Seichen verfelen, weil fie die
Gntfernung # von der Ave OZ ju vermindern frebt) fo wiirbe die Vereinigung diefer Atome,
alfo der ganse Korper, fich um die Are PZ wmit der Winfelgefdhnvindigleit @ dreben, und
war vdllig frei, 0. 0. in diefer Weife, wenn audh die Atome nicht unter einander verbunden
todren, und olne daf dadurch der innere Juftand ded Korpers gefidrt wiirde.

Jn vem Falle, der und bejchdftigt, wird freilich jedes Atom dm nur vou ver Tangential-
fraft @rdm getricben und e8 ift feine Schungfraft vorhanden; aber man fann ftets ftatt ver
Kraft Ordm die jolgenden drei

Ordm, — dm@r:dt, = dm@r*dt¢
einfithren und dic beiden erften dasu benutit denfen, vad Atom frei durch den Kreidbogen
Ordt ju fihren, wilrend die dritte 4 dmOr2dr e8¢ in demfelben Sinne foritreibt, in wel-
chem ¢8 fich vom Mittclpunfte ju entfernen ftrebt; und bdied ift die aus der Drebung ent-
{tandene Schiwungtraft. Diefe Rraft ift 8, welde die Spanmumgen unter den Verbindungen

ber Atome Dervorruft.
*

Juviidfithrung der Sdpwunglrifie auf eine eingige Hraft und ein Kriftepaar,

54) Tie Schwungfrifte dm@rds, die aus der Drebung @ entitelien, find, bis auf den
Sactor Odl7, den wnmittelbar wirfenden Krdjten Ordm gleich, aber find fenbrecht gegen diefe
ZFangentialfrifte und die Ave HZ gerichtet. 3erfegt man fie in abnficher Weife ivie diefe
(M. 44.), fo erbdlt man fiir ibre Nefultante 7v im Punfte O

= (")'"'\/(‘/‘.Z'dm)2 ~+ (fydm)* = OF
und filr vag refultirende Paar y, in deflen Gbene die Are OZ fallt,
x = ON (fxdm)* k- ( fydm)* = OK
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Z Gin dem Paar NV in Nr. 44, entfprechendes
ig. 18. P Paar giebt e8 nicht, da die Nichtung aller Sdwunge
: \/ 0> frifte burd) die Are OZ gelt.

( >/ \/ 53) €o wie jebe eingelne Schwungfraft ver
i

Tangentialfraft proportional ift und auf ihr fenfrecht

ftebt, fo fteht auch die Mefultante = auf ver Reful-

&J;p tante £ fenfrecht,
oS L p Gbenfo- bildet auch die Are ves Paars y mit
v T lp - der UAre ded Paarg A einen rechten Winfel und da
Sk fie auf @Z, ber Are ded Paars IV, fenfrecht fteht,
"}‘// fo ftebt fie auch auf der Are ded Paars &', per

Refultante von [V und K, fenfrecht. Ulfo ift vie
Are pes aus den Schwungtraften entfiehbenden Paars g fenfredht auf der
Drehungsare und auf vem Paar & der unmittelbar einwirfenden Krifte.

Beveuten & und P jwei von O ausgehende Linien, weldhe die Richtung und Grife
ber Refultante F7 und der Are des Paars & barftellen, deren Verein die Drehung © um
bie freie Are OZ bewirft, und ¢ ift der Winfel ben & mit ver Drehungsare bildet, fo bat
man alfo fiir die Kraft 77 und das Paar x, welde aus den Schivungfraften entfiehen, bdie
einfachen Ausdriide

7= 0P, y= 06 sin¢

wo 7 fenfrecht auf /2 und der Are O fteht, ebenjo wie yx fentrecht auf & und ver Yre @ ift.

Bemerfung.

56) Wenn die Ridhtung jeder Schwungfraft eine viertel Umbrefung im Sinne der Dre-
bung madyte, fo witrbe fie tm Sinne der angreifenden Krdfte wirfen; alfo miften dann die
Rinien On und Oy auf OP und OK fallen. Hierdurch 146t fich die Lage von O und Oy
beftimmen.  Aenbdert fih @ in Seichen, fo andern auch £ und K ibr Jeichen, aber 7e und y
bleiben ungedndert; wie e8 auch fein muf, da die Schwungtrafte nicht von dem Sinne der
Drehung abhangen.

3ufas.
37) Gebt die Drehungsdare durd) den Schwerpunft, fo ift
Jxdm =0, fydm =0 aljo 7 =0
und die Sdhiungfrafte geben nur dag Paar y.
Sft ferner OZ eine der Hauptaren, fo ift
Srzsdm =0, fyzdm =0 aljo y =10
und alle Sdywungtrafte halten fich bas Gleichgewicht. Ebenfo Fonmen umgerelr fich die Edhnung-
frafte nur an einer Hauptare bag Gleichgewicht halten, da 7 und x sugleich Null fein mitffen,
was nur migliy ift, wenn fzdm, fydm, fzxdm, fysdm {ammtlid sugleidy Rull find.
39
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58 — 59) Wenn fih der Korper um einen feften Punft O dreht, fo brauden fwdm
und fydm nidht ju verfthoinden, denn bdie Krifte 2 und 7, die an diefem Puntte wirfen,
werben durdh hn aufgeloben. €8 braudit aljo tn diefem Falle nur K oder y == OK Rull
st fein ober nur die Jntegrale fwdm und fydm wiiffen verfhwinden. Durch diefe beiden
Bedingungen erhalt man pwei Gleichungen, bdie auch su drei auf einanber fenfrechten Nren
filbren; fo dag 8 alfo fitr jeden Punft O eined feften Korpers drei Hauptaren giebt,
weldhe die Gigenjdhaft haben: 1) Wenn fich der Korper um Ddiefe Are dreht und man reducirt
alle Krifte Ordm auj eine eingige P die durd) O geht und auf ein Paar N, fo ift diefes

Paar auf ver Are fenfrecht. 2) Revucirt man ebenfo die Schiwungtrifte Ordm, fo ift das

refultivende Paar x von felbjt Null, aber die Hejultante 7 fo tie die Kraft P mitffen durdy
pen Widerftand ded Puntted O aufgelioben werden.

60) Sn allen Fallen geniigt ed die drei Hauptaren 3u fennen, welche durch den Schiver-
punft gehen und natirliche Drehungdaren heifen. Denn hat man bdiefe Aren und die
prei Tragheitsmomente 4, B, C, welde fich auf fie besiehen, o fann man leicht vas Irdg-
Deitdmoment Des Korpers fiir eine beliebige andere durch den Schverpuntt gehende Are finden
und dann auch fiir jede mit diefer parallele Are.

§. 4
Bewegung eined Korpers um eine fefte Upre.

61) Alle Krdfte, weldhe den Korper angreifen, laffen fich auf eine einsige A&, in einem
SPunfte O bder feften Arve OZ wirfend, und auf ein Lrdaftepaar & juriidfithren. Madht R
mit OZ ven Winkel o, fo erfalrt fie einen fenfrechten Stof M sine und einen jweiten
Rcose in ihrer eigenen RNidhtung. Madht ferner die Are desd Paars & mit OZ pen
Winfel », jo fann & in el Paare V= & cosy und ¥ = & sinv jerlegt werden, von
penen die Arve Des erfien mit OZ jujammenfilit und die ded jveiten darauf fenfrecht fteht.
Diefes leptere mup die Feftigleit ver Ave PZ auffjeben. Wil man atfo einen Korper um
eine Are Drehen und diefe Dabei fchonen, o ift ed ndthig die angreifenden Krdfte o ju wdh-
len, daf Die Nefultante Rull wird und die Ave ded refultivenden Paars in die Drebungsare
fallt.  Aber auch das lfeptere Paar bewirft noch eine Crichittterung diejer Are.

Aufgabe

62) Gin rubender Kdrper, um Ddie fefte Are OZ beweglidh, werde von
einem BVaare N, defien Are in OZ {allt, ergriffen, man verfangt ju wiffen:
1) weldhe Winfelgefdwindigfeit @ der Korper annimmt; 2) den Stof, den
pie fefte Are im erfren Augenblide ju ertragen Hat; 3) den fteten Drud, den
fie in Folge ber evftehenden Shwungfrafte erleivet,
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Auf Der Drefungsare OZ ftelle ON die Groge
Der Are Ded angreifenden Paars V dar. In einer
auf OZ fenfredhten Gbene mogen OP und OK die
Kraft P und dag Paar K bedeuten, welche, mit NV
vereint, fabig find den Korper um OZ in eine freie
DOrehung ju verfepen, durch weldhe die Are OZ nidht
erfcblittert toirb. .

Man bringe nun in @ die Krafte P unp — P
und die Paare A und — K an, wodurdy der Ju-
ftand ved Kbrpers jwar nicht gedndert, er aber jest
von drei Paaren N, K, — K und ywei Kriften
P und — P angegriffen wird. Rach der Voraus-
fepung drehen aber die Paare N, K und bdie Kraft P den Korper um OZ mit der
Winfelgefchroindigheit

Fig. 19.

N
Jridm
ofne die NAre su erfdhiittern. Gndlich nimmt der Kdrper wirllih diefe Drehung O an, denn
—P und — K, welche beide durdh diefe Ave gelen, werben von ihrer Feftigleit aufgehoben.
Alfo erfalrt die Ave wirklidh eine Grichittterung durch die Kraft — £ und eine jveite durd
a8 Paar — K. Man findet alfo

— P =— 6V ([frdm)* 4+ ([fydm)* = P’

— K = — 6V (fzxdm)* + ([yzdm)® = K’

63) Werben nur jwei Punfte 4 und A der Are OZ fejtgehalten, fo fann man leicht
P’ und KR’ fo jerlegen, dah fich die Widerftinde ergeben, toelche diefe Punfte dem angrei-
fenden Paare N im erften Augenblice 3u leiften haben.
' 64) Hat die Feftigreit der Are OZ die Kraft P’ und das Paar K’ beim eriten An-
griff audgehalten, damt wird per Korper nur von der Kraft 7 und den Paaren N, A an-
gegriffert, und diefes Syftem drebt ihm befanntlich um OZ obne diefe Ave ju erfehitttern.

65) Aber von der blofen MWinfelgejhwindigheit @ ver Drebung entitehen die Schibung-
frifte @rdm und diefe Krdfte laffen fich juritdfihren aui eine eimige

n= QP = @V (fzdn)* 4 ([ydm)

O =

und ein Paar

1= OK = OV (fxzdm)? 4 (fyzdm)*
fo paf alfo die Yve, in jedem Hugenbdlide d¢, einen Drud nde in & und ein Paar x4t aug-
;subalten Gat, die auch auf jwei Punfie A und B vertbeilt werben fonnen u. f. w.
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, , §. 5
Crhaltung der LRtﬁftc und Kraftepaare bei der Tewegung cines freien Korpers,

®

; Wir haben gezeigt, Daf fede Bewegung
§ig. 20. eines Sbrpers in irgend einem Nugenblide de
angefehen werden fann alg jufammengefest aus
ciner Drebung @ um eine beftimmte Are OV
‘und einer Verfchiebung 2 parallel diefer Ave,
welche wir die gleitende freiwillige Dre-
hungsare gemannt haben.

€& migen P, K, NV die Kraft und die
betben Paare jein, welde die Drehung @ um
die Are ON hervorsudbringen vermdgen, und @
die &raft, welde, im Schwerpuft g angebracht, die Verfchiebung in der Richtung bdiefer
Kraft verurfacht.

Nennt man = die Maffe des Korpers und macht g0 = «, fo ift

, P = ma® und @ = mu

Am Enbe der Jeit ¢ wird der. Korper der Are ON entlang um OO = adt fort-
gerfidt fein und fih um OV um einen Winfel Odt gedreht Haben. Bei der erften biefer Be-
wegungen mige ¢r die Linien OF, OK, ON, Og mit fih fortgenommen und in bie Lagen
OP, OK', ON', Og’ gebracht haben und bei der gweiten follen diefe Qinien, um den
Winfel Odt gevreht, in die Lagen O P”, OK”, O'N", O'g” getommen jein. Die Puntte
P, N, g’ haben dann die Bogen

PP’'= Podt, K'K" = K6&dt, g'g” — aOdt

befdyrieben.

Aber am Ende diefes Augenblids ift aus den Sdpvungfriften entfianden: 1) eine Kraft
ndt = POdt fenfredt gegen P, weldye in Berbindbung mit P dieje Kraft in ihre frithere
Lage O'P’ juriidfiibret; 2) ein Paar ydt = KOdt fenfredht gegen K, welche in Berbindung
mit K” vag Paar in feine Stelle 'K’ juriidflihrr. Alfo am Ende eines Hugenblids wer-
ben pie Krafte und Paare, welche den Korper angreifen, durch die Lnien O'P’, O K’, O N’
und g’'@’ dargeftellt. ;

Aber biefes Softem von Krdften und Krdftepaaren ift gang daffelbe, welches gleich
anfangé wirfte; denn bie beiben Raare O'K’, O'N’ wirfen gany cbenfo wie die Paare
OK, ON, bie thnen gleih und parallel find. Ferner fann man in @ die Krifte P und
— P paralle! und gleih ter P’ anbringen. Dadburdy erhdlt man in @ die Kraft £ und
Pa8 Paar (P, — P) an dem Urme OO0’ = udt wirfend. Ghenfo bringt man in g’ die
Krifte @ und — @ parallel und gleih mit @ an, {o baf man in g’ die Kraft @ und das
PBaar (@, — @) erhilt, weldes an dem Arme 2'g” = a@dt wirft. Diefe beiden Paare,
weldye -einander parallel und entgegengefest gerichtet find, Haben gleiche Momente, denn da
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P=ma® umd @ = mu, {o ift vas Moment P . OO0 = ma® . udt vem Momente
Q- g's” = mu - a@dt gleich. Alfo vernichten fich die beiden Paare und die beiden Krdfte
P, @ find auf die Krajte P, @ juritdgefithrt. ‘

Afo ift das Syftem der Krdfte und Paare, weldhe den Korper nach Verlauf eines
Augenblicds angreifen, nidt verfdhieden von dem, weldhed anfangs auf ihn eimwirfte; daher
findet diefe Grhalhung der Krdfte und Paare flir alle Jeiten ftatt.

Rach Verlauf eined Angenblicts Hat ver Korper jeine Stellung tm Rawme gedndert und
die RKrifte find nach Ricdhtung und Groge ungednpert geblieben, daler bietet fich ihnen der
Korper nicht mebr auf diefelbe Weife dar, muf alfo feine Bewegung fest andern oder fich
um eine andere gleitende frewillige Ave oz drehen. Da aber diefe Vewegung aus demfelben
Spitem von Krdften (P, K, N, &) entjypringt, fo [aft fich diefes nothwendiger Weife auf
efn dbnliches Coitem (p, £, 2, ¢) suridfibren, welches die Bewegung um die neue Are oz
bervorbringen Fann.  Aber auch Ddiejes Syftem wird fich walrend der ndchiten Augenblice
erhalten: daber erbdlt fich auch vag Syftem (7, K, N, @) und ftelit die Krifre und Paare,
welche den Korper ergreifen, audh am Gubde ded pveiten Augenblids, alfo fiir immer dar.

Dritted Kapitel.
Ibheorie der Irdgheitsmonmente.

§. 1.
Zrigheitsmomente cines Korpers von beliebiger Geftalt und verfdjiedenen Aren, die durdy ein und
benfelben Puntt gehen.

66) Man Yege durch den Puntt drei rechtwintlige Aren X, Y, Z, auf weldhe man die
Punfte ded Korpers besieht. Die Gerade 4 durdh den Anfangspuntt Der Cvorbinaten, fiir
weldhe dag Trdgheitémoment gejucht werben foll, bilde mit den Arven die Winkel o, 8, 7.
Rennt man dm ein Atom ded Korpers und » feine Gntfernung von der Linie 4, fo hat man
alg Tragheitdmoment dad Jntegral f7r2dm, welches fich iiber alle Atome ded Korpers erjtredt.

Stud 2, y, = die Coordinaten eined Atoms dm und o feine Cntfermumng vom Anfangss
punft der Goordinaten, fo ift

92 = +"’/2 3 z?
und die Gutfermung » diefes Atoms woy der Are 4
r == g sing
wenn ¢ der Winfel sivijchen o und £ ift. L4/t man mar von den Winfeln dad Jeidhen cos
ibeg, wadé nie ju BVerwedslungen Anlag geben fann, fo wird
r? = p?sin¢ == @*(1 — ¢?)
Aber Defanntlich it

¢=%"‘+:{ﬁ+§r und @ 4 g 4t =1
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baher wird :

r? = a(y? 4 22) 4 B2(x* - 2?) + (2 + ¥*?) — 2Pyryx — 2yaxx — 2efxy
alfo

: Sridm = c*f(y* 4+ x)dm + 2 f(3* 4 2 )dm 4y f(x* 4 y*)dm
2y fyzxdm — 2yefxzxdm — 2af frydm
ober wenn man die Jntegrale durdy Budftaben begeidhnet
H= Ada* 4+ Bf* 4+ C* — 28yl — 2yam — 2afin
Diefe Gleidhung beftimmt das Trdgheitsmoment A in Begug auf die Are £ durdy bdie

SQntegrale /, m, n und die drei Tragheitdmomente .4, B, C in Beyug auf die Coordinaten-
arven und durch die Winfel, weldye £ mit diefen Aren bildet.

Syfiem der Aren £, fiir weldes dag Iragheitdmoment ftets denfelben
Werth H hat.

67) Man beftimme auf ber Are 4 einen Punit, deflen Coordinaten 2, y, x_find, fo dap
A= 2?4 y* 4 =*
pann ijt offenbar
z=tha, y=~h, s=4hy

und wenn man dieje Werthe fiir @, g, 7 in die Gleidhung fiir H cinfest, fo wird

(H— A)z* 4+ (H — BYy? 4+ (H — O)z* 4 2yx + 2mxy 4 2nxy =0

68) s gicbt alfo in jedem Kbdryer und flir jeden Runtt deffelben, ober Ded Raumes,
eine ftetige Folge von Aren, fiir weldhe dag Trdgheitsmoment denfelben Wertly hat; und diefe
fietige Tolge von foldhen Yren bildet eine Kegeloberflddhe sweiten Grabes.

Hauptaren.

69) Gine folche Flache sweiten Grades [aft fidy ftetd, durdy Goordinatenveriwandlumng,
fo umgeftalten, daf in ibr bie Probucte ¥z, xx, xy nidt mehr erfheinen. Man muf fie
pann befanntlich auf ibre drei Aren besiehen.  Hatte man alfo gleich diefe dref Aren u
Goordinatenaren gewdhlt, fo wdren bie brei Jntegrale 4, », n verjdyvunden.

70) €olche Aren, fitr welche die drei Sntegrale fysdm, fxadm, fxydm veridwinden,
heifen Hauptaren; fie find alfo pie dret aufeinander rechtwinfligen Durchmeffer derjenigen
RKegelflache pweiten Grabes, beren Syige tm Anfang ber Eoorbinaten legt, und die der Ort
alter geraben Linten ift in Bejug auf weldhe die Tragheitsmomente gleichen Wertlh haben.

Beftimmung der Hauvtaren

71) Man nimmt bdie aligemeine Gleidung der NRo. 67. angegebenen RKegelfldche auf
brei beliehige rechtwinfliche Aren begogen und fucht die Werthe der fechs Jntegrale 4, B, C,
4, m, n tn Bejug auf diefe Aren. Damn giebt man K einen beliebigen Werth, Den e8 er-
Tangen fann, madt 3.5B. H=_d oder =B over = C. Durd) Transdformation der Coordinaten
fucht man nun drei newe HAvem, fiir welche die ®leichung der Kegelflache dle Geftalt annimmt
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Pr? o @y 4 Rx2 =0

und diefe dret rechtiwinfligen Aren find bie drei Hauptaren.

72) Die Bejtimmung ber drei Hauptaren erfordert die Auflifung ciner fubifdhen Gleidhung.

73) Wenn man aber eine diefer Aren fennt, fo fann man die beiden andern durdy
Aufldfung einer quadratifchen Gleichung finben. Denn 8 fei = eine Are, fiir welde fyzdm,
JSxxdm oder ¢, m Rull find, dann reducirt fich die Gleidhung ver Kegelflache auf

(H— A)r* 4+ (H— B)y* 4+ (H — C)z? 4 2y =0

Jn per Gbene der 2, y fann man aber el neue rechtwintlige Aven X und ¥ finbden,

fiir welche dag Product zy verfhvindet. Macht " mit = den Winkel w, fo hat man
z =2"cosw — ¥ sinw und ¥ = 2’'sinw + ¥’ cosw

Cet man diefe Werthe fiir 2, ¥ in die vorige Gleichung ein und will man, dag vder

Goofficient von 2"y’ verfhwinde, fo erhilt man
2n

B—Ad

Alfo in Besug auf die drei rechtwinfligen Aren 2, 4" und = erhlt die Gleichung der
RKegelfliche die Form

tg2m =

P’ - @y 4 Rz = 0
baber find biefe brei Arem bie drei Hauptaren des Korpers, fitr welche man findet
JY'xdm =0, f&'sdm =0, f2'y'dm =0
Die gwet erften Gleichungen ftimmen mit den beiden vorausgefesten fyzdm = 0 und
Saxdm =0 tberein, was fich auch aus ven Transformationsformeln fitr 2 und y in 2’ und y’
ergiebt, und jwar finbet diefe Uebereinftimmung ftatt unabbhiangig von vem Winfel w.

Cigenfdhaften Der drei Hauptaren.

T4 —T76) DBegieht man alle Punfte bed Korpers auf die drei Hauptaren, jo hat man
flir bag Irdgheitdmoment A in Bejug auf eine durd) den Anfangspuntt gesogene Gerade 4,
welche mit diefen Aren die Winfel «, p, 7 bilbet

H = do? 4 B 4+ Cy?
wo die Jeidhen cos weggelaffen find und 4, B, € die Tragheitsmomente pes Korpers fite
die brei Hauptaren bedeuten.

77) 68 ijt jett leicht bas Tragheitsmoment M’ eined Korpers um eine Are 4 aus dem
Trdagheitsmoment 27 um eine ihr parallele Are 4 u finden, welche durch den Schwerpuntt
gebt.  Denn find 7 und 7”7 bie Entfernungen eines Atoms dime bes Korpers von den Aren
£ und A umd ift 2 die gegenjeitige Gntfernung der beiden parallelen Yren, fo giebt Das
Dreied, aus den Lnien 7, ', L gebildet, wenn ¢ der Winkel wijhen » wnd D ift,
die Gleichung

7"? =r? 4 D?* — 2rDcosy
Daber wird
J7dm = frdm -4 mD* — 2D fr cospdm
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Aber 7cose tjt die Cntfernung ves NAtoms dim won einer Gbene, die durch ven Shiwer-

punft fenfrecht gegen die Linie 2D gelegt ift; e8 ift daber frcosdm == 0 und folgleidh

H = H 4+ mD*?
ober man findet Das Tragheitdsmoment A’ eined Korperd tn Bejug auj irgend
eine Are 4’, wenn man zu dem Trigheitdmomente A, um eine durdh den
Sdywerpunft gelegte ver A" parallefen Are £, dad Product der Mafie m des
foryers in vad Quadrat der Gntfernung D bes Schwerpunftsd von der Are 4
adbirt.

78— 79) @8 find alfo bie Trdgheitdmomente eined RKorpers fiir alle Aven, die an der
Oberflache eineg graven Kreideplinders liegen, defien Are durch den Echiverpuntt geht, ein-
anber gleich

a6t man die Are irgend eines folchen Gylinbers von confanter BVaitd fo dreben, daf
fte pie Kegelflache

Ae? 4~ BS* 4 Cy?* = H = constans
befchreibt, fo find auch alle Tragheitsmomente des Korpers in Vegug auj die Gryeugungs-
linien der Gylinder cinanber gleich, aber man Dat auf diefe Weife noch nicht alle Aren tm
Rorper gefunden, die gleiche Tragheitdmomente haben, da in der Gleichung H'= H+m D
fich H und D jugleich andern Fonnen und doch A’ ungednbdert bleibt.

80) $iir alfe Aren, die durch den Mittelpuntt einer Kugel oder der regelmdpigen Kor-
per gehen, find bie Tragheitsmomente fimmtlich einanber gleich; man fann nun fragen, ob
¢s in einem Kdrper einen Punft @ geben fann, fiir weldhen auch alfe Aren gleiche Trdg-
Beitdmomenet haben.

68 fei g der Scverpunft deg Korpers und @ ein Punkt der dle verlangte Gigenfhaft
bat; man 3iehe g@ = D und lege durch O eine Gbene £ fenfrecht auf 2. Alle Aven
purch @ in K find, nach der BVorausfesung, gleiche Aren, aljo find audy alle Aven durd g
in einer mit £ parallelen Gbene, gleiche Aren, da fie von Der erfien um die gleiche Grife £
entfernt find.

Alfo fann O nur exiftiren, wenn durch g wet gleiche Aren geben und M auf ver
pritten durch g gehenden Are liegt. Nun fei A der gemeinfchartliche Werth ver Tragheits-
momente um die beiden erften Aren und € der Werth ded Irdgheitdmomentd um die bdritte
Are Og. Man hat alje fitr A’ jolgende 3wei Oleichungen:

H—=A4mbD* undb H' =C

folglich

Wenn aifo pwei der natirlichen Tragheitdaren einander gleich find und die dritte €
grofer ift als die beiden gleichen A, fo giebt e auf diefer, in der durch pen Werth filr £
beftinumten  Gntfermung vom Schwerpunfte, 3wei Punfte A, fiir weldhe alle Tragheitdaren
einander gleich find.
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Sweiter T bheil,

Erites Kapitel.
Aufldfung des Problems der Drehung freier Korper.

§. 1.
Analytifde Definitionen.

1) @8 fei O der Mittelpuntt der Drelung des Korpers; OX, 0Y, OZ bie Ridytung
Der Drei auf einanber redytwintligen Hauptaren, und 4, B, € bvie drei Tragheitsmomente
fitr diefe Aren. Fir eine andere Are BJ, weldhe mit den Aren OX, 0Y, OZ sic Winkel
4, p, v madht, findet man bas Trdgheitsmoment J durdh) die Gleichung

J = Acos?A 4 Bcos?u + Cecos?y

2) Jebes Trdgbeitdmoment /f72dom fann man bequem durch dag Product mK 2 qug-
brivden, in welchem 7 die gange Maffe des Kdrpers und K ein Mittel swifchen den Gnt-
fernungen aller Punfte ded Kbrpers von der Drehungsare ift.

Man fann diefe Unie K gany paffend den Hebeldarm der Tragheit oder Fury den
Tragheitsarm fiir diefe Are nennen.

Ctatt der Grigen A, B, € fann man alfo die Ausdriice

ma®, mB*, my?

einfiibren, in denen « B8, y die Tragheitdarme fiir die entfprechendent Nren find,

L e S R e A S i e

Dag Centralellipfoid der Korper.

3) &ir vie Bewegung freier Kirper gentigt e8 den Drehungsmittelpuntt 3u fennen, die
Riktung der drei Hauptaren und vie vret Trdgheitdarme fitr biefe Aren.
Man bejdyreibe um O al8 Mittelpunft iber den Linien 0X, OY, OZ s Nren
< bag Gllinfoid

|
L
£
i
b
B
i

s e Gl

spamiey

(Z"’.Z‘Q + ﬁ'.",.'/ﬂ +},2z2 — [l4
o A eine beliebige conftante Linie ift.

Die Halbaren diefed Elipfoids find dann z
R R R |

a=—, b= = |

« ' g v |

Die drei Aren diefes Cllipfoids find alfo ven drei Tragheitsarmen des fKorpers fiir diefe
4
Uren umgefebrt proportional. Gang aligemein ift aber audh m—f—; bag Tragheitdmoment fitr
, , . , o , R
trgend cinen Halbmefer o diefes Glipfoids, fo wie e§ 3 B, m fitr die Halbare ift.

4%
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J ’ 4

Denn find 27, y', =’ vie Coordinaten ded Endpunfts ded Halbmeffers ¢, fo find %, 7 Z

’

4
pie Gofinus der Winfel, welche o mit den Aren ded Glipfoids macht: und ift md* das

Srdgheitdmoment des Kdrpers fiir die Are ¢, fo bat man nach No. 1.

R 2 Ry Rz
ma* oy e + mog 3-; mey s
ober da . v =1
@ e

2

‘ R
m0? == m—;
g

4) Diefes Centralellivjoid bat alfo die merhwiirdige Gigenjthajt, daf das Trdgheits-
moment filr irgend cinen feiner Durchniefler dem Quadrate deffelben wmgefelyrt proportional
iit.  3ugleich verfinnlicht e und den Mittelpuntt der Drehung, pie Hauptaven und alle
Srégheitsmomente, die man et Der Drelung eines Kdrpers 3u beachten hat.

5) Wir betrachten nun einen Korper, der von beliebigen Krdften angegriffen wird, die
aber gleich auf eine Kraft 72 und ein Krdftepaar G uriidgefithet worben find.

Wenn der Korper geywungen ift fich um einen feften Punft u dreben, fo nimmt
man diejen Punft jum Mittelpuntte O; wenn aber der Korper frei ift, fo wdblt man fir @
pen Scwerpuntt des Kdrpers. Jm erten Falle wird die Kraft F unmittelbar durd) den
Wiverftand des feften Punftes vernichtet; im jweiten bringt bdie Kraft P, die auf den
Schwerpunft wirtt, nur eine fortichreitende BVewegung des Kdrpers Dervor und die gange
Sdwierigteit befteht alfe nur darin, die Drehung su befrimmen, welde das Paar &
Tervorbringt.

Drehung ded Korpersd im erjten Augenbiide.

Turd) pen Punft @ iehe man eine Linie &, welche die Ave und Groje des angreifen=
pen Paarg darftellt.  Die dret Projectionen L, M, N ber Linie & auf die brei Yren des
Gentralellipfoidd jtellen die Aven der drei Paare vor, in weldhe fich dad Paar & nadh Diefen
Richtungen zerlegen Iaft.

Seped Diefer Raare, fenfrecht auf ciner Hauptave, wiirde fiir fich allein den Korper um
diefe Are mit einer Winfelgefchwindigfeit dreben, iwelche dem Quotienten aud ber Grdfe
diefes Paars durd) daé Tragheitsmoment fitr diefe Are gleich ift.  Man erhlt alfo dpie ent=
prechenden Winfelgedhvindigfeiten p, ¢, » durch die Formeln

La? Mb? Ne?
Ay ZEK Y Y
ber dieje drei Drelungen p, ¢, 7 Jepen fich ju einer eimyigen
Q= \/m
jufammen.
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6) Jm erften Augendblid ftrebt alfo dag Paar & den Kdrper mit der angegebenen
Winfelgefchwindigfeit @ um eine Are ju drelen, die mit Den Hauptaven ded Korpers Winfel

Bilbet, Deren Gofinus
r g r
Q' 0 6

find.  (Giehe Mo, 47. ved erften Theils.)

7) Drebt fich dagegen ein Korper wirflich um eine Are mit der gegebenen Gefchwindig-
feit ®, o jerfeqe man diefe Drebhung @ in drei ambere p, ¢, r um bdie dret Hauptaren,
pann geben die Formeln in No. 5. die Werthe der drel Paare L, M, .V, weldhe diefe drei
Drelungen Lervorsubringen fireben und aud ibuen ergiebt fich dad Paar &, welches die
Drelpung @ veranlagt durch vie GSleichung .

G =\VI1'94-M 3N

Die Gofinus ver Winfel, weldhe feine NAre mit den Hauptaren macht, find
LM N %
¢ GG

8) Aus ven Ausdriiden fitr p, ¢, » in Nr. 5. fieht man, daf die augenblufliche Dre-
fungsave im Allgemeinen nicht mit der Ure ded Paard jufammenfdllt, welches die Drehung
Diefe beiden Aven weretnigen fich nur, wenn die Are ded Paars eine der Haupts

erseuqt.
Den Winfel ¢, welchen beide Aven mit einander bilden, findet man offenbar durdh

aven tft.
bie Formel
057 = Lp+ Mg+ Nr
o082 == (,,(_)

Newer Ausddrud der vorhergehenden Theoreme.

9) Den Punft J, in welchem die augenblidliche Drehungdare das Centralellipfoid trifft,
wollen woir den augenblidlicdhen Pol der Drebung nennen. Sind 27, 3’ 2’ die Coordi-

naten diefes Vols, fo it

e e s S
L A A i g T A S i

pic Gleichung einer Diametralebene, welche der Berlihrungsebene in o parallel it

Die RNichtung der augenbdlidlichen Drehungsare O it aber die Diagonale desd iiber
2, ¢, 7, a8 Ceiten, conftruivten rechtwinfligen Rarallelepipedons, paber find die Goordina-
ten 2, y', = viefen Seiten proportional. Aber nadh Ro. 5. find biefe wiederum den Grdfen
La®, M6, Ne* yproportional, dafer erhalt man fir die obige Diametralebenre audh den

AHusdrud

Lo 4+ My 4 Nz =0
Diefe Gbene ftelht aber offenbar aui ver Limie & fenfrecht, veren Projectionen L, M, ¥

find, daber ift diefe Gbene die Gbene ded RKrdftepaars.
Alfo ift pic augenblidliche Drehungsdare nichtd anderes aid der der Ebene

ped Kriftepaars conjugirte Durdhmeffer,
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Bemertung.
10) Man Tann diefen Sap aud) auf eine mebr directe Weife finben, durdy weldhe man
aucy unmittelbar um Begriffe des Centralellipfoids gefihrt wird. Denn e8 ift Far, dah dk
Gbene des Paarg &' durdy die Gleichung
Le 4+ My 4+ Nx =
gegeben ift, welche fich in
Apx 4 Bygy 4- Crz =0
verivanbdelt, wenn man fiie L, M, V ibre Werthe Ap, By, Cr fest. Dies ift aber offen-
bar eine Gbene derfenigen parallel, welche die Flade
Ar?* + By* 4 Cx? = F? = constans
in einem Punfte beriihrt, deflen Coordinaten den Gréfen p, ¢, » proportional find. Diefe
frumme Fliche ift aber ein Gllipfoid, deflen een F: VA, F: VB, F: VT fnd, alfo
umgefelhrt proportional den Quabrativurseln der Trdgheitsmomente A, B, € oder den Trdg-
heitgarmen @, 4, ¢ jelbft.

Die Ebene ves Paars ift aljo die der augenblidtichen Drelungsdare conjugirte Diametral-
ebene diefes Ellipfoids. Man fieht hieraus, da in der Dynamif die Einfithrung des Begrifis
peg Gentralellipjoids eben fo natitrfich ift ald die des Schwerpuniis.

11) Da ein Kriftepaar ftetd in eine der feinigen parallele Gbene verlegt werben fann,
ofme feine Wirkung auf den Koérper s dndern, fo fann man alfo vag Paar auch aus dem
Mittelpunfte auf die Dberfliche ded Centralellipjoids verlegen und behaupten:

Wenn ein Korper von einem Kraftepaare ergriffen wird, deffen Gbhene
pag Gentralellipfoid berilhrt, fo befindet jich Der augenblidliche Drebungs-
yol, weldhen das Paar hervorruft, im Berdbrungspunite,

Und umgefelrt, wenn fich ein Kdrper dreht, jo liegt Dag Vaar, weldhes ihn
in piefem HugenblidFe angreift, in der BVeriihrungsebenc ted Polg

Drebung des Korpers wdalrend des Verlaufs der Jeit.

12) Die Schwungfrdjte, welche durch die Drebung ded Kirpers entiteben, Halten fich
im Allgemeinen nicht dad Gleichgewicht. Berlegt man fie, yarvallel mit fich feldit, in den
Drehungsmittelpunft @, fo geben fie eine Nefultante, welche von felbft Null ijt, wenn diefer
Punft der Sehwerpuntt des Korpers ijt, oder vernichtet wird, wenn der Punft @ feft ift;
aber dag refultirende Paar g ift nicht Null.  Wahrend eines Hugenblids ¢ ift feine Wir=
fung gdt und theilt dem Korper eine unendlich Heine Drebung ydr mit, weldhe fich mit per
bereitd worhanbenen Drefung O vereinigt und pie Ave und Grife derfelben anbdert.

13 — 14) Wir baben bewiefen, daf die Are des Baars g sugleich fenfrecht fteht auf
ber augenblidlichen Drelungsare @S und auf der' Ure des Paars &, welded die gegen-
wértige Drebung @ bewirft, und daf die Grofe diefes Baars g durd) G'@sine ausgedriidt
wird, wenn ¢ die gegenfeitige Meigung der beiden Aren & wund O ift. Man fann bdiefen
Gap auf folgende Weife ausfprechen:
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Wenn man auj den Aren ded angreifenven Paard und der augenblid-
lihen Drehung vom Drehungsdmittelpunfte aus Linien abfdhneidet, welde
bicfe ®rofen bedeuten, fo wird das Paar, welded aud den Schwungfraften
entfpringt, in Bejug auf feine Ghene und ®rofe dburdh pas Parallelogramm
pargeftellt, deffen Seiten diefe Linien find.

15) Das Paar g ver Schungfrdfte legt aljo ftetd in ver Ghene OG.Z, baber ift
nadh vem Cape in No. 9. die Ave, um welche dvag Paar & ben Kbrper ju drehen fucht, der
Halbmefier My ves Gentralellipfoivd, welder ver Diametralebene OGT conjugirt ift. ﬁ)a
aber diefer Halbmefjer Dy allen in der Gbene PGS gesogenen Halbmeffern conjugirt ift, f
ift er auch der Ave O.7 conjugirt; folglich liegt My in der Gbene ded Paars & felvft, tvell
ndmlich diefe Gbene ver augenblidlichen Drehungsare 2.7 conjugirt it (No. 10.), fo ift fie
per Drt aller Oicraven, die OJ conjugirt fein Fonmen,

Mio die Ave Dy der Drebung y, welde aus pem Paar g der Sdivung-
Frafte emtfpringt, liegt ftetd in der Gbene vesd im gegenmwdrtigen Augenblid
angreifenden Paarg &

16) Wenn man alfo wei Lnien nimmt, cine @, welhe die gegemvdrtige Drehung
darjtellt, die andere Oy == ydr, welche dic Drelung Degeichnet, die dad Paar g in dem
Yugenblide d¢ bervorbringt, und wenn man aus diefen beiven Linien ein Parallelogramme
confiruirt, um in der Diagonale @ die Lnie su hHaben, weldhe die Are und Grofe der Dre=
hung am Gnde eines Augenblids o darftellt, fo fieht man, daf das Gude diefer Diagonale
@ eben fo Loch itber der Gbene ves Paard & ift als dag Gnde der Linie O, weil die Sette
Oy, in der Gbene ded Paars jelbit liegend, die entgegengefeste Seite ded Parallelogramms
diefer Gbene parallel ift.  Aber der Endpunft der Lnie O liegt um die Grofe Gcoss fiber
Der Gbene des Paars, man hat daber die merfioiirdfge Gleichung

@ cos? = constans
b D pie Winfelgefdhwindigleit @ geichast nach der feften Avre des angreifen-
pen Paars, bleibt wihrend des gangen Verlaufs ver Drehung ungedndert

17) Wenn Gcos conftant ift, fo ift auch

Gr@coss = constans
ba & conftant ijt.  Aber der Factor Gcos?, ober das Paar & gefehist nach der Richtung
0J, it offenbar gleich ©.J, wenn man durdh 7 vas Tragheitémoment ped Korpers fitr vie
augenblidliche Drehungsare A beseichnet.  Man Hat daber
GO cosi = G*J = constans

G¢ beseichnet aber o die Summe der Producte aller Atome ded Korpers i vas Qua-
prat ihrer Gntjernung von ver Drehungsare, folglich driidt @27 die Summe der Rroducte
diefer Atome in dag Quadrat ihrer Gejechiwindigleit aud. Jedes diefer Vroducte Letht aber
die febendige Kraft des Atoms, weldyes man betrachtet, daher fann man audh fagen, dah
bie Summe bder lebendigen Krdfte aller Atome des Korpers wahrend bes
Berlaufs der Drelung conftant bleibt. G ift dies ein blofier ufas su dem Princip
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der Grhaltung ver Kriftepaare oder der Flachen, welches auddbriidt, dap & forwolh!
ber Grife ald audy im abfoluten Raum der Richtung nady conftant if.
18) Wenn man den Rabdiusvector O durdy 2 begeichnet, o wird vas Tragheitdmoment
4
bed Korpers um OJ, wie wir gefelen baben, durd) m—f—2 audgedriidt. Sest man daber
diefen Nusdbrud ftatt J in die vorhergehende Gleichung, fo erhdlt man

B
m—;@” = constans
V72

. o mR* , ., ,
Cent man fiir die Gonftante den Nusdrud —Z—, wo £ eine conftante nie beseichnet,

£/
fo ergiebt fich

Hievaus fliest der Sap, dag wahrend desd ganzen Verlaufs der Drehung die
Wintelgefhwindigteit @ der Lainge des Nadiudvector felbft proportional ift,
weldher vom Mittelpunite nadh dem Role der augenblidlichen Drebungsdare
auf pem Gentralellipjoid gegogen wird.

19) Da nach dem Friheren Gcose conftant ift, fo ift aud) 2coss conftant und folg-
lih die Hdbe £ oder wcoss bed Polg J iiber der Diametralebene des Paars & ift wdibh-
rend des gangen BVerlaufé der Drebhung conftant. Da man aber fiir die Ehene des Paars &
auch die Berithrungsebene am Rol feen fann, die thr parallel ift, fo Fann man audy fagen,
baf die Ebene ded Paars der angreifenden Krdfte ftetd in derfelben Entfers
nung 4 vom Mittelpuntte @ des Centralellipfoids bleibt.

20) YUber diefer Mittelpunft ift fm abfoluten RWaume unbeweglich und die Ebene des
Raars bleibt ftets mit fich jelbft parallel; folglich diefe Ebene, welcdhe das Central-
ellipfoid im augendlidlichen Drehungsdpol bertbhrt, it cine unverdnderliche
im Raume fejte Gbeune.

21) Diejes Glitpjoid rolft alfo nun, olme su gleiten, auf der enwvdibnten feften Ebene
hin; Denn da feine gange Bewegung Ddarin befteht, fich wiblrend eines Augendblids um eine
vom WMittelpuntie jum Berlthrungspuntte gejogene Geradbe gu drefen, fo bringt das Clipfoid
om Gnbde des Hugenblids o7 einent neuen Punft jeiner Sberflache mit der Gbene in Beriil-
rung; und Ddiefer neue Punft, welcher der Pol der Drebung fiir den ndchften Augenblid
wird, bleibt ebenfalld walrend Ddiefes Hugenblids unbeweglich; daher fann audy in der Folge
feiner Diefer Punfte, swelche nadhy und nady mit ber feften Gbene in Berithrung fommen, jemald
auf biefer Gbene gleiten.

22— 23) Man fann jich alfo folgende flare und neue Vorftellung von der Trelung
eined Korperd bilden, weldher fich frei um feinen Schwerpunft oder um irgend einen anbderen
feften Punft dreht, wenn er von irgend einem Krdftepaare angegriffen worden ift.
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‘Um ben Schwerpuntt, ober, yenn der Kbrper nidyt fret-ift, um ben feften Puntt lege
man ein Gllipfoid, deffen Aren in die Richtung ver Hauptaren fallert, welde diefem Puntte
gutommen und beren ingen den Tragheitdarmen bdiefer Hauptaren umgekelrt proportional
finb. Wenn diefes Centralellipfoid, deffen Mittelpuntt im Raume unbetveglich ift, ohne
u gleiten, auf einer feften Gbene, mit der e8 in Berithrung gefommen ift, hinrolt und o
ben Kdrper mit fidh Herumfithrt, fo hat man eine genaue Darftellung der Bewegung, weldye
ber Korper in Folge der Ginmwirfung eined Kraftepaars annimmt, weldes ihn in der feften
@bene angegriffen hat. Die Winfelgefchwindigleit, mit weldyer fich der Kirper jeden Nugen-
blid um den nach dem Bertihrungspunfte gezogenen Rabdius brebt, ift Der Ringe diefes Radius
proportional.

Biveites Kapitel,
Entridlung der Aufldfung.

24) Die ftetige Folge von Punften, mit weldhen bas Gentralellipfoid des Korpers all-
mdlig die fefte Gbene ded angreifenden Paars beriifirt, beseichnet deutlich den Weg, weldhen
ber fPol ber augenblidlihen Drehung im Snnern des Kirpers ourdlauft. Sein Weg im
abfoluten Raume wird durdy diefe Berithrungspuntte auf der feften Gbene verseichnet. Man
fann alfo diefe beiden Gurven fogleich beftimmen und fie als bie Bafen gweier Kegelfladhen
betrachten, beren Cpisen jufammenfallen und von denen bdie eime mit Dem Kdrper jugleidy
beweglidy, auf der anbdern, im abfoluten Raume feften, hinrollt und fo dem Korper feine
Bewegung ertheilt.

§ 1.
Die Curve, welde der augenblidlidge Pol auf der Oberflidye ded Gentralellipfoivs befdyreibt,

25) Diefe Gurve s von dopyelter Krimmung ift die ftetige Folge der Punfte, in wel-
dher ein Cllipfoid mit den Halbaren a, b, ¢ eine Ghene beriibren fann, weldhe in der unver-
dnberlichen @ntfernung 4 vom Mittelpuntte deffelben bleibt; ober aud) die ftetige Folge der
Beriihrungspuntte einer Ebene und diefes Gliipfoids, weldye fich fo bewegt, baf fie aufer-
bem nody eine ihm concentrifhe Kugel vom Rabdiug 4 berithrt, Diefe Curve s ift offenbar
cine gefdhloffene Linie doppelter Kriimmung, eine Wrt elliptifdhes Rad, deffen Are entweder
die grofe Halbare a obder bie Fleine ¢ des Gentralellipfoids vorftellt, je nadydem der Ra-
bius 4 ber Kugel grifier ober Heiner ald bie mittlere Halbare & ift,

26) Die einfadhfte Rechnung lehrt dies audy, denn wenn das Centralellipfoid durch bie
Gleichung
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gegeben ift, fo erhalt man befanntlidh die Entfernung A der Beriihrungsebene fitr Den Punti
&, ¥, % durdy bie Gleichung

x? T %2 1

it Eta=n
@Eliminirt man aus diefen beiden Gleidhungen nadh einander x, v, =, jo erhdlt man die

oret ®leihungen

5 — a? c:—a® , At —n?
5 VAR o Py = 52
02_:&2z2+a3_4b2z2=ﬁ2;&2

c a
a?—¢? 6t — ¢? At — 2
pe z* + Iz Y= ya

weldhe bie Projectionen der gefuchten Curve auf die drei Coordinatenebenen find.
27) Man nebme ftetd an, ed fel
ea>b>cumvae>rh>c
dann giebt offenbar die Projection der Gurve s auf eine der Gbenen der yx oder xy eine
gange Gllipfe und auf der andern einen Bogen einer Gllipfe. Auf der Chene der 2z aber
bilbet fidh ein hHyperbolifder Bogen.
28) Wenn A ==0 ijt, fo wird die Curve eben und eine blofe Gllipfe, deren Heine

24,2
Halbare & und grofe ‘/ a? 4 ¢? ——%:i— ift.

29) §ir =0 und £ =c vermandelt fidh die Gurve in einen Runft, der entiveder
ber Pol A ober der Pol € ded Gentralellipjoids ift.

30) Wabrend der augenblidliche Pol J die Gurve s befdhreibt, durchliuft ebenfo ver
entgegengefeste Pol J” eine diefer vollig gleiche &

31) Diefe Gurve dopypelter Krimmung hat, wie eine Gllipfe, vier Scheitel, durd) weldpe
fic in vier gleidhe und fymmetrijhe Theile getheilt wird. Diefe Scheitel find die vier Puntte,
in weldhen fie von den beiven Goordinatenebenen gejdhnitten wird, weldhe durd) bie sugehdrige
YAre geben. Man erbalt diefe Scheitel, wenn man die Marima ded Ausoruds

u=V7Try 2
fudt, in welhem die BVerdnverlihen 2, v, = durch die beiden erften Gleichungen ver No. 26.
perbunden {ind.

§. 2.
Die Gurve, welde der augenblidlide Pol im abfoluten Raume befdyreibt,

32) Betrachtet man die fo eben beftimmte Gurve s als die Bafis einer Kegelfliche, deren
Cyite der Mittelpunft O ved Glipfoids ift, fo bejchreibt die Gurve s die ebene Gurve o
auf bie Weife, daf fidh, wabrend der Bewegung des Korpers, der Kegel fretd um feine
Grieugungslinie @J dreht und dabei feine Bafis an die fefte Ghene anlegt. Daber find die
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Bogenelemente do' den Bogenelementen ds gleich; fo daf, wenn man eine Gleichung der legs
teren gwifdhen ber Lange ihres Bogens s und bem jugeldrigen Rabdiusvector e hat, man blof
in ihr & mit o ju vertaufchen braucht, um bdie Gleichung der ebenen Gurve pwifdhen ihrem
Bogen und dem ugehdrigen von @ qusgehenden Nadiusvector 2 ju erhalten,

33) Da aber o eine ebene Gurve ift, fo fillt man licber vom Mittelpuntte @ bes
Gliipjoids ein Loth A auf die fefte Cbene und ieht vom Fubpunkte P deffelben einen Rabdius-
vector v nady der Gurse o, fo daf man fegt « durdy VA2 4 v? erfesen und fo eine Glei-
dung yvifdhen o und v erbalten fann,

34) Der Rabiusvector v ift nidts anderes als bie Projection der Speidhe « des Ra-
biug s, deffen Clemente ds fidh alimdlig an die fefte Ebene anlegen und fo die Glemente do
ber ebenen Qurye o bilden. Der Rabdiudvector v geht alfo eben fo wie der Raviusvector u
pon einem Marimum gu einem Minimum iber und von diefem wieder ju einem Mari
mum, welded dem erften vollig gleich ift, und died wicderholt fich ins Mnendliche in Jwi-
fepenrdumen der Gurve o, weldhe dem vierten Theile der erseugenden Gurve s und alfo unter
einander vollig gleidy find.

Ao ift die Curve o, weldye der augenblidtidhe Pol im abfoluten Raume
befdyreibt, eine cbene Curve, welde in regelmafigen Windungen um ein und
benfelben Mittelpunft [duft; alfo eine Curve durd) eine Folge gleicher und
regelmifiger Wellen gebildet, deren Gipfel gleich weit von einander ab-
ftehen unbd welde fid swifden jwet concentrifden Kreifen hingieht, dveren
Umfange fie abwedfelnd beribhre.

35) Wenn der Winfel am Mittelpunfte, welder swei auf einander folgenden oberen
oder unteren Scheiteln der wellenformigen Gurve o entfpricht, mit vier rechten commenfurabel
ift, und wenn man durdy e« die Heinfte ganze Jahl von Kreifen begeichnet, welche Diefer
Winfel oder Sector mift, fu ift o eine gefchloffene Curve; und der Pol, weldhen fie befchreibt,
purdplduft genau feinen erften Weg rwieder, nachdem er » mal den gamen Winfelraum durdy-
Taufen Hat.

Da aber ver Jwifhenraum swifchen jwei gleidnamigen Scheitelnn nur einer Halfte der
beweglichen Gurve s entfpricht, jo muf man offenbar diefe Sahl der Umldufe verboppeln,
wenn man will, daf der augenblidliche Pol fih nidyt allein an Ddemfelben Orte im abfo-
Tuten Raume, fondern auch an derfelben Stelle auf der Oberfliche bes Centralellipfoids
befinben foll.

36) Wenn der ermwdbhnte Winfel nicht mit vier rechten commenfurabel ift, fo {hlieft fih
bie wellenfdrmige Gurve o nie; und ber augenblidliche Pol, weldher periodifeh su bemfelben
‘Orte im Korper suridfelrt, fann niemals ju gleicher Jeit denfelben Ort bes Raumes rwicher
erreichen.

37) Dbgleidh die beiden Gurven s und o von fo verfdhiedener Geftalt find, fo find bodh
ihre Gleidhungen pwifhen dem Rabdiusvector, der vom Puntte O ausdgedt, und der Linge des

5#
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ourdhlaufenten Bogens nur ein und diefelbe. Der rollende Kegel, veffen Bafis die Curve
+ ift, ift blop ein geraber Kegel yweiten Grabdes; aber der fefte Kegel, auf weldem
er rollt, ift ein trandcendenter Kegel, deffen Oberfliche unaufbdrlich um die fefte Are
bes Kriftepaars Wellen fohlagt; e8 ift audh eine Art von geraven und Freigformigen Segel,
Deflen Oberflache aber, feiner wellenformigen Bafis o gemdd, ausgefurdpt ift.

§. 3.

BervfdiedenBeiten, welde dic beiden CGurven s und ¢ in befonbercn%ﬁllm Darbicten ¥onnen,

38) Diefe beiden Guryen bhingen nur von den Halbaren @, 6, ¢ des Centralellipfoivs
und von der Gntfernung £, ded Mittelpuntid Defielben wvon der %erﬁbrunqéebene ober Der
Ebene bes angreifenden Krdftepaars ab,

Die Berfchiedenheiten, welche diefe Curven bei ein und demfelben ﬁorper parbieten fon=
nen, hangen alfo nur von den befonderen Werthen der conftanten Linie £ ab.

Diefe Linie liegt offenbar jwifchen dem groften und Feinfien Halbmeffer des Glipjoids,
und da ivir annahmen

e>b>c
fo hat man im Algemeinen nur pwei Falle su unterfcheiden, je nachdem 4 vifhen & und 6
ober ywifdhen & und ¢ liegt.

AuPerdem miiffen nody die bejonderen Falle, wenn A= o und £ = c ift, unterfudt
werden und ferner der eigenthimliche Fall, wenn 4 = & ift.

Jn ben beiden allgemeinen Fallen find bie Curven s und o bereitd befdhrieben.

In Den beiden befonderen Fallen, wo A=« ober &= ift, vervandelt fich jebe von
ibnen. in einen Puntt, welder der Scheitel A ober € ded Gllipjoids ift; und der Kbrper
oreht fidh gleichjormig um die eine oder die andere der beiden Aren 2a oder 2e. Diefe NAren
bleiben dann unbeweglich im abjoluten Raume und fallen ftetd mit der Are des Paars &
jujammen,

39) Jn pem eigenthimlichen Falle, wenn £ =4 ift, giebt e auf vem Gllipfoive
aufier dem Echeitel B nodh unendlich viele Punfte, fiir weldye die Beriihrungdebene den
Ybftand & vom Mittelpuntte @ hat. Die Folge diefer Punfte bildet wei gleiche Ellipfen,
veren Gbenen fid in der Urve 24 fd)neiben und gegen die Gbene (@) unter einem Winfel

2
geneigt find, deflen Tangente -'- Z’ b 5 ift. Jbre Feine Halbare ift & und thre grofe
2,2
=V e 4c* — abi

wie fdhon in No, 28. angegeben wurbde. ,

40) Jn diefem eigenthiimlichen Falle, wenn % =4 ijt, wird aljo vie Gurve o durdh die
Bewegung einer der beiden Ellipfen s erjeugt, deren Mittelpuntt in O, in der Hibe b itber
ber feften Gbene, unbeweglidy gebalten wird, wibrend ihr Umfang auf ver feften Ghene bin-
rolit. Die Curve o, teldhe der Berihrungdpuntt befchreibt, ift eine Sypirale, welde fidh
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bem NMittelpunfte P in unaufhdrlidhen Windungen ndbert, obne ihn je su erreiden:
Diefe Spirale ift eine fymmetrifhe Gurve in Bejug auf eine gewiffe gerade Linte, welde fie
in gwei gleiche Theile theilt. Denn [aft man die Clipfe im entgegengefepten Cmne uriids
vollen, fo erreidhit der Radiusvector v ein gewiffes Marimum

v=\g* 4%

worauf er in Derfelben Weife wieder abnimmt voie er jugenommen hat, fo daf {ein Gnopuntt
J nun eine der erften vollfommen gleidhe Spirale befhreibt, welche mit ihr jufammen bdie
ftetige Gurve o bildet. Diefe Gurve hat alfo einen Scheitel, von dem ausd ju beiden Seiten
gwei gleihe weige auslaufen, weldhe fich um den Mittelpuntt 2 winden; und obgleich jeder
biefer 3weige diefen Punft P in unendlich vielen Windungen umgiebt, obne ihn jemals er-
reiden ju fonnen, fo ift doch die ganse Linge der Gurve endlich und dem Halben Umfange
ber rollenden Glipfe gleidh. o

Der Pol o, welchen diefe Spirale von endlicher Lange durdhlauft, fann fie doch niemals
gany suritclegen.

Sn diefem eigenthitmlichen Falle der Bewegung der Kdrper ift der augenbdlicdfliche Pol
ber Drehung ein immer neuer Punft, foswohl im Korper ald im Raume.

So eigenthitmlich ift alfo die Bewequng des Pold, wenn £ =& ift oder die Ghene des
angreifenden Krdiftepaars dag Centralellipfoid in einem Punkte beridhrt, weldie der einen oder
ber anberen Der beiden erwdbhnten Gllipfen angelhirt.

A1) Berithrt aber die Gbene den mittleren Scheitel B e Glipfoids, wo fich die beiden
Eliipfen {hneiden, felbft, dann bleibt der Pol J, welcher jest mit B und dem Mittelpuntte F
sufammenfilit, vollfommen unbeweglih und der Korper dreht fidh unaufhdrlich mit gleidh-
formiger Gejchwvindigleit um die mittlere Are OB, gans o wie er fich audy um OA oder
OC bdrehen witrde, wenn die Gbene A4 oder € berlihrte. Denn in der That file man
nicht ein, twarum er lieber die eine al Die andere der beiden wvollig gleichen Gliipfen durch-
Taufen follte, und daber ift die mittlere WAre ded Gentralellipfoids, eben fo wie die beiden an=
Deren, eine dauernde Drehungsare.

42) AUber um dieje mittlere Are hat die Drelung Feine Stabilitdt oder Siderheit,
p. b, wenn fich der Pol J, vermbge eines Feinen fremden Krdftepaard, weldhed den Korper
angreift, auch nodh fo wenig vom EScheitel B entfernt, fo widhft diefe Entfernung ftetd mebr
und mebr und er befchreibt dann an der Oberflache eine elliptifche Gurve s um bdie grofe Are
ober um die fleine, je nachdem bdiefe jufaliige Werfchiebung des Pold die Entfernung £ von
Der Berithrungdebene vermehrt oder vermindert Hat. Hat Ddiefe BVerfchiebung aber die Gnt-
fernung 4 nicht verdndert, fo durdhlauft der Pol eine der beiden erwdihnten Elipfen.

43) Sn einem eingigen Falle witrde der Pol 7, wenn er fich vom Scheitel B entjernt
bat, wieder dabin urfidfehren; namlich dann, wenn er auf einer der beiden Elivfen nad
ber Seite fortgeriicft ware, von wo ihn der Sinn der Drehung wieder nach B jurittriede.

 Hat er fich aber auf berfelben Gllipfe nach ber anveren Eeite entfernt, fo entfernt er
fid) immer weiter von dem Sdheitel B und falit nady einer unendlich langen 3eit auf den
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entgegengefepten Sdheitel B ded Cllipfoids, Hlfo in diefem Falle wiirbe dag Ellipfoid, wels
dhes anfangs bie fefte @bene mit feinem ESdeitel B berithrie, fie endlich mit dem entgegen=
gefepten Sceitel B’ berithren; {o daf fid alfo die Stellung tes Kdrpers im Raume volls
ftandtg umgefelrt hatte. @8 ift dies die grofte Aenberung, welche der Angriff eines feinen
fremben Kriftepaars in der Stellung eined Korpers hervorbringen fann, welder fidh gegen-
wartig um feine mittlere Are dreht; denn wenn fich der Pol auf irgend eine anbere Weife
auf der Oberflache des Gllipfoids verfdoben hat, fo befdhreibt er, wie wir gefebent haben, eine
gefehlofiene Gurve & entweder um bie grofe Are oder um die fleine, und wenn er fidh alfo
anfangs von B entfernt, fo nabert er fich dann ivieder und febhrt periodifd) su derfelben Ent-
fermung von B auf der Oberfliche suritd und 3u Dderfelben Enifernung vom feften Mittel
punfte P im abfoluten Raume.

A4) @8 giebt noch eine andere Berfchiebenkeit der Curve o, welde der augenbltcfhd)e
Pol im Raume befdhretben fann, aber fie hangt nicht von der Lage bed angreifenden Krdfte-
paars ab, fondern von dem Berhdltnif der drei Halbaren a, 4, ¢ u einanbder,

45) Wenn pwei Der drei Aren ded Glipfoids gleidh find, fo ift e8 entweber ein vers
Yingertes ober abgeplatteted Sphdaroid. Jn beiden Fdllen ift offenbar der Weg s ded
Pols ein Kreid um die Are bed Sphdroids, und folglich der Weg o ded Pols auf der feften
Gbene audh ein Kreid um die Are des Paars, welches den Kirper in Bewegung gefest hat,
Dies ift einer der einfachften Falle der Drehung eines Kodrpers, weil hier Alesd Ffreisfirmig
und gleidhfdrmig ift. 3ft aber der Umfang des rollenden Kreifes s nicht commenfurabel mit
bem Des feften o, fo fann der augenblidliche Pol niemald wieder gu gleicher Jeit in dem-
jelben Punite ded Korpers und ded Raumes anlangen.

46) Sinb alle drei Aren ded Centralellipfoids einander gleidh, fo wird ed eine Kugel
und die Drebungsare fallt mit der NAre des Krdftepaars jujammen, die beiden Gurven s und ¢
verwandeln fidh beibe in ein und denfelben Punft und der augenblidliche Pol J bletbt villig
unbeweglich, fowobl im Korper ald im abfoluten Raume.

§. 4.
Das Mof der Stabilitdt fitr jede der beiden duferiten Aren des Centvalelipfoids.

47) Man denfe fich die Oberflache ded Centralellipfoids durdy die beiden erwdbnien
eigenthiimlichen - Gllipfen in vier fellfdrmige Stide getheilt. Der Scheitel B liegt nady
Ro. 39. im Durdfdnitt der beiden GHipfen. RNennt man A den Winfel, den die Chenen

a? — b2
ber Gllipfe mit der grofien Are 2¢ des Ellipfoids bilden, fo ift tgd = -——‘/‘22 6 z und der
Sdeitel A fallt in den Mittelpuntt der Kreisfliche, deren Schneidenebenen den QBmfeI 22
wmit cinander bilden, wibrend der Scheitel € der Teinen Are in die fupplementare Keile
fladbe falit.

Falt mun der augenblidliche Pol J der Drehung in bie Retlﬂad)e, welde den Sdheitel
A enthalt, fo befdhreibt er feine Curve & fietd um diefen Sdheitel; fallt er dagegen in die
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fupplementare Keilfidche, fo legt er feinen Weg um den Séheitel € jurid. Die frammen
Dberfladien diefer beiden Keile geden alfo ein paffendes Maf filr die Grofe der Stabilitst
ber Drelung um den groften und Heinften Scheitel ded Centralellipfoids ab. €8 ift bereits
oben ber Fall Befprodhen, wenn Dder augenblidlihe Pol in Den eigenthiimlichen Gllipfen
felbft liegt.

48) Unterfheidet fih @ nur wenig von &, fo ift der Keil mit dem Scheitel A febyr
Fein und Der mit dem Scheitel € febr grof. Die Are, welde fih alfo wenig von ber
mittleren unterfeheidet, Hat nur geringe Stabilitat, die anbere dagegen viel.

@8 ift alfo falfch 3u fagen, daf wenn die augenblidliche Drehungsare fidh ein Wenig
von ber re entfernt, welche dem groften oder fleinften Tragheitdmomente entfpricht, fie
wihrend der gamen Dauer der Bewegung nur fleine Odcillationen um diefe Are maden
oird; denn wenn bas Tragheitdmoment in Besug auf diefe Are nur wenig von dem mittles
ren Tragheitdmomente verfchieden ift, fo fann der augenblidliche Pol durdh eine feine Sti-
trung aud ber Dberfliche ded Feinen Keild, in dem er fich gegemwdrttq befindet, in bdie
DOberfliche ded benadybarten treten und dort feinen Weg um die andere Are befdhreiben.
‘Selbft wenn er durch die Stérung im Junern ded feinen und fhmalen Keild bleibt, in dem
er fich Defindet, fo Fann er Dodh felr grofe Schivanfungen um den Scheitel madhen, von dem
er fidy fo eben entfernt bat.

Jn Kdrpern, wo eind der duferften Trdgheitdmomente wenig von dem mittleren vere
fehieben ift, alfo das Gentralellipfoid faft die Geftalt eined Umbdrehungsfpharoids Hat, ift die
Stabilitdt ber Drehung nur wirflich fiir diefe Umbdrehungsdare grof. Died ift der Fall et
per Grbe, deren Drehung um ihre gegenwdrtige Are febr ficher ift, wabrend eine Drehung
um die dritte Are, welhe befanntlidh von der mittleren febr wenig abweidht, febr unfider
fein toitrde.

Jft bad Gentralellipfoid ein wirflihes Umbdrehungsiplhiroid, fo ift nur die Umbdrehungs-
are eine fichere Drefumgdare. Denn wenn ber augenblidlihe Pol gegenivirtig in den
Hequator fallt, und durd) irgend eine Urfache ein Wenig von ihm entfernt wird, fo bleibt
er nicht melr unbeweglich, fondern bejhreibt auf der Oberflache ded Ellipfoids einen Kreis s,
weldyer Dem Wequator parallel und ihm faft gletdh ift; nimmt alfo eine fehr betrdachtliche Be-
wegung an.  Dagegen tm abfoluten Raume ift feine Bewegung nur gering, denn der fefte
Rreid o, weldhen er im RNaume befdyreidt, hat bdie felyr Heine Entfernmg JP bed Pols J
vom Fufe P ded Lothes, welded vom Mittelpuntte @ auf die Berithrungsebene in J gefallt
ift, jum Radiud. So bejdreibt alfo die augenblidliche Drehungsare A im abfoluten Raume
einen Segel mit febr fleiner Bafis und f{deint faft unbeweglidh, wabrend fie im Korper die
Oberflache eined weit gedffneten faft ebenen Kegeld durdhlduft.

Rur in dem einen Falle, wenn bdie augenblidlihe Are von einem Punfte des Aequators,
in bem fie fid) Gereitd befindet, in einen anderen Punft deffelben werfhoben wird, bebalt fie
biefe Stellung unverdnbert bei, fowie fe ifren erften Ort behauptet hatte, wenn fie nidt durdy
eine Storung aus thm verdbrangt worben wdre.
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<1 49) Berwanbelt- fid) das Gentralellipfoid in eine Kugel, dann find alle-Aren gleich ficher
ober gleichgiiltig gegen jebe jufdllige Berfchicbung. Denn nady einer foldyen Berfchiebung
bleibt die Are in threr neuen Lage und wird abermald jowohl im Korper als im Raume
unbeweglid).

§. 5.
Die Ramen, welde man den beiden Curven s und ¢ geben Fonnte,

50) Denft man fid) einen fhweren Kérper im Raume fortgefchleudert, fo wird offen=
bar bie drehende Bewegung, weldhe er um feinen Schwerpunft annimmt, gany diefelbe fein,
wie wenn er feine Sdwere hitte, denn die parallelen Schwerfrafte, welde jeben Augenblic
auf alle Atome Des Kbrpers wirfen, fesen fidh frets su einer eingigen Kraft jufammen, die
durch den Schwerpuntt geht und geben durdaus fein Krdftepaar, weldhes dbie Drehung des
Kodrpers um Ddiefen Punkt dndern fonnie. Eine jolche Aenderung der augenblidlidien Dre-
hungsare fann nur dag Paar g der Shwunglrdfte, welde aus der Drehung felbft entftelen,
bervorbringen, dhnlich wie bei einem Korper, der von jeber fremben Ginwirfung vollig frei ift.

Die beiden Gurven & und o, weldhe der augenblidliche Pol befhreibt, bieten uns ftets
bie Bewegungen bder Gefchoffe dar, und jede von thnen verdient eben jo gut einen befonderen
Ramen, wie die Babn, weldhe ihr Schwerpuntt befdyreibt, Parabel genannt worben ift.

Poinfot {chldgt vor, von ben Curven, die der augenblidliche Pol durchlauft, die eine
& Poloide und die anbere 0 Serpoloide ju nennen, um an dag frangoﬁfd)e serpenter,
fidh {dhlangeln, su erinnern. SDtefe Ramen find audy bereitd von anberen Sdyriftftellern
angenommen wotrden,

§. 6.
Differenginlgleidyungen diefer CGuroen,

51) Die Gleidung der Poloide ift leicht su finden; denn find 2, y, » die Coordinaten
bes Polg, weldher die Curve & auf der Dberfliche bed Centralellipfoids befdhreibt, fo ift nach
Rr. 28,

x! 2 2 1
z2 ———1 und —-+Zz+ T =7z
und wenn « den vom SJtttteIpunfte audgehenden Radiusdvector bezeichnet
x2 + y2 + x2 —_— u2
Beftimmt man aus Ddiefen brei Oleichungen die Werthe von 22, y2, 22, fo erhalt man

=@ -—62)(a= ik — (62— e
yz__.. -—-c’?(b’——a‘))u __(cz_l_az ca2)$

c*

5 = e (w+o— ZQN




a1

Beftimmt man aus diefen Gleichungen div, dy, dx durdy 2 und dee und fest diefe

Werthe in den Ausdbrud
ds® = dx* 4 dy* + dx*

fo erhalt man 3wifchen den BVerdnbderlichen s und e die gefuchte Gleichung der Poloide.

Bermandelt man in diefer Gleidhung ds in do und 2> in v2 -4 A* ober udu in vdy,
fo erhdlt man die Gleidhung der Serpoloide pwifchen ihrem Bogen o und vem Radiusvector v,
der vom Mittelpunfte #” diefer ebenen Gurve ausgeht. Nennt man nodh ¢ den Winfel,
weldhen Der Radiusdvector v mit einer willfiirlich in der Gbene diefer Curve gesogenen Ge-
raben madyt, fo Dat man befanntlich die Gleichung

do® = dv*® 4 vidy*

und fest man in ihr ftatt o feinen Ausddrud in v und dv aus der vorigen Gleidung, fo
erhdlt man die Gleichung der Serpoloide ywijchen threm Rabiusvector v und pem Wintel ¢,
weldien er um den Mittelpuntt befchreibt, oder dic Rolargleichung diefer Curve.

Alle diefe Rechimmgen haben war feine Schivierigleit, aber e8 ift gut, dabei einige ana-
Intifche Abfitrsungen 3 benusen und bie folgende wefentliche Bemerfung ju beachten,

Bemerfung 1,
Die AUngaben zu diefer Unalyfe,

52) Die dret erften find die Halbaren a, &, ¢ deg Centralellipfoids, twelche ftetd durdh
pie Natur ped Korpers beftimmt find, da diefe drei Linien den Trdgheitdarmen flir die dret
Hauyptaren umgefehrt proporttonal find, Wir nehmen an, wie fhon bemerft,

a>b6>c¢

Die Radien @ und ¢, ald die griften und Fleinflen ved Centralellipioids, Fommen in
ibm nur gweimal vor, dagegen der mittlere & findet {ich, feiner Grdfe nadh, unendlich oft.
Alle Diefe gleichen NMabdien & legen in den Gbenen der Kreidfdhnitte des Gllipfoids.
Diefe Cbenen find gegen die Ebene () unter eimem Winfel geneigt, deffen Tangente

2 __ 42
wol/m =0y

Die Haupttrigheitémomente ved Korpers verhalten ficd) wie die drei Grigen der Un-
gletchungen . . .

N

Aus ber Bilbungsweife der Trdgheitsmomente erhellt, dap jeded derfelben fleiner ift alg

die Summe Der beiden anbern. Fiir die beiden Momente ;35 und 31— ift bies von jelbft far,

aber fiir bad grofte iz nicht.  Aufer bden beiden obigen Ungleidhungen muf aljo nody die

c
ftattfinden

1 1 1 ab
o oga g vder c>———~va—2+é2
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Sig. 21. L 53) @8 ift aber VT bie Gntfernung QD der Syipe
é O cines rehtivinfligen Dreieds AOB wvon der Hypotenufe,
77

(g wentt @ und & die Catheten Des Dreieds find. Die Heine Ure ¢
bed Centralellipfoids mug alfo fietd grofer ald8 @D und Heiner

als OB fein.
Daraus folgt, daf dag Centralellipfoid ein beliebig verldngertes fein fann, felbfi bis
ind Unendbliche, in weldem Falle die beiden Aren & und ¢ gleich werden; aber es fann
nidyt ein belieblg ftarf abgeplattetes fein, wie fich aus der Figur ergicbt, da namlich, ver
Bedingung gemds, @ > 4 bleiben mugi.
Sft & =@ alfo das Clipfoid ein Umbrehungsellinjoid mit der Are 2, fo fann fich feine
Geftalt nur bon ber einer Kugel bis 3u einem abgeplatieten Sphdaroide erftreden, deffen Um=

prehungsare ‘/2 vom Durdhmejfer ved equators ift.

54) DObgleich ¢ alfo in der Natur Korper glebt von Dder mannigfaltigften Geftalt und
Bufammenfesung, fo find die thnen entfprechenden Centralellipfoide dodh nicht eben o mannig-
faltig geftaltet; Denn wenn man 3war bie Halbaren e und & willfirlich wdablen fann, jo muf

boch die Heinfte ¢ pwvifchen & und \/iﬁ,, licgen. Diefe Bemerfung ift wichtig, denn

man wiirbe, ofne fie ju beachten, Gigenfdhaften der Bewegung in Betradht gichen, die nur
emagindren Kdrpern angehorten.

55) Bei der vierten Angabe 4, der Entfernung des Mittelpunttes € von der Ehene
Des angreifenden Paares, welche das Centralellipfoid berithrt, ift nur ju beachten, daf fte
ftets awifchen » und e legt.

Mnalytifhe Abkursungen.
56) Man fese

2 A2
62+0‘~'—-—-6—/l§~:a2

cla?

¢t 4 at “'7'3—=62

a*h?

a?+é!_ ﬁg :},'2

und bemerfe, daf die Grofen e, B2, y2 ftetd yofitiy find, was fich, wegen 4 > ¢, von

felbft verjteht. Da nady Nr. 52, 2 > 20 : (a 4 42), fo ift audy £ >a24%:(a>44%)
und Ddaler aud) y* pofitiv.

Alfo find e, B, y ftetd Drei reelle Linten, von denen nur die lepte Null werben fann,
voad nur fitr £ ==ab:V a® 4 b* oder, was vaffelbe ift, fiir £ =c gefdhehen fann.
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57) Man finbet
At — ¢?

g2 — a = T (a? — 4?)
242
g =T — e
paber ift 8 bie grofte Der drei Linien «, B, 7.
Ferner ift 4
y? — a? :/r; (a”—-cz)

daber ift offenbar
gy > e fir h>b
md g >ea>yfir h<b

Bemerfung 2.
Marima und Minima der Bectoren der Poloide,

58) Die drei Qinien o, B, 7 haben in unjerem Probleme eine befondere Bebeutung.
Aus den brei Gleichungen der Poloide in No. 51., weldhe fich fo fehreiben laffen
_ a4<”2 _ ¢x2) e — //"(zﬁ _ 52) e c2("2 . ;,2)
I R e N e [ N )
fieht man, daf B der grifte der BVectoren 2 ift, denn fiir 22 = g werben diefe Gleichungen
befriedigt und fithren nur ju pofitiven Werthen von 22, y2, x*; aber jeder Werth von
u > f madht ¥* negatiy, aljo y imagindr, famn dalher Fein Radiusvector der Curve fein.
Alfo ift 2 =B der grofte Radiusvector und fdllt, da y == 0 wird, in die Cbene (ac).
Fiir pen fleinften Rabiusvector muf man et Falle unterjcheiden:
1) Wenn £ > 4, fo ift diefer fleinfte Nadiusvector bie Lnie y; denn jeder Wertl
u < y fiihrt u x* << 0, alfo ju einem imagindren x. Die Lnie y ift alfo dbann der fleinfte
Radiusvector und da flir ihn x == 0, o fdlt er in die Ebene (ab).
Jn diefem felben Falle, wenn 4 > b, fann die Linie « Feinem RNadiusdvector der Curve ¢
sufommen, denn e8 ijt aus RNo. H7. « <y und y ift fhon der fleinfie Radiusvector,
2) Wenn £ < b, o ift « der Fleinfte BVector, vem 2 =0 entfpricht, der alfo in
die Cbene (4e) fallt wund y Tamm feinem LVector entfprechen, da jeht 7 < .

2

Z

Anbere AbFiirzungen,
59) Man fepe
a* — b = e?
62 — 02 — e’2
£t — a? =¢"?
ee'?e"? —= — &°

6#
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bann begeichnen e*, &', —e”* dic Quabdrate der Gfcentricitdten der drei Arenfchnitte (ad),
(be), (ac) pes Gentralellipfoids.
60) Hiernadh laffen fich nun die drei Gleichungen ver Poloive in No. 51, fo fdreiben
52? = a'e’? (4 — a?) ?
863/2 — 540'/2(u2 _ ‘92) (A)
0% == e% e (12 — y?) S
Die Summe diefer Gleichungen giebt
86(_1;-2 +y2 -+ %2) — (aqe'z ~+ hae’? -+ 0462)”2 —_ ((146"2052 -+ é-}e”zlgz -+ 043272)
ober, da
r? byt e x? ==
fo folgt DLieraus
e’ G b1 - ete? = £
atea® 4 6%¢"B? - cte?yt = 0
Divivirt man die erfte der Gleichungen (A) durch e, dic pveite durch $2, die dritte
burd) ;'2 und abbirt bie oret erbaltenen Quotienten, fo findet man
,/2

+ ye + =(ac* + 02" 4 c2e?)u? — (a2 + 428 - etey?)
QIber ba
"2 2z 2 o2
G+ L+ =1
und die gefundene Gleichung fiir jedes o2 gelten muf, fo ergiebt fich
a2e’2a2 + /128”252 + (‘26‘2)’2 _——— 5:6

22 4 H2¢7 - 0222 = ()
Dividirt man dagegen diefelben Gleichungen entiprechend durch o, 4,
die Duotienten fo entjteht die Gleichung

2 %2
+u/: -+ (_.I) P ((3’2 + 7 4+ e yu? — (:a‘ze':: 4+ 8% - ;,262)

e und abdbirt

Nber
xl y‘z ,27"" 1
P D
baber wird, twie oben,
2 2,72 2 —_— f‘G
et o fRe ~+ yle i
€ 4e" e =0
Benupt man das Summenzeichen ¥, fo fanw man die erhaltenen fechs Gleichungen
fo fchreiben

(1) Ja*d* =& (2) Zatcte? =0
(B) et =—= — ¢ (4) Za?d? =
®) Yeer=— 1 (6) Xet=0
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61) Wir benupen ferner noch folgende Abtitrjungen
(b — a2)(h? — 6*)(h* —c*) = 45 — dh* 4+ Bh* — C = D
(h* — a?)(h? —$2)(h* —y*) = 4% — Ph* + Qs> — R= 4

wobei
A=0*4 6%+ c? P=ca? 48242
B = 020 4 0% 4 cta* Q = 22 - 8292 - y 202
C = a*b*c? R = o2pp?
Die Grifen P, @, R laffen fich twrch 4, B, C, aud No. 56., auf folgende Weife
ausbritden » (
L —_——
P=24— 7
) AB+3C A4
X

_ B:4+AC  2BC (?
R=AB— C— == 42 — =

62) Yus MNo. 56. erhalt man
o g B — )

/L'.!
. (h? — e?)(h? — a?)
—_— 3 ==
bt — B = 2
. h? — a?)(h* — b?)
ey {
At — gy A

Daber vermige Rv. 61.
AN = D*

Gleidjung der Poloide ywifden demn Bogen s und dem Radiusvector ».
63) Die Differensiale der Gleichungen (A) in No. 60. geben

. ate’? uldu R bre 2w du? . cte? utdu?
de* = ——5——, Y = —— 7oy A3 == s
eo(w?—o?) : &S (0t —p?) & {u—p?)
und wenn man adbirt ‘
o2 u“"(lu?( ate’? + bre'? + cte? )
ds? = 2010 7 !
& \u? — e 2% — 32 w? — y?
oDer
ds? — wrdu? (utSate’® — wrXNate (B -yt ) 4 Jate’ 2y |
AU (2 — e?)(2? — 82 (u? —p?) \
@8 ift aber, vermdge Nv. 60.,

4,
Sate’? 6

= &"
Jate (B2 4pt) = Jatd (P — o*) = Plate’* — Jatd e = Ps®
Efl“e”ﬂ%” — _,\_"a43'2(a —_ a2(ﬂ2 +72)) = @ ad’? — Sate’ra?

202 (P—a?)

= R’ 4 Sate ot = Q% 4 Jac*e(aa?)
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€3 ift aber
: 252
(a’a?) = a’s? +a’c® — aQif = B —b%*— 72
alfo
’ Ay C a _fo a7 2
Sate’?8%y?t = Qb - (B — ﬁ).‘.'we q¢? — O30 = e“(Q — B Z_f)
Durd) Subititution diefer Werthe erhalt man
_ ut — Pu Q@ — B+20C: A2

b = R — Y — )
ober

wt — Pu @ — B42C: 42
u® — Put 4 Quz — R

ds = udun ‘/

alg Differensinlgleihung der Poloide.
64) Jn dem Falle wenn £ =6 wird
a=y=b, P=26%44, @ — B+ 2C: 5> = 2(b* 4 §)
alfo die Gleidung der Poloive

2 — 42 — Igz
(> = 03w —5")

Dies ijt aber nichts Anberes ald die Differensialgleichung einer Ellipfe, mit den Halb-
aren & und 8, 3wifchert dem Bogerr s und dem Radiusvector 2, ein Refultat, weldes uns
Bereits befannt ift. Man fann alfo diefe Gileichung integriren und das Sntegral ehva fo
ausbritden

ds — wudu V

s = arc (radvect =) (Ellipse 4, §)

Gleidhung der Serpoloide o

65) Jn der Gleichung dber Poloide braucht man befanntlich nur ds mit do und 22 mit
v? 6% alfo zdu mit vdv 3u vertaufchen, um die Gleichung der Serpoloide ju erbalten;
man finde fo
V) — P4 Q@ — B4 20 : 42
do = vdv ngz +/Lz§s = I’EM +/ﬁ% + Q0 +_Zz) —R
als Differengialgleichung der Serpoloide pwifhen dem Bogen o und dem Radiusvector v,
welcher vom Mittelpunfte diefer ebenen Gurve ausgelt.

Polargleidiung der Serpoloide,
66) Bildet v mit einer fejten Geraden den Winfel ¢, fo ijt befanntlich
do® = dv? - vidg® ober dy =% Vds® —dv?
Cept man in diefen Ausdnd fiir do feinen Werth, fo erbalt man leicht

dp— 2 )P OB — PR — B30 7"+ (i° — Ph*+ @ — R)
=% R—Q 5 P+ 52 — (07 - A7)
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Der 3abhler diefes Bruches tit aber ein Duabdrat, wie man bald feht, wenn ftatt Ph2
fein Werth 2442 — B gefest wird. Man findet dann, mit Hilfe von Ro. 61., leicht
‘ dv hv? 4 D b3
dy = 7 VR= Qv+ 42+ P> 452 — (v -42)?
alé die gefudhte Polargleidhung.
67) @8 ift aber

d=1" — Ph* 4 QL* — R
und wenn man die Differemsialquotienten nach A2 durd) Accente beseichnet,
A =3ht —2PL + @
24" = 2.34* — 2P
o ftatt o7 bequemer 247 gefchrieben ift. Sept man diefe Werthe in dem Ausdbrud fiir o
efit und Gemerft, dag 2: A% durdh V4 erfest werben fanm, fo verwandelt fich die gefunbene
Differensialgleidhung in
dv ot Va4
N A VA A0 S 0t
ein Ausdrud, der nicht etwa imagindr ift, da die Wurgelgrdfe ftetd negatiy fein muf.
Fiir v? == o fiilirt diefe Gleichung su der Formel
iy — V/ T+ ho)de
20V —1VAd+ Lo+ 4" + ¢

dy =

peren Jntegral elliptijch ift.

Befonderer Fall wenn £ =5, wo die Serpoloide cine Spirale wird.

68) et man in No. 64, ds = do und »* = v* 4 H?, o wird die Gleichung der
Serpoloide

peren Jutegral ebenfalis die Nectification einer Gllipfe erfordert und in ver Form erfeheinen fann
¢ = are(radvect == \/4* 4 v2) (Ellipse 4, §)
69) Mit Hiilfe der Formel do® = duv® 4 vidyg?* erhdlt man
bdv

1,\,/’#2 b2 __p2

dy =

als Polargleichung der Curve,
Sept man~~
begeichnet atjo durch 2 die Gfcentricitdt der rollenden Gllipfe s, weldhe die Gurve o ergeugt,
fo witd das Jntegral der vorigen Gleichung
4 R VY R
¢ = 3— log (7—}—————»——'—{»~——-)

v
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Hierbet ift der Winkel ¢ Da ald Rull angenommen, wo der Radiusvector gleich o ift,
alfo fein Marimum erreidht hat.
Aus diefer Gleichung findet man

nPp R r®P P
G n—y nt—uv? —F n n? —p?
e __—:,____l/___._——- unb e b —_:,__-l____\_/_._____.._
P v
alfo
ad _®
1_e’+e °
v 2n

al8 Polargleicdhung der gefuchten Gurve in diejem bejonderen Falle.

70) Diefe Gleichung dnbdert fidh nicht, wenn g fein Jeichen dnbdert, daber ift=diefe Linie
fommetrifch gegen eine gewiffe fefte gerade Qinte. Je grifer ¢ wird, Ddefto mely nimmt v a6,
wird aber erft fiir ¢ == o ju Rull. Diefe Gurve ift aljo cine doppelte Spirale, Deren
Beive Jweige in enigegengefestem Sinne cine unendliche Menge von Windbungen um den=
felben Mittelpunft machen und fich ihm ftetd ndbern, olne ihn je erveichen 1 fonnen, gang
fo, wie 8 oben bereits angegebern twurde.

Der Mittelpuntt tjt fbrigens fein wirfliher ajpmyptotifher Punft, ober fann nicht
als ein unendlich fleiner Kreid betrachtet werben, den bie Spirale endlich ju berithren ftrebt,
Denn nennt man ¢ die Neigung der Curve o gegen pent Rabiusvector », fo findet man aug
vem Glementardreiede, deffen Seiten do, dv, vdg find,

sing == L—
nd = e
Alfo ift die Spirale fenfrecht gegen dent Rabiudvector, wenn
= pr— b

ober am Sdheitel der Gurpe. i dnbert nun ibre MNeigung fretd und bildet endlich, wenn

v =0, mit dem Bector einen Winfel ¢, der burdy
.. b
sme —/— —
g
Beftimmt wird, aljo Fein vechter ift, ba b < 6.
71) Wenn a =16, b=c, {0 ift pag Gentralellipfoid ein Umbrehungsfphdroid und 3. B.
fiir 6 == ¢ witd w = f =y = constans. Die Poloide ift dann ein Kreig um die Are o,
' o T TR , o
befdhricben mit einem Radiug '/7 gT_:’/‘fir und die Serpoloide ift ebenfalls ein Kreid

um die fefte Ure ded Krdftepaars mit einem Radiug

s V(@ =k —b7)

befchrieben.
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§. 7.
Beftinmungsweife des Orts des Korpers am Cnbde einer gegebenen Beit.

72) Nachdem man die Matur der Curven s und o erfannt Bat, ift es leicht bie e=
johtuindigfeit f—g ober gg jt beftimmen, mit welcher der augenblidliche Pol beide Curven
purdlauft, Diefe Beftimmung fiihet unmittelbar ur Kenntnif des Orid des Riiri)eré.

Man betrachte die Verdnderlichen 2, y, = und 2 ald Functionen der Jeit £ und fiige
3t den drei Gleihungen in No. 51. die Gleichung, weldhe die Grofe des Paars der Schivung=

e . , , dzr)? dy\? dz) 2 ds
Frdfte ausbriidt, Dann wird man leicht den Werth von V(%) +(7t_ -+ EZ) ober 7
ald Function des Radiusvector e ausdritfen Fonnen, fo daf man die Gleichung erhilt

ds
5= S ()

wo f eine gewiffe beftimmte Function von » bebeutet.

Durdy diefelben Sleichungen findet man auch leicht den Werth von '{7': alg Function

wort 2, und von diefer Gleichung pwifchen 2 und 7 fann man durch blofe Quabdratur u
einem Yusdru gelangen, weldher 2 dpurch die Jeit ¢ beftimmt.  Sebt man diefen Werth

! vont e in bie Gleidung gi; = f(u) ein, fo erhdlt man eine Gleichung bon et Form

ds y do
7= P = pr
weldhe die Gefchiwindigheit des Pols in der Curye s vder o Durdh bie Seit finden lefrt.

Bon diefer leten Gleichung, in welder F(¢) offenbar eine periodifche Function ift,
fithet eine groeite Sntegration unmmitte(bar ju der Ldnge der beiden Bogen s und o felbft als
Functionen ver Jeit. Diefes Jntegral

s=o0= Q)
ift die vollfténdige Wfung ded PRroblems der Rotation der Kdrper, denn nun fann man
genau den Ort ves Raumes beftimmen, two fich der Kbrper nach BVerlauf einer gegebenen
Beit befinbet.

Sn per That weif man nur, daf, am Ende diefer Jeit, Der augenblidliche Pol fich auf
per Dberflacdhe des Centralellipfoids am Gnde 5 ded Bogens s befinden mufi, weldper diefer
Beit ¢ entpricht; und ferner, daf Ddiefer Bol auf der feften Cbene am Endpunite I Ded
Bogens o, von gleicher nge mit s, angefommen fein muf.  Der Mittelpuntt 0 Ded
Gllipfoivs ift aber in der gegebenen Hilhe 4 tiber ver feften Ghene in Rube geblieben, daler
braudht man diefes Glfipfoid nur mit diefer Gbene fo in Verbindung su fepen, daf e Ddie-
felbe in Dem gegebenen Punfte S feiner Oberflache und in dem beftimmien Punfte = der
Gbene beriihrt.  uf diefe Weife nimmt jept das Centralellipjoid ben Ort ved Raumes ein,
an ben e8, vermbge feiner natiirlichen Bewegung, am Ende der Jeit 7 anfangt.

g

[
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Dritted Kapitel,
Bergleichung der gegebenen Analyfe mit der Gulerfdyen.

Der Lehrjag RNo. 13., durdy weldhen man fitr jeben Augenblic bie Are und Grife ves
Paars g ber Schwungtrdfte fennen lernt, welche ftets die Are und Grofe des Paars G,
von Dbem Der Rbrper gegenwirtig ergriffen ift, verdndern; ift ber Hauptfas  unferer
gangen Lelre,

Diefer Sap braucht nur analytifh ausdgedritct su werben, um unmittelbar 1 den
Gleidhungen der Bewegung ved Kbrpers su filbren; und man wird fehen, vaf diefe
Uebertragung felr leicht ift.

§ 1.
Gleihungen der Drchung,

73) Wir behalten die bisherigen Begeichnungen bei und driicfen die Haupttragheits-
momente de8 Korpers durch A, B, € qus. Die dret Grifen Ap, Bg, Cr find die bdrei
Gomponenten L, M, N des angreifenden Paars &', und die Drelungen p, ¢, », als
Sunctionen der Jeit ¢ betradhtet, flthren 3u Den Ausbriicten Aj—f, BZ“Z' Cg , Wweldie man
tiirger durdy Ap’, By, Cr' beseichnet und die prei Componenten des befehleunigenden Paars
Derfelben, twelches die Yre und Grife pes gegenwdrtig angreifenden Paard @@ dnvern fann.
Gs giebt aber fein anderes angreifendes Paar als das, weldhed aus pen Edywungtriften
entfpringt, bdie durd) die Drebung des Kbrpers entfichen, und unfer Lelrfap fagt:

1) Die Are des Paars g fteht fenfrecht auf der Are ves Paars & ober der Gofinus
ihrer gegenfeitigen RNeiqung ift Null; es ift alfo
dp Ay | By By Cr O _

27 e =0
G g G g G g

ober
A*pp’ - B 4+ Crr’ =0 ¢))
weldhes die erfte Vewegungsgleidhung ift. ‘

2) Die Are des Paars g ftelhit audh fentfrecht auf ber gegenmartigen augenbliclichen
Drebungdare @, deren drei Projectionen auf die Hauptaren entfpredhend p, ¢, 7 find. Sept
man alfo ben Gofinus ber gegenfeitigen RNeigung gleichy Null, jo erhilt man

App" 4+ Byqg' 4 Crr' =0 2)
a8 3weite Bewegungsgleichung.
' 3) Das Paar g ift bem Producte &' - Gsing gleidh, oder man Bat
g =60 (1 — cos??) :

wo ¢ bie Neigung oifden & und @ ift. Sest man fir G, 6, cosé ifre Werthe in

P g, v und fiir 22 feinen aligemeinen Ausbrud
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A*p'? 4- B*¢’? - C¥'?
fo erhdlt man
A2p2+3272+ 027‘2:(B~C)272r2+(C—A)2r2p2-I—(A—-—B)”p”qz (3)
alg dritte und lebte Bewegungsgleidung.

Bufas.
74) Beredhnet man aus diefen drei Gleidungen Ap’, By, Cr’, fo erhalt man
Ap =B —Cygr; By =(C— Ayrp; Cr' = (4 — B)pg
die Gleihungen Eulers, weldhe fih fo auf die einfachfte Art beweifen Yaffen.

Sn ber erten Gleihung ift 5. B. Ap’ der allgemeine Ausdrud des befdhleunigenden
Paarg gefchdst nach der Are Ox; und das weite Glied ift der Werth) ded Paars, weldhes
aué ben CSchwungfriften entftelt, gefhdst nach derfelben Are. Weil aber der Korper fidh
jelbft itberfaffen ift, ober von Ffeinem fremben Raare geftdrt wird, o ift offenbar die Grofe

(B — C)gr die cimige, der der Ausdrud Ap’ gleichgefett werden muf. Daffelbe gilt fiir
die beiben anberen Aven.

Bemerfung.

75) Diefer Beweis fithrt und unmittelbar ju den Gleichungen der Bewegung, audy in
dem allgemeinen Falle, wo der Kbrper fremden befdhleunigenden Krdften unterworfen ift;
denn man muf vann offenbar nur auf der rechten Seite das Krdftepaar hingufligen, weldes
aug den befhleunigenden Krdften fiir dle Are entipricht, die man betraditet. Begeichnet man
alfo purdy X, Y, Z bdie Krdfte, weldhe auf jebes Atom dm des Kbryers parallel den dref
Hauptaren einwirfen, fo ift [ (Zy — ¥Yz)dm dag Paar, deffen Are die Hauptare Oz ift.

Die linfe Seite A:%, welche Der allgemeine Ausdrud ded befdhleunigenden Paars ift, von

weldhem Der Korper angegriffen wird, mug der Summe der bHeiden Paare (B — C)gr und
S(Zy — Yz)dm gleih fein, von denen pas eine aus den Schwunglrdjten, dag andere aus
den fremden Dbefchleunigenven Krdften entfpringt. Dalier find die allgemeinen Gleichungen
per Drelungsbewegung eines Kbrpers, welder pon belicbigen Krdften angegriffen wird,
offenbar

% = (B — C)ygr +‘/EZ1/ — Yz)dm
dy
dt
dr -

€% = (A — Bypy +_f (Yo — Xy)in

Wenn die Krafte X, ¥, Z fidh auf eine eingige Kraft jurlidfihren laffen, welde ftets
burdh den Mittelpuntt der Drehung geht, {o verfchwinden die drei Krdftepaare /(Zy— Yx)dm,
S ( Xz —Zx)dm, [(Yz— Xy)dm und die Gleidyungen fommen auf die drei vorigen jurid,
wie wenn der Kbryer von alfer fremben Einwirlung frei wire,

=(C— Ayrp+ [ (Xzs— Zzx)dm
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§. 2.
Wie mon unfere Theorie aus den drei vovangehenden Gleidungen ableiten Founte,

Folgerung 1.
76) Die Differensialgleichung (1) aft fich unmittelbar integriven und giebt
Ap* - B*q? 4 C*r* = G
wo die Gonftante gleih &> gefept ift, weil die linfe Seite das Luadrat ves Paars & aqus-
briidt, von bem Der Kbrper ergriffen wird. Diefes Integral entfpricht alfo dem Sase von
ber Grhaltung der Grifie ded angreifenden Paars.

Solgerung 2.
Gbenfo 146t fidy die Gleihung (2) integriren und giebt
Aﬁ2 +_By2 4+ Cr2 = F
Die linfe CSeite diefer Gleihung durdy O dividirt, giebt dag Trdgheitsmoment J ded
Korpers um die Drehungsare O. Aljo ift die Conftante F gleich JO?, weldes der Aug-
drud der lebenbigen Kraft aller Atome des Kbrpers ift; es ift dies aljo der Sap von Der
Grhaltung der lebendigen Krajt wibhrend bes gamien BVerlaufd der Drebung.

Folgerung 3.

Dividirt man die linfe Seite der Glethung durch GO, fo drircdt fte ven Cofinus ver
RNeigung ¢ der Are G gegen die Are O aus. NAlfo ift audh F = G'coss, und va &
conftant ift, fo ift

© ¢os? = constans

Dies ift der Sap von ver Erhaltung der Wintelgefdhwindigleit des Kor-

perd, gefhdnt um die Are des angreifenden Paars G.

Folgerung 4.

Die Gleihung (2), welde in der Form
Ap"p+ By - g 4 Cr’-r__o
g0 -
ausbriidt, daf Dder Cofinus der Neigung von g gegen O gleich Rull ijt, aljo diefe beiden
Qinien fenfrecht auf einander ftehen, jeigt auch unter der Form
Ap-p'+ By g+ Cr-v'
& . VP’2 + ¢ 2 -
baf die Are & fenfredht auf ber Drebungdare V/p™ 4 ¢ 4 1'% fteht, welche dem Paare g
sugehdrt. Daler liegt aljo diefe Are, um welche die Schwungbrifte den Kbrper ju drehen
ftreben, in ber Gbene des angreifenven Paars,

Tt i e
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Folgerung 5.
Die Gleidung (3), welde fich leicht auf die Form bringen laft

¢
seigt, daf wenn nad) Berlauf des Augendlids ds, die Are OG' des Paard aus ihrer gegen-
wartigen Lage in die der Diagonale @6 bes Rechteds, mit den Seiten & und gde, fiber-

gegangen ift, fie dabei in Dem Kdryper einen Wintel ,,—‘g befchrieben Hat.

d .
g4y = O@sinedt

Durdy die Drelung des Korpers hat fich aber diefe Gerade PG’ im entgegengefesten
Cinne um einen Winfel Osinédr gedrebt, weldher dem erften gleich ift, wodurch OG an
diefelbe Stelle ded Raumes surlidgelangt. Dies entfpricht dem Sase von der Un-
perdnderlidhfeit ber Cbene des Paars € wibrend der Verlaufs der Bewegunyg.

Solgerung 6.
Bringt man die beiden vorhergehendben Jntegrale unter die Form

A B, €
G e gt =1

und betradhtet p, ¢, 7 als die Coorbinaten cines Punites, o fieht man, daf diefer Puntt,
ober Der augenblidliche Pol der Drebung @, ftetd auf den beiden Clipfoiden liegt, weldhe
biefe Gleichungen darftellen. Die Aren des erften bdicfer Cllipfoide find umgefelrt propor-
tional ben Tragheitdmomenten A, B, € be8 Kirpers, und die des zveiten den Quabdrat-
wurseln Derfelben Momente. Dag fehtere haben twir dag Centralellipfoid genamnt,

Der augenblidlidhe Pol befchreibt affo ftets im Jnunern des Kbrpers die Curve, twelche
ver gemeinfdhaftliche Durdyfchnitt beiber Gllipfoive ift.

Die Difjereny betder Gleichungen giedt

A(G* — AF)p* + Bt — BF)g? 4 O(G* — CF)r2 =0

vie Gleichung der Kegelfliche ameiten Grades, welde bie augenblidliche Drehungsare im Sn-
nern ded Kirpers bejchreidt.

Folgerung 7,

Betrachtet man jesit die Grogen Ap, By, Cr odber L, M, IV al8 die Goordinaten eines
PBunttes, fo ift diefer der Endpunft ber Arc & beé angreifenden Kriftepaars, alfo vas, was
man dent Pol diefes Paard nennen fann.

Man fieht aus diefen Gleichungen, welche dic Geftalt

L M4 N*
=
]J'.’ M2 N‘.‘
ar*tertor=1

:
1
q
|
:




annelmen, daf der Pol bes Paars ftetd auf der Dberfliche einer Kugel vom Radius & und
~auf ber Oberfliche eines @Hmforbé mit den Halbaren V' AF, \V/'BF, V/CF tiegt, welde
birect proyportional den Quabratwurieln der drei Tragheitdmomente 4, B, C find. Der
Pol des Paars befdhreibt alfo im Snnern des Kirpers den gegenfeitigen Durdfdhnitt btefer
Glidhen und die Are OG durdlduft den Kegel zweiten Grabdes

(‘j —F)L 4 (—f;— — F) +(%~_ F)¥: =0

deflen Gleidhung die Differeny der beiden @Ieicf)u{tgen pe8 Cllipfoids und der Kugel ift.

golgerung 8.

Wenn man an die Oberfliche des Centralellinfoids
Ap* 4+ Bg? 4 Cr* = F
im Puntte p, ¢, 7 eine Berlihrungsdebene legt und die laufenden Goorbinaten biefes SBunfteé
71, 91, 7y nennt, fo ift ihre Gleidhung
App,+ Bgy, 4+ Crr,=F
oher Lp,+ My, 4+ Nr, =F
Dies ift aber die Gleichung einer Ebene, weldhe fenfredht auf ver ﬁtme G ftebt, deren
Projectionen auf die dret Aren L, M, N find. Uljo ift die Beriihrungsebene des Gentral-
ellipfoids am augenblidlichen Pole ftets der Ghene bes angreifenden Paars parallel. Shre
Gntfermung vom Mittelpuntte ift Gcosé und diefe Grdfe ift conftant (Folgerung 3.), baher
bleibt diefe parallele Gbene ftets in gleicher Cntfernung vom Mittelpuntte des Ellipfoivs,
Diefer Mittelpuntt {ft aber unbeweglich und die Gbene des Paars bleibt fich felbft fets
yparallel im abfofuten Raume; daber ift diefe Beriihrungsebene im Pol eine unverdnderliche
fefte Gbene, und die ganze Bewegung des Centralellipfoids Bbeftelht darin, auf biefer Ehene
gu rollen olme gu gleiten, indem es fich um den Radius, welcher vom Mittelpuntte nady dem
Beriihrungspuntte gejogen ift, mit einer Winfelgefchwindigheit @ drefht, die durcdh biefen
Radius gemeflen wird,




