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Vorwort.

Die Geometrie der Bewegung, auch kinematische Geo-
metrie genannt, hat bisher moch keine zusammenhingende
Darstellung gefunden. Das vorliegende Lehrbuch ist bestimmt,
eine solche zum ersten Male darzubieten und die Wissenschaft
selbst in einigen, wie ich glaube, wichtigen Punkten weiter-
- zuftihren. .

Die neueren Untersuchungen, welche der Geometrie der
Bewegung gewidmet sind, gehen meist von der Betrachtung
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen aus. In ihnen
kann jedoch eine natiirliche Quelle rein geometrischer Resul-
tate nicht gesehen werden. Denn die Gestalt und die Eigen-
schaften der durch Bewegung erzeugten Raumgebilde hiingen
nicht von der grosseren oder geringeren Geschwindigkeit ab,
mit welcher die Bewegung vor sich geht, sondern einzig und
allein von dem Gesetz der Bewegung, d. h. von den ver-
schiedenen Lagen, welche der bewegliche Korper der Reihe
nach im Raume einnimmt,

Bei dieser Auffassung erscheint die Geometrie der Be-
wegung als ein Zweig der synthetischen Geowmetrie. Chasles
und Mannheim, die Begriinder dieser Wissenschaft,*) haben

*) Die Arbeiten von Chasles und Mannheim sind von fundamentaler
Bedeutung fiir die Geometrie der Bewegung. Es mag daher geniigen,
hier auf dieselben ein fiir alle Mal hingewiesen zu haben. Besonders
wichtig sind folgende Arbeiten von Chasles:

1) Propriétés gdométriques relatives au mouvement infiniment petit
ete. Compt. rend. Bd. 16, S. 1420.

2) Propriétés relatives au déplacement fini ete. Compt. rend. Bd.
51 u. 52,
sowie die nachstehenden Arbeiten von Mannheim:

1) Etude sur le déplacement d'une figure de forme invariable.

Journ. de V'école polyt. Heft 43, S. 57,
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sich von demselben Gedankenleiten lassen. Man findet iln
auch in Schell’s Theorie der Bewegung und der Kriifte teil-
weise durchgefiihrt; ich bekenne gern, dass es gerade dieses
Werk ist, welches in mir den Plan entstehen liess, die Geo-
metrie der Bewegung auf rein geometrischer Basis aufzu-
bauen. :

Die Hilfsmittel der Darstellung sind in erster Linie die
elementaren Sitze der synthetischen Geometrie, andererseits
die stete Riicksichtnahme auf den relativen Character aller
Bewegung, d. h. die gemeinschaftliche Betrachtung der beiden
Bewegungen, welche einerseits ein Korper X gegen einen
Korper ', andererseits gleichzeitig der Korper X' gegen X
ausfihrt. In ihr darf ich dasjenige Hilfsmittel erblicken,
welches meines Erachtens den Aufbau der behandelten Lehren
erleichtert und zur Einfachheit und Durchsichtigkeit der Dar-
stellung besonders beitriigt.

Das vorliegende Lehrbuch erhebt nicht den Anspruch
die Geometrie der Bewegung erschiopfend zu behandeln. Im
Gegenteil habe ich mich zuniichst nur auf einen Teil, aller-
dings den wichtigsten, beschriinkt, niimlich auf die Betrachtung
starrer Korper und auf diejenigen Bewegungen, bei denen
jeder Punkt eine Curve beschreibt. Fiir die anderen Be-
wegungen sind nur die wichtigsten Sitze abgeleitet worden.

Die Beispiele dienen zur Illustration der allgemeinen Re-
sultate, und sind nicht bestimmt eine ausfithrliche Erorterung
specieller Bewegungsmechanismen zu geben. Ich behalte mir
vor, eine Theorie der einzelnen Bewegungsmechanismen diesem
Lehrbuche folgen zu lassen.

Berlin, April 1886.

A. Schoenflies.

2) Sur les surfaces trajectoires etc., Liouville’s Journ. de Math.
Serie III, Bd. 1, 8. 57.

3) Der kiirzlich erschienene Cours de géometrie descriptive, Paris
1882, welchem Mannheim seine eigenen Arbeiten iiber kinemabische
Geometrie beigefigt hat.
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Erstes Capitel.

Die Bewegung eines ehenen Systems in seiner Ebene.

§ 1. Das Drehungscentrum.

1. Es sei ¢ eine beliebige Ebene und 6 ein in ihr lie-
gendes begrenztes ebenes Flichenstiick, welches irgend eine
Bewegung in ¢ ausfiihrt. Denken wir uns, dass sich die
Grenzen des Flichenstiickes ¢ ohne Ende ausdehnen, so ge-
langen wir zu der Vorstellung, dass sich eine unbegrenzte
Ebene o in einer ruhenden, festen Ebene ¢’ bewegt. Nach
dem Sprachgebrauch der synthetischen (feometrie nennen wir
die Ebene ¢ ein ebenes System. Jeder Punkt A desselben be-
schreibt eine in ¢’ gelegene Curve, welche die Bahn des Punktes
A heissen moge.

Wir werden die Punkte und Geraden des Systems ¢ durch
Buchstaben ohne Index bezeichnen, so lange es nur darauf
ankommt, einen bestimmten Punkt oder eine bestimmte Gerade
desselben zu kennzeichnen, ohne dass ihre Lage in ¢’ in Frage
kommt. Dagegen sollen die verschiedenen Lagen, welche 6
im Verlauf der Bewegung in der festen Ebene ¢’ cinnimmt,
durch

6y, Gy, Oy . ..
bezeichnet werden; ebenso werden

Ay, 4, 4,. ..
die beziiglichen Lagen des Punktes A und

Y05 915 G2 - - -
diejenigen der Geraden g von ¢ bedeuten.
2. Seien nun 6, und 6, zwei beliebige Lagen von 6, und 4,),
B, resp. A,, B, die zugehdrigen Lagen der Punkte 4 und B.

Schoenflies, Geomotrie der Bewegung. 1
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Wir errichten (Fig. 1) in dem Mittelpunkt 4™ der Strecke A4, 4,
Fig. 1. das Lot a” und im Mittelpunkt
/“\C” B™ von B B, das Lot b". Der

Schnittpunkt von @* und b” sei
0. Da 4,0 = 4,0, 4,B, =
A4, B, und B,0 = B, 0 ist, so
sind die Dreiecke 4,0B, und
A4, OB, congruent, folglich sind
die Winkel 4,04, und B,0 B,
einander gleich, und man sieht,

¢ % dass durch Drehung um Ogleich-
zeitig A, nach A4, und B, nach B, gelangt. Alsdann muss
aber auch jeder dritte Punkt C, in die zugehdrige Lage C,
gekommen sein; also folgt:

Jede Verschiebung eines ebenen Systems in seiner Ebene
kann durch Drehung des Systems um einen festen Punkt aus-
gefiihrt werden.')

Dieser Punkt soll das Drehungscentrum oder der Drehungs-
pol heissen. Er ist derjenige reelle Punkt, welchen die in
einander liegenden congruenten Systeme 6, und 6, entsprechend
gemein haben,

Wir nennen 4,4, die zu A gehbrige Sehne und das in
ihrem Mittelpunkt 4 errichtete Lot o den Normalstral
des Punktes 4. Wird das System ¢ uwm O gedreht, so dass
es aus der Lage ¢, in die Lage o, gelangt, so beschreibt Jjeder
Punkt C ein Stiick eines Kreises, dessen Mittelpunkt O ist;
also geht 7 durch O und es folgt:

Fig. 2. Die Normalstralen aller Punlte

5, des ebenen Systems gehen durch das
Drehungscentrum.

Es kann der besondere Fall ein-

treten, dass die beiden Normalstralen

@ und b” einander parallel sind. Als-

dann liegt ihr Schnittpunkt im Un-

endlichen. Die Sehnen 4,4, und B,B,

4, sind daher (Fig. 2) ebenfalls parallel,

und da A.B, = A,B, ist, so sind sie auch einander gleich.
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Ist ferner C, und C, irgend ein drittes Paar entsprechender Punkte
von 6, und 6, so folgt aus der Congruenz der Dreiecke 4,5,C,
und 4, B,C; dass auch C,C, gleich und parallel zu 4.4, und BB, ;
d.h. die Sehnen aller Punkte von & sind gleich und parallel zu
einander. Es bedarf daher nur einer einfachen Translabions-
bewegung, welche der Grisse und Richtung nach durch 4,4,
resp. B, B, gegeben ist, um das System ¢ aus der Lage g,
in die Lage o, iiberzufithren. Wenn nichts anderes bestimmt
wird, soll dieser Fall im Folgenden stets ausgeschlossen werden.

3. Wir betrachten nun zwei entsprechende Lagen g, und
g, einer Geraden g von . Der Schnittpunkt von g, und g,
mdge (Fig. 3) als Punkt von g, durch B, und als Punkt von
¢y durch A, bezeichnet werden; B, und A, seien wieder die

Fig. 3.

entsprechenden Punkte von ¢, resp. 9, Die zugehdrigen
Punkte 4™ und B™ sind ebenfalls zwei entsprechende Punkte
von g, und g,; wir nennen sie G, und G, und bezeichnen ihre
Verbindungslinie durch g”. Dieselbe bildet mit gy und g,
gleiche Winkel.

Die Sehnen aller Punkte von g umbhiillen eine Parabel,
die g,, g, und g™ zu Tangenten hat. Nun werden je zwei
Tangenten einer Parabel von allen andern in fihnlichen Punkt-
reihen geschnitten; ist daher O ein beliebiger Punkt von g,
so wird seine Sehne C,(, durch gm halbirt; d. h. 0" liegt auf
g™ Wie bewiesen, geht aber das vom Drehungscentrum 0

auf C () gefiillte Lot durch C"; demnach ldsst sich jede
1%
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Sehne als Schenkel eines rechten Winkels betrachten, dessen
anderer Schenkel durch O geht, und dessen Scheitel stets anf
g liegt. Also ergiebt sich:

Die Mitten der Sehnen aller Punkte einer Geraden g liegen
auf einer Geraden g™, welche wit g, wnd g, gleiche Winkel bildet.
Die Sehnen selbst umbhiillen eine Parabel, welche das Drehungs-
centrum gum Brennpunkt und die Gerade g* zur Scheitelion-
gente hat.

Die Gerade g™ soll die Mittelyerade von g genannt werden,

Wir denken uns die Sehne C,C, auf g" projicirt. Die
Projection von CC, ist gleich der Projection des Linienzuges
C,B,C,. Da g, und g, gleiche Winkel mit g™ bilden, so sind
die Projectionen von C,B, und B,(, entgegengesetst gleich,
folglich ist die Projection einer jeden Sehne C,C, gleich der-
Jjenigen von B B,, also auch gleich G,G,; d. h.

Die Projectionen der Sehnen aller Punktc ciner Geraden g
auf der Mittelgeraden sind constant, und swar gleich derjewigen
Sehne, welche in die Mittelyerade g™ fiillt.

4. Es entspricht gemiiss den vorstehenden Sitzen nicht
allein jedem Punkt 4, ein Punkt 4™ sondern auch jeder Ge-
raden g, eine Gerade g™. Nun ist der von g, und g ein-
geschlossene Winkel gleich 1G,0G,, d. h. gleich der Hilfte
desjenigen Winkels, um welchen ¢ rotiren muss, um aus der
Lage 6, in die Lage 6, zu gelangen. Dieser Winkel ist da-
her fiir alle Geraden g, constant. Hieraus folgt, dass sich
zwei beliebige Geraden g, und %, stets unter dem niimlichen
Winkel schneiden, wie die entsprechenden Geraden ¢* und
kmod. b

Das System 6, und das von den Sehnenmittelpunkion ge-
bildete System ™ sind hnliche ebene Systeme, welche das Drehungs-
centrum entsprechend gemein haben.

5. Die vorstehenden Resultate sind von der Lage 6, und
6, ganz unabhingig. Lassen wir dieselben beliebig nahe an
einander riicken, so folgen aus den obigen Sitzen Theoreme,
welche in jedem Augenblick von einem ebenen System aus-
gesagt werden kionnen, das sich in seiner Ebene beliebig ver-
schiebt. Dabei geht die Sehne Ay A4, in die Tangente der von

http:/Avww.dmg-lib.de
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A beschriebenen Bahn und o’ in die Normale derselben iiber;
und es ergiebt sich folgender Satz:

Wenn sich ein ebenes System belicbig in seiner Ebene ver-
schiebt, so gehen in jedem Augenblick die Normalen der Bahnen
aller Punkte durch einen und denselben Punkt.

Das System fithrt im betrachteten Augenblick eine un-
endlich kleine Rotation um diesen Punkt aus; er heisst daher
das momentane Drehungscentrum oder der momentane Drehungs-
pol?) Ferner erhalten wir:

Die Tangenten der Bahnen aller Punkte einer Geraden g
von 6 wmhiillen in jedem Augenblick eine Parabel, welche das
momentane Drehungscentrum zum Brewnpunkt und die Gerade g
zur Scheiteltangente hat.

6. An die vorstehenden Erorterungen, welche sich aus-
schliesslich mit den Punktbahnen beschiftigen, soll sich die
Untersuchung der Enveloppen schliessen, welche im Verlauf
der Bewegung von den Geraden und Curven des Systems um-
hiillt werden.

Wir setzen zuniichst wieder beliebige Systemlagen ¢,, a,,
6, ... voraus. Zu ihnen gehdren die oben definirten ihnen
dhnlichen Systeme; sie sollen o™, o™... heissen, und zwar
ist 6,™ das System der Mittelpunkte A4y der Sehnen 4,4,, 6,
das System der Sehnenmittelpunkte 4,™ von 4, 4,. Der Dreh-
ungspol von ¢, und o, heisse jetzt 0.

. Mit Hilfe dieser Systeme wird es mdglich sein, die fiir
continuirliche Bewegungen geltenden Sitze in vollkommener
Strenge abzuleiten, Der Grund ist der, dass die Eigenschaften
von 6,”, 6" ... von der Lage der Systeme ¢, 0., 6,... zu
einander unabhiingig sind, dass sie also auch bestehen bleiben,
wenn wir unendlich kleine Verschiebungen von ¢ zu betrachten
haben. Da nun in der Grenzlage ¢, in g, iibergeht, so lassen
sich aus den wwwerdnderlichen Eigenschaften der Systeme
6y, 6, .., Sitze entnehmen, welche in jedem Augenblick der
Bewegung von 6 selbst ausgesagt werden konnen.

7. Ist wieder g, eine Gerade von ¢, und sind g,/ und g,
die entsprechenden Geraden von 6,™ und 6;, so sind (§ 1, 3)
die Punkte, in denen g, und g, von g, geschnitten werden,
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zwel entsprechende Punkte G und G, (vgl. Fig. 3 Seite 3),
und das vom Drehungscentrum O, auf 9" gefillte Lot geht
durch Gy™ Aus der Aehnlichkeit der Systeme ¢, 6,*, @,
folgt daher, dass die von ihrem gemeinsamen Doppelpunkt O,
auf g, und g, gefillten Lote diese Geraden in G, resp. G,
treffen, und dass die drei Lote entsprechende Geraden der
drei Systeme sind. Dies gilt, wie auch 9o und g, zn einander
liegen mogen. Lassen wir nun die Ortsveriinderung von &
unendlich klein werden, so geht der Punkt Gy™ in den mo-
mentanen Berithrungspunkt der Geraden g mit ihrer Enveloppe
iiber, und das vom Drehungscentrum auf g," gefillte Lot
wird Normale dieser Enveloppe. Dieses Lot geht aber stets
darch Gy, d. h. das vom momentanen Drehungspol auf eine
Systemgerade gefillte Lot trifft dieselbe im momentanen Be-
rithrungspunkt mit der von ihr umbhiillten Enveloppe.
Derselbe Satz gilt fir die Enveloppe einer beliebigen
Curve & von ¢. Seien (Fig. 4) ko und %, ihre Lagen in Oy
Yig. 4. resp. 6, und sei k* die
entsprechende Curve von
a,". Wir legen vom Dreh-
ungscentram O, irgend
eine Normale p,™ an ko,
bezeichuen ihren Schnitt-
punkt mit %, durch G,
und ziehen in G die Tan-
gente g,™ an k™. Alsdann
construiren wir die ent-
sprechenden Punkte und
Geraden in ¢, und @, so beriihrt g, die Curve , in G, und
9, die Curve k, in G,; iiberdies sind G, und G, wieder die
Schnittpunkte von g, mit 9o resp. g;. Die Geraden p, und p,
sind Normalen von %, resp. ky in Gy resp. G, stehen also
auf g, resp. g, senkrecht. Dies gilt wieder, wie auch die
Systeme 6, und 6, zu einander liegen, also auch fiir unend-
lich kleine Verschiebungen. Machen wir nun den Grenziiber-
gang, so wird g, zur Tangente der von % umhiillten Epn-
veloppe, und G,» wird ihr Beriihrungspunkt; es folgt daher,

i

b
ko
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dass die Normale der von % erzeugten Enveloppe durch das
momentane Drehungscentrum hindurchgeht. Also:

Wenn sich ein ebenes System beliebig in seiner Ebene be-
wegt, so gehen bei allen von den Geraden und Curven des Systems
umbiillten Enveloppen die Normalen in den momentanen Be-
rithrungspunkten durch das momentane Drehungscentrum.

8. Betrachten wir jetzt alle durch einen beliebigen Punkt
4 von ¢ hindurchgehenden Geraden g des ebenen Systems.
Der Punkt, in welchem jede Gerade ihre Enveloppe beriihrt,
liegt auf dem vom Drehungspol O auf sie gefillten Lote.
Diese Punkte bilden einen Kreis, denn sie sind das Erzeug-
niss von zwei Strahlenbiischeln, deren Mittelpunkte O und 4
sind, und je zwei entsprechende Strahlen beider Biischel stehen
senkrecht anf einander. Also:

Die Punkte, in denen die Geraden eines Biischels ihre En-
veloppen beriilren, liegen in jedem Augenblick auf einem Kreise,
welcher die Verbindungslinie des Drehungspols mit dem Mittel-
punkt des DBiischels gum Durchmesser hat,

§ 2. Die Polcurven und die Umkehrung der Bewegung.

1. Das ebene System ¢ moge nach einander vorgeschrie-
Fig. 5.

bene Rotationen von der Grisse
20, 20, 20, ... um beliebig 5‘\
gegebene Punkte O, @', I
der festen Ebene ausfiihren,
Dabei gelangt es aus der An-
fangslage o, der Reihe nach
in die Lagen 6, 6,, 6;...
Wir zeichnen (Fig. 5) in der
urspriinglichen Lage ¢, den
Punkt @ so, dass QO =@ 0’
und L QO Q' =2a, ist; ferner
ziehen wir durch @ die Gerade
QT so, dass

< TQO =< R'Q0,
zeichnen dann wieder den Punkt I im beweglichen System
so, dass RQ) = R'Q" und RQT = 2@, ist u. s. w. Bezeichnen

http://www.dmg-lib.de



wir noch den Punkt 0" als Punkt von ¢ durch O, so erhalten
wir auf diese Weise in 6 ein ganz bestimmtes Polygon
OQRS ..., dessen Seiten denjenigen des Polygons 0'Q'R'S’. ..
der Reihe nach gleich sind. Rotirt nun 6 um O’ um den
Winkel 2wy, so fillt @ auf @’; die niichste Rotation, welche
um @ erfolgt, und deren Winkel 2e, ist, bewirkt, dass R’
auf F fillt, u. s. w. Die Bewegung geht also in der Weise
vor sich, dass das Polygon OQRS... von dem Polygon
O'Q'R’S"... so zu sagen abrollt.

2. Die vorstehenden Schliisse sind von der Anzahl der
betrachteten Systeme und von ihrer Lage zu einander ganz
unabhingig; sie bleiben daher in Kraft, wenn die Systeme
Gy, Oy, Oy . .. beliebig nahe an einander riicken, so dass o
irgend eine continuirliche Bewegung in seiner Ebene ausfiihrt.
Die beiden Polygone gehen dabei in Curven tiber. Das Po-
lygon O0'Q'R’S" ... verwandelt sich in diejenige Curve G’
der festen Ebene, deren Punkte im Verlauf der Bewegung die
momentanen Drehungscentra sind; und das Polygon OQRS...
giebt uns den Ort derjenigen Punkte des beweglichen Systems,
welche im Verlauf der Bewegung mit den momentanen Dreh-
ungscentren zusammenfallen. Die Bewegung selbst geht in
der Weise vor sich, dass die letztere Curve, die wir durch €
bezeichnen, von der Curve € der festen Ebene abrollt.

Es ist jedoch wieder vorauszusetzen, dass die Drehungs-
pole nicht in das Unendliche fallen; d. h., dass die Bewegung
nicht in einer reinen Translation besteht, bei welcher alle
Punkte des Systems in jedem Augenblick parallele Bahnelemente
beschreiben. Mit Riicksicht darauf ergiebt sich:

Jede Bewegung eines ebenen Systems in seiner Ebene, welche
nicht in einer rveinen Translation besteht, kann dadurch vermitielt
werden, dass einc der beweglichen Ebene angehivige Curve von
ciner der festen Ebene angehirigen Curve abrollt.?)

Jede der beiden Curven ist als geometrischer Ort der
momentanen Drehungspole definirt worden; sie sollen daher
Polcurven genannt werden. Der eben bewiesene Satz zeigt,
dass die Art der Bewegung einzig und allein von der Wahl
der Poleurven abhiingt. Dieselben kinnen ganz belicbig an-
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genommen werden. Umgekehrt ist evident, dass die Bewegung
von ¢ in jedem Augenblick vollstindig bestimmt ist, sobald
die von einander abrollenden Polecurven bekannt sind.

Auch die oben betrachteten Polygone repriisentiren zwei
Curven, durch welche eine ganz bestimmte Bewegung von ¢
definirt ist. Wir wollen jedoch festsetzen, dass im Folgenden
nur solche Bewegungen betrachtet werden sollen, bei denen
der momentane Drehungspol jeden Augenblick wechselt. Ausser
den Bewegungen der Translation schliessen wir damit auch
diejenigen aus, bei welchen das Drehungscentrum wihrend
einer endlichen Zeit constant bleibt. Dies geschieht, weil in
beiden ausgeschlossenen Fillen die Probleme, welche wir im
Folgenden zu behandeln haben, nicht allein an Interesse ver-
lieren, sondern zum Theil sogar ganz aufhoren zu existiren.

3. Wir haben bisher angenommen, dass sich das System ¢
in einer festen Ebene ¢’ verschiebt. Denken wir uns nun
einen Beobachter, welcher mit dem System ¢ fest verbunden
ist, so wird sich fir ihn die Ebene ¢ in der Ebene ¢ be-
wegen. Diese Bewegung von ¢ gegen ¢ soll die wmgekehrte
oder die indirecte Bewegung genannt werden. Im Gegensatz
dazu wird die Bewegung von ¢ in ¢' auch die wrspriingliche
oder die direcle Bewegung heilsen. Beide Bewegungen gehbren
eng zusammen; wir werden sie deshalb vielfach gleichzeitig
zu betrachten haben.*)

Was die Bezeichnungen betrifft, welche sich auf die in-
directe Bewegung beziehen, so ist Folgendes zu bemerken.
Wie die Lagen von ¢ in ¢” durch 6,, 6;, 6, . . . bezeichnet
worden sind, so sollen

o, 6, 6,
die entsprechenden Lagen von ¢’ in ¢ sein; d. 1i, hat ¢ in
irgend einem Augenblick die Lage 6, in ¢, so soll die Lage,
welche ¢’ im selben Augenblick in ¢ einnimmt, ¢, genannt
werden. Ferner haben wir oben festgesetzt, dass unter A,
B, ... bestimmte Punkte der Ebene ¢ zu verstehen sind,
ohne Riicksicht darauf, an welcher Stelle von ¢’ sie sich
gerade befinden, und haben die Lagen, welche 4 der Reihe
nach in ¢’ einnimmt, durch 4, 4;, 4, ... bezeichnet. Analog

’
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sollen die Punkte der Ebene ¢’ durch €', D’, ... bezeichnet
werden, wenn es sich nur darum handelt, sie als bestimmte
Punkte von ¢° zu definiren; und

G, G Gy...
sollen wieder die successiven Lagen des Punktes ' in g,
C" der Halbirungspunkt der Strecke C,C,’, und ¢’ der zu-
gehbrige Normalstrahl sein.

In Folge dieser Festsetzungen haben wir in

4y, 4y, A, @, g,, 9", ..
bestimmte Punkte und Geraden des ebenen Systems ¢  zu
erblicken, dagegen in

cy, ¢, 0™, ¢’ b/, kv, ..
bestimmte Elemente des Systems o.

4. Es ist eben bewiesen worden, dass sich die Bewegung,
welche ¢ in ¢’ ausfiihrt, dadurch vermitteln lisst, dass eine
der Ebene ¢ angehorige Curve € von einer der Ebene 6" an-
gehorigen Curve §', ohne zu gleiten, abrollt. Da nun der
geometrische Character der Bewegung davon unabhingig sein
muss, ob wir uns wihrend derselben in der Ebene ¢’ oder
in ¢ befinden, so ist evident, dass die Bewegung, welche ¢’
in ¢ ausfiihrt, darin besteht, dass die Curve €’ des Systems
6" von der Curve € der Ebene @ abrollt. Wir sehen daraus
noch, dass beide Curven genau die gleiche geometrische Be-
deutung besitzen, und dass es daher gerechtfertigt ist, sie,
wie oben geschehen, mit demselben Namen zu belegen.

Die analogen Betrachtungen lassen sich anstellen, wenn
wir irgend welche Systemlagen 6,, 6,, 6, ... in's Auge
fassen, welche ¢ nach einander in 6’ einnimmt. Die ent-
sprechenden Lagen von ¢’ in ¢ haben wir nach dem Obigen
durch 6,, ¢, 6, ... zu bezeichnen. Um das System g,
der Reihe nach mit 6, 6, ... zur Deckung zu bringen,
liessen wir, wie § 2, 1 gezeigt, das Polygon OQRS.. von
O'Q R’'S"... abrollen, und zwar in der Weise, dass & der
Reihe nach Rotationen von der Grosse 2@, 20,, 2w, . . .
um O', ', R’ ... ausfithrt, wiihrend in Folge derselben ¢,
R, S ... mit @, R, § ... zusammenfallen. Wir benutzen
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nun wieder das Princip, dass es fiir die Natur der Bewegung
gleichgiiltig ist, ob wir uns als zu ¢’ oder zu ¢ gehorig be-
trachten. Die Bewegung, welche ¢” in ¢ ausfiihrt, muss daher
darin bestehen, dass das Polygon O'Q'R’S’... von OQRS. .
abrollt; d. h. ¢” fithrt nach einander Rotationen, deren Grosse
ebenfalls 2w,, 2@,, 20, ... ist, um die Punkte O, @, R . ..
aus, withrend in Folge derselben @°, R’, 8§’ ... nach und nach
mit ¢, B, S ... zusammenfallen.

5. Wihrend der Bewegung der Systeme gegen einander
beschreibt jeder Punkt 4 von ¢ eine in ¢’ gelegene Bahn;
ebenso wird auch umgekehrt jeder Punkt B’ von 6" eine in
6 gelegene Bahn durchlaufen. "Fiir die Normalen dieser
Bahnen bestehen in jedem Augenblick gewisse Beziehungen,
die wir aufsuchen wollen. Um dieselben streng zu begriinden,
wollen wir zuniichst wieder von beliebig gegebenen System-
lagen ausgehen. Seien dieselben o, und ¢, selen 4, und 4,
die entsprechenden Lagen des Punktes 4 von ¢ und sei a” der
zugehorige Normalstral. Ferner sei B, irgend ein auf @
liegender Punkt,von 6, so ist 4, und 4, von B, gleich-
weit entfernt. Dies ist aber unabhiingig davon, ob wir uns
withrend der Bewegung in der Ebene ¢’ oder in ¢ befinden;
es haben daher B und B, von A4, gleichen Abstand; d. h.
der zu B, und B|" zugehdrige Normalstral " geht durch
4,  Also folgt:

Gieht  der Normalstral o cines Punltes A von 6 durch
cinen Punkt B" von ', so geht bei der indirecten Bewegung der
Normalstral b von B’ durch den Punlt A.%) ‘

Hieraus folgt im Fall continuirlicher Bewegung: 5

Geht in einem bestimmien Augenblick die Normale der Bahn
cines Punltes A von 6 durch den Punkt B’ von 6, so geht bei

*) Da der Definition nach B’ und «" ganz bestimmte Elemente des
Systems ¢’ sind, und ebenso A resp. b*” bestimmte Elemente von ¢, so
ist dic specielle Eigenschaft derselben, dass o” durch B’ und b durch
A geht, von der Lage der Systeme zu einander unabhiingig; sie bleibt
fiir alle Lawen bestehen. Deshalb sind im Lehvsatz dic Indices weg-
gelagsen worden
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der indirecten DBewegung die Normale der Bahn des Punktes B’
von 6" durch A.

Die folgenden Paragraphen werden uns mit weiteren
wichtigen Beziehungen beider Bewegungen zu einander bekannt
machen.

§ 3. Die guadratische Verwandtschaft und die Wendekreise.

1. Seien nunmehr 6,, ,, g, drei beliebig gewiihlte Lagen
des ebenen Systems ¢. Das Drehungscentrum fiir 6, und @,
bezeichnen wir jetzt, insofern wir es als Punkt von ¢ be-
trachten, durch Oy und als Punkt von ¢ durch O, ebenso
dasjenige fiir 6, und 6, durch O,,, resp. O;;". Der Halbirungs-
punkt der Sehne 4,4, modge von nun an A4, heissen und
derjenige von A, A4, 4™; endlich seien a,’ und @, die zu-
gehbrigen Normalstralen. Diese beiden Normalstralen schneiden
gich in einem Punkte 4 von X', welcher das Centrum
des durch 4,, 4,, 4, gehenden Kreises ist.

Ist g, eine beliebige Gerade von 6,, so bilden die Normal-
stralen ;" ihrer Punkte A, einen zur Mittelgeraden g, per-
spectivischen Stralenbiischel, dessen Mittelpunkt O, ist.
Ebenso bilden die Normalstralen a,” einen Stralenbiischel,
dessen Mittelpunkt O, ist, und der zur Mittelgeraden g,
perspectivisch liegt. Die Punktreihen auf g, und g sind
einander #hnlich, da beide zur Punktreihe ¢, ihnlich sind.
Daher sind die beiden Normalstralenbiischel projectivisch und
erzeugen einen in ¢ gelegenen Kegelschnitt, der durch die
festen Punkte O, " und O,,” hindurchgeht. Dieser Kegelschnitt
geht noch durch einen dritten festen Punkt, nfimlich durch
das Drehungscentrum O, der Systeme 6, und 6, Demn A’
ist der Schnittpunkt aller drei Mittellote des Dreiecks 4,4, 4,;
also lisst sich statt des Normalstrales «,” auch das auf
4,4, errichtete Mittellot, welches durch O, hindurchgeht,
zar Erzeugung des Punktes A’ benutzen.

Wie sich auf die eben angegebene Weise jedem Punkt
4 von ¢ ein bestimmter Punkt 4" von ¢ zuordnen lisst, so
findet anch das umgekehrte statt. Dies lisst sich am ein-
fachsten mit Hilfe der Umkehrung der Bewegung beweisen.
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Aus dem vorletzten Satz des vorigen Paragraphen folgt némlich,
dass A, der Schnittpunkt der zu A’ gehorigen Normalstralen
ay” und a” fiir die indirecte Bewegung ist. Dies ergiebt sich
iibrigens auch direct mit Hilfe der Erwégung, dass, wenn A
von 4,, 4,, A, gleichen Abstand hat, auch 4, 4, 4, von 4,
gleichweit entfernt sind. Die geometrische Bedeutung der Punkte
A und A" ist daher eine gans wechselseitige. Es folgt daher
unmittelbar, dass auch den Punkten einer Geraden 2’ von ¢’ in ¢
die Punkte eines Kegelschnittes entsprechen. Derselbe ist das
projectivische Erzeugniss der beiden Normalstralenbiischel,
welche zu ' fiir die umgekehrte Bewegung gehoren, und geht
stets durch die drei festen Punkte O,,, Oy, O, von 6, wenn diese
Punkte die drei Drehungscentra fiir die umgekehrte Bewegung sind.

Wir erhalten demnach folgendes Resultat:

Wenn wir jedem Punkt A von o denjenigen Punkt A’ von
6’ zuordnen, in welchem sich die Novmalstralen ay® wund a
schmeiden, so ist gleichzeitig der Punlkt A von o der Schwittpunkt
der beiden Normalstralen a’ und a*" fir die umgekehrte Be-
wegung. Die beiden n dicser Weise bezogenen ebenen Systeme
o und 6 stehen in quadratischer Verwomdischaft su einander.
Die Hauptpunkte von ¢ sind die drei Drehungscentra der directen
Bewegung, und die Hauptpunkte von & sind die drei Drehungs-
centra der indirecten Bewegunyg.

2. Die Lage dieser Drehungscentra ist durch ein ein-
faches Gesetz bestimmt, das sich, wie folgt, ergiebt. Wir
nehmen an, dass die Punkte O, und 0,’, sowie die zu-
gehorigen Drehungswinkel 2o, und 2e,, beliebig gegeben
sind, was stets zuliissig ist, und dass die ebenen Systeme die
anfingliche Lage ¢,, ¢, zu Fig. 6.
einander haben. Bei dieser An-
nahme fallen (Fig. 6) O, und
0,/ zusammen, und die Punkte
0,, und 0, liegen so, dass

0y 012 = 040y, und

K 00,04 = 20y .
ist. Der Punkt 0,, ist Drehungs- Nl
centrum fiir 6, und 6,; er
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ist daher so zu bestimmen, dass nach Richtung und Grisse
K 01304 Oz = @, und 2 05,0, 0y = wy,

ist. Denn dieser Punkt O,, gelangt in der That, wenn ¢ erst
um Op," und dann um O, die beziglichen Drehungen aus-
fithrt, wieder in seine urspriingliche Lage zuriick. Er ist also
derjenige Punkt, welchen 6, und 6, entsprechend gemein haben;
d. h. er ist Drehungscentrum fiir die Lagen 6, und o,

Das Drehungscentrum O, der umgekehrten Bewegung
ist in derselben Weise zu bestimmen. Nun behalten aber
fir die umgekehrte Bewegung die Rotationswinkel 2, und
2w, ithren Werth (§ 2, 4), also liegt 0,/ wieder auf der
Halbirungslinie des Winkels 0,,/0,,0,,, und es ist auch
K 0y 0,0, = @y,; d. h. 0y fillt mit 0,, zusammen, und
es folgt:

Das von den Drehungscentren der directen Bewegung ge-
bildete Dreieck und das von dem Drehungscentren der indivecten
Bewegung gebildete Dyeieck sind symmetrisch gleiche Figuren.

3. Da jeder Geraden des einen Systems, welche nicht
durch die Hauptpunkte desselben hindurchgeht, im anderen
System ein Kegelschnitt entspricht, der stets die Hauptpunkte
enthiilt, so gilt dies auch fiir die unendlich fernen Geraden
beider Systeme. Nun ist jeder Punkt 4’ von 6" Schnittpunkt
der Normalstralen a,” und a,* des entsprechenden Punktes 4;
diejenigen Punkte von o, welche der unendlich fernen Geraden
von 6 entsprechen, haben also die Eigenschaft, dass fiir sie
@y’ und a,” parallel sind; fiir diese Punkte 4 liegen also 4,,
4;, 4, auf einer und derselben Geraden. Es giebt daher
unendlich viele Punkte 4 des Systems o, fiir welche 4,, 4,,
A, aof derselben Geraden liegen, und die Gesammtheit der-
selben bildet einen durch die drei Hauptpunkte von ¢ gehen-
den Kegelschnitt.

Das analoge gilt fiir ¢". Auch der unendlich fernen
Geraden von 6 entspricht ein durch die Hauptpunkte von o’
gehender Kegelschnitt, und jeder Punkt B’ desselben ist da-
durch ausgezeichnet, dass b,*" und "’ parallel zu einander
sind, d. h. dass B, B, B, auf derselben Geraden liegen.
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4. Die Sehne A, A4, 4,, welche die drei aufeinander folgen-
den Lagen des Punktes A enthiilt, ist eine Gerade des
Systems 6’. Bezeichnen wir dieselbe durch «’, so hat a’ bei
der umgekehrten Bewegung die Eigenschaft, dass sich «,,
a/, a, simmtlich in A schneiden. Dies gilt fiir die Sehnen
aller betrachteten Punkte A4; umgekehrt, ist o’ eine Gerade
von ¢’, welche fiir alle drei Systemlagen durch einen und
denselben Punkt von ¢ hindurchgeht, so ist sie eine dieser
Schnen.  Ebenso sind die Sehnen der analogen Punkte B’ von
6’ die entsprechenden Geraden des Systems .

Diese Geraden lassen sich fiir jedes der beiden ebenen
Systeme leicht bestimmen., Wir thun es fiir ¢’. Sei daher
S, der Mittelpunkt eines beliebigen Stralenbiischels von 6
und 8," der Mittelpunkt des homologen Biischels vou &, so
liegen die Schnittpunkte der entsprechenden Stralen auf einem
Kreis, welcher durch S, und 8,” hindurchgeht. Der Kreis
enthilt auch das Drehungscentrum O'; denn ist I, der Stral
des Biischels S,’, welcher O’ trifft, so geht auch der Stral
I/ des Biischels S,” durch O, . Ebenso erzeugen die beiden
entsprechenden Stralenbiischel von ¢," und 6,’, deren Mittel-
punkte S, und S,” sind, einen Kreis, welcher durch S,’, 8,
und O, geht.

Beide Kreise enthalten den Punkt S,’, sie haben daher
im Allgemeinen noch einen von S,” versechiedenen Punkt
gemein, und dieser Punkt ist Schnittpunkt von drei ent-
sprechenden Stralen a,"a,a¢,” der Stralenbiischel; d. h. es
geht durch jeden Punkt S von ¢’ im Allgemeinen eine
Gerade a’, welche die Eigenschaft hat, dass sich die drei
Lagen a,, a,', @, in einem und demselben Punkte 4 von ¢
schneiden. Die Geraden bilden daher einen Stralenbiischel
erster Ordnung. Dasselbe gilt fiir ¢, und es folgt:

Alle Geraden eines jeden Systems, welche fiir drei belichige
Systemlagen durch einen und denselben Punkt gehen, bilden cinen
Stralenbiischel erster Ordnung.

5. Bei R’ der Mittelpunkt des Stralenbiischels von ¢’
Jede Gerade a’ desselben ist der Definition nach die Sehne
A, A, 4, emes Punktes 4. Sie enthiilt daher auch die Punkte
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4,™ und 4, Fillen wir von O, das Lot auf 4,4, so
geht dasselbe durch A, Die Gesammtheit der Punkte A"
bildet daher einen Kreis, niimlich das Erzeugniss zweier
Stralenbiischel, deren Stralen senkrecht auf einander stehen.
Die Mittelpunkte beider Biischel sind O, und R’'; also ist
Oy R’ der Durchmesser des Kreises; wir bezeichnen ihn durch
o™ Nun sind ¢ und 6, ihnliche ebene Systeme, also bilden
die Punkte 4 von o ebenfalls einen Kreis. Dieser Kreis geht
durch die Hauptpunkte von ¢, folglich ist er der dem Haupt-
punktedreieck umschriebene Kreis. Er soll der Wendckreis
der directen Bewegung genannt und durch w,,, bezeichnet
werden.
Die entsprechenden Resultate ergeben sich fiir die Punkte
B’ von ¢’; dieselben bilden den Wendekreis der indirecten
Bewegung. Wir bezeichnen ihn durch w,,. Die beiden
Hauptpunktedreiecke sind symmetrisch gleiche Figuren, also
haben beide Kreise gleichen Durchmesser, und es folgt:
Sind irgend drei Lagen der beiden ebenen Systeme zu ein-
ander gegeben, so existiren in jedem System wnendlich viele Punkte
von der Kigenschaft, dass fiir jeden von ilmen die drei auf ein-
ander folgenden Lagen je einer und derselben Geraden angehiren.
Diese Punkte bilden in beiden Systemen den dem Hauptpunlte-
dreteck wmschriebencn Kreis. Beide Kreise haben gleichen Durch-
messer. '
6. Alle Sehnen A,4, A, gehen, wie eben bewiesen, durch
Tig. 7. einen Punkt des Kreises w,,” von
6,", und zwar durch den Endpunkt
desdurch O, gezogenen Durchmessers.
™ (Fig.7.) Dieser Punkt, insofern wir
ihn als Punkt von 6, betrachten, soll
durch J,™ bezeichnet werden. Ihm
w™ entspricht in ¢ ein Punkt J des
Wendekreises wy, und zwar der-
jenige, dessen Sehne JyJ; von Jm
halbirt wird. Da J;"0,; ein Durch-
messer des Kreises wg,™ ist, so ist
JyJ, eine Tangente desselben.
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Der Punkt Jy™ liegt auch anf dem Wendekreise uy,,.
Jy* ist niwmlich derjenige Punkt der Sehne J,J,, welcher
senkrecht uuter Oy liegt. Nun ist J,0, ein Durchmesser
des Kreises wg,, also muss J;» in der That ein Punkt des-
selben sein. Wir nennen ihn den Wendepol, so folgt:

Die Sehnen aller Punkte des Wendekreises gehen durch einen
Punkt dieses Kreises, némlich durch den Wendepol.

Der entsprechende Punkt existirt fiir die umgekehrte Be-
wegung auf dem Wendekreis w,,,” von 6. Er ist Schnittpunkt
der Sehnen aller Punkte von w,,,” und soll der Wendepol der
umgekehrten. Bewegung  genannt werden. Unter Anwendung
dieser Bezeichnung kimnen wir noch folgenden Satz aussprechen:

Sind drei Lagen der beiden cbenen Systeme belichig gegeben,
so ist der Wendepol der umgekehrten Bewegung der Mittelpunkt
des Stralenbiischels derjenigen. Geraden a von 6, fiir welche die
drei Lagen ay, a,, a, sich in je einem Punkt schneiden. Dic Ge-
sammtheit dieser Schwittpunkte bildet den Wendekreis der wmge-
kehrien Dewegung. Die nimliche Bedeutung haben Wendepol
und Wendekreis der directen Bewegung fiir o’

Die Geraden der beiden Stralenbiischel sollen Riickkehs-
stralen genannt werden.

1. Betrachten wir ausser den drei Lagen 6,, 6,, G, noch
eine vierte Lage ¢, so entspricht auch den Systemen g,, o,,
o3 ein Wendekreis w,,,, und zwar geht derselbe durch Oy,
Oy, Oy Die beiden Kreise wy, und w,,; haben den Punkt
Oy, gemein, und schneiden sich daher im Allgemeinen noch
in einem von O, verschiedenen Punkt A. Derselbe ist da-
durch ausgezeichnet, dass 4,, 4,, 4,, A, auf derselben Geraden
liegen, wihrend dies fiir den Punkt 0,, im Allgemeinen nicht
der Fall ist. Das entsprechende gilt fiir denjenigen Punkt B’
von ¢', in welchem sich abgesehen von O, die Wendekreise
oy und wy,,” noch schneiden; mithin folgt:

Sind vier Lagen 6,, o,, 6,, 6, des ebenen Systems 6 be-
liebig gegeben, so existirt in demselben ein ganz bestimmter Punkt
A von der Figenschaft, dass A,, A, Ay, A, auf einer und der-
selben Geraden liegen. Er ist der von O,, verschiedene Schnitt-

Schoenflies, ffeometrie der Bewegung. 2
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punkt der beiden Wendekreisc wy, und wyyy. Der analoge Punkt
existirt in 6" fir die indirecte Bewegung.

Die Sehne 4,4, 4,4, dieses Punktes hat als Gerade o
von ¢’ die Eigenschaft, dass ihre vier Lagen a, «,, a, a,’
simmtlich durch den Punkt A hindurchgehen. Sie ist Ver-
bindungslinie der beiden aufeinanderfolgenden Wendepole der
directen Bewegung. Ebenso ist die Verbindungslinie der
Wendepole der indirecten Bewegung diejenige Gerade von g,
welche fiir alle vier Systemlagen durch einen und denselben
Punkt geht. Also folgt:

Sind vier Lagen 6,, 6,, 6,, 6, des Systems & belichiy ge-
geben, so existirt in demselben eine bestimmite Grerade, welche fiir
alle vier Systemlagen durch einen und densclben. Punkt hindurch-
gelt.  Die entsprechende Gerade existirt in 6’ fiir die wumgckehrte
Beweguny.

8. Lassen wir nunmehr die Systemlagen 6,, o,, o, . . .
beliebig nahe an einander riicken, so erhalten wir wiederum
Sitze, welche in jedem Augenblick von einem in beliebiger
Bewegung begriffenen ebenen System ausgesagt werden konnen.
Dabei gehen die Punkte 4" in die Krimmungsmittelpunkte
der von den Punkten A beschriehenen Bahnen iiber, und
ebenso wird 4 zum Kriimmungsmittelpunkt der Bahn, welche
A4’ bei der umgekehrten Bewegung in ¢ beschreibt. Jeder
Punkt des Wendekreises erhiilt die Eigenschaft, gerade einen
Wendepunkt seiner Bahn zu passiren. Die Hauptpunkte riicken
in jedem der beiden Systeme unendlich nahe und fallen in
der Grenzlage simmtlich mit dem momentanen Drehungs-
centrum zusammen, Endlich gehen die Geraden 0,,0,, und
0y’ 0,5" in die gemeinsame Tangente der Polcurven iiber. Wir
konnen daher folgende Sitze aussprechen:

Bewegt sich ein ebenes System ¢ in der Fbene 6" und ist
A" Kritmmungsmittelpunkt der von A beschricbenen Bahn, so ist
A Kriimmungsmittelpunkt der Balm von A’ fiir die indirecte
Bewegung.  Ordnen wir diese Punkte A und A’ einander als
entsprechend zu, so stehen die so bezogenen Systeme ¢ und 6' in
emer quadratischen Verwandtschaft. Die Hauptpunkte resp.
Hauptlinien beider Systeme fallen simmtlich mit cinander zu-
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sammen, und zwar die Hauptpunkte in das momentane Drehungs-
centrum und die Hawuptlinien in die gemeinschaftliche  Tangente
der Polcurven.

Der Ort aller Punkte von e, resp. o, welche gerade Wende-
punkte ihrer Bahnen passiren, ist in jedem Augenblick der Be-
wegung ein Kreis, welcher die gemeinsame Tangente der Pol-
curven im momentanen Drehungscentrum beriihwt. Beide Kreise
haben gleichen Durchmesser und liegen auf verschiedenen Seiten
dieser Tangente.®)

Diese beiden Kreise sollen durch u, resp. w’ bezeichnet
werden,

9. Der Wendepol J, fillt beim Grenziibergang mit J
zusammen; er ist der von O verschiedene Punkt, in welchem
die Polcurvennormale den Wendekreis w schneidet. Der ent-
sprechende Schnittpunkt dieser Normale mit s’ ist der
momentane Wendepol der umgekehrten Bewegung.,  Jede
durch ihn gehende Gerade wird, als Gerade von 6 betrachtet,
im Allgemeinen die Bigenschaft haben, dass ihre Enveloppe
im momentanen Beriihrungspunkt einen Riickkehrpunkt hat,
und das entsprechende gilt von den durch J gehenden Geraden
von ¢ fiir die umgekehrte Bewegung. Wir erhalten demnach
noch folgende Siitze:

Dic Tangenten der Wendepunkte gehen in Jedem Augenblick
durch ecinen und denselben. Punkt, niimlich durch den momentanen
Wendepol.

Es giebt in dem cbenen System o in Jedem Augenblick un-
endlich wviele gerade Linien, welche ihre Lwveloppen gerade in
Riickkehrpunkten beriihren.  Dieselben bilden einen Stralenbiischel,
dessen Mittelpunkt der Wendepol der wumgekehrten Bewegung ist.
Der Ort der Riickkehrpunkte st der Wendekreis des Systems 6".%)

10. Der Punkt A, fiir welchen A, A, 4,, A, derselben
Geraden angehdren, geht fiir unendlich nahe Systeme in einen
Punkt tiber, welcher gerade einen Undulationspunkt seiner
Bahn durchliuft. Er ist der eine der heiden Punkte, in
welchen zwei auf einander folgende Wendekreise sich schneiden.
Der andere Schnittpunkt derselben ist das momentane Drehungs-

centram. Nun ist das momentane Drehungscentrum derjenige
2%
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Punkt des ebenen Systems, welcher gerade einen Riickkehr-
punkt seiner Bahn durchliuft; wir gelangen daher zu folgen-
dem Satz:

Die Enveloppe der Wendekreise besteht aus zwei Teilen von
wesentlich verschiedener geometrischer Bedeutung. Der eine von
ihmen ist die Polcurve des Systems, ihre Punkte haben die Figen-
schaft, Bahnen mit Spitzen zu beschreiben, der andere ist der
Ort derjenigen Punkte des Systems, deren Bahnen einen Undu-
lationspunkt besitzen.™)

Ebenso wird eine Gerade des von den Riickkehrstralen
gebildeten Biischels im Allgemeinen die Eigenschaft haben,
fiir vier unendlich nahe Systemlagen durch denselben Punkt
zu gehen. Denken wir uns nimlich in ¢ diejenige Curve ge-
zeichnet, deren Punkte im Verlauf der Bewegung mit den
‘Wendepolen von ¢’ zusammenfallen, so ist die Tangente der-
selben als eine Gerade von ¢ zu betrachten, von der vier auf
einander folgende Lagen durch einen und denselben Punkt
gehen. ~
Die analogen Siitze gelten fiir die umgekehrte Bewegung.

11. Die quadratische Verwandtschaft der Systeme ¢ und ¢’
ist die Quelle einer grossen Reihe von Siitzen iiber die System-
punkte und die Kriimmungsmittelpunkte der zugehbrigen
Bahnen. Dieselben lassen sich aus den bekannten Beziehungen
quadratisch verwandter ebener Systeme ohme Schwierigkeit
entnehmen. Wir wollen jedoch hier nur den einfachsten Fall
erwithnen und eine Gerade irgend eines der beiden Systeme
betrachten, von der wir voraussetzen, dass sie nicht durch
das momentane Drehungscentrum hindurchgeht. In diesem
Fall ist die zugehorige Curve der Kriimmungsmittelpunkte
ein Kegelschnitt. Behufs Untersuchung seiner Lage zum
Hauptpunkt und zur Hauptlinie der quadratischen Verwandt-
schaft, d. h. zum Drehungspol und zur Polcurventangente,
gehen wir noch einmal auf den Fall willkiirlicher Systemlagen
zuriick. Es hatte sich ergeben, dass alle Kegelschnitte des
einen Systems, welche den Geraden des andern Systems ent-
sprechen, durch die drei Hauptpunkte gehen, und dass zu
ihnen auch der dem Hauptpunktedreieck umschriebene Wende-
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kreis gehort. Lassen wir die Systemlagen belicbig nahe an
einander riicken, so behilt der Wendekreis stets die Kigen-
schaft, dass er mit jedem der Kegelschnitte die drei Haupt-
punkte gemein hat; in der Grenzlage geht daher der Wende-
kreis in den Kriimmungskreis eines jeden Kegelschhittes im
momentanen Drehungscentrum {tiber.

Fs ist leicht zu erkennen, von welcher Art ein solcher
Kegelschnitt ist. Sei z. B. g eine beliebige Gerade von 6, so
ist der zugehirige Kegelschnitt von ¢’ eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel, je nachdem g keinen, einen oder zwei Punkte
mit dem Wendekreis w von ¢ gemein hat. Das entsprechende
gilt fiir die Geraden von ¢’ und die ihnen zugeordneten Kegel-
schnitte von 6, also folgt:

Fiir jede Gerade des einen Systems, welche wicht dwrch das
Drehungscentrum  geht, legen dic Kriimmungsmittelpunkte der
Balmen ilwer Punkie auf einem Kegelschwitt, welcher durch das
Drehungscentrum geht, und in ihm den Wendekreis des andern
Systems zum Kriimmungskreis hat.  Der Kegelschwitt st eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem die Gerade mit dem
Wendekreis thres eigenen Systems keinen, einen oder zwei Punkie
gemein hat.

In jedem der beiden ebenen Systeme osculiren sich somit
die simmtlichen Kegelschnitte im momentanen Drehungs-
centrum. Die Gesammtheit derselben bildet daher fiir jedes
System ein specielles Kegelschnittnetz. Die Kegelschnitte des
in ¢’ liegenden Netzes sind projectivisch zu den siimmtlichen
Geraden von ¢ und ebenso sind die Kegelschnitte des in ¢
liegenden Netzes projectivisch zu den Geraden von 6.

Fiir specielle Lagen der Geraden kann der ihr ent-
sprechende Kegelschnitt zerfallen. Geht nimlich die System-
gerade durch den Hauptpunkt, d. h. durch den Drehungspol,
so zerfillt der Kegelschnitt bekanntlich in die Hauptlinie,
d. h. die Polcurventangente, und eine zweite Gerade. Be-
trachten wir endlich die Polcurventangente selbst als eine
Systemgerade, z B. als Gerade von 6, so entspricht ihr in ¢’
nur der Hauptpunkt, d. h. das Drehungscentrum. Demnach
ist der Kriimmungsmittelpunkt eines jeden Punktes der Pol-
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curventangente der Drehungspol, und zwar gilt dies sowohl
fir die directe, wie fiir die indirecte Bewegung.

12. Der Wendekreis eines jeden Systems erscheint seiner
Entstehugg nach als Ort derjenigen Punkte des Systems,
welche gerade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Wir
werden demselben spiter (§ 6) unter anderem Gesichtspunkt
wieder begegnen. Hier wollen wir nur noch auf eine Kigen-
schaft desselben hinweisen, die sich unmittelbar aus der qua-
dratischen Verwandtschaft ergiebt. Der Wendekreis von &
ist nimlich derjenige Kegelschnitt, welcher der unendlich fernen
Geraden von ¢” entspricht; d. h. der Wendekreis von ¢ kann
als Ort der Kriimmungswmittelpunkte aller unendlich fernen
Punkte von ¢’ fiir die indirecte Bewegung betrachtet werden,
und ebenso konnen wir den Wendekreis von & als Ort der
Krimmungsmittelpunkte aller unendlich fernen Punkte von ¢
definiren.

§ 4. Constructionen und metrische Relationen.

1. Ist die Bewegung eines ebenen Systems in irgend
einer Weise gegeben, so wird fiir jede momentane Systemlage
die Aufgabe zu losen sein, den Drchungspol und die Pol-
curventangente, die Wendekreise, und den Kriimmungsmittel-
punkt der Bahn eines jeden Systempunktes zu construiren.
Wir sind im Stande, die Constructionen, welche in jedem Fall
anzuwenden sind, simmtlich aus den im vorigen Paragraphen
enthaltenen allgemeinen Gesetzen abzuleiten.

Die Bewegung eines ebenen Systems ist bestimmt, so-
bald wir in jedem Augenblick den momentanen Drehungspol
kennen. Der Drehungspol ist Schnittpunkt der Normalen
aller Punktbahnen, er ist daher durch zwei beliehige der-
selben bestimmt. In jedem Augenblick miissen demnach die
Bahnen von irgend zwei Punkten gegeben sein. Das System
wird somit eine ganz bestimmte Bewegung ausfithren, sobald
zwei Punkte desselben gezwungen werden, vorgeschriebene
Bahnen za durchlaufen. Die Wahl dieser beiden Punktbahnen
kann willkiirlich getroffen werden.
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Um in jedem Augenblick ausser dem momentanen Drehungs-
centrum auch die Polecurventangente, sowie die Wendekreise
und die Kriimmungsmittelpunkte aller Punktbahnen zu con-
struiren, bediirfen wir der Kenntniss der quadratischen Ver-
wandtschaft, welche den betrachteten Bewegungsmoment
characterisirt. Da wir eben gesehen haben, dass die Bahnen
von zwei Punkten die Bewegung vollstindig definiren, so lisst
sich erwarten, dass die.quadratische Verwandtschaft bestimmt
sein wird, wenn wir die Kriimmungsmittelpunkte von zwei
Systempunkten kennen. In der That wird sich zeigen, dass,
wenn zwei Paare zugeordneter Punkte 4, A" und B, B’ ge-
geben sind, zu jedem dritten Punkt €' der Kriimmungsmittel-
punkt € construirt werden kann. )

2. Wir haben im vorigen Paragraphen bereits darauf
hingewiesen (§ 3, 11), dass fiir jede Gerade des einen Systems,
welche durch den Hauptpunkt geht, der zugehbrige Kegel-
schnitt des andern Systems in die Hauptlinie und eine zweite
Gerade zerfiillt. Um dies genauer zu untersuchen, wollen wir
zaniichst wieder auf den Fall beliebiger Systemlagen zuriick-
gehen. Auch werden wir, da fiir directe und indirecte Be-
wegung die gleichen Gesetze bestehen, fiir das Folgende im
Allgemeinen nur die directe Bewegung in’s Auge fassen.

Ist 1, irgend eine durch O, gehende Gerade von 6, und
A, ein beliebiger Punkt derselben, so fillt sein Normalstral
@,” mit 1™ zusammen. Die Schnittpunkte (¢,'a,") liegen daher
siimmtlich auf /™ selbst. Nun bilden die Normalstralen a,” aller
Punkte von [ einen zu [,™ perspectivischen Stralenbiischel; der-
selbe schneidet daher {;™ in einer zu {,™ also anch zu /™ per-
spectivischen Punktreihe und jeder Punkt A’ derselben ist
der Schnittpunkt der entsprechenden Stralen @, und a.

Gehen wir zur Grenze iiber, so fillt /™ mit I zusammen,
der Kriimmungsmittelpunkt 4" jedes Punktes 4 von [ liegt
daher auf { selbst, und es folgt, dass die Punkte 4 und 4’
zwei in einander liegende projectivische Punktreihen bilden,
Die Punktreihen haben das momentane Drehungscentrum 0O
entsprechend gemein. Dies folgt sowohl aus den Gesetzen
der quadratischen Verwandtschaft, als auch aus der Erwigung,
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dass O im betrachteten Augenblick einen Riickkehrpunkt durch-
liuft, sein Kriimmungsradius sich also auf Null reducirt.

Fig. 8. Sind ferner (Fig. 8) vV und
W’ die Punkte, in denen [
L die Wendekreise w und w’

schneidet, so ist VO=0W’,
und ¥, resp. W' ist derjenige

K Punkt einer jeden Punktreihe,
welcher dem unendlich fernen

v Punkt der andern Punktreihe

entspricht. Die Punktreihen

A 4\ haben daher die besondere

I Eigenschaft, dass ihre Dop-

pelpunkte im momentanen
Drehungspol zusammenfallen.

Von zwei in einander lie-

genden projectivischen Punkt-

W reihen dieser Art ist bekannt,
dass zu jedem Punkt der
einen der entsprechende der
andern  construirt werden
kann, sobald ausser dem Dop-
pelpunkt noch ein Paar homo-
f loger Punkte gegeben ist.
Hiermit ldsst sich die oben

ausgesprochene Behauptung erhirten, dass die quadratische
Verwandtschaft der Systeme ¢ und ¢ durch zwei Paare
zugeordneter Punkte 4, 4" und B, B’ vollkommen bestimmt
ist. Nennen wir noch jede durch O gehende Gerade ! einen
Normalstral, weil sie nimlich Normale fiir die Bahnen aller
ihrer Punkte ist, uud sind /, und 7, die beiden Normalstralen,
welche die Punktepaare 4, 4’ resp. B, B’ enthalten, so folgt,
dass wir auf 7, und 7, die Wendepunkte V, und ¥V, construiren
konnen. Damit ist der Wendekreis bestimmt, als der dem
Dreieck OV,V, umschriebene Kreis. Ist num lo irgend ein
dritter Normalstral, so ist auch auf ihm ein Paar zugehbriger
Punkte, niimlich ¥, und der unendlich ferne Punkt, bekannt;

2V

*




H -

— 95

also lisst sich zu jedem Punkt C dieses Strales der Kriim-
mungsmittelpunkt ¢" construiren; d. h.

Die quadratische Verwandtschaft der Systeme ¢ und o ist
durch zwei Paare entsprechender Punkte vollstindig bestimmd.

Es entsteht demnach die Aufgabe, aus zwei Paaren ent-
sprechender Punkte 4, 4" und B, B’ die Poleurventangente,
die Wendekreise und den Kriimmungsmittelpunkt jedes System-
punktes zu zeichnen. Die folgenden Betrachtungen werden
uns die Mittel an die Hand geben, mit denen die genannten
Constructionen sich ausfithren lassen.

3. Sei 4 und A" (Fig. 8) ein Paar zugeordneter Punkte
von ¢ und ¢, und ! der sie verbindende Normalstral. Wir
bezeichnen die Entfernungen der Punkte 4 und 4’ von 0
durch 7, resp. »’ und setzen fest, dass » und #* dann als po-
sitiv zu betrachten sind, wenn der Punkt A4 resp. 4" auf der-
selben Seite der Polcurventangente liegt, wie der Wendekreis
seines Systems; d. h. 4 auf derselben Seite wie w, und 4’
auf derselben Seite wie w”. Auf jedem Normalstral sind dem-
nach die positiven Richtungen von r und »” entgegengesetst
zu einander.

Da A und A’ projectivische Punktreihen bilden, so ist

AV- AW = 0V? =0 W2,
setzen wir noch OV = 0 W’ =1, so folgt
(r—0) (v — by =13,

also
1 1 1

1) ?—*—';:h'

?

Diese Gleichung besteht fiir jeden Normalstral. Aus
ihr lisst sich eine allgemeinere Relation ableiten. Bezeichnen
wir nimlich den Winkel, welchen der Nomalstral { mit der
Normale der Polcurven bildet, durch &, und den Durchmesser
des Wendekreises durch A, so folgt
2) (: -+ )1) €os & = %0;
der auf der linken Seite dieser Gleichung stchende Ausdruck ist
demmnach fir alle Normaolstralen constant,
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Wir nennen den Kriimmungsradius 4 4" noch ¢ und setzen

AV =s, so ergiebt sich aus Gl 1)
1 1 1
i

e—1 r—s§

und hieraus
3) rP=yg.5,

Wihlen wir daher den Punkt ¢ der Geraden [ so, dass

04 = AQ ist, so lehrt die vorstehende Gleichung, dass
QA = AQ* = AV- A4’

d. h. @, V, 0 und 4" sind vier harmonische Punkte, und

zwar sind einerseits @ und O, andrerseits ¥ und A’ einander

zugeordnet.

Ist » die gemeinsame Normale der Polcurven, und er-
richten wir jetzt in @, 4, V, A’ Lote auf [, so treffen
dieselben die Normale in vier harmonischen Punkten M, N,
J, N'; und zwar ist J der Wendepol und N der Halbirungs-
punkt der Strecke OM. Demnach ist N, N’ ein Paar ent-
sprechender Punkte des Normalstrales, und N’ der Kriim-
mungsmittelpunkt der Bahn von N. Folglich ergiebt sich:

Ist N und N’ cin Paar entsprechender Punkte der Pol-
curvermormale und projiciren wir N und N° auf irgend einen
Normalstral 1, so sind die Projectionen A und A’ ebenfalls ent-
sprechende Punlkte.

Denken wir uns nun durch O alle Normalstralen I ge-
zogen, und projiciren auf jeden derselben das Punktepaar N, N’,
so liegen alle so erhaltenen Punkte 4 auf dem Kreis, welcher
ON zum Durchmesser hat, und die zugehorigen Punkte A” auf
demjenigen, welcher ON’ zum Durchmesser hat; d. h.

Jedem Kreis von 6, welcher die Poleurve & im Drehungs-
centrum O beriihrt, entspricht in 6" ein Kreis, welcher die Pol-
curve & seines Systems gleichfalls in O beriihrt.

Hiermit haben wir ein anschauliches Bild von der spe-
ciellen Natur der quadratischen Verwandtschaft gewonnen,
welche zwischen den Systemen ¢ und 6’ statt hat,

4. Seien jetzt [, und {, irgend zwei Normalstralen von
6. Wir bezeichnen die Paare entsprechender Punkte auf I,
durch
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4,4, , B,B,, G/, ..
und diejenigen auf I, durch
4,4/, B, B/, C,C; ... ,

Projiciren wir nun die in einander liegenden projectivischen
Punktrethen der Geraden I, von 4, und 4, aus durch die
Stralenbiischel

4, |4, B, C,... wmd 4, |4/, B/, C;...,

so haben dieselben den Stral 4,4,’, da er den Doppelpunkt
O mit A4, und 4, verbindet, entsprechend gemein. Sie liegen
daher perspectivisch, d. h. die Schnittpunkte entsprechender
Stralen liegen siimmtlich auf einer durch O gehenden Geraden.

Um diese Gerade zu erhalten, bestimmen wir (Fig. 9) den
Schnittpunkt S, irgend zweier entsprechenden Stralen

[4,Cy und |4, G|

und verbinden ihn Fig. 9.
mit 0. Wiihlen wir
nun irgend zwei an-
dere entsprechende
Punkte B, und B,
des Strales [, zu
Scheiteln der beiden
Stralenbiischel, so
liegen die Schnitt-
punkte entsprechen-
der Stralen ebenfalls
auf einer Geraden;
ist S, der Schnitt-
punkt der homologen
Stralen ,
|B,C,) wd B/ (",
so kaim die Gerade
als Verbindungslinie von S, mit O construirt werden.

Wir erhalten somit zu jedem Punktepaar des Strales i,
eine derartige Gerade. Alle diese Geraden fallen aber mit
elnauder zusammen. Um dies nachzuweisen, haben wir nur zu
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zeigen, dass die Punkte S,, S,,... simmtlich in einer durch
O gehenden Geraden liegen. In der That, projiciren wir von
C, aus die Punktreihe 4,, B,,... durch den Stralenbiischel

C‘l IAIU BP’ CI’? . 1

und von €, aus die zu ihr projectivische Punktreihe 4,, B,. ...
durch den Biischel )
G 4, By, G5 |,

so haben beide Biischel den Stral C,C," entsprechend gemein;
sie liegen daher perspectivisch und die Schnittpunkte ent-
sprechender Stralen liegen simmtlich auf einer durch O gehen-
den Geraden. Diese Schnittpunkte sind aber die Punkte S,,
8, . . .; also kinnen wir schliesslich folgenden Satz aussprechen:

Sind 1, und 1, irgend zwei Normalstralen, und A,, A4,
4,, A irgend zwer Paare entsprechender Punkte auf denselben,
so schneiden sich die Verbindungslinien 4,4, wnd A, A, auf
eincr und derselben festen Geraden.

Wir bezeichnen diese Gerade, da sie nur von [, und /,
abhiingt, durch w,,. Denken wir uns, dass die auf [,, resp. I,
in einander liegenden projectivischen Punktreihen die collineare
Beziehung zweier zusammenfallenden ebenen Felder vermitteln,
so liegen dieselben in Collineation und zwar ist O das Centrum
und u,, die Axe der Collineation. Wir wollen deshalb ,,
die zu 1, und l, gehorige Collineationsazxe nennen.®)

Um die Lage derselben zu bestimmen, beniitzen wir die
Wendepunkte V), und ¥V, der beiden Normalstralen. Die ihnen
entsprechenden Punkte liegen unendlich fern; also trifft

Vs
die unendlich ferne Gerade in einem Punkt von w,,; d. L. w,,

ist die durch O parallel zu
VoV,

gezogene Gerade. Ziehen wir noch die Poleurventangente ¢

K () = K (Lup),
weil nach elementarven Siitzen beide Winkel gleich 97 (V, V,0)
sind. Also folgt:

so isb
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Sind 1, und 1, irgend zwei Normalstralen, so ist der Winkel,
welchen die Polcurventangentc mit dem einen Normalstral bildet,
gleich demjenigen Winkel, welchen der andere Normalstral wit
der Collineationsaxe bildet.

Halten wir jetzt , fest und lassen 7, sich um O drehen,
so dreht sich auch die Collineationsaxe u,, um O; d. h. I,
und ,, beschreiben zwei Stralenbiischel. Nun ist stets

X (th) = 5 (upy)
d. h. je zwei Stralen I, und w,, bilden denselben Winkel mit
einander. Ordnen wir diese Stralen einander als entsprechende
zu, so folgt noch:

Ist 1, ivgend ein fester Normalstral, so sind der Biischel
aller Normalstralen und der zugehivige Collineationsaxenbiischel
zwei gleiche concentrische Stralenbiischel. Je zwei entsprechende
Stralen desselben bilden denselben Winkel mit einander wie 1,
und die Tangente der Polcurven.

Zu jedem Normalstral gehort demnach ein bestimmter
Collineationsaxenbiischel.

Was die von 1, I, u,, und ¢ gebildeten Winkel betrifit,
so moge noch folgende Bemerkung Platz finden. Die Normal-
stralen [, und [, tei- Frig. 10.
len die Ebene in zwei
verschiedene  Win-
kelriume; wie sich
aus der Herleitung
der obigen Sitze er-
giebt, liegen aber u,,
und £ stets in demsel-
ben Winkelraum. Ist
daher die eine dieser
beiden Geraden ge-
geben, so ist die Lage
der andern vollstiin-

%y

]
/

dig bestimmt.

5. An der Hand der vorstehenden Resultate lassen sich
die oben erwithnten Constructionen nunmehr leicht ausfiih-
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ren. Sei die quadratische Verwandtschaft durch zwei Paare zu-
geordneter Punkte 4, 4" und B, B’ bestimmt, und nennen
wir die zugehbrigen Normalstralen wieder I, und I,, so er-
halten wir die Polcurventangente wie folgt: Wir ziehen (Fig.
10) AB und A’ B’, und verbinden den Schnittpunkt S beider
Geraden mit O, so ist OS die Collineationsaxe .. Jetzt con-
struiren wir eine Gerade ¢ so, dass < (¢4,) = T (luttw) ist
und dass ¢ und %, in einem und demselben der beiden Winkel-
rdume liegen, welche I, und [, bestimmen, so ist ¢ die Pol-
curventangente.

Diese Construction ist zuerst von Bobillier gegeben und
nach ihm die Bobillier’sche Construction genannt worden.®)

Um die auf /, und I, liegenden Wendepunkte ¥V, und
¥V, zu construiren, verfahren wir folgendermassen. Durch A4’
ziehen wir eine Parallele zu [, und verbinden den Punkt, in
welchem sie die Collineationsaxe trifft, mit A. Diese Gerade
schneidet |, im Punkte V,. Ziehen wir nun noch durch V,
eine Parallele zu u,, so trifit dieselbe I, in V,. Damit ist
auch der Wendekreis w von ¢ selbst bestimmt.

Sind also zwei Paare entsprechender Punkte 4, 4" und
B, B’ gegeben, so lassen sich auf den zugehorigen Normal-
stralen die Wendepunkte linear construiren.

Es werde nun verlangt, zu irgend einem Punkt C von ¢
den zugehorigen Krimmungsmittelpunkt ¢’ zu construiren.
Sei I, der Normalstral, anf dem C liegt, so schneiden sich die
Geraden AC und A’C’ auf der Collineationsaxe u,. Diese
ist aber, wie aus dem letztbewiesenen Satz folgt, durch den
Stral I, bestimmt. Demnach folgt: Wir construiren die Col-
lineationsaxe wu,, und zwar so, dass u, mit [, denselben
Winkel bildet, wie u, mit [,, ziehen AC und verbinden den
Punkt, in welchem u,, von AC getroffen wird, mit 4"; diese
Gerade schneidet [, in C'.

Ist die Polcurventangente und ein Paar entsprechender
Punkte A, A’ gegeben, so lisst sich der Durchmesser des
Wendekreises ohne Weiteres bestimmen. Zeichnen wir niimlich
die Poleurvennormale, so hat der zu ilir gehirige Collineations-
axenbiischel die Eigenschaft, dass jeder Normalstral auf seiner
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Collineationsaxe senkrecht steht. Also folgt: Wir ziehen
(Fig. 11) durch A" eine Parallele zur Polcurvennormale, er-
richten in O auf dem Normalstral [, ein Lot, und nenmnen
den Schnittpunkt beider Geraden E, so trifft FA die Pol-
curvennormale im Wendepol J.

Umgekehrt lisst sich auf diese Weise, wenn der Wende-
pol gegeben ist, zu jedem Punkt A des ebenen Systems ¢ der
zugehorige Kriimmungsmittelpunkt finden.

\

AN

Fig. 11. Fig. 12.

Endlich mbge noch folgende Construction angefiibrt wer-
den, welche gestattet, auf jedem Normalstral den Wendepunkt
linear zu construiren, wenn ein Paar entsprechender Punkte
auf demselben gegeben ist. Wir ziehen ni#mlich (Fig. 12)
durch A eine beliebige Gerade g und verbinden irgend einen
Punkt P derselben mit O und A’; alsdann ziehen wir durch
O eine Parallele zu A'P, und durch ihren Schnittpunkt R
mit g eine Parallele zu PO; dieselbe trifft den Normalstral ]
im Wendepunkt V. Es ist ndmlich
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PA:RA = A"A:04 und
PA:RA=04:VA4;
also folgt:
AA-AV = A0?,
und dies ist genau die in No. 3 abgeleitete Relation. Analog
kann, wenn A4 und V gegeben sind, der Kriimmungsmittelpunkt
A’ construirt werden.)

6. Einige Beispiele mogen zur Illustration der gewonnenen
Resultate dienen. Dabei benutzen wir folgende Sitze: Be-
wegt sich ein Punkt von ¢ auf einer Geraden, so liegt er anf
dem Wendekreis w von 6. Geht eine Gerade von ¢ bestiindig
durch einen festen Punkt, so durchliiuft derselbe bei der um-
umgekehrten Bewegung eine Gerade und liegt daher auf dem
Wendekreis %" von ¢’
~ a. Das ebene System ¢ bewege sich so, dass zwei Punkte
4 und B desselben auf zwei festen Geraden o’ und b’ von
6" laufen. Bekanntlich beschreibt jeder Punkt des Systems
alsdann eine Ellipse.

Drehungscentrum und Wendekreis lassen sich unmittelbar

Fig. 13. construiren. Die in 4 wnd B

7 @ auf @’ resp. b’ errichteten Lote
(Fig. 13) schneiden sich im

/‘4 < Drehungscentrum 0. Der Wende-

b3y % kreis ist bestimmt, da er durch

A4, B und O geht. Ist S’ der

4" Schnittpunkt von @’ und b’ so

folgt noch, dass ABOS’ ein

Kreisviereck ist, und da der von

a’ und b" gebildete Winkel con-

5 (2 ¥’ stant ist, so liisst sich schliessen,

dass in diesem Fall der Wende-

kreis ein unveriinderlicher Kreis des ehenen Systems ¢ ist.

Alle Punkte des Wendekreises laufen daher, gleichwie 4 und
B, auf geraden Linien.

Da die Wendetangenten simmtlich durch den Wendepol

gehen (§ 3, 9) und «” und b" Tangenten der Punkte A und

B sind, so ist §° der Wendepol; und daraus folgt wieder,
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dass auch jeder andere Punkt C des Wendekreises sich auf
einer durch 8’ gehenden Geraden ¢’ bewegt. Wir konnen
daher die Bewegung von ¢ dadurch definiren, dass wir 4 und
B durch irgend zwei andere Punkte des Wendekreises er-
setzen, z. B. durch die Endpunkte eines Durchmessers. Sind
F' und G diese Punkte, so stehen 7 und g’ senkrecht auf ein-
ander; die Bewegung des Systems ¢ kann daher im Speciellen
auch so bestimmt werden, dass zwei Punkte F und G des-
selben auf zwei zu einander senkrechten Geraden [ resp. g’
laufen.

Ist M der Halbirungspunkt von F'G, so ist

MF = MG = MS'.
Der Punkt M hat daher stets denselben Abstand von S’
d. h. fir ihn wird die Ellipse ein Kreis, der S’ zum
Centrum hat.

b. Die Bewegung sei dadurch bestimmt, dass eine Gerade
g von ¢ stets durch einen festen Punkt P’ geht, wihrend ein
Punkt 4 von g eine Gerade @’ von 6" durchliuft. Jeder Punkt
der Geraden beschreibt bekanntlich eine Conchoide.

Das in A auf & errichtete Lot und das in P’ auf g er-
richtete Lot schneiden sich im momentanen Drehungspol.
Vom Wendekreis kennen wir bereits zwei Punkte, nimlich O
und 4. Ferner liegt P’ auf dem Wendekreis von ¢”. Zeichnen
wir also den Punkt B auf OP" so, dass P'O=0B ist, so ist
D ein dritter Punkt des Wendekreises von .

c. Die Bewegung von ¢ sei dahin definirt, dass ein Punkt
4 auf einem Kreise K’ nnd ein Punkt B auf einem Durch-
messer b” dieses Kreises liuft. (Kurbelbewegung.)

Der durch 4 gehende Kreisradius und das in B auf b’
errichtete Lot schneiden sich im Drehungscentrum O. Der
Wendekreis geht durch O und B. Der Kriimmungsmittel-
punkt A" von A ist der Mittelpunkt des Kreises K'; also
lisst sich nach den vorstehenden Constructionen der auf 44’
liegende Punkt des Wendekreises zeichnen.

d. Die Bewegung eines ebenen Systems finde in der
Weise statt, dass ein Punkt A4 desselben auf einem festen
Kreis K’ lauft withrend eine durch 4 gezogene Gerade 9

Schoenflies, Geometrie der Bewegung.
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stets durch einen festen Punkt P’ von K’ geht. Alsdann be-
schreibt jeder Punkt der Geraden eine Pascalsche Schneckenlinie.

Der durch 4 gehende Kreisradius und das in P’ auf g
errichtete Lot schneiden sich im Drehungspol O. Der Wende-
kreis geht durch O und denjenigen Punkt ¥ von OF, fiir den
OV = OPF’ ist. Nennen wir den Mittelpunkt des Kreises K’
A’, so ist durch 4 und A’ ein dritter Punkt des Wendekreises
bestimmt.

e. Das eben erdrterte Beispiel lisst sich noch von einem
anderen Gesichtspunkte aus betrachten. Wir haben gesehen,
dass bei der unter a besprochenen Bewegung der Punkt
M einen Kreis mit dem Mittelpunkt S” beschreibt. Diese Be-
wegung kann daher auch so definirt werden, dass ein Punkt
M von 6 einen Kreis beschreibt, wihrend ein zweiter Punkt
A auf einer Geraden o’ liuft.” Bei der umgekehrten Bewe-
gung geht demnach die Gerade o' stets durch einen festen
Punkt 4 von 6, und da M einen Kreis mit dem Centrum S’
durchlduft, so bewegt sich S” auf einem Kreis mit dem Mittel-
punkt M, welcher durch den Punkt A geht. Die Umkehrung
der Bewegung a ist also identisch mit der Bewegung d; alle
fir die erstere ausgefithrten Constructionen gelten daher auch
fir die letztere. Im Besonderen folgt, dass nicht allein a’,
sondern vielmehr jede Gerade des Stralenbiischels, dessen
Mittelpunkt S ist, durch je einen festen Punkt geht, und dass
der Wendekreis des Systems stets dieselbe Grisse behilt. Der
Undulationspunkt (§ 3, 10) fillt daher in jedem Augenblick in
den Wendepol.

Wir sehen daraus, welchen Nutzen die Umkehrung der
Bewegung auch in speciellen Fillen zu gewiihren vermag.

§ 5. Die Punkte stationéirer Kriimmung.

1. Wir haben uns bisher im Wesentlichen mit denjenigen
Eigenschaften der Punktbahnen beschiiftict, welche sich aus
der Betrachtung von zwei unendlich nahen Bahnelementen er-
geben. In diesem Paragraph sollen die Untersuchungen noch
einen Schritt weiter gefiihrt und auf drei auf einander folgende
Bahnelemente ausgedehnt werden.
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Wir getzen dazu zunichst vier beliebige Lagen o,, o,
Gy, 0y des ebenen Systems & voraus. Die drei auf einander
folgenden Normalstralen eines Punktes A4 seien ey, a%, a5’
Dieselben werden im Allgemeinen ein Dreieck bilden; wir
konnen aber die Frage aufwerfen, ob es Punkte 4 von o
giebt, deren Normalstralen o, a,”, a,” sich in einem und dem-
selben Punkt treffen, die also die Eigenschaft haben, dass die
vier Lagen A, 4,, A,, A, je einem und demselben Kreise
angehiren.

Solche Punkte existiren in der That. Ist nimlich g eine
beliebige Gerade von ¢, so bilden die Schnittpunkte der ihr
zugehdrigen Normalstralen a,” und a,* einen Kegelschnitt, der
durch Oy, Oy", O, geht (§ 3, 1). Ebenso bilden die Schnitt-
punkte der Normalstralen @,” und a,” einen Kegelschnitt, wel-
cher durch die Drehungscentra 0,,’, O, 0,," hindurchgeht.
Diese Kegelschnitte enthalten beide den Punkt 0,;; sie schnei-
den sich daher im Allgemeinen noch in drei von 0 ver-
schiedenen Punkten, und jeder derselben ist dadurch ausge-
zeichnet, dass er der Treffpunkt von drei entsprechenden Nor-
malstralen a,%, a,*, a,* ist. Es giebt daher auf g drei Punkte
A von der betrachteten Art und die Gesammtheit dieser Punkte
A4 von ¢ bildet eine Curve dritter Ordnung. Dieselbe soll
durch %,,° oder kurz durch ky® bezeichnet werden.

Die Punkte dieser Curve lassen sich auch folgender-
massen definiren. Die drei Systeme @,, 6,, 6, bestimmen eine
quadratische Verwandtschaft zwischen den Punkten von ¢ und
| denen von 6’; ebenso wird auch durch die Systemlagen o,
6y, 0; eine solche quadratische Verwandtschaft zwischeu o
| und ¢" definirt. Jedem Punkte 4 von ¢ werden im Allge-
meinen zwei verschiedene Punkte von ¢’ entsprechen. Die
Punkte A der Curve k,® haben aber die Kigenschaft, dass
ihnen fiir beide quadratischen Beziehungen derselbe Punkt
von ¢° zugeordnet ist, und die Punkte 4’ sind diejenigen
Punkte von ¢’, welche die beiden in einander liegenden Systeme
6’, deren jedes mit ¢ quadratisch verwandt ist, entsprechend
gemein haben.

2. Eine derartige Curve %,,* besteht auch in dem ebenen
3*
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System ¢’ fiir die umgekehrte Bewegung, und zwar stehen
beide Curven in einer reciproken Beziehung zu einander. Tst
nimlich 4 ein Punkt von kg® und A’ wiederum der Mittel-
punkt des Kreises, welcher durch 4, 4,, A4,, A; geht, so ist
A’ ein Punkt von %,¥. Denn gleichgiltig, ob wir ¢ oder &’
als beweglich betrachten, so haben die beiden Punkte 4 und
A’ fiir die vier betrachteten Lagen von ¢ und ¢’ den nim-
lichen Abstand von einander; d. h. 4, 4,, 4, A, liegen
auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt A ist. Also ist in der
That jeder Punkt 4" von k® der Mittelpunkt des zum Punkt
4 von ky® gehorigen Kreises, und umgekehrt ist jeder Punkt
4 von ky® Mittelpunkt des Kreises, welcher zu A’ gehirt.
Die Curve k,* ist daher Ort der Mittelpunkie der Kreise fiir
die Punkte von ky®, und ky?* ist Ort der Kreismittelpunkte
fir die Punkte von %i* bei der umgekehrten Bewegung.

Jedes Punktepaar 4, A’ reprisentirt zwel entsprechende
Punkte der Systeme ¢ und ¢”; also sind %,® und ky,®" ent-
sprechende Curven. Daher geht k,* durch Oy, Oy, O, und
ky®" dureh Oy, Oy, Oy's in der That gehoren fiir jeden dieser
Punkte die vier befrachteten Lagen demselben Kreise an, da
zwel derselben mit einander zusammenfallen, Nun ist aber
ersichtlich, dass sich ky* in Bezug auf die vier Systemlagen
G,, 0,, 0y, G; gleichartig verhdlt; in jedem Punkt A4’ derselben
schneiden sich ndmlich ausser ¢,%, @,*, @,” noch je drei andere
Normalstralen, welche wir erhalten, wenn wir die Mittellote
der Sehmen Ay A4,, 4,45, A;A; construiren. Demnach folgt,
dass kg durch die sechs Drehungscentra

Ont's Oty Ogs’y O3y Oyy'y Ony'
hindurchgeht, welche zu je zwei Systemlagen bei der umge-

kehrten Bewegung gehbren, ebenso enthilt die Curve £,® von
¢ die sechs Drehungscentra

-001) 002) 0037 0127 0137 023

der directen Bewegung.

3. Beide Curven enthalten auch die unendlich fernen
imaginiren Kreispunkte. Um dies zu beweisen, verfahren
wir folgendermassen. Wir sahen, dass wenn g eine beliebige
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Gerade von ¢ ist, ihr fiir jede der beiden oben erwihnten
quadratischen Verwandtschaften ein bestimmter Kegelschnitt zu-
geordnet ist, und dass die von O,y verschiedenen Schnittpunkte
beider Kegelschnitte stets Punkte von k,* sind. Betrachten
wir im Speciellen die unendlich ferne Gerade von @, so ist
ibr fir die Lagen 6,, 6;, 0, in 6" der Wendekreis w,, zu-
geordnet, und fiir die Lagen d,, 6,, 6, der Wendekreis 1;,;7
beide Kreise schneiden sich ausser in O, noch in einem im
Endlichen gelegenen Punkt und in den beiden unendlich fernen
imaginiren Kreispunkten, welche allen Kreisen einer Ebene
gemeinsam sind. Diese Punkte liegen daher auf k", und das
gleiche gilt von k%; Folglich ergiebt sich:

Sind 6,, 6,, 65, 6, vier belicbige Lagen des ebenen Systems
6, so giebt es unendlich viele Punkte A desselben, fiir welche die
vier Lagen A,, A,, Ay, Ay je einem und demsclben Kreise an-
gehiven. Dieselben bilden eine Curve dritter Ordnung, ks®, welche
durch die sechs Drehumgspole Oy, O, Oy, Oy, Oy, Oy und
dic Veiden unendlich fernen imaginiiren Kreispunkte hindurchgeht.
Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden eime in 6" gelegene Curve
dritter Ordnung k", welche durch die sechs Drehungspole der
umgekehrten Bewegung und gleichfalls durch die beiden unend-
lich fernen imaginiren Kreispunkte hindurchgeht. Bei der
Umkehrung der Bewegung vertauschen beide Curven thre Be-
deutung )

Sei W’ der von O, verschiedene reelle Schnittpunkt der
Wendekreise wy,,” und w,,;, so liegt, wie eben bewiesen, W’
auf ky,*'. Thm entspricht auf der Curve ky,® ein unendlich ferner
Punkt W,,, und dies ist der einzige unendlich ferne Punkt,
von y® Ebenso schneiden sich die Wendekreise 10y, und wyy;
in einem Punkt V von k®, dem auf %, ein unendlich ferner
Punkt V" entspricht. Die drei Normalstralen von ¥V schneiden
sich also in V5 d h. ¥V, ¥y, V,, V, liegen auf einer
Geraden und ebenso liegen W, W/, W), W, auf einer
Geraden. Wir finden daher fiir die Punkte ¥ und W die-
jenigen Eigenschaften wieder, welche wir von anderen Gesichts-
punkten aus bereits friiher (§ 3, 7) bewiesen haben.

Von den unendlich fernen imaginiiren Kreispunkten, welche
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beiden Curven k3 und k,,* gemeinsam sind, miissen wir schliessen,
dass sie als Punkte der quadratisch verwandten ebenen Systeme
6 und 6" betrachtet, sich selbst zugeordnet sind, dass also
jeder derselben mit dem Mittelpunkt des ‘ihm zugehorigen
Krimmungskreises zusammenfillt. Wir haben daher diese
beiden Punkte fiir jede beliebige Verschiebung eines ebenen
Systems in seiner Ebene als feste Punkte zu betrachten.

Sind daher 6; und ¢, zwei ganz beliebige Lagen des
ebenen Systems ¢, so bilden die unendlich fernen imaginiren
Kreispunkte mit dem Drehungscentrum 0, diejenigen drei
Punkte, welche zwei in einander liegende collineare ebene
Systeme stets entsprechend gemein haben. Als die Doppel-
geraden beider Systeme haben wir daher ausser der unendlich
fernen Geraden die beiden Linien zu betrachten, welche vom
Drehungscentrum nach den unendlich fernen Imaginiiren Kreis-
punkten hinlaufen.

4. Nachdem wir die Existenz der Curve ky® gezeigt
haben, liegt es nahe mit ihr die analog definirte Curve
dritter Ordnung F,,* zu verbinden, welche zun den Systemlagen
0y, 0Oy, 03, 6, gehdort. Beide Curven haben die unendlich
fernen imaginiren Kreispunkte und ausserdem die Drehungs-
centra Oy, Oy, O, gemein, und schueiden sich daher im
Allgemeinen noch in vier anderen Punkten. Jeder dieser
Punkte 4 hat die Eigenschaft, dass fir ihn die fiinf Lagen
4y, 4, 4,, 4;, A, je einem und demselben Kreise angehren,
Fir die Punkte O,,, O,,, 0,, ist dies jedoch im Allgemeinen
nicht der Fall; wir gelangen daher zu folgendem Resultat:

Sind 6,, 6,, 6,, 6y, 6, finf beliebige Lagen des chenen
Systems 6, so giebt es in demselben im Allgemeinen vier Punkic
A won der Eigenschaft, dass fiir jeden derselben Ay, 4,, A,,
Ay, Ay auf je einem und demselben Kreise licgen. Die Mittel-
punkte dicser Kreise sind die entsprechenden Punkite von & fiir
die indirecte Bewegung, und umgekehrt.'%)

5. Lassen wir die willkiirlich gewihlten Systemlagen ¢,
0y, Oy ... beliebig nahe aneinander riicken, so ergeben sich
wiederum Siitze, welehe in jedem Moment von einem in irgend
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welcher Bewegung begriffenen System ausgesagt werden
konnen. Wir erhalten néimlich: '

Bewegt sich ein ebenes System o in seiner Ebene, so giebt
es in jedem Augenblick eine Curve K dritter Ordnung, deren
Punlite gerade Bahmen mit stationirem Kriimmungskreis be-
schreiben.  Die Mittelpunkte dieser Kreise bilden eime wn der
festen Ebene 6’ gelegene Curve k%', die cbenfalls von der dritten
Ordnung ist. Jede derselben beriikrt die Polcurve ihrer Libene im
momentanen Drehungscentrum dreipunktig. Bei der Umkehrung
der Bewegung vertauschen die beiden Curven ihre Bedewtung.

Bewegt sich cin ebenes System & in seiner Ebene, so giebt
es in jedem Augenblick im Allgemeinen vier Punkte desselben,
deren Bahnen gerade fiinfpunktig beriihrende Kriimmungskreise
besitzen. Die Mittelpunkte dieser Kreise sind die analogen Punkte
der festen FEbene o fiir die indirecte Bewegung und wmgelchri.

6. Um die vorstehenden Sitze auf ein Beispiel anzu-
wenden, betrachten wir die im vorigen Paragraphen unter 6 a
besprochene Bewegung. Wir hatten bereits bewiesen, dass
der Wendekreis ein fester Kreis des Systems ist. Jeder Punkt
V desselben beschreibt eine Gerade und gehort daher in jedem
Augenblick der Curve %* an. Die Curve muss daher in den
Wendekreis und eine Gerade o zerfallen. Nun lduft der
Mittelpunkt M des Wendekreises, wie oben bewiesen, auf
einem Kreise; er ist daher ein Punkt von %¥, und da er nicht
auf dem Wendekreise liegt, so geht u durch M. Es folgt
demnach, dass n jedem Augenblick diejenigen Punkte von e,
welche gerade Scheitel ihrer Ellipsen passiren, auf ciner durch
M gehenden Geraden w liegen. Die Gerade w ist somit stets
Durchmesser des Wendekreises. DBetrachten wir denjenigen
Durchmesser, welcher auf der Polecurventangente senkrecht
steht, so folgt leicht, dass die Endpunkte dieses Durchmessers
als zwei Punkte anzusehen sind, welche gerade Scheitel ihrer
Ellipsen durchlaufen; d. h. w ist die gemeinsame Normale der

Poleurven.
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§ 6. Die Kriimmung der von den Systemcurven umbhiillten
Enveloppen.

1. Die Kriimmungsverhiltnisse der Enveloppen lassen
sich auf die Kriimmungsverhiiltnisse der von den Systempunkten
beschriebenen Bahnen zuriickfiihren.

Wir betrachten, um dies zu erweisen, die drei Lagen K,,
K,, K, eines beliehigen Kreises K von ¢ (Fig. 14). Die Lagen
seines Mittelpunktes seien 4,, A4,, 4,. Ferner denken wir

Fig. 14.

i,

RN

s
s

uns wieder die Kreise K, K" und ihre Mittelpunkte A,
resp. A, gezeichnet. Wir verbinden das Drehungscentruom
0, mit 4,, 4, und 4,, und erhalten so die entsprechenden
Geraden p,, p,™, p,; sie schneiden die Kreise K,, K,» K, in
den entsprechenden Punkten B,, B, B,, und zwar wollen
wir, um die Begriffe zu fixiren, annehmen, dass By zwischen
Oy und 4y, also auch B, und B, zwischen Oy und 4,
resp. A, liegen. Endlich sind auch die Tangenten der drei
Kreise in B,, By, B, drei entsprechende Geraden by, be™, b,
unserer ebenen Systeme 6, 6,”, o,.
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Die analogen Constructionen machen wir fiir die Kreise
K., K™ K, Die Verbindungslinien ihrer Mittelpunkte 4,,
4,m, A, mit dem Drehungscentrum O, seien resp. g,, ¢;™, 9.
Die Schnittpunkte der Kreise mit ¢,, ¢,™ ¢;, und zwar wieder
diejenigen, weleche zwischen den Mittelpunkten und dem
Drehungscentrum O,, liegen, seien (), C™, C;, und die
Tangenten in ihnen ¢, ¢,™, ¢.

Wir denken uns nun eine Systemcurve k& von o, welche
den Kreis K in den beiden Punkten B und C berithren mbge;
im iibrigen darf dieselbe ganz willkiirlich angenommen werden.
Lassen - wir alsdann die Drehung um O,  unendlich klein
werden, so wird (§ 1, 7) b, in die gemeinsame Tangente
der Curve & und ihrer Enveloppe tibergehen, B™ wird zum
momentanen Bertthrungspunkt und p,™ zur Normale der En-
veloppe in diesem Punkt. Das entsprechende ergiebt sich fiir
e, Oy und ¢, wenn wir die Drehung um O, unendlich
klein werden lassen. Dies gilt fiir alle Curven & von g,
welche der Bedingung geniigen, den Kreis X in B und C zu
beriihren, und fiir jede beliebige Lage der Punkte Oy, wund
0,, zu einander.

Wir werden nun noch die weitere Annahme machen, dass
v irgend eine beliebige continuirliche Bewegung ausfiihrt, dass
also 0y und O,," zwei unendlich nahe Punkte der zugehorigen
Poleurve von ¢ sind. Alsdann riicken auch B und € unend-
lich nahe aneinander, und da % stets eine Curve bleiben soll,
welche den Kreis K in B und C berlihrt, so geht K in den
Kriimmungskreis der Curve & iiber, und es folgt daher, dass
fiir jede Systemcurve, welche den Kreis K zum Kriimmungs-
kreis hat, derjenige Punkt, in welchen der Schnittpunkt von
po” und ¢, in der Grenzlage iibergeht, der Kriimmungs-
- mittelpunkt der zugehdrigen Enveloppe ist. Nun ist aber,
und zwar fiir beliebige Systemlagen, p gleichzeitig der Normal-
stral @," und ¢, identisch mit dem Normalstral a*, also wird
beim Grenziibergang der Schnittpunkt von p,™ und ¢, zum
Kriimmungsmittelpunkt der von A beschriebenen Bahn, Dem-
nach erhalten wir folgenden allgemeinen Satz:
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Der Kriimmungsmittelpunkt der von einer Systemcurve um-
Wiillten Enveloppe fallt in jedem Augenblick mit dem Kriimmungs-
mittelpunkt derjenigen Bahn susamimen, welche der Kriommungs-
mittelpunkt der Systemcurve beschreibt.

2. Nennen wir die von der Systemcurve %k umbhiillte En-
veloppe £, so ist fiir die umgekehrte Bewegung & die Enveloppe
von k'. Die Curven % und % beriihren sich nimlich in jedem
Augenblick, und dies ist eine rein geometrische Eigenschaft,
welche davon unabhiingig ist, ob wir uns wihrend der Be-
wegung in der Ebene ¢’, oder in der Ebene 6 befinden. Die
kinematische Bedeutung der quadratischen Verwandtschaft,
welche zwischen den ebenen Systemen ¢ und 6’ besteht, ist
daher weit umfassender, als im vorigen Paragraphen bewiesen.
Denn wenn k und %’ irgend zwei beliebige Curven von ¢ und
¢’ sind, welche in dem gegenseitigen Verhiiltniss von Curve
und Enveloppe zu einander stehen, so sind ihre Kriimmungs-
mittelpunkte im momentanen Beriihrungspunkt stets zwei ent-
sprechende Punkte 4 und 4" fiir die quadratische Verwandt-
schaft, welche den betrachteten Bewegungsmoment charak-
terisirt.

Auch die Poleurven € und €’ sind ein Paar solcher Curven,
wie wir sie eben betrachteten; in der That ist € die Enveloppe
von € fiir die directe Bewegung und € diejenige von €’ fiir
die indirecte Bewegung. Die Kriimmungsmittelpunkte der
Polceurven sind daher in jedem Augenblick entsprechende Punkte
der quadratisch verwandten ebenen Systeme ¢ und ¢’.

3. Die im § 4 fiir je zwei zugeordnete Punkte 4 und
A’ abgeleiteten Relationen und Constructionen gelten dem-
nach auch fiir die momentanen Kriimmungsmittelpunkte je
zweier Curven & und % Sind daher » und #" jetzt die Ent-
fernungen des Drehungspoles von den momentanen Kriimmungs-
mittelpunkten einer Systemcurve und ihrer Enveloppe, so be-
steht auch fiir sie die Gleichung (§ 4, 3)

1

o+ oo

wo o den Winkel bedeutet, welchen die Verbindungslinie von
A und A" mit der Normale der Polcurven bildet, und das
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Zeichen von r und 7’ ebenso definirt ist, wie in § 4. Nennen
wir die Kriimmungsradien der Poleurven im momentanen
Drehungscentrum ¢ und ¢’, so besteht auch fiir sie die eben
aufgestellte Relation, also folgt:
1 1 1 1 1
(;+ ) cose= o+ =4

T

Diese Gleichung fithrt nach ihrem Entdecker den Namen der
Savaryschen Gleichung.*®)

Wir machen jetzt die besondere Voraussetzung, dass die
Systemcurve & eine Gerade ist. Ihr Kriimmungsmittelpunkt
liegt im Unendlichen, daher liegt der Kriimmungsmittelpunkt
ihrer Enveloppe auf dem Wendekreise w” von ¢". Das ana-
loge gilt fiir die umgekehrte Bewegung, also folgt:

Die Kriimmungsmittelpunkte aller Inveloppen, welche von
den Geraden des cinen ebenen Systems wmhiillt werden, liegen
i jedem Augenblick auf dem Wendekreise des anderen Systems.

Ist umgekehrt % eine Curve des Systems 6, deren
Kriimmungsmittelpunkt auf dem Wendekreis von ¢ liegt, so
fillt der Kriimmungsmittelpunkt ihrer Enveloppe in das Un-
endliche; die Enveloppe besitzt daher einen Wendepunkt und
es folgt:

Liegt der Kriimmungsmittelpunkt eincr Curve des einen ebenen
Systems awf dem Wendelreis, so hat die von ihr wmhiillte Fn-
veloppe des andern Systems im momentanen DBeriihrungspunkt
cinen Wendepunkt.

4. Um die vorstehenden Sitze auf einige Beispiele anzu-
wenden, geben wir zun#ichst die Construction des Kriimmungs-
mittelpunktes der Fusspunktencurven. Ist £ irgend eine
Curve, ist 4" ein fester Punkt in der Ebene derselben und
man fillt von 4" Lote auf die Tangenten der Curve, so bilden
die Fusspunkte dieser Lote die Fusspunktencurve. Dieselbe
lasst sich daher auch folgendermassen definiren: Wenn sich
ein rechter Winkel so bewegt, dass ein Schenkel a bestindig
durch einen festen Punkt 4" geht, wihrend der andere Schenkel
b stets eine feste Curve %’ beriihrt, so beschreibt der Scheitel-
punkt S des Winkels eine Fusspunktencurve von &',
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Sei B der momentane Berithrungspunkt von & und %',
so schneiden sich das in B auf b errichtete Lot, und das in
A’ auf a errichtete Lot im momentanen Drehungspol O.
Daher ist SO die Normale der Fusspunktencurve, Vom
Wendekreis der umgekehrten Bewegung kennen wir bereits
die Punkte O und P’; auf ihm liegt aber auch der Kriimmungs-
mittelpunkt der gegebenen Curve %'. Kennen wir also den
Krimmungsradius von %', so lisst sich der Wendekreis, und
damit auch der Kriimmungsradius der Fusspunktencurve con-
struiren.

5. Bin zweites Beispiel sei das folgende: Ein ebenes
System ¢ moge sich so bewegen, dass eine Gerade g desselben
die Eigenschaft besitzt, stets Bahntangente eines ihrer Punkte
A zu bleiben. Das in A auf g errichtete Lot ! ist ebenfalls
eine feste Gerade von ¢; es ist stets Normale der von 4 be-
schriebenen Bahn und geht daher durch den momentanen
Pol 0. In jedem Augenblick wird demnach ein Punkt von
I zum Pol; d. h. [ ist der Ort dieser Pole in ¢, und somit
die Polcurve von 6.

Der Punkt 4 beschreibt eine Evolvente der Polcurve des
Systems 6’. Diese Evolvente ist gleichzeitig die von g um-
hiillte Curve; denn da das vom momentanen Drehungscentrum
auf g gefillte Lot stets durch A4 geht, so ist A4 stets ein
Punkt der Enveloppe von ¢g. Die Gerade g umhiillt daher
dieselbe Curve, welche ihr Berithrungspunkt beschreibt; folg-
lich kénnen wir folgenden Satz aussprechen:

Wenn sich cin- ebenes System 6 so bewegt, dass eine Gerade
desselben die nimliche Curve wmbiillt, welche ihr Beriihrungspunkt
beschreibt, so ist die Normale | der Curve die Polewrve von o
und ihre Evolute die Poleurve von o’.

Die Wendekreise von ¢ und ¢’ lassen sich in diesem
Fall unmittelbar bestimmen. Sie haben nimlich, wie aus der
Savaryschen Gleichung folgt, den Kriimmungsradius der- Evo-
lute zum Durchmesser.

6. In der oben aufgestellten Savaryschen Gleichung sind
die Kriimmungsradien ¢ und ¢’ so definirt, dass jeder von
beiden als positiv zu bebrachten ist, wenn er auf derselben
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Seite der Polcurventangente liegt, wie der Wendekreis seines
Systems. Tritt der besondere Fall ein, dass ¢ und ¢’ auf
der niamlichen Seite dieser Tangente liegen, und dass ¢ = o
ist, so hat der Ausdruck

1 1
e Ty
den Wert Null, und es wird %, d. h. der Durchmesser des

Wendekreises, unendlich gross. Der Wendekreis reducirt sich
also in diesem Fall auf die Tangente der Polcurven.

Diese aus der Savaryschen Gleichung gezogene Folgerung
ist jedoch an eine Bedingung gebunden. Zu derselben gelangen
wir auf folgende Weise. Denken wir uns zunichst, dass die
Kriimmungsradien ¢ und ¢  stets nach verschiedenen Seiten
gerichtet sind, so werden die beiden Poleurven sich von aussen
beriihren und, von aussen auf einander abrollen. Sind da-
gegen ¢ und ¢  nach derselben Seite hin gerichtet, so be-
rithren sich die Poleurven € und € von innen, und es findet
ein Rollen von innen statt. Um die Begriffe zu fixiren, nehmen
wir an, dass in irgend einem Augenblick o kleiner sei als ¢
und betrachten ¢ als das bewegliche und ¢’ als das feste
System; alsdann rollt momentan die Curve € von innen auf
€’. Nun mbgen allmihlich beide Kriimmungsradien einander
gleich werden, so wird der Durchmesser des Wendekreises
stetig wachsen und zuletzt unendlich gross werden. Wenn
aber, nachdem ¢ und ¢  einander gleich geworden, ¢ der
grossere Kriimmungsradius wird, so liegt alsdann die Curve
¢’ innerhalb der Curve €, die Curve € wird also €' um-
schweben, und wir iiberzeugen uns, dass in dem Moment, in
welchem ¢ und ¢’ gleich sind, in dem Drehungssinn des
ebenen Systems ¢ ein Wechsel eintreten muss. In diesem
Fall wird jeder beliebige Punkt A des Systems, also auch
jeder Punkt der Polbahnentangente einen Riickkehrpunkt
passiren; es giebt {iberhaupt keinen Punkt des Systems, der
gerade einen Wendepunkt hiitte. Wenn dagegen, nachdem ¢
gleich ¢’ geworden, ¢ der kleinere Kriimmungsradius bleibt,
so wird € wieder von innen auf € rollen, der Drehungssinn
der Bewegung #ndert sich nicht, und jetzt kommt wirklich
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allen Punkten der Polcurventangente die Eigenschaft zu, Wende-
punkte ihrer Babknen zun durchlaufen.

Dies gilt sowohl fiir die directe, wie fiir die indirecte
Bewegung; wir gelangen daher zu folgendem Resultat:

Wenn in einem Augenblick der Bewegung die beiden Pol-
curven sich wvon innen beriilren und gleichzeitiy die Differenz
threr Kriimmungsradien das Vorzeichen wechselt, so beschreiben
alle Punkte beider Systeme Riickkehrpunkte ihrer Bahnen.

Umgekehrt ist ersichtlich, dass die Poleurven die im
Satz genannte Eigenschaft haben miissen, damit in irgend
einem Augenblick die Bahn eines jeden Punktes des Systems
einen Riickkehrpunkt besitzt.; Rollt z. B. ein Kreis auf einem
Kegelschnitt, und ist der Durchmesser des Kreises kleiner als
die grosse, und grosser als die kleine Axe der Ellipse, so wird
dies in denjenigen Punkten eintreten, in welchen der Kreis
Krtimmungskreis des Kegelschnittes ist.




Zweites Capitel.

Die Bewegung eines Korpers um einen fésten Punki.

& 1. Die Drehungsaxe und die Polkegel.

1. Ein Kbérper S bewege sich um einen festen Punkt O.
Der feste, unbewegliche Raum, in welchem die Bewegung vor
sich geht, soll 8 genannt werden. Wir stellen uns vor,
dass der Korper S nach- allen Richtungen unbegrenzt ausge-
dehnt ist. Jeder Punkt desselben beschreibt bei der Bewegung
eine sphirische Curve, und es ist evident, dass alle Curven,
welche von den Punkten einer durch O gehenden Geraden
beschrieben werden, die gleichen geometrischen Kigenschaften
besitzen. Es geniigt daher, den beweglichen Korper S als
einen Stralenbiindel zu betrachten und die Bewegung eines
Stralenbiindels um seinen Mittelpunkt zu untersuchen.

In der synthetischen Geometrie erscheint jeder Stralen-
biindel im Allgemeinen nur als Gesammtheit seiner Stralen
und Ebenen. Es ist jedoch wichtig, darauf hinzuweisen, dass
hier, gemiiss der Natur des Gregenstandes, auf jedem Stral des
Biindels auch die Gesammtheit seiner Punkte in’s Auge zu
fassen ist.

Analog zu der im § 1 des vorigen Capitels eingefithrten
Bezeichnung werden wir die Punkte, Stralen und Ebenen von
S durch Buchstaben ohne Index bezeichnen, wenn es sich
darum handelt, bestimmte Elemente des Stralenbiindels S zu
fixiren, ohne dass ihre Lage im festen Raum 8" in Frage
kommt. Dagegen sollen die verschiedenen Lagen, welche ein
Punkt 4, ein Stral @, eine Ebene ¢ von S der Reihe nach in
S’ einnimmt, durch

Ay Ay, Ayt ag, @y, @y .o &y, By Eg e
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bezeichnet werden, und
Sy Sty S - .
seien die entsprechenden Lagen von S in §'.

Alle Punkte des Stralembiindels, welche auf einer um O
als Centrum beschriebenen Kugelfliche liegen, bewegen sich
auf dieser Kugelfliche. Durch die Bewegung einer solchen
Kugelfliche ist die Bewegung des Korpers selbst bestimmt.
Mit Riicksicht darauf pflegt man die Drehung eines Kérpers
unm einen festen Punkt auch in der Weise zu behandeln, dass
man sie durch die Bewegung eines sphiirischen Systems auf
seiner eigenen Kugelfliiche ersetzt; wir ziehen es jedoch vor,
dieselbe, wie eben geschehen, als Bewegung eines Stralen-
biindels um seinen Mittelpunkt zu definiren.

2. Seien also S und S, zwei beliebige Lagen des beweg-
lichen Stralenbiindels, und «a,, b,, resp. a;, b, die entsprechen-
den Lagen von zwei Stralen ¢ und b desselben. Die beiden
Stralen @, uvnd @, sind Triger zweier congruenten Punkt-
reihen und bilden zwei Paare von Scheitelwinkeln mit einander;
wir wollen aber festsetzen, dass wir unter dem Winkel (q,a,)
stets denjenigen Winkel verstehen wollen, um welchen wir
@, drehen miissen, damit, wenn @, auf @, fillt, auch die beiden
congruenten Punktreihen Punkt fiir Punkt auf einander fallen.

Wir zeichnen die Halbirungslinien @y und b,* der so
definirten Winkel (a,a,) und (b,b,), und legen durch a, die
Ebene «; senkrecht zu [a,a,], und durch b,” die Ebene g,
senkrecht zu [byb,]. Diese beiden Ebenen, welche die Normal-
ebenen der Stralen ¢ und b heissen sollen, schneiden sich in
einer durch den festen Punkt O gehenden Geraden z; und es
ist leicht zu sehen, dass durch Drehung um 2z gleichzeitig a,
mit @, und by mit b, zur Deckung gelangt, und zwar so, dass
jeder Punkt von @, mit dem entsprechenden von @, und jeder
Punkt von &, mit dem entsprechenden von b; zusammenfillt.
Diese Drehung bringt daher auch jeden dritten Stral ¢, Punkt
fir Punkt in die Lage ¢;, und es folgt:

Jede Orisverinderung eines Korpers, von dem ein Punkt O
fest Dleibt, lisst sich durch Drehung desselben um cine feste,




durch O hindurchgehende Axe ausfiihren. In ihr schneiden sich
die Normalebenen aller Stralen des Korpers.™)

Die feste Axe heisst Drehungsaxe. Betrachten wir in
den beiden congruenten und concentrischen Stralenbiindeln
wieder die Gesammtheit aller auf ihren Stralen liegenden
Punkte, d. h. betrachten wir sie als zwei congruente Riiume,
welche den Punkt O zum Doppelpunkt haben, so ist die
Drehungsaxe diejenige Gerade, welche beide congruenten Riume
Punkt fir Punkt entsprechend gemein haben. Ausserdem
haben sie auch die auf x senkrechte Ebene £ entsprechend
gemein.

3. Sind ¢, und ¢, irgend zwei entsprechende Stralen von
S, und S, und ist ¢,* die Schnittlinie der Ebenen § und [¢,¢,],
so stehen ¢ und ¢™ senkrecht auf einander; denn ¢ ist
senkrecht zu x und ¢™ ist die Projection von z auf [c,¢];
folglich sind fiir jeden Stral ¢ des Biindels S

Cor €05 Gy GF
vier harmonische Stralen.

Seien g und & zwei entsprechende Ebenen von S, und
S,, so moge ihre Schnittlinie als Stral von &, durch b, und
als Stral von & durch @, bezeichnet werden. Thnen ent-
sprechen in S, resp. S, die Stralen &,, resp. a, Die zuge-
horigen Geraden @™ und by" sind ebenfalls zwei homologe
Stralen von g und &; sie sollen 4, und h, heissen; g™ sel
die h, und h, verbindende Ebene. Die Winkel, welche &
nmit & und & bestimmt, sind einander gleich. Ist daher A,
die Halbierungslinie des Winkels (%,%,), so ist %™ die Pro-
jection von z auf g™; d. h. die Ebene [xh;"] steht auf g
senkrecht.

Die beiden in &, und ¢ liegenden gleichen Stralenbiischel
erzeugen einen Kegel [® zweiter Classe, welcher &, &, &”
und die Doppelebene & zu Tangentialebenen hat. Je zwei
Tangentialebenen dieses Kegels werden von der Gesammtheit
aller Tangentialebenen in projectivischen Stralenbiischeln ge-
schnitten. Da nun a,, a/®, a,, a* vier harmonische Stralen
sind, so ftreffen &, &, & und § die Ebene [a,a,] in vier
harmonischen Stralen; dasselbe gilt daher fiir jede andere

Schoenflies, GGeometric der Bewegung. 4
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Ebene [¢y¢,] des Kegels, und da auch ¢, ¢™, ¢, ¢, harmonische
Stralen sind, so folgt, dass ¢™ die Ebene [cyc,] im Siral ™
schneidet; d. h. alle Geraden ¢,», die zu den verschiedenen
Stralen des in & liegenden Stralenbiischels gehoren, liegen
in g™ Also:

Ist ¢ eine beliebige Fbene des Biindels S, und o ein be-
liebiger Stral derselben, so licgen die Halbirungstinien a,™ der
Winkel (aya,) simmilich in einer und derselben Ebene &,

Diese Ebene soll die Mitfelebene von & heissen.

Es gehort demmnach nicht allein zu jedem Stral ¢, von
S, ein bestimmter Stral ", sondern es entsprechen auch
allen Stralen a,, die in einer Ebene &, liegen, die Stralen ¢,
einer und derselben Ebene g/ Die Stralen ¢, bilden daher
einen zu S, resp. S; collinearen Ebenenbiindel, und es folgt:

Der von den Halbirungslinien a,™ gebildete Stralenbiindel
S, und die Stralenbiindel S, und S, sind collineare Biindel,
welche die Drehungsaxe x und die zu thr senkrechte Ebene §
entsprechend gemein haben.

4. Jede Tangentialebene des Kegels £® ldsst sich als
Verbindungsebene der auf einander senkrechten Geraden ¢
und ¢,° definiren. Nun liegt ¢ stets in g™ und ¢ in §;
daher kann der Kegel 4@ auch erzeugt werden, indem wir
den rechten Winkel (¢,c,*) so bewegen, dass sein Scheitel un-
veranderlich in O bleibt, wihrend der eine Schenkel sich in
g der andere in g™ um O dreht; alsdann umhiillt die Ebene
dieses Winkels den Kegel 4®,

Sei ¢ der zu & senkrechte Stral des Biindels S, so er-
zeugen die beiden congruenten Ebenenbiischel, deren Axen ¢,
und e, sind, einen Kegel K® zweiter Ordnung. Sind y,, resp.
p, die Ebenen beider Biischel, welche auf den Stralen ¢,, resp.
¢, von & und & senkrecht stehen, so ist auch die Schnittlinie

|70 1] .
senkrecht zur Ebene [¢ye]; d. h. K@ ist der Polarkegel von
k®, Nun sind ¢, ¢,*, ¢, ¢° vier harmonische Stralen, und
¢, und ¢;® sind die Halbirungslinien der Winkel, die ¢, und
¢, bilden; also folgt sofort, dass p,, », und die Ebenen y,, yz,
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welche auf ¢™, resp. ¢ senkrecht stehen, sich simmtlich in
der Kegelkante
A

schneiden, dass sie ein Biischel von vier harmonischen Ebenen
bilden, und dass 7,, und y, die von y, und y, gebildeten Winkel
halbiren. Ferner liegt die Gerade ¢ stets in § und ¢, stets
in g™; also geht p, durch z und p, durch die zu g™ senk-
rechte Gerade m. Der Kegel K® enthilt demnach z und m
und lisst sich auch dadurch erzeugen, dass wir um z und m
zwei Hbenen p, resp. 7, drehen, welche bestindig recht-
winklig zu einander sind.

Aus diesem Grunde soll der Kegel ein orthogonaler Kegel
heissen. %)

Die Biischel, welche von den Ebenen p, und y, be-
schrieben werden, sind projectivisch zu einander. Sei e irgend
eine zu z senkrechte Ebene. Dieselbe schneidet die beiden
Ebenenbiischel in je einem Stralenbiischel. Nun ist der Stral

& Y|
Schnittlinie zweier zu p, normalen Ebenen, also steht er auf
y. und daher auch auf der Geraden

| 7al
senkrecht, in welcher p, von « geschnitten wird. Je zwei
entsprechende Stralen der beiden Stralenbiischel stehen also
senkrecht auf einander; sie erzeugen daher einen Kreis, und
die Verbindungslinie der Punkte (a2) und (am) ist ein Durch-
messer desselben. Das analoge folgt fiir die zu m senkrechten
Ebenen.

Beachten wir noch, dass zwei Polarkegel in der Beziehung
zu einander stehen, dass die Brennstralen des einen lotrecht zu
den Kreisebenen des andern liegen, so ergiebt sich schliess-
lich folgendes Resultat:

Die Ebenen, welche die enisprechenden Stralen ¢, wnd ¢,
aweter Stralenbiischel ¢, und & mit einander verbinden, wmbhiillen
einen Kegel k3, welcher diec Drehungsaxe x und das auf ™ in
O crrichtete Lot m zu Brennstralen hat. Jeder Brennstral steht
auf emer Tangentialcbene des Kegels senkrecht, ndmlich x auf §,
und m auf &™

4%
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Die Geraden, in denen sich die entsprechenden Ebenen zweier
Biischel e, und e, von S, und S, schnciden, erzeugen einen ortho-
gonalen Kegel. Sind e, und e, dic Axen beider Biischel und &
die zu ¢ senkrechte Ebene des Biindels S, so sind & und g™ die
Kreisschnittebenen dieses Kegels.

Seien ¢ und % zwei Stralen des Kegels K®  welche
symmetrisch zur Durchmesserebene [zm] liegen, so wird K®
aus ihnen durch die projectivischen Biischel

gle,xe,m] und hie,xe, m]

projicirt. Nun wurde oben bewiesen, dass

X (69%) = << (zg¢,) = ¥ (ege.),

X (eha) = I (whe,) = § (e,hey);
ferner ist

= (@ger) = (he),
also ist auch
X (e9%) = (g,hz) und < (zge,) = (zhey).

Drei Ebenen des einen Biischels bilden demnach dieselben
Winkel mit einander, wie die entsprechenden KEbenen des
andern Biischels, mithin sind die beiden Biischel congruent;
also folgt:

Aus je zwei Stralen, welche mit der Drehungsaxe gleiche
Winkel bilden, wird der orthogonale Kegel K‘® durch congruente
FEbenenbiischel projicirt.

Hieraus folgt fiir den Polarkegel A(®:

Je zwei Ebenen von k3, welche mit der Drehungsaze x
gleiche Winkel bilden, werden von der Gesammiheit der Tangential-
ehenen in congruenten Stralenbiischeln geschwitten.

5. Die im Vorstehenden abgeleiteten Resultate sind von
der Grosse der Ortsverinderung, welche der Stralenbiindel S
erfihrt, unabhiingig; sie bleiben daher bestehen, wenn die
Lagen S, und 8, beliebig nahe riicken. Wir diirfen sie daher
auf zwei unendlich nahe Lagen eines Korpers anwenden, welcher
irgend eine continuirliche Bewegung um einen festen Punkt
ausfiihrt. Alsdann werden die Ebenen [a,a,] die Tangential-
ebenen der von den Stralen des Korpers beschriebenen Kegel-
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flichen und die Ebenen o, die Normalebenen derselben.
Also folgt:

Wenn sich ein starrer Korper wm einen festen Punkt be-
wegt, so fiikwt er in jedem Augenblick eine umendlich Fkleine
Drehung um eime durch den festen Punkt gehende Axe aus.
Dieselbe heisst die momentane Drechungsaxe. Die Normalebenen
aller von den Stralen des Kovpers beschriebenen Kegelflichen
gehen durch sie hinduwrch.

Ferner ergiebt sich:

Die Tangentialebenen aller Kegelfliichen, welche von den
Stralen einer Ebene & beschricben werden, umbiillen in jedem
Augenbliclk einen Kegel zweiter Ordnung, welcher & und die zur
momentanen Drehumgsaze senkrechte Ebene & enthilt. Derselbe
ist der Polarkegel eines orthogonalen Kegels und hat die Drehungs-
aze sowie die zu & normale Gerade zu Brennstralen.

Jede Ebene & des Stralenbiindels umhiillt im Verlauf der
Bewegung eine Kegelfliiche; jeder Stral derselben ist Schnitt-
linie zweier unendlich mahen Lagen von & Um die Tigen-
schaften dieser Flichen zu erhalten, lassen wir &, und & be-
liebig nahe an einander riicken. In der Gremzlage fillt ™
wit & zosammen, und J,» wird Berithrungsstral von & mit
der Kegelfliche. Da fiir jede Ortsverinderung des Biindels S
g, auf der Ebene [wh,™| senkrecht steht, so ist die Projectior
von z auf & in jedem Augenblick diejenige Gerade, lings
welcher & die von ihr erzeugte Kegelfliche gerade beriihrt.
Die momentane Normalebene der Kegelfliche geht daher stets
durch die Drehungsaxe.

Ist ferner K eine beliebige Kegelfliche des beweglichen
Biindels, so gilt der niimliche Satz auch fiir die Enveloppe
von K. Sind nimlich K, K, K;* die entsprechenden Kegel-
flichen von S, S;, S, so legen wir durch die Drehungsaxe
eine zu K, senkrechte Ebene m,™, welche K™ .in b, schueiden
mbge. Alsdann construiren wir die Ebene g™, welche K™
lings b, berithrt, und bestimmen die entsprechenden Geraden
und Ebenen in S, und S;. Die Ebene §, berithrt den Kegel
K, lings b,, ebenso beriihrt g, K, lings b,, und b, resp. b,
sind Schnittlinien von §,” mit 3, und ;. Da by die Projection
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der Drehungsaxe auf B, ist, so sind b, und b, ihre Pro-
jectionen auf B, resp. f§,; daher sind die zu m,™ homologen
Ebenen =, und m; Normalebenen der Kegel K, und K, lings
b, resp. b,. '

Machen wir nun den Grenziibergang, so geht g in die
momentane Tangentialebene der Enveloppe von K iiber; es
folgt daher in der That, dass die Normalebene der von K
erzeugten Enveloppe in jedem Augenblick durch die Drehungs-
axe hindurchgeht. Also:,

Wenmn “sich ein Kiorper wm eimen festen Punlt bewegt, so
gehen ber allen von den Ebenen und Kegelflichen desselben wm-
iillten Envcloppen die Normalebenen in den momentanen DBeriih-
rungsstralen duwrch die momentane Drehungsaxe.

Im besonderen folgt noch:

Ist g die Aze eines belicbigen Ebenenbiischels von S, so bildet
die Gesammtheit der Stralen, in denen dic Fbenen dieses Biischels
thre Fnveloppen berithren, in jedem Augenblick ¢inen orthogonalen
Kegel, dessen Kreisschnittebenen auf g wnd der momentanen Dreh-
ungsaxe senkrecht stehen.

6. Bei der continuirlichen Bewegung des Biindels S wird
die momentane Drehungsaxe sowohl in S, wie auch im festen
Raum 8 fortwihrend wechseln. Die Gesammtheit der Axen

Yildet daher in S wie in 5 je eine Kegelfliche, Um das Ver-

hiltniss dieser Kegelflichen zu einander zu erkennen, brauchen
wir nur die frither in § 2 des ersten Capitels angestellten
Untersuchungen aus der Geometrie der Ebene in die Geometrie
des Stralenbiindels zu iibertragen. Wir erkennen alsdann, dass
die Kegelfliche I' des Biindels S von der Kegelfliche I' des
unheweglichen Raumes abrollt; d. h.

Jede Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt geht
in der Weise wvor sich, dass ein dem beweglichen Korper ange-
horiger Kegel wvon einem dem festen Rawm angehirigen Kegel
abrolit.

Diese beiden Kegel sollen Axenkegel oder Pollegel genannt
werden.!®)

7. Denken wir uns einen Beobachter, welcher mit dem
Biindel S fest verbunden ist, so wird fiiv ihn der Raum S’
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eine Bewegung im Biindel S ausfihren. Dieselbe soll wieder
die Umkehrung der ersten Bewegung genannt werden.

Was die Bezeichnung betrifft, so withlen wir sie ganz
analog zu derjenigen des ersten Capitels. Den Raum S° be-
trachten wir jetzt auch als einen Stralenbiindel, nennen seine
Stralen und Ebenen a’ resp. ¢’, wenn ihre Lage gegen S micht
in Frage kommt, bezeichnen die verschiedenen Lagen, welche
@’ und & der Reihe nach in § einnehmen, durch

Ay, Qs @' ..y By &y & e
und nennen die aus ihnen abgelelteben Geraden und Ebenen resp.
a0’y g™ W s, W.

Die im vorigen Capitel fiir das Verhiiltniss beider Be-
wegungen zu einander gefundenen Sitze werden in analoger
Form auch hier wiederkehren. An erster Stelle ergiebt sich,
dass die umgekehrte Bewegung dadurch characterisirt ist,
dass der Polkegel I des Biindels S” von dem Polkegel I" des
Biindels S abrolllt.

Ferner beschreibt jeder Stral 5" von 8’ eine in S gele-
gene Kegelfliche. Seien zuniéichst wieder S, und 8, irgend
swei Lagen des Biindels S gegen §', mithin S und S," die
entsprechenden Lagen des Biindels S' gegen S. Wir con-
struiren die Normalebene a,* irgend eines Strales ¢ von S,
und betrachten einen beliebigen Stral b, derselben, so lisst
sich zeigen, dass die Normalebene " durch g, hindurchgeht.
In der That, da die Winkel, welche b, mit @, und g, ein-
schliesst, einander gleich sind, so muss bei der umgekehrten
Bewegung auch @, mit b, und b gleiche Winkel bilden;
denn diese Eigenschaft ist davon unabhiingig, ob wir S, oder
S’ als unbeweglich betrachten. Also folgt:

Geht die Normalchene des Strales a von S durch den
Stral b von S, so geht bei der umgekehrten Bewegung die Nor-
malebene von b" durch a.

Ebenso fiir continuirliche Bewegung:

Geht in wrgend einem Augenblick die Normalebene der von
a beschricbencn Kegelfliche durch den. Stral b von S, so geht
bei der umgekekrten Bewegung die Normalebene der von b in S
beschricbenen Kegelfliche durch a.
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Mit Hilfe dieser Sitze werden wir, genau wie im vor-
hergehenden Capitel, die Existenz einer quadratischen Ver-
wandtschaft zwischen den Biindeln S und S’ nachweisen.

§ 2. Die quadratische Verwandtschaft.

1. Seien §,, S,, S, drei beliebig angenommene Lagen des
Biindels S. Die entsprechenden Lagen eines Strales a von S
seien @, a,, ay; ferner seien a," und a,” die Halbirungslinien
der Winkel (a,a,) und (a,0,), und o, resp. e,” die zugehdri-
gen Normalebenen. Die Drehungsaxe von S, und 8, bezeichnen
wir jetzb, indem wir sie als Stral von S betrachten, durch
Ty, und insofern sie als Stral von S” angesehen wird, durch
%, . Ebenso sei x, resp. z,, die Drehungsaxe fiir die Lagen
S; und S, des Biindels.

Die beiden Normalebenen e,” und «* schneiden sich in
emer Geraden «', welche die Axe eines durch a,, ay, a, gehen-
den Rotationskegels ist. Betrachten wir jetzt eine beliebige
Ebene &, von S, so bilden die Normalebenen e, ihrer Stralen
a, einen Ebenenbiischel, dessen Axe z,” ist, und der zu den
Stralen a,™ der Mittelebene & perspectivisch liegt. Ebenso
bilden die Normalebenen e,” einen zu den Stralen a,” der Mittel-
ebene &™ perspectivischen Biischel, welcher Z;; zur Axe hat.
Beide Biischel sind demgemiiss projectivisch und erzeugen
einen Kegel zweiter Ordnung, welcher durch %y und z;," hin-
durchgeht. Derselbe enthiilt aber auch die Drehungsaxe Zoy
der Biindel S, und S;; denn jeder Stral a’ ist Schnittlinie der
drei Normalebenen, welche die Winkel (a,a,), (aa,), (a,a,)
halbiren und auf den Ebenen derselben senkrecht stehen.

Da @’ in e, und «," liegt, so ist, wie aus dem vorletzten
Satz des vorigen Paragraphen folgt, die Gerade a Schnittlinie
der Normalebenen a,” und a,” fiir die umgekehrte Bewegung;
sie ist daher Axe desjenigen Rotationskegels, welche die drei
Stralen a;, a,, a,” enthilt. Die geometrische Bedeutung der
auf diese Weise einander zugeordneten Stralen « und ¢’ von
S und 8 ist daher eine vollig wechselseitige. Es folgt, dass
auch umgekehrt, wenn die Stralen ¢’ von S’ in einer Ebene
¢’ liegen, die zugeordneten Geraden a von S einen Kegel
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zweiter Ordnung bilden, welcher durch y,, %, #,, hindurch-
geht. Zwei so auf einander bezogene Biindel heissen quadra-
tisch verwandt, und @y, Xy, Toy, YeSP. Xy, Ty, %, ihre Haupt-
stralen. Es folgt daher:

Ordnen wir jedem Stral a des Biindels S denjenigen Stral
a' des Biindels S zu, in welchem sich dic Normalebenen ay’
und o," schneiden, so ist gleichzeitiy der Stral a Schmittlinie der
Normalebenen «" und o' fiir die wmgekehrte Bewegung. Die
beiden in dicser Weise bezogencn Stralenbiindel stehen in quadra-
tischer Verwandischaft =uw einander. Die Hauptstralen von S’
sind die drei Drehungsaxen der directen Bewegung, und die Haupt-
stralen. von S sind die Drehungsazen der wmgekehrten Bewegung.

Die Drehungsaxen x,, @,,, %, des Biindels S bilden ein
Dreikant und ebenso diejenigen von S’. Analog zu dem ent-
sprechenden Satz aus der Geometrie der ebenen Bewegung
(Cap. I, § 2, 2) lisst sich beweisen, dass beide Dreikante sym-
metrisch gleiche Iiguren sind, Setzen wir die Biindel S und
S” in der urspriinglichen Lage S, und S, voraus, so fallen
iiberdies #,, und x,’, sowie z,, und z,,” mit einander zusammen.

2. Wir behalten fiir das Folgende die Annahme bei, dass
S und 8" sich in der urspriinglichen Lage S,, S, befinden.
Sei ¢ irgend eine zu x, senkrechte Ebene, so schneidet sie
die in einander liegenden quadratisch verwandten Stralen-
biindel in zwei quadratisch verwandten ebenen Systemen. Die
Hauptpunkte derselben sind diejenigen Punkte

Xizy Xogr Xor, Xio'y Xao's Xity

in welchen y die Hauptstralen beider Biindel trifft. Da 4
auf z,, seukrecht steht, so sind die beiden Hauptpunktedreiecke
symmetrisch gleiche Figuren; die vereinigt liegenden ebenen
Systeme sind also ihrer Natur nach vollstindig identisch mit
denjenigen quadratisch verwandten ebenen Systemen ¢ und ¢’
welche wir im vorstehenden Capitel behandelt haben. Wir
diirfen daher alle dort gefundenen Resultate ohne Weiteres
auf die hier betrachteten Systeme, die wir nun auch durch 6
und 6" bezeichnen, iibertragen.'?)

Damit sind diejenigen Probleme, welche sich an die qua-
dratische Verwandtschaft von § und S” ankniipfen, im Princip
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als erledigt zu betrachten. Wir haben nimlich nur nétig,
aus den bekannten Eigenschaften der Systeme ¢ und ¢’ die
entsprechenden der Biindel S und S" abzuleiten.

Der unendlich fernen Geraden des einen ebenen Systems
entspricht im andern der dem Hauptpunktedreieck wmschrie-
bene Kreis. Die unendlich ferne Gerade beider Systeme ist
aber Schnittlinie der Ebenen &, und %, wenn &, = &,  die
21 x, = %, mnormale Ebene ist. Also folgt, dass der Ebene
£, in jedem der beiden Biindel ein Kegel entspricht, welcher
durch die Drehungsaxe geht und von den zu w, senkrechten
Ebenen in Kreisen geschnitten wird. Der Kegel ist daher or-
thogonal und es ist ersichtlich, dass er durch die drei Haupt-
stralen vollig bestimmt ist. Wir wollen den Kegel von S,
welcher der Ebene von £,  entspricht, durch W, und den-
jenigen von S’, welcher der Ebene £, zugeordnet ist, durch
W, bezeichnen.

Von den beiden in 6 resp. 6’ liegenden Wendekreisen ist
bewiesen, dass sie gleichen Durchmesser besitzen; also sind

~auch die Oeffnungswinkel von W, und W,  einander gleich.

3. Riicken die Lagen S, S,, S, beliebig nahe an emander,
so erhalten wir Sitze, welche in jedem Augenblick fiir die
Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt giltig sind.
Dabei geht a’ in die Kriimmungsaxe der Bahn eines jeden
Punktes von a iiber. Wir wollen sie deshalb kurz als Kwiim-
mungsaxe des Strales a bezeichnen. In diesem Sinne ist @ auch
Kriimmungsaxe von g’ fiir die umgekehrte Bewegung, und es
folgt:

Bewegt sich ein Kirper S wm einen festen Punkt, und ist
o’ Kriimmungsaxe des Strales a, so ist gleichzeitig a Kriimmungs-
axe des Strales o fiir die umgekehrte Bewegung. Ordnen wir
diese Stralen o und o einander zu, so stehen die so bezogencn
Stralenbiindel in quadratischer Verwandtschaft zu cinander. Die
Hauptstralen fallen simmtlich in die momentanc  Drchungsaze,
und die Hauptebenen in dic gemeimschaftliche Tangentialcbene der
beiden Polkegel.

Die orthogonalen Kegel W, und W, werden beim
Grenziibergang zu zwei ebenfalls orthogonalen Kegeln W und
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W', welche die gemeinschaftliche Tangentialebene der Pol-
kegel I und I lings der momentanen Drehungsaxe x be-
rithren. Die durch z gelegte Normalebene von I' und I”
mbge den Kegel W noch in « und W’ noch in " schueiden,
so sind # und « die beiden Stralen von W, auf denen die
Kreisschnittebenen senkrecht stehen, und «” und ¢” die analogen
Stralen des Kegels W'

Jeder Stral s von Wist dadurch ausgezeichnet, dass seine
Kriimmungsaxe auf & senkrecht steht, und das gleiche gilt von
den Stralen ¢ des Kegels W’ fiir die umgekehrte Bewegung.
Die Stralen heider Kegel besitzen aber noch eine zweite geo-
metrische Kigentiimlichkeit. Die Ebene [sz] ist nimlich die Nor-
malebene des Strales s; ferner wird jeder dieser Stralen s aus
2 und u durch zwel zu einander senkrechte Ebenen projicirt,
also ist die Ebene [su] die Tangentialebene des Strales s,
Das entsprechende gilt fiir die Stralen des Kegels W’, und
zwar sowohl fiir die directe, wie fiir die indirecte Bewegung;
demnach ergiebt sich:

Dic Tangentiolebenen der Stralen des orthogonalen Kegels
W gehen simmtlich durch cine wund dieselbe Gerade, ndmlich
durch die Gerade w dieses Kegels; cbenso gehen die Tangential-
cbenen der Stralen des orthogonalen Kegels W’ sdmmitlich durch
den Stral v’ desselben. Dies gilt sowohl fiir die directe, wic fiir
die umgekelrte Dewegung.

Soeben haben wir gezeigt, dass den Stralen jeder Ebene
¢ von S ein Biindel S* ein Kegel zweiter Ordnung entspricht,
welcher die drei Drehungsaxen der umgekehrten Bewegung,
Zyyy Xy, X, enthilt. Also geht auch der orthogonale Kegel
Wy, durch diese drei Drehungsaxen. Dies gilt fiir beliebige
Lagen S,, S;, S; des Biindels S, also auch fiir unendlich nahe.
In diesem Fall wird W’ den eben genannten Kegel zweiter
Ordnung lings @« osculiren, und das gleiche gilt von W in
Bezug auf denjenigen Kegel, welcher den Stralen einer Ebene
& von 8 zugeordnet ist. Also folgt:

Dic siimmilichen Kegel zweiter Ordnung des DBiindels S,
welche den Ebenen & des Biindels S entsprechen, werden von dem
orthogonalen Kegel W' lings der momentanen Drehungsaze oscu-
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lirt; ebenso osculirt dev orthogonale Keyel W alle Kegel zweiter
Ordnung des Biindels S’, welche den ebenen Stralenbiischeln von S’
zugeordnet sind.

Die Kegel W und W’ spielen demnach fir die quadra-
tische Verwandtschaft der beiden Biindel dieselbe Rolle, wie
die Wendekreise fiir die quadratische Verwandtschaft der Ebenen
¢ und ¢,

4, Wir haben im § 6 des vorigen Capitels bewiesen, dass
die geometrische Bedeutung zweier entsprechenden Punkte A4
und A" der quadratisch verwandten ebenen Systeme ¢ und ¢
sich auf die Enveloppen der Systemcurven ausdehnen lisst.
Das gleiche gilt, wie sofort gezeigt werden soll, fiir die Be-
wegung eines Stralenbiindels um einen festen Punkt.

Sei nimlich R ein beliebiger Rotationskegel des Biindels
S, R,, R,, R, seine Lagen in S, S, S, und By, R™ die
entsprechenden Kegel der zu S collinearen Biindel Sy, resp.
S, ™ Dieselben werden zwar im Allgemeinen keine Rotations-
kegel sein; dies ist jedoch, wie der Fortgang der Untersuchung
lehren wird, nicht wesentlich. Die Axe des Kegels I sei a;
a,, @, a, seien ihre Lagen in S;, S, S;, und a", " die
entsprechenden Geraden von Sy und S;”. Die Ebenen

[ag@y, ] = o, [0y ] = 7y, [ay @] = m,
sind entsprechende Ebenen der Biindel S,, S, und S,.

Eine der beiden Geraden, in denen =™ den Kegel I
schneidet, sei b,”, und zwar wollen wir, um die Begriffe zu
fixiren, annehmen, dass by zwischen xz,," und ;" liegt. Als-
dann schneidet =, den Kegel R, in b, und 7, den Kegel I,
in b;, und es liegt auch b, zwischen x,," und a;, und b, zwi-
schen z,” und @, Endlich sei ,» die Tangentialebene des
Kegels Ry lings by, so sind die entsprechenden Ebenen f,
und 8, Tangentialebenen der Kegel R, resp. E,.

Tn derselben Weise construiren wir die entsprechenden Ebenen

lay2,)] = o, [a,"%,] = 0™ (@251 = @
der Biindel S, S und S,, und nennen den zwischen «,” und
#,, liegenden Stral, in welchem ¢,” den Kegel I,™ schneidet,
¢™ so wird R, von ¢, in ¢, und R, von g, in ¢, ge-
schnitten. Die Tangentialebene von R,™ lings ¢, bezeichnen
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wir durch y™ so berthrt y, den Kegel R, lings ¢, und p,
den Kegel R, lings c,.

Jetzt sei K irgend ein Kegel des Biindels S, der nur der
Bedingung unterworfen werden soll, dass er den Rotations-
kegel B in den beiden Kanten b und ¢ berithre. Lassen wir
dann die Drehung um 2,  unendlich klein werden, so geht,
wie im vorigen Paragraph bewiesen, B, in die Tangential-
ebene der von K umbhiillten Enveloppe tber, b,” wird der Be-
rithrungsstral und x,™ die Normalebene der Enveloppe in
diesem Stral. Ebenso wird, wenn die Drehung um 2, un-
endlich klein wird, x,,” momentane Drehungsaxe, ;™ Tangen-
tialebene, ¢, Beriihrungsstral und ¢, Normalebene der En-
veloppe.

Nehmen wir nunmehr weiter an, dass ;" und z,,” in zwei
unendlich nahe Stralen des Axenkegels I iibergehen, so folgt
sofort, dass der Schuittstral der beiden Normalebenen #,” und
@™ zur momentanen Kriimmungsaxe der von K erzeugten
Enveloppe wird, und R zum Kriimmungskegel von K fiir den
Stral b; d. h. fiir jeden Kegel K, welcher B zum Kriimmungs-
kegel hat, ist diejenige Gerade, auf welche sich die Schnitt-
linie von my™ und @,™ in der Grenze reducirt, die Kriimmungs-
axe der zugehdrigen Enveloppe.

Wir haben nun noch zu zeigen, dass diese Gerade wirk-
lich die Kriimmungsaxe der von a beschriebenen Kegelfliiche,
d. h. die Gerade a” von S ist. Dies ergiebt sich, wie folgt:

Sei e, diejenige durch a;" gelegte Ebene, welche auf
m,” senkrecht steht, so ist, wie leicht zu sehen, auch =, zur
entsprechenden Ebene o) von S, und =, zu e, senkrecht. Daher
sind a,, a,, ¢, die Projectionen von z," auf ¢, &, «,"; d. h.
a, und @, sind die Schnittlinien der Ebene «,™ mit ¢, und «,.
Die Ebene ¢ ist mithin identisch mit der Ebene [a,a,]; folg-
lich ist auch =™ identisch mit der Normalebene «,” des
Strales a, welche zu den Biindellagen S, und S, gehort. In
derselben Weise folgt, dass g,” identisch mit der Normalebene
" ist, welche zu S, und S, gehdrt; d. h. die Schnittlinie von
m,™ und g™ ist in der That gleichzeitig Schnittlinie von e,
und «%, und fillt daher in der Grenze mit @" zusammen,
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Bezeichnen wir die Enveloppe des Kegels K durch K’
und beachten, dass fiir die umgekehrte Bewegung K die En-
veloppe von K’ ist, so gelangen wir zu folgendem allgemeinen
Satz: .

Sind K und K' irgend zwei Kegelflichen beider Biindel,
welche in dem gegenseitigen Verhiliniss von Inveloppen zu ein-
ander stehen, so sind ihre momentanen Kritmmungsaxen im ge-
meinsamen Beriihrungsstral stets zwei zugeordnete Stralen a und
a’ in derjenigen quadratischen Verwandtschaft, welche den be-
trachteten Bewegungsmoment characterisivt.

Die orthogonalen Kegel W und W' erhalten auf Grund
dieses Satzes noch eine weitere Bedeutung fiir die guadratische
Verwandtschaft der beiden Biindel S und S’. Seien niimlich
wieder K und K’ zwei Kegelflichen der eben betrachteten
Art. Liegt nun die Kriimmungsaxe des einen Kegels, z. B.
die von K in der zur momentanen Drehungsaxe senkrechten
Ebene &, so liegt diejenige des Kegels K’ auf dem orthogo-
nalen Kegel W’ des Biindels 8" und liegt die Kriimmungs-
axe von K auf dem orthogonalen Kegel W des Biindels S,
so liegt diejenige von K’ in der Ebene &

§ 3. Metrische Relationen und Beispiele.

1. Wie oben nachgewiesen, werden die beiden Stralen-
biindel § und S von jeder zur momentanen Drehungsaxe senk-
rechten Ebene 7 in zwei quadratisch verwandten ebenen Systemen
¢ und ¢” geschnitten. Die Wendekreise w und w” dieser Systeme
sind die Kreise, welche 7 mit den orthogonalen Kegeln W
und W’ gemein hat.

Daher ist jede Construction, welche die Bewegung eines
Stralenbiindels betrifft, als gelost zu betrachten, wenn wir die
analoge Construction fiir die Bewegung eines ebenen Systems
ausfihren konnen; denn wir haben nur ndtig, die letztere
aus der Geometrie der Ebene in die Geometrie des Stralen-
biindels zu iibersetzen.

Wir diirfen es wohl unterlassen, die im vorigen Capitel
§ 4 gegebenen Constructionen fiir den Stralenbiindel wirklich
auszusprechen. Nur einige der dort gegebenen Relationen
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sollen in der Form, welche sie fiir die Geometrie des Stralen-
biindels annehmen, besonders aufgestellt werden.

2. Liegen die Stralen ¢ von S in einer Ebene &, welche
durch die momentane Drehungsaxe geht, so liegen auch die
entsprechenden Stralen a” in dieser Ebene. Die Stralen a und
@’ bilden zwei in einander liegende projectivische Stralen-
biischel, welche die Drehungsaxe z entsprechend gemein haben.
Sind s und ¢* die von « verschiedenen Stralen, in denen W,
resp. W’ von der Ebene & geschnitten werden, so setzen wir

* (a2) =1, 5 (¢'0) =1, 0 (s2) = £ (t'0) = g,
wo die Winkel 2, 1" analog zu definiren sind, wie die Strecken

r und 7" in der Ebene. Alsdann ergiebt sich aus § 4, 3 so-
fort die Relation

ctg 4 + ctg 2’ = ctg u.

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die Ebene & mit der
gemeinschaftlichen Normalebene der Axenkegel bildet, durch
e, und nennen @ den Winkel, in welchem diese Normalebene
die orthogonalen Kegel schneidet, so erhalten wir
(ctgd + ctg i) cosa = ctg .

Der auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck
ist daher fiir alle Paare zugeordneter Stralen « und a’ eine
Constante.

Die momentanen Kriimmungsaxen der bheiden Polkegel
I' und I”" sind ebenfalls ein Paar entsprechender Stralen
und ¢’. Bezeichnen wir die Winkel, welche diese Krtimmungs-
axen mit x bilden, durch ¢, resp. 9', so erhalten wir (§ 6)
die specielle Relation

ctgp -+ ctgp’ = ctg o.

In den ebenen Systemen ¢ und ¢’ entspricht jedem Kreis
des einen Systems, welcher die Tangente der Polcurven im
Drehungscentrum berithrt, ein gleichartiger Kreis des andern
Systems. Einem orthogonalen Kegel des einen Biindels,
welcher die Tangentialebene der Polkegel lings der Drehungs-
axe beriihrt, und fiir welchen die Drehungsaxe die eine Gerade
ist, auf der die Kreisschnitte senkrecht stehen, entspricht da-
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her ein gleichartiger orthogonaler Kegel des andern Biindels.
Dies giebt uns ein durchsichtiges Bild von der Verteilung der
zugeordneten Stralen ¢ und ¢’ im Raume.

3. Die vorstehenden Resultate miogen auf einige Beispiele
angewendet werden.

Die Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt ist
bestimmt, sobald in jedem Augenblick die ihn characterisirende
quadratische Beziehung der Biindel S und §° bekannt ist.
Aus dem vorigen Capitel (§ 4, 2) folgern wir, dass dazu die
Kenntniss von zwei Paaren entsprechender Stralen hinreichend
und notwendig ist. Schreiben wir daher vor, dass zwei Stralen
des einen Biindels auf zwei festen Flichen laufen, oder geben
wir ganz allgemein zwei Paare von Kegelflichen K und K,
welche im Verhiltniss von Enveloppen zu einander stehen, so
werden die Biindel eine ganz bestimmte Bewegung gegen ein-
ander ausfithren.

a. Die Bewegung des Biindels § sei dadurch bestimmt,
dass zwei Stralen @ und b gezwungen sind, in zwei festen
Ebenen o« und g’ zu bleiben.

Die Ebene durch a senkrecht zu o’ und die Ebene durch
b senkrecht zu B’ schneiden sich in der momentanen Dreh-
ungsaxe . Da a die Ebene o' beschreibt, so ist die Kriim-
mungsaxe @’ die zu ¢’ senkrechte Gerade; ebenso ist die Kriim-
mungsaxe von b die zu B’ normale Gerade b’. Damit sind
zwei Paare entsprechender Stralen beider Biindel bestimmt,
also auch ihre quadratische Verwandtschaft und diejenige der
ebenen Schnitte ¢ und ¢

Wir betrachten die umgekehrte Bewegung. Dieselbe ist
dadurch definirt, dass zwei Ebenen «’ und g’ des Biindels §°
gezwungen werden, sich um zwei feste Stralen a und b von
S zu drehen. Ist im besondern der von «’ und g’ einge-
schlossene Winkel ein Rechter, so durchliuft die Schnittlinie

j&’B]
einen orthogonalen Kegel, dessen Kreisschnittebenen auf a und
b senkrecht stehen; in der That ist ja

@]




stets Schnittlinie zweier zu einander senkrechter Ebenen, die
sich um die festen Geraden @ und b drehen.

4. Hieraus folgt eine einfache Construction der Normal-
ebene eines orthogonalen Kegels. Ist nimlich ¢ ein behebmer
Stral desselben, so bestimmen wir die beiden Ebenen

[cal = «" und [eb] = 8/,

errichten auf &’ in @ und auf g’ in b die Normalebenen, so
schneiden sich dieselben in einer Geraden z, durch welche die
Normalebene des orthogonalen Kegels fiir den Stral s hin-
durchgeht; d. h. [ex] ist die Normalebene.

Um die Krtimmungsaxe des orthogonalen Kegels zu con-
struiren, tbertragen wir die im vorigen Capitel § 4, 5 an-
mﬁfrebene Construction auf den Stxalenbundel Wir bezeichnen
die Ebene [6"] durch g und [¢z] durch y. Wir bestimmen
die Ebenen

[ab] und [aD"]
und verbinden ihre Schnittlinie / mit z durch die Ebene

[hz] = 4.
Nun constrniren wir eine Ebene z so, dass

K (1) = X (p),

verbinden @ und ¢ durch eine Ebene und legen schliesslich
durch @’ und die Gerade, in welcher x von [ac] getroffen
wird, eine Ebene; dieselbe schneidet y in der Krummun gsaxe ¢’

b, Wir kehren zu der urspriinglich betrachteten Bewegung
zuriick,

Die von der Ebene [ab] umhiilite Kegelfliiche ist in dem
besonderen Fall, dass @ und b senkrecht auf einander stehen,
der Polarkegel eines orthogonalen Kegels. Dies folgt un-
mittelbar aus dem, was wir in diesem Capitel, § 1, 4, gezeigt
haben; in der That ist [ab] die Ebene eines reehten kaelg
der sich so um seinen Scheltel bewegt, dass der eine Schenkel
stets in einer Ebene ¢’ und der andere in einer Ebene B’
bleibt.

Ist daher Z® irgend ein Kegel, dessen Polarkegel ortho-
gonal ist, und ¢ irgend eine Tancentm]ebene desselben, go

Schoenflie 8, Geometrie der Bewegung. b
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lssst sich ihr Berithrungsstral, wie folgt, construiren. Seien
«’ und B~ die Ebenen, welche auf den Brennstralen von &®
senkrecht stehen, so bestimmen wir die Schnittlinien
le's| =¢ und |B'e]| =10,

errichten in @ auf « und in b auf ' je eine Normalebene,
und legen durch die Schnittgerade » dieser beiden Ebenen
eine zu & senkrechte Ebene; dieselbe trifft & im Beriihrungs-
stral e

Nun lisst sich auch die Kriimmungsaxe des Kegels &%
fiir den Stral ¢ construiren. Dies geschieht in der niimlichen
Weise, wie eben fiir den orthogonalen Kegel. Namlich die zu
@’ senkrechte Gerade a’ ist wieder der zu @ zugeordnete Stral,
und ebenso ist die zu B senkrechte Gerade b’ dem Stral b
zugeordnet. Die Ebene & und der Kegel k® sind als zwei
Kegel K und K’ zu betrachten, welche in dem gegenseitigen
Verhiltniss von Enveloppen zu einander stehen; folglich ist
die Krimmungsaxe ¢’ des Kegels k® derjenige Stral von &,
welcher ‘der auf & senkrechten Geraden ¢ von S zugeordnet
ist. Dieselbe kann daher ebenso, wie diejenige des orthogo-
nalen Kegels, construirt werden.

6. Der Stralenbiindel S bewege sich so, dass die Ebene
« desselben stets durch einen Stral @’ von S’ geht, withrend
ein Stral b der Ebene o den Rotationskegel K’ beschreibt.

Die momentane Drehungsaxe lisst sich unmittelbar con-
struiren. Sie legt einerseits in der durch b gelegten Durch-
messerebene des Kegels K, und da bei der umgekehrien Be-
wegung a’ stets in a bleibt, so liegt sie andrerseits in einer
Ebene, die durch a’ geht und zv « normal ist.

Hieraus folgt weiter, dass der zu a’ zugeordnete Stral
von S der auf « senkrechte Stral @ ist. Derzu b zugeordnete
Stral ist die Axe b’ des Rotationskegels. Damit sind wieder
zwei Paare entsprechender Stralen, also auch die quadratische
Verwandtschaft der Biindel S und 8" bestimmt.

Bei der umgekehrten Bewegung beschreibt der Stral @ von
S’ die Ebene o, und der Kegel K’ geht stets durch den festen
Stral b des Biindels S. Da aber bei der directen Bewegung
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b einen Rotationskegel mit der Axe b’ durchliuft, so folgt
sofort, dass bei der umgekehrten Bewegung " einen Rota-
tionskegel K mit der Axe b beschreibt. Die umgekehrte Be-
wegung lisst sich daher auch dahin definiren, dass der Stral
@’ stets in der Ebene « und der Stral b’ auf einem Rotations-
kegel K zu laufen gezwungen sind.

Wenn wir die umgekehrte Bewegung in dieser Weise
definiren, so lisst sich leicht erkennen, dass die vorstehend
behandelte Bewegung ein specieller Fall der oben behandelten
ist. Wenn nimlich der Rotationskegel K in eine Ebene
degenerirt, so wird nicht nur o', sondern auch b° sich in
einer Kbene bewegen, d. h. dann bewegen sich zwei Stralen
von S8 in zwei festen Ebenen des Biindels S,

§ 4. Die Wendekegel.

1. Von den orthogonalen Kegeln W und W’ haben wir
gezeigh, dass sie fir die quadratische Verwandtschaft der
beiden Biindel S und S” genau dieselbe Rolle spielen, wie die
Wendekreise % und w’ in der Ebene. Die Wendekreise haben
jedoch eine doppelte kinematische Bedeutung. Sie bilden
néimlich gleichzeitig den geometrischen Ort der Punkte, welche
gerade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Diese Eigen-
schaft ist jedoch nicht auf die Stralen der orthogonalen Kegel
iibergegangen. Kin Stral @ von S, welcher ein den Punkten
der Wendekreise analoges Verhalten zefgen soll, muss die
Eigenschaft haben, dass seine drei auf einander folgenden
Lagen in einer und derselben Ebene enthalten sind, d. h. dass
@ und @’ senkrecht auf einander stehen. Dies ist jedoch fiir
die Stralen der orthogonalen Kegel im Allgemeinen mnicht der
Fall. Tst niimlich v irgend ein Stral des Kegels W, so liegt
er mit ¢’ in einer durch die Drehungsaxe 2 gehenden Ebene,
und da v’ in der zu z normalen Ebene ¢’ liegt, so kann v
nur auf ¢" senkrecht stehen.

Es fragt sich demnach jetzt: Giebt es Stralen ¢ der eben
betrachteten Art und welches ist der Ort derselben?

2. Um diese Frage zu beantworten, gehen wir zuniichst

wieder von drei willkiirlich angenommenen Lagen S, 8, 8,
5%
[

http://www.dmg-lib.de



— 68 —

*

des beweglichen Biindels S aus. Sei ¢ eine beliebige Ebene
von S, so erzeugen die in g, und &, liegenden congruenten
Stralenbiischel einen Kegel zweiter Classe, nimlich denjenigen,
welchen wir oben (§ 1, 4) bereits genauer hetrachtet haben.
Ebenso erzeugen die in & und &, liegenden congruenten Stral-
biischel einen derartigen Kegel. Beide Kegel konnen im All-
genieinen nur & zur gemeinschaftlichen Tangentialebene haben;
sie besitzen daher im Allgemeinen noch drei von einander
verschiedene gemeinsame Tangentenebenen, und in jeder der-
selben liegen drei entsprechende Stralen a,, a;, 2, Die
Ebene & enthilt daher drei Stralen der betrachteten Art, und
die Gesammtheit derselben bildet einen Kegel K, dritter
Ordnung. i

Auf diesem Kegel liegen auch die drei Drehungsaxen
Ty, g9 Toy; demn fiir jede derselben fallen zwei Lagen mit
einander zusammen.

Die zu den Stralen von K, senkrechten Ebenen « be-
sitzen die Bigenschaft, dass sich &, @, @ In je einer und
derselben Geraden schneiden; es giebt daher unendlich viele
Ebenen dieser Art und die Gesammtheit derselben bildet einen
Kegel dritter Classe ky,®, welcher der reciproke Polarkegel
von K, ist.

Sind &5, &, En die auf z,, resp. &, Zo senkrechten
Ebenen, so liegen dieselben auf &, " Die Ebene £, ist die-
jenige Ebene, welcle die Biindel S, und S, entsprechend ge-
mein haben. Dreht sich der Biindel S um @, so verschiebt
sich daher die Ebene £, in sich selbst, indem sie sich um
den Punkt O dreht. In derselben existiren daher uwei Doppel-
stralen, nimlich diejenigen, welche von O nach den beiden
unendlich fernen imaginiiren Kreispunkten hingehen (Cap. I,
§ 3, 5); dieselben sollen durch iy und jy bezeichnet werden.
Sie bilden im Verein mit x,, diejenigen drei Stralen, welche
zwei in einander liegende collineare Stralenbiindel stets ent-
sprechend gemein haben.

Da 4, und jy, fir die um =, stattfindende Drehung als
unbeweglich zu betrachten sind, so geniigh jeder derselben
der Bedingung, dass seine drei entsprechenden Lagen in einer
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Ebene bleiben; d. h. 4y und jy, sind Stralen von K ;,° Das
niimliche gilt fiir die analogen Stralen der Ebenen £, und
Ey0; d. . die sechs imaginiiren Geraden

Z‘12’ jl?? i20’ j207 Z'0].? j()l
liegen auf dem Kegel K%

Wir erhalten daher folgenden Satz:

Sind Sy, S,, S, drei willkiirlich angenommene Lagen des
Biindels S, so giebt es in demselben unendlich viele Stralen a
von der Eugenschaft, dass fiir jeden von ihnen a,, a, a, in je
ciner und derselben Ebene cnthalten sind. Diese Stralen bilden
eimen Kegel dritter Ordnung Ky,®, welcher die drei Drehungs-
AXER Xygy Loy, Ty uRd die sechs imagindren Geraden iy, jiy, %y,
Jeos Tors Joo enthiilt.  Ebenso gicht es unendlich viele Ebenen o
des Biindels S, fiir welche o, «,, o, sich i je einer und der-
selben. Geraden schneiden.  Dieselben umbiillen einen Kegel dritter
Classe kyy,*, nimlich den Polarkegel von K’

Die analogen Kegel existiren im Biindel S fiir die um-
gekehrte Bewegung. Dieselben sollen durch K,,* und ky,*
bezeichnet werden.

3. Die Schnittlinie der Ebenen «,, «,, @, steht auf der
Ebene der Geraden a,, a,, a, senkrecht. Diese Schnittlinie
ist daher nichts anderes, als die Gerade a’, welche in Besug
auf die quadratische Verwandtschaft der beiden Biindel der
Geraden a zugeordnet ist.

Betrachten wir jetzt die umgekehrte Bewegung. Da die
Schuittlinie von «,, «,, «,, wie eben gezeigt, als Gerade des
Biindels S durch o’ zu bezeichnen ist, so diirfen wir sagen,
dass die Ebene o« fiir die drei Lagen S,, 8,, S, stets durch
a’ geht. Bei der umgekehrten Bewegung bleibt daher der
Stral @’ in den drei Lagen a,, @,, @, in derselben Ebene «
des Biindels S; d. h. er ist ein Stral des Kegels K,;,%". Die
zu einem Stral @ von Ky, zugeordnete Gerade a’ liegt also
stets auf dem Kegel K,,%; d. h.

Die beiden Kegel K,,* und K% entsprechen ecinander
wn Bezug auf dic quadratische Verwandtschaft der Biindel S
und S’
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Bezeichnen wir ferner die Ebene der drei Geraden a,
a,, ay, insofern wir sie als Ebene von S” betrachten, durch e,
so bleibt der Stral a fiir die drei Lagen S;, S, S, in der-
selben Ebene «’ von S’; bei der umgekehrten Bewegung gehen
also «, @, o, simmtlich durch die Gerade ¢ von S. Daher
ist «’ eine Tangentialebene des Kegels %y,

4, Lassen wir die Lagen S;, S;, S, nunmehr beliebig
nahe an einander riicken, so erhalten die Geraden a des Kegels
K,,,* die Eigenschaft, gerade Wendestralen ihrer Kegelflichen
zu passiren, und die Ebenen « von ky,* sind dadurch aus-
gezeichnet, dass sie die von ihnen umbhiillten Kegel gerade in
Riickkehrstralen berithren. Demnach folgt:

Bewegt sich ein Korper S wm einen festen Punkt, so gicbt
es in jedem Augenblick unendlich viele Stralen desselben, dic gerade
Wendestralen threr Kegelflichen sind.  Dieselben bilden einen
Kegel dritter Ordnung K®, welcher die Tangentialebene der Pol-
kegel in der momentanen Drehungsaxe beriihrt.  Ein analoger
Kegel K*' existirt im Biindel S’ fiir die wmgckehrte Bewegung.'®)

Der Polarkegel 1* des Kegels K® hat die Eigenschaft, dass
jede seiner Tangentialebenen gerade durch einen Riicklehrstral des
von thr umbhiillien Kegels geht. Das gleiche gilt vom Polarkegel
1% des Kegels K* fiir die umgekehric Bewegung.

Die Kegel K* und K*' sollen die Wendekegel, und ;* und
k3 die Riickkehrkegel der beiden Biindel genannt werden. Jede
Gerade von S, die sich in einer Ebene bewegt, liegt auf K
und jede Ebene, welche stets durch dieselbe Gerade geht, ist
eine Ebene von A%

Da jedem Stral ¢ von K* in Bexug auf die quadratische
Verwandtschaft der Biindel S und S’, welche den betrachteten
Bewegungsmoment characterisirt, ein Stral ¢’ von S zuge-
ordnet ist, so diirfen wir noch folgenden Satz aussprechen:

Der Wendekegel K°' st der Ort der Kritmmungsazen der
Stralen von K3®; cbenso ist fiir die umgekehrte Dewegung der
Wendekegel K* der Ort der Kriimmungsaxen der Stralen von K¥'.

Auch die Kegel K® und %* besitzen eine geometrische
Beziehung zu einander. Wir haben nimlich soeben gezeigt,
dass jede Ebene &’ von %*" Verbindungsehene dreier Geraden
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a,, @, a, ist; ebenso ist jede Gerade a’ von K* Schnittlinie
von drei Ebenen «,, o, a,. Gehen wir zur Grenze iiber, so
folgt:

Die Ebenen des Kegels k* sind die Wendetangentialebenen
der Stralen von K°, und die Stralen von K® sind die Riickkehr- »
stralen der von den Ebenen von I® umbiillien Kegel; und analog |
Jiir die wimgekehrte Bewegung.

Fiir je zwel zugeordnete Stralen @ und o’ der beiden
Wendekegel besteht die Relation (§ 3, 2)

(ctg 2 4 ctgd’) cos @ = ctg @.

Im vorliegenden Fall stehen aber ¢ und @' senkrecht auf
einander, also ergiebt sich fir den Winkel 4, welchen der -
Stral @ mit z bildet,
(ctg A -+ tgd) cos @« = ctg @,
d. h.
sin22 = 2cosa - tg .

Diese Gleichung bestimmt fiir jede durch die momentane
Drehungsaxe gehende Ebene die beiden Stralen, welche sie
ausser # mit dem Wendekegel gemein hat. v

5. Wir betrachten nunmehr vier willkiirlich gegebene
Lagen S;, S, S,, S, des Biindels S. Der Wendekegel, welcher
den Lagen S;, S, S; entspricht, sei wieder K%, und der
Wendekegel, weleher zu S, S,, S; gehort, der also alle
Stralen @ von S enthilt, fiir welche a,, a,, a; in derselben
Ebene liegen, sei K,,°. Beide Kegel schneiden sich im All-
gemeinen in neun Stralen ¢, und jeder derselben ist dadurch
ausgezeichnet, dass fiir ihn sowohl a,, a,, a,, als auch @,
@y, @, in je einer Ebene liegen. Jeder dieser Stralen a hat
daher im Allgemeinen die Eigenschaft, dass fiir ihn a,, a,,
@y, a, in einer einzigen Ebene enthalten sind.

Nun gehoren dem Kegel K ,* die Drehungsaxen z;,, 2,,,
&y an, und dem Kegel K, die Axen g, x5, #,; beide
Kegel haben also die Axe 2, mit einander gemein. Die Axe
%, ist eine Gerade, fiir welche die zweite und dritte Lage,
d. h. diejenigen, welche den Biindeln S, und S, entsprechen,

o S

o

R
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mit einander zusamnienfallen; sie wird daber im Allgemeinen
nicht die Eigenschaft haben, dass ihre vier verschiedenen
Lagen in einer und derselben Ebene enthalten sind. Dasselbe
gilt von den beiden imaginiiren Geraden ¢, und j,, welche
auf beiden Wendekegeln liegen; fiir jede der anderen sechs
Sechnittlinien findet dagegen die eben genannte Higenschaft
statt, und es folgt:

Sind vier Lagen S,, S, S,, S des Biindels S willkiirlich
angenommen, so gicbt es in demselben im Allgemeinen sechs Stralen
a von der Figenschaft, dass a,, a,, a,, a; in ciner einzigen Ebene
enthalten sind.

Ebenso gicht es sechs LEbenen o des DBiindels S wvon der
Figenschaft, dass o, o, oy, o, durch cine und dieselbe Gerade
hindurchgehen. Dies sind die zu den sechs Stralen o senkrechten
LEbenen.

Riicken die Biindellagen unendlich nahe an einander, so
erhalten wir die analogen Sitze fiir die continuirliche Bewegung
eines Korpers um einen festen Punkt. Wir selien, dass es
in jedem Augenblick sechs Stralen im Korper giebt, [ir
welche vier auf einander folgende Lagen in je einer Ebene
bleiben. Dieselben konnen in Analogie zu den Bezeichnungen
fir Punktbahnen, Undulationsstralen ihrer Kegelflichen ge-
nannt werden. Jede der sechs Ebenen, welche auf diesen
Stralen senkrecht stehen, hat die Eigenschaft, wiithrend vier
auf einander folgender Lagen durch dieselbe Gerade zu gehen.

Dasselbe gilt fiir die umgekehrte Bewegung. Ist iiber-
dies «’ eine der sechs Ebenen von 8§, so ist sie gleichzeitig
Tangentialebene eines der sechs Stralen von S; und ebenso ist
jeder der sechs Stralen ¢’ von 8’ eine der Geraden, in welcher
die vier auf einander folgenden Lagen einer Ebene « von S
sich schneiden.

6. Jeder Stral x des Polkegels I' durchliuft in dem
Augenblick, in welchem er momentane Drehungsaxe ist, einen
Riickkehrstral des von ihm beschriebenen Kegels, und im
Allgemeinen werden nur diejenigen Stralen des Biindels S,
welche dem Polkegel I' angehodren, die Eigenschaft besitzen,
Kegelflichen mit Riickkehrstralen zun durchlaufen.
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¥benso ist ersichtlich, dass die zu z senkrechte Ehene g,
wenn 2 momentane Drehungsaxe ist, dadurch ausgezeichnet
ist, dass sie gerade Wendetangentialebene des von ihr um-
hiillten Kegels ist; und im Allgemeinen wird es ausser den
Tangentialehenen des Polarkegels von I' keine andere Ebene
geben, welche Kegelflichen mit Wendetangentialebenen um-
hiillen.

Es lassen sich aber hier die Ueberlegungen wiederholen,
welche wir im vorigen Capitel (§ b, 6) fiir die ebene Be-
wegung angestellt haben. Wir haben nur nétig, die dort be- 5
nutzten Schliisse auf die Geometrie des Stralenbiindels zu :
iibertragen. Nennen wir daher die Winkel, welche die
momentanen Kriimmungsaxen der Polkegel mit der Drehungs-
axe z bilden, ¢, resp. ¥’, so folgt sofort:

Wenn in irgend cinem Augenblick die Kriimmungsaxen der
Polkegel auf derselben Seite ihrer Tangentialebene liegen, und
gleichzeitig die Differens @ — " ihw Zeichen wechselt, so ist
Jjeder Stral der beiden Diindel cin Riickkehrstral seiner Kegel-
fldche, und jede Elene beider Biindel ist Wendetangentialebene
der von ihr wmhiillien Kegelfliiche.

Endlich kbonnen wir auch noch folgenden Satz aus-
sprechen:

Die Enveloppe aller Wendekegel des Biindels S besteht
aus zwel Teilen von wesentlich verschiedener geometrischer
Bedeutung. Der eine von ihnen ist der Polkegel I', die
Stralen desselben haben die Eigenschaft, Kegelflichen mit
Riickkehrstralen zu beschreiben. Der andere ist der Ort der-
jenigen Stralen des Biindels, welche Kegel mit Undulations-
stralen beschreiben.

Die entsprechenden Gesetze gelten fiir die Enveloppe der
simmtlichen Riickkehrkegel.

§ 5. Die Kegel der stationiiren Kriimmungsaxen.
1. Seien 8, S,, S, S; wieder vier willkiirlich angenommene
0 M1y M2y M8 =
Lagen des Biindels S. Die Halbirungslinien der Winkel (a,a,),
(@a;), (aya5) seien vesp. @, a,”, @, und die zugehorigen
Normalebenen e, ", «’ Ist nun ¢ eine beliebige Ebene
02 Y1) M2 =]
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von S, so bilden die Schnittlinien der Ebenen ¢, «, welche
zu den Stralen @ von & gehbren, einen Kegel zweiter Ordnung,
welcher die Drehungsaxen 2, 2,,, «,, enthilt. Ebenso bilden
die Schnittlinien der Normalebenen «,*, o,* einen Kegel zweiter
Ordnung, welcher z,,’, #,,", x,,” enthilt. Beide Kegel haben
daher die Axe z,, gemein; mithin schneiden sie sich I All-
gemeinen noch in drei anderen Stralen und jeder derselben
ist Schnittlinie von drei entsprechenden Normalebenen e,
o’ o, Die Ebene & enthilt demnach dret Stralen a, deren
Normalebenen «, & &, durch je eine und dieselbe Gerade
gehen. Die Gesammtheit dieser Stralen bildet also eine Kegel-
fliche dritter Ordnung. Dieselbe soll durch H,,® oder kiirzer
durch H;* bezeichnet werden. Die geometrische Bedeutung
dieser Kegelfliche ist, dass fiir jeden Stral o derselben a,, a,,
a,, @, anf einem und demselben Rotationskegel liegen.

Die niimlichen Schliisse gelten fir die Bewegung des
Biindels S” in S. Es giebt daher fiir die umgekehrte Be-
wegung eine in S’ gelegene Kegelfliche dritter Ordnung
H,,%, resp. Hy*', deren Stralen b’ die Kigenschaft besitzen,
dass die drei Normalebenen 8", 3", 8,” durch eine und die-
selbe Gerade gehen, d. h. dass b, b, b, b, auf einem Ilo-
tationékegel liegen.

Die Kegelfliiche I ist nichts anderes, als die Fliche
der Krimmungsaxen der Stralen @ von Hy® In der That
lasst sich zeigen, dass die Kriimmungsaxe a’ eines jeden
Strales @ von H® auf Hy® liegt. Dies folgt einerseits aus
dem § 1, T dieses Capitels gegebenen Satz, andrerseits er-
giebt es sich auch direct in folgender Weise. Da die Geraden
@y, Oy, 0y, ag auf einem Rotationskegel liegen, so ist die Axe
o’ dieses Kegels die Schnittlinie der drei Normalebenen e«
o, . Diese Axe a’ ist mit a durch die metrische Relation
verbunden, mit a,, @,, a,, @, gleiche Winkel zu bilden. Diese
Kigenschaft ist aber davon unabhiingig, ob wir S oder S” als
den beweglichen Biindel betrachten; es bilden also auch a,
a, a, a’ mit a denselben Winkel; d. h. @ ist Schnittlinie
der Normalebenen «,*, ", . Da aber diese drei Ebenen
sich in einer Geraden schneiden, so liegt a’ auf H*. Ferner
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folgt nun auch, dass fiir die umgekehrte Bewegung a die
Kriimmungsaxe der von @’ beschriebenen Kegelfliche ist.

2. Die beiden Kegel H® und Hy* sind demnach ent-
sprechende Flichen in den quadratisch verwandten Stralen-
biindeln S und S’. Jeder der beiden Kegel enthiilt die Haupt-
stralen seines Biindels, d. h. die Drehungsaxen; denn fiir jede
derselben fallen zwei von den vier betrachteten Lagen mit
einander zusammen. Daher liegen die Drehungsaxen z,, %y,
xy, auf Hy®, und die Drehungsaxen der umgekehrten Be-
wegung, z,y, %,), 4, auf Hy*. Nun hatten wir die Stralen
a von Hy?® mittelst der drei Normalebenenbiischel e, «*, a,”
definirt; es ist aber evident, dass fiir jeden dieser Stralen auch
diejenigen Ebenen, welche zu den Winkeln (g,a,), (a,a;), (a,a;)
gehoren, durch die Axe @’ des beziiglichen Rotationskegels
hindurchgehen. Die Kegel verhalten sich néimlich ganz gleich-
miissig gegeniiber den vier Lagen S,, S,, S,, S;, und es
konnen daher irgend drei der sechs Gruppen

8981 SSys SoSs, 518y, 8,8y, 8,8,

zu ihrer Erzeugung benutzt werden. Daraus folgt, dass Hy?®
die sechs Drehungsaxzen

Tory Zogy o3y Lrz5 Fyyy; Loy

enthilt, und ebenso H;* die Axen

Bor'y Boy'y Tos s Tuy 5 Eiyy gy
der umgekehrten Bewegung.

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat:

Sind S,, S;, S, S; wvier beliebiy gewdihltc Legen des
Biindels S, so giebt es in demselben eine Kegelfliche dritter
Ordnung Hy®, deven Stralen a die Figenschaft Laben, dass a,
ay, 0y, a5 vier HNanlen desselben Rotationskegels sind. Diese
Kegelfliiche enthdlt die sechs Drehungsazen, welche zu irgend
aweicn der vier Biindel S,, S, Sy, S5 gehiren. Die Axen dicser
Rotationskegel bilden eine in S gelegene Kegelfliche H,,®, welche
durch die sechs Drelungsaxen der indirecten Bewegung hindurch-
geht.  Bei der Umkehrung der Bewegung vertauschen beide Kegel-
fliichen <hre DBedeutung.
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Auf diesen Kegelflichen liegen auch die oben (§ 4) ge-
fundenen sechs Stralen, welche zwei auf einander folgende
Wendekegel mit einander gemein haben.

3. Riicken die Biindellagen unendlich nahe an einander,
so erhalten die von den Stralen @ beschriebenen Kegelflichen
die Eigenschaft, stationiire Kriimmungsaxen zu besitzen. Jeder
Punkt des Strales a beschreibt daher eine Curve, welche von
ihrem Kriimmungskreis vierpunktig beriihrt wird. Wenn wir
die sich ergebenden Sitze diesmal ausnahmsweise nicht fiir
die Stralen @ selbst, sondern fiir die auf ihnen liegende Punkte
aussprechen, so folgt:

Bewegt  sich cin starrer Korper um  einen festen Punkt,
so giebt es in demselben in . jedem Augenblick einen Kegel
dritter Ordnung HP, dessen simmtliche Punkte dadurch ausge-
zeichnet sind, dass ihre Bahnen gerade vierpunktig berithrende
Kriimmungskreise besiteen.  Die Kriimmungsaxen dieser Bahnen
bilden eine in S’ gelegene Kegelfliche H¥'. DBei der Umbchrung
der Dewegung vertauschen beide Kegelfliichen ihre Bedewlung.

Jede dieser beiden Kegelflichen osculirt den Polkegel
ihres Biindels in der momentanen Drehungsaxe.

4. Seien endlich S,, S, Sy, S;, S, fiinf beliebig gewhhlte
Lagen des Biindels S. Zu den vier Lagen S, S,, S;, S, ge-
hort ein Kegel H 2 welcher der geometrische Ort dexjenigen
Geraden ist, fir welche a,, ay, a,, a, auf einem Rotations-
kegel liegen. Die Kegel H* und H,;* enthalten beide die
Drehungsaxen @y, %, %;; sie schneiden sich daher im All-
gemeinen noch in sechs anderen Stralen, und jeder von ihnen
ist dadurch ausgezeichnet, dass a,, a,, a,, a;, a, Kanten des-
selben Rotationskegels sind. Fiir die Axen z,3, @5, 2, ist
dies jedoch im Allgemeinen nicht der Fall. Demnach folgt:

Sind fiinf Lagen des Biindels S beliebig angenommen, so
giebt es in demselben im Allgemeinen sechs Stralen a, welche
die Eigenschaft haben, dass a,, a,, a,, a;, o, auf einem und
demselben Rotationskegel liegen. Die Axen dieser Kegel sind
die analogen Stralen von §° fiir die umgekehrte Bewegung.

Ebenso giebt es, wenn ein starrer Korper sich beliebig
um einen festen Punkt dreht, in jedem Augenblick im All-
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gemeinen sechs Stralen desselben, deren Punkte dadurch aus- ,
gezeichnet sind, dass ihre Bahnen gerade fiinfpunktig beriih-
rende Kriimmungskreise besitzen. Die Kriimmungsaxen dieser B
Bahnen sind die analogen Stralen von S’ fiir die umgekehrte
Bewegung.

5. Die Untersuchungen dieses Paragraphen lassen sich
auf die von den Ebenen des Biindels umhiillten Kegelflichen '
tibertragen. Ist z B. @ ein Stral von H,® so hat die zu
ihm senkrechte Ebene a die Eigenschaft, dass o, e, a;, o,
Tangentialebenen eines und desselben Rotationskegels sind.
Es giebt daher einen Kegel 7,® dritter (lasse, niimlich den
Polarkegel von H,* welcher der geometrische Ort dieser Ebenen
o des Biindels S ist. Mithin erhalten wir zu jedem der vor-
stehend bewiesenen Siitze einen neuen, wenn wir ihn auf die
orthogonalen Polarbiindel der beiden Stralenbiindel S und S’
ausdehnen. '

Es zeigt sich also auch hier, dass bei der Bewegung eines
Stralenbiindels die Stralen und Ebenen desselben gleichartigen
Gesetzen unterworfen sind. Wir hitten in Folge davon die
Betrachtungen dieses Capitels in vollig dualer Weise durch-
fithren Lkonnen, indem wir uns mit den Biindeln S und S’
stets ihre orthogonalen Polarbiindel verbunden denken. Auch
fir die Kbenen der beiden Polarbiindel besteht alsdann eine
quadratische Verwandtschaft, und zwar so, dass je zwei Ebenen
o und e’ ecinander entsprechen, die auf zwei zugeordneten
Stralen @ und a’ senkrecht stehen. Betrachten wir die Polar-
biindel nur als Ebenenbiindel, so existiren auch fiir sie zwei
Kegelflichen (y) und (p”), niimlich die Polarkegel von I' und
I, deren gegenseitige Bewegung die Bewegung des starren
Korpers bestimmt, u. s. w.

Bei der Bewegung eines starren Korpers um einen festen
Punkt besteht also fiir die von den Stralen beschriebenen
Kegel und fiir die von den Ebenen desselben umhiillten Kegel
eine ausnahmslose Dualitit. Fiir die Bewegung eines ebenen
Systems in seiner Ebene war dies nicht der Fall. Wiihrend
z B. der Wendekreis, als Ort aller Punkte 4, fiir welche 4,,
A, A, auf derselben Geraden liegen, eine Curve der zweifen
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Ordnung ist, bilden diejenigen Geraden g, fiir welche g,, g,
g, durch einen und denselben Punkf gehen, einen Stralen-
biischel erster Ordnung.

Der Grund dieser Differenz liegt bekanntlich in dem ver-
schiedenen Charakter der Maassbestimmung fiir die Punktreihe
und den Stralenbiischel. Tiir den Stralenbiischel und den
Ebenenbiischel dagegen ist die Maassbestimmung die gleiche,
und darauf ist die Dualitit bei der Bewegung eines Korpers
um einen festen Punkt zuriickzufiihren.
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Drittes Capitel.

Die Bewegung eines unveriinderlichen riumlichen Systems.

§. 1. Die Bewegung einer Geraden.

1. Ein unveréinderliches rdumliches System X, das wir
uns als unbegrenzt vorstellen wollen, moge sich in vorge-
schriebener Weise in dem festen Raum X’ bewegen. Die Lage
desselben wird in jedem Augenblick bekannt sein, sobald
die Lage von drei Punkten desselben gegeben ist, welche
eine Ebene bestimmen. Wissen wir also, dass drei nicht in
einer Geraden liegende Punkte von X an die ihnen vorge-
schriebenen Stellen gekommen sind, so diirfen wir dasselbe
von dem riumlichen System selbst behaupten.

Die Bezeichnungen wiihlen wir in derselben Weise, wie
in den beiden vorhergehenden Capiteln. A4, g, ¢ bedeutet da-
her einen bestimmten Punkt, eine bestimmte Gerade, resp.
eine bestimmte Ebene' von X, wenn ihr Ort im Raum X
nicht in Frage kommt; dagegen sollen die verschiedenen Lagen,
welche X in X’ einnimmt, wieder durch X, X, ... bezeichnet
werden. Ebenso seien 4, 4, ... die entsprechenden Lagen
des Punktes 4 von X u. s. w.

2. Wiihrend der Bewegung des Systems durchliuft jeder
Punkt desselben eine Curve, welche wieder seine Bahn heissen
soll, jede Gerade erzeugt eine Regelschaar, jede Ebene um-
hiillt eine abwickelbare Fliche u. s. w. Um die geometrischen
Eigenschaften dieser Curven und Flichen zu untersuchen,
werden wir zuniichst wieder zwei beliebige Systemlagen X,
und X, betrachten. Wie dieselben auch gewiihlt sein mogen,
immer wird die unendlich ferne Ebene eine Doppelebene von
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Z, und X, sein. Wir schliessen aber von vorn herein den
Fall aus, dass die beiden Systeme einen im Endlichen liegen-
den Punkt oder eine im Endlichen liegende Ebene entsprechend
gemein haben.

Haben sie nimlich einen im Endlichen gelegenen Punkt
entsprechend gemein, so konnen sie als zwel verschiedene
Lagen eines starren Korpers betrachtet werden, welcher sich
um einen festen Punkt dreht; die auf diesen Fall beziigliche
Untersuchung ist aber bereits im vorigen Capitel durchgefiihrt
worden. Haben sie dagegen eine im Endlichen liegende Ebene
entsprechend gemein, so muss es fiir die in einander liegenden
congruenten ebenen Systeme, wie wir im ersten Capitel ge-
sehen haben, stets einen Doppelpunkt geben. Liegt derselbe
nicht unendlich fern, so erhalten wir wieder den eben be-
‘trachteten Fall; ist derselbe dagegen ein unendlich ferner
Punkt der Ebene, so bedarf es nur einer einfachen Trans-
lation, um die Ebene und damit auch das riiumliche System
X selbst aus der Anfangslage in die Xndlage iiberzufiihren.

3. Seien nunmehr X, und X, irgend zwei Lagen von X
welche die eben angegebene Bedingung erfiillen, seien g, und
g, die entsprechenden Lagen einer Geraden g und 4, B, . ..
A,, B, ... die beziglichen Lagen der Punkte 4, B ... von
g. Die Mittelpunkte der Sehnen A, A4,, BB, ... sollen wie-
der mit A™, B™ ... bezeichnet werden. Ferner sel o' die
Ebene, welche in 4™ auf der Sehne 4,4, senkrecht steht; sie
soll die Normalebene des Punktes A heissen.

Die Normalebenen o, §* der Punkte 4 und B von g
schneiden sich in einer Geraden g': durch Drehung um g
kommt daher gleichzeitig A4, nach 4, und B, nach B;. Diese
Drehung bringt demnach jeden beliebigen Punkt C von g aus
der Lage C, in die Lage C, und es folgt:

Jede Ortsverdnderung emer Geraden kamn durch Drehung
derselben wm eine bestimmie Gerade g° des Rawmes ausgefiihrt
werden. Die Normalebenen aller Punkte von g schneiden sich
simmtlich n g".

Die beiden Geraden g, und g, werden im Allgemeinen
windschief zu einander liegen; sie konnen sich aber anch
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schneiden oder parallel sein. In jedem dieser drei moglichen
Fille existirt eine zu g gehorige Gerade g*. Schneiden sich
9o und g;, so ist g” iiberdies senkrecht zur Ebene [9,9.]. Sind
aber g, und g, einander parallel, so sind auch die Sehnen
der Punkte 4, B, C... einander parallel, die Normalebenen
dieser Punkte gehen daher simmtlich durch eine und dieselbe
unendlich ferne Gerade g, *.

4. Sind g, und g, windschief zu einander, so bilden die
Sehnen der Punkte 4, B, (... von g die eine  Regelschaar
eines Paraboloids; jede derselben liegt in einer zu g¢” senk-
rechten Ebene. Nun werden alle Geraden dieser Schaar von
den Erzeugenden der anderen Schaar in ihnlichen Punktreihen
getroffen ; daher liegen die Mittelpunkte Ar, B O | dieser
Sehnen simmtlich auf einer Geraden. Dieselbe soll die Mitfei-
gerade von g heissen und durch g bezeichnet werden. Als-
dann folgt:

Die Mittelpunkte der Sehnen aller Punkte von g liegen auf
ciner Geraden g™

Der vorstehende Satz ist zwar unter der Voraussetzung
bewiesen worden, dass g, und g, windschief zu einander liegen;
er gilt aber, wie wir im ersten Capitel bereits gezeigt haben,
auch in den besonderen F allen, dass Fig. 15.

9o und g, sich schneiden oder pa-
rallel sind. In diesen Fillen hat
die Mittelgerade g, wie bewiesen,
die Eigenschaft, dass die Projec-
tionen aller Sehnen auf g einan-
der gleich sind, und dass
L (99™) = X (9:9™

ist. Es liegt daher nahe, zu fragen,
ob diese KEigenschaften auch im
allgemeinen Fall bestehen bleiben.

Dies ist in der That der Fall.
Um den Beweis zu liefern, ziehen
wir (Fig. 15) durch A™ die Geraden g, parallel zu g und g,
parallel zu g,. Auf ihnen bestimmen wir die Punktreihen

A, By, 6.0, resp. U, B, 6, ...

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 6

.
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congruent zur Punktreihe 4, B, C..., und zwar so, dass ¥,
und %, mit A™ zusammenfallen. Nun ist fir jeden Punkt C

6,8, = AU, = U4, =GC,C;
d. h. C,€,6,C, ist ein Parallelogramm. Daher ist C gleich-
zeitig Mittelpunkt von €€, und da itberdies
A C =%, E, .
ist, so halbirt g” den Winkel (g,g,); d. h.

Die Mittelgerade g™ bildet mit g, und g, gleiche Winkel.

Die Projection der Sehne C,C, auf gm ist gleich der Pro-
jection des Linienzuges C,€,€,C;. Die Strecke G, €, ist aber
senkrecht zu g7, folglich ist ihre Projection auf g™ ein Punkt.
Demnach ist die Projection von (,C; gleich der Summe der
Projectionen von (,@, und §,C;, also, da

C,€, = 4,%, und €,C, = 4,
ist, auch gleich der Projection von A,4,. Demnach folgt:

Die Projectionen der Sehmen aller Punkte von g auf der
Mittelgeraden g™ sind einander gleich.

Ist also eine Sehne zu g™ senkrecht, so miissen es alle
gein, d. h.

Ist die Sehne eines Punktes von g zur Mittelgeraden senkrechi,
so sind es alle.

Dieser Satz ist von grosser Wichtigkeit. Die Mittelge-
raden, welche auf den Sehnen ihrer Punkte senkrecht stehen,
besitzen eine hervorragende Bedeutung fiir die Theorie der
Bewegung eines riumlichen Systems. Wir werden die Eigen-
schaften derselben, sowie ihre Verteilung im Raume spéter
eingehend zu behandeln haben.

§ 2. Die Bewegung einer Ebene.

§ 1. Seien jetzt &, und & zwei entsprechende Lagen einer
Ebene & des riumlichen Systems, so gehort zu jedem Punkt
A derselben ein Punkt A™ wund zu jeder durch A gehenden
Geraden eine durch A" gehende Gerade g. Sind nun g und
und % zwei beliebige Geraden von ¢ so haben dieselben stets
einen endlichen oder unendlich fernen Punkt gemein, also
gilt das gleiche auch von den entsprechenden Geraden g™ und
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lm. Je zwei Geraden g™ und A” schneiden sich daher; da aber
nicht alle durch denselben Punkt gehen konnen, so liegen sie
simmtlich in einer Ebene; d. h.

Die Mittelpunkte der Sehnen aller Punkte won & liegen
sammtlich in einer und derselben Ebene.

Dieselbe soll die Mittelebene von & heissen und durch &m
bezeichnet werden.

Die Sehnen der Punkte von & sind Verbindungslinien
homologer Punkte der congruenten ebenen Systeme &, und &,.
Bei der Voraussetzung, welche wir iiber 2, und X, gemacht
haben, werden g, und & niemals einen im Endlichen gelegenen
Doppelpunkt besitzen. Dagegen kionnte es wohl mdglich sein,
dass sie ihre Schuittlinie oder einen unendlich fernen Punkt ent-
sprechend gemein haben. Schliessen wir diese beiden Fille zu-
niichst aus, so erzeugen beide Ebenen ein Stralsystem dritter
Ordnung und erster Classe; mithin gehen durch jeden Punkt des
Raumes im Allgemeinen drei von den Sehnen. Wir wollen
dies auf denjenigen unendlich fernen Punkt anwenden, dessen
Richtung zu & senkrecht ist. Da der unendlich fernen Ge-
raden von & die unendlich ferne Gerade von &, entspricht, so
liegen zwei der durch ihn gehenden Sehnen in der unendlich
fernen Ebene selbst; es existirt daher noch eine im Endlichen
liegende Sehne, welche auf & senkrecht steht. Also folgt:

In jeder Lbene & gicbt es im Allgemeinen cinen im End-
lichen liegenden Punkt I, dessen Sehne auf der DMittelebene s™
senkrecht steht. Die Normalebene dieses Punktes st e selbst.,

2. Jedem Punkt 4 von ¢ entspricht eine Normalebene
o und jeder Geraden g, welche durch 4 geht, eine Gerade
9", die in e liegt. Zu irgend zwei Geraden g und % von &
gehbren somit zwei sich schneidende Geraden g und kY. Zwei
beliebige Geraden g* und 4* haben daher stets einen Punkt
gemein, und da sie nicht alle in einer Ebene liegen konnen,
so gehen sie simmtlich durch denselben Punkt, der E* heissen
mége. Derselbe ist gleichzeitig Schnittpunkt aller Normal-
ebenen, welche den verschiedenen Punkten von & entsprechen.
Eine dieser Normalbenen ist & also liegt E” in &% d. h.

Die Normalebenen aller Punkte eciner Ebene & schneiden
. o
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sich simmtlich in einem und demselben Punkt E* der Miltelcbene
em.  Die Geraden g*, welche zu den Geraden g von & gehibren,
laufen ebenfalls simmilich durch E".
Die beiden Geraden, in denen & von & und & geschnit-
ten wird, sind zwei entsprechende Geraden e, und ¢, beider
Ebenen. Die Sehne jedes
Fe Punktes B, von ¢, liegt
nimlich ganz in &m, folglich
liegt auch B, und demmnach
auch ¢ in & Verstehen
wir nun wieder unter F™
denjenigen Punkt von &
dessen Sehne normal zu &”
ist, und fillen (Fig. 16) von
den entsprechenden Punkten
F, und F, Lote auf ¢, und ¢,
so sind diese Lote entspre-
chende Geraden, treffen also
¢, und ¢, in zwei entspre-
chenden Punkten F, und E,. Nun ist die Gerade ¢, eine Nor-
male der Ebene F,E,Fm denn sie ist zu den beiden Geraden
F,E, und FyF™ dieser Ebene senkrecht. Hieraus folgt, dass
¢, auch auf der Geraden E,F™ senkrecht steht, und dasselbe
gilt aus analogen Griinden fiir ¢ und F, Fm, Aus der Con-
gruenz der Dreiecke F,E,F™ und F, E, F" folgt iiberdies, dass
F’"E = F"E,;
wir diirfen daher schliessen, dass F Drehungscentrum fiir die
Geraden ¢, und ¢, ist. Daraus ergiebt sich, dass die Normal-
ebenen der Punkte von e sich in einer durch F™ gehenden
Geraden schneiden und dass ihre Schnittlinie ¢* mit der Sehne
F,F, identisch ist. Daher fallen die Punkte F» und £ zu-
sammen, d. h.:

Der Punkt E*, in welchem die Normalebenen aller Punkic
von & sich schmeiden, ist derjenige Punkt F™ der Mittelebene &,
dessen Sehne auf & senkrecht steht.

Aus der Congruenz der Dreiecke F,F,F™ und F\E F™
folgt noch, dass

Fig. 16.

A




X F,E,Fm» =< F,E F»
ist. Diese Winke] sind aber die Neigungswinkel der Ebenen
& und & gegen &”; also erhalten wir den Satz:

Die Ebenen &, und &, bilden mit der Mittelebene & gleicke
Winkel.

E, und F; sind diejenigen Punkte der Geraden ¢, und ¢,
in denen dieselben von der Mittelgeraden ¢™ geschnitten wer-
den, Diese Gerade soll die Characteristik der Ebene & ge-
nannt werden. Dieselbe ist durch zwei Besonderheiten aus-
gezeichnet. Einerseits hat sie die Eigenschaft, dass die Sehnen
aller ihrer Punkte in & selbst liegen, andrerseits kann sie
auch so definirt werden, dass sie die einzige Gerade von & ist,
welche die ihr zugehbrige Gerade ¢” rechtwinklig kreuzt.

3. Mittelst der vorstehenden Sitze sind wir im Stande,
anzugeben, auf welche Weise die Ebene & aus der Anfangslage
¢, i die Endlage & ibergefihrt werden kann. Wir erteilen
ihr nédmlich zundchst eine Drehung um ¢*, bis ¢, auf ¢, fillt.
Dabei findern F, und I ihre Lage im Raume nicht. Drehen
wir sie nun noch um ¢, bis sie mit ¢ zusammenfillt, so wird
F, in die Lage I gelangen, und da jetzt drei nicht in einer
Geraden liegende Punkte von ¢ an die ihnen vorgeschriebenen
Stellen gekommen sind, so gilt dies von allen Punkten.

Die Reihenfolge der beiden Bewegungen ist vertauschbar.
Drehen wir ndmlich die Ebene &, zuerst um e, bis sie mit ¢
zur Deckung gelangt, so fillt F| aof F,, wihrend die Gerade
¢, ihre Lage im Raume picht #indert. Lassen wir nun die
Drehung um ¢ eintreten, so werden die Punkte von e, mit
den entsprechenden von ¢, zusammenfallen; also gilt dies fiir
alle Punkte von & und &, und es folgt:

Jede Ortsverdnderung einer Ebene & kann im Allgemeinen
durch successive Drehung  derselben wm zwei z2u einander senk-
rechte Geraden ausgefiihrt werden. Die Rethenfolge der Drehungen
ist belieblg. Die cine derselben findet wm eine bestimmie Gerade
e der Lbene statt, namlich um dicjenige, welche der Characteristik
€™ von & zugeordnet ist; die andere um eine bestimmie Gerade
des absoluten Ravwmes, nimlich wm die zu e sugehirige Gerade e,

Es mag noch besonders darauf hingewiesen werden, dass,
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in welcher Reihenfolge die Drehungen auch vorgenommen
werden, unter ¢ stets dieselbe Gerade von & zu verstehen ist.
Ihre Lage im absoluten Raum wechselt allerdings, je nachdem
wir ¢ oder ¢ als erste Rotationsaxe wihlen.

Da die Ordnung der beiden Drehungen vertauscht werden
darf, so konnen sie auch gleichzeitig vorgenommen werden.

§ 3. Das Nullsystem.

§ 1. Die Sehnenmittelpunkte A», B» (... welche zu
den Punkten 4, B, C... des riumlichen Systems X gehoren,
haben eine-solche Lage im Raume, dass jeder Geraden g eine
Gerade g™ und jeder Ebene ¢ eine Ebene &% entspricht. Die
Gesammtheit dieser 'unkte bildet daher ein zu X, resp. X
collineares riiumliches System X™, Beachten wir noch, dass
jedem unendlich fernen Punkt von X auch ein unendlich ferner
Punkt von X entspricht, so folgt:

Das System Z™ der Sehmenmittelpunkte ist offin zu den
risumlichen Systemen 2, und 2.

Die Normalebenen «*, ", 9¥..., welche zu den Punkten
A, B, C... von X gehoren, bilden ein riumliches System
X7, welches, wie aus § 2, 2 folgt, zu 2, und 2, reciprok ist.
Es sind daher auch 2 und X* reciproke riwmliche Systeme.
Der Punkt 4™ liegt in der ihm entsprechenden Ebene «’, und
ebenso geht die Ebene &* durch den ihr zugeordneten Punkt
E*. Die beiden reciproken riumlichen Systeme 2™ und X*
haben daher eine solche Lage zu einander, dass jede Fbene
des einen durch den entsprechenden Punkt des andern geht.
Zwei derartig verbundene Systeme nennt man ein Nullsystem ;')
demnach folgt:

Die beiden riumlichen Systeme 2™ und X bilden zusammen
ein Nullsystem.

2. Die characteristische Eigenschatt des Nullsystems be-
steht darin, dass jedem Punkt des Raumes dieselbe Ebene
zugeordnet ist, gleichgiiltig, ob wir ithn als Punkt von X" oder
als Punkt von XV betrachten, und dass auch umgekehrt jeder
Ebene des Raumes derselbe Punkt doppelt entspricht. Dies sehen
wir deutlich aus den in § 2, 2 bewiesenen Sitzen. Denn dem
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Punkt E” von X’ entspricht im System X die Ebene &m;
andrerseits, wenn wir den Punkt E” als einen Punkt F™ von
Xm betrachten, so ist & seine Normalebene; d. h. die ihm
im System X7 zugeordnete Normalebene ¢¥ ist in der That
eben dieselbe Ebene, welche ithm in XZ™ entspricht.

Die beiden riiumlichen Systeme konnen demnach als ein
einziges System aufgefasst werden, dessen- Klemente paarweise
einander reciprok zugeordnet sind. Dies ist auch der Grund,
weshalb sie zusammen als Nullsystem bezeichnet worden sind.
Wir nennen die einem beliebigen Punkte entsprechende
Tibene seine Nullebene, und den einer beliebigen Ebene ent-
sprechenden Punkt ihren Nullpunkt.

3. Sei jetzt g™ irgend eine Gerade von X%, und g* die
zugehdrige Gerade von 2. Ist nun 4™ ein beliebiger Punkt
von g™ so geht der Definition nach seine Normalebene o
d. h. seine Nullebene durch g"

Tst ferner f™ eine beliebige Ebene von g™, so muss, da
pm die Gerade g enthiilt, thr Nullpunkt B* auf g* liegen.

Wir betrachten nun ¢* als eine Gerade von X™ und be-
zeichuen sie als solche durch 2™ Neunen wir den Punkt B*
jetzt D so ist die zugeordnete Ebene 47, da eben Punkt
und Ebene sich doppelt entsprechen, identisch mit g™ und
geht daher durch g7, und da dies fiir jeden der Punkte B*
gilt, so ist A* identisch mit g™

Bezeichnen wir ferner die Ebene o' als Ebene von X7
durch ™, so ist O¥ identisch mit 4™ und liegt daher auf gm,
woraus wieder folgt, dass A* dieselbe Gerade wie g™ ist.

Die Geraden ¢" und g* entsprechen sich daher ebenfalls
doppelt; d. h,, wenn wir g* als eine Gerade A™ von X" be-
trachten, so schneiden sich die Nullebenen, d. h. die Normal-
ebenen aller ihrer Punkte in g™ Also folgt:

Zwei Geraden g” und g* stehen in der Deziehung su ein-
ander, dass jede von ihmen Schwittlinie der Normalebenen, resp.
der Nullebenen der Punkic der andern ist.

Zwei solche Geraden heissen conjugirte Geraden des Null-
systems. Fiir sie besteht, wie aus Obigem folgt, der weitere
Satz:

http://www.dmg-lib.de



Von awei conjugirten Geraden des Nullsystems enthélt jede
die Nullpunkte aller Ebenen, welche durch die andere hindurch-
gehen.

Die specielle Art der Beziehung, welche die beiden reci-
proken Réume X und Z” mit einander verbindet, ist somit,
vom rein geometrischen Standpunkt aus betrachtet, eine vollig
wechselseitige. Wir werden jedoch, da =™ und X' verschie-
dene Linematische Bedeutung besitzen, die beiden Bestand-
teile des Nullsystems im Allgemeinen auseinander halten
miissen, und wie hisher, so auch ferner durch die Art der
Bezeichnung ausdriicken, ob wir einen Punkt des Raumes als
einen Punkt von 2" oder als einen Punkt von X, d. h. als
den Nullpunkt einer Ebene & betrachten.

4. Liegt die Gerade g™ im Unendlichen, so heisst die
Gerade g” ein Durchinesser des Nullsystems. Fiir sie gilt der Satz:

Alle Durchmesser des Nullsystems sind einander parallel.

Da némlich die unendlich fernen Geraden g™ simmtlich
in einer Ebene liegen, niimlich in der unendlich fernen, so
gehen alle Durchmesser durch den Nullpunkt derselben
und sind somit parallel. Jeder Durchmesser enthilt die
Nullpunkte aller derjenigen Ebenen, welche sich in der ihm
conjugirten unendlich fernen Geraden schneiden; er ist also
einem Biischel paralleler Ebenen zugeordnet, und soll der
diesen Ebenen adjungirte Durchmesser heissen.?’)

Unter allen Durchmessern existirt einer, adjungirt zu dem
Biischel derjenigen Ebenen, welche auf der Durchmesserrich-
tung senkrecht stehen; er heisst die Hauptaze des Nullsystems.
Die Hauptaxe enthilt demgemiiss den Nullpunkt einer jeden zu
ihr senkrechten Ebene £ und da der Nullpunkt von £ der-
Jenige Punkt F'™ ist, dessen Sehne zu £” normal ist, so folgt, dass
die Hauptaxe gleichzeitig die Sehne dieses Punktes I'™ ist
Aufihr liegen daher auch die entsprechenden Punkte F, und
F; von g resp. . Dies gilt fiir jede zur Hauptaxe senk-
rechte Ebene; und daraus folgt, dass die Hauptaxe eine selbst-
entsprechende Gerade der Systeme X, %, und 2™ ist. Als
solche soll sie durch z,, resp. z,, 2 oder auch kurz durch z
bezeichnet werden.
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Die beiden congruenten Punktreihen, welche auf der
Hauptaxe in einander liegen, haben nur ihren unendlich fernen
Punkt entsprechend gemein. Derselbe ist daher der einzige
reelle Doppelpunkt der Systeme X, und X,.

5. Wir sind nunmehr im Stande, die Lage des Null-
punktes auch fiir diejenigen Ebenen zu bestimmen, die wir
zuerst von der Betrachtung ausgeschlossen hatten. Sind z B.
& und ¢ zu einander parallel, d. h. haben sie ihre unendlich
ferne Gerade entsprechend gemein, so sind sie auch zu &
parallel, und & enthilt die unendlich ferne Schnittgerade
lege,l; ihr Nullpunkt ist daher ihr Schnittpunkt mit dem zu
ihr adjungirten Durchmesser.

Sollen &, und ¢ eine im Endlichen gelegene Gerade ent-
sprechend gemein haben, so kann dies nur die Hauptaxe z
sein. Alsdann liegt der Nullpunkt von & auf der zu z con-
Jugirten unendlich fernen Geraden; er ist daher derjenige un-
endlich ferne Punkt von &, dessen Richtung zu # normal ist.

Haben beide Ebenen einen unendlich fernen Punkt ent-
sprechend gemein, so muss dies der unendlich ferne Punkt
der Hauptaxe sein; demnach ist jede der beiden Ebenen, also
auch & zur Hauptaxe parallel. Die Ebene & enthiilt daher
unendlich viele Durchmesser des Nullsystems; ihr Nullpunkt
ist derjenige unendlich ferne Punkt, durch welchen die den
Durchmessern conjugirten unendlich fernen Geraden simmtlich
hindurch gehen.

Endlich erwihnen wir noch, dass als Nullpunkt der un-
endlich fernen Ebene der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe
zu betrachten ist.

Diesem Punkt lisst sich noch eine andere Bedeutung
beilegen. Die unendlich ferne Ebene verschiebt sich wihrend
der Bewegung in sich selbst. Sie besitzt daher ein Drehungs-
centrum, und zwar ist dies ihr Doppelpunkt. Dieser Doppel-
punkt ist aber der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe; dem-
nach kann der unendlich ferne Punkt der Hauptaxe als
Drehungscentrum der unendlich fernen Ebene betrachtet werden.

Wir hatten bisher nur von den Normalebenen der im
Endlichen liegenden Punkte des riumlichen Systems gesprochen.
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Die Eigenschaften des Nullsystems zeigen, dass auch jedem un-
endlich fernen Punkt eine ganz bestimmte Normalebene zugehort,
nimlich seine Nullebene. Daraus folgt, dass die Normalebene
eines jeden unendlich fernen Punktes zur Hauptaxe parallel ist.

Ist der unendlich ferne Punkt im besondern der unendlich
ferne Punkt der Hauptaxe, so ist die unendlich ferne Ebene
selbst als seine Normalebene zu betrachten.

§ 4. Die Schraubenbewegung und die Axenflichen.

1. Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen entwickelten
Sitze gelingt es, die einfachste Bewegung zu finden, durch
welche der Uebergang eines riumlichen Systems X aus einer
Lage 3, in eine Lage X vermittelt werden kann.

Wir betrachten dazu das System in der Anfangslage X
und erteilen ibm eine Translationshewegung parallel zur
Hauptaxe x, und zwar so, dass irgend ein Punkt 4, derselben
mit dem entsprechenden Punkt A, zusammenfillt, so wird
auch jeder andere Punkt B, von z, auf B, fallen. Diese
Translation, weleche der Richtung und Grosse nach gleich
Ay A, ist, mbge durch 2 U bezeichnet werden.

In der jetzigen Lage haben beide riiumlichen Systeme die
Hauptaxe x Punkt fiir Punkt entsprechend gemein; es geniigt
daher, dem System X noch eine Drehung von hestimmter
Grosse um « als Axe zu erteilen, um es in die Endlage %,
iiberzufiihren. Den Drehungswinkel wollen wir durch 2&
bezeichnen.

Die Aufeinanderfolge beider Bewegungen lésst sich ver-
tauschen. Denn drehen wir das System X, zuerst um z, als
Axe, und zwar um den Winkel 2 &, und lassen es dann die
Translation 2 U parallel z, ausfilhren, so wird es augen-
scheinlich ebenfalls in die Endlage X, gelangen. Ks ist daher
auch gestattet, beide Bewegungen gleichzeitig eintreten zu
lassen. Gehen dieselben iiberdies gleichformig vor sich, so ver-
schmelzen sie zu einer Schraubenbewegung von der Ganghdhe

2 U: 8
um z als Axe, und es folgt:
Jede Ortsverimderung eines starren riumlichen Systems lisst
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sich dadurel, vermitteln, dass dasselbe gezuungen wird, eine be-
stimmie Schraubenbewegqung um eine gewisse Gerade des Rawmes
als Aze auszufiihven. Die Awme ist diejenige im Endlichen ge-
legene Gerade, welche Anfangslage wnd Endlage des riumlichen
Systems entsprechend gemein haben.®)

Den Quotienten U': &, welcher die Ganghohe der Schrauben-
bewegung bestimmt, werden wir auch den Parameter der
Schraubenbewegung nennen.

2. Von dem Character dieser Bewegung kinnen wir uns
auf folgende Weise eine anschauliche Vorstellung  bilden.
Wir beniitzen cine Schraube, deren Ganghihe 2 U: Q ist,
und die wir so legen, dass ihre Axe mit der Geraden z des
Systems zusammenfilll. Wir denken uns nun, dass die
Schraubenmutter eine unverinderliche Lage im Raume behilt,
dass dagegen das System X mit der Schraubenspindel fest
verbunden wird. Bewegen wir nun die Schraube in der
Schraubenmutter, so wird in Folge dieser Bewegung das mit
der Schraubenspindel verbundene riumliche System X all-
miihlich aus der Lage X in die Lage X, gelangen.

Hierbei beschreibt jeder Punkt von X ein Stiick einer
Schraubenlinie, und alle diese Schraubenlinien haben eine
gemeinsame Axe und gleiche Ganghbhe. Fiir alle Punkte
von X, welche auf einem Rotationscylinder liegen, der # zur
Axe hat, sind die zugehdrigen Schraubenlinien congruent. Die-
selben werden um so flacher, je grosser der Abstand des be-
schreibenden Punktes von der Axe der Schraubenbewegung ist.

Wir haben im Eingang dieses Capitels darauf hingewiesen,
dass die Ortsveriinderung von X in speciellen Fillen mittelst
einer blossen Rotation oder mittelst einer blossen Translation
bewirkt werden kann: Rotation und Translation lassen sich aber
auch als Ausartungen der Schraubenbewegung auffassen. Die
Schraubenbewegung wird nimlich zur Rotation, wenn 2 U den
Wert Null hat, und zur Translation, wenn dasselbe mit 2 & der
Fall ist. Mit Riicksicht hierauf diirfen wir sagen, dass der in
diesem Paragraphen bewiesene Hauptsatz fiir jede beliebige
Ortsverinderung eines unveriinderlichen riuwlichen Systems
Giltigkeit besitat,
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3. Um diejenigen Gesetze zu erhalten, welche ein in be-
liebiger Bewegung begriffenes System betreffen, haben wir
X, und X, unendlich nahe an einander riicken zu lassen. Da
A™ stets Halbirungspunkt der Strecke Ay4, bleibt, so fillt
in der Grenzlage X mit X selbst zusammen. Die iiber das
System Xm gefundenen Siitze sind aber von der Grosse der
Verschiebung ganz unabhiingig; wir konnen daher das System
Zm wieder benutzen, um aus den constanten Kigenschaften
desselben in aller Strenge diejenigen Gesetze zu entnehmen,
welche die Bewegung eines starren Korpers in jedem Augen-
blick characterisiren.

Beachten wir, dass in der Grenzlage die Sehne A A4, in
die Tangente der von A beschriebenen Bahn und die Ebene
o' in die Normalebene dieser Bahn iibergeht, und dass jetzt
2 und X* selbst das Nullsystem bilden,. so erhalten wir die
folgenden fundamentalen Sitze:

Wenn sich ein unverdnderliches riumliches System beliebig
im Raume bewegt, so fiihrt es in jedem Augenblick ecine gewisse
unendlich Kleine Schraubenbewegung wm cine bestimmte Grerade %
des Rawmes als Axe aus.?)

Wenn sich ein unverdnderliches rdwmliches System beliebig
im Raume bewegt, so bilden in jedem Augenblick die Systempunkte
A mit den Normalebenen ihwrer Bahnen ein Nullsystem. Die
Hauptaze desselben ist dic Axe der momentanen Schrauben-
bewegung.

In jeder Ebene des Systems giebt es in jedem Augenblick
einen Punkt, dessen Bahntangente auf der Ebene senkrecht stehd,
ndimlich ihren Nullpunkt.

Endlich folgt noch mit Riicksicht auf den letzten Satz
von § 1, 4:

Bewegt sich ein unverdinderliches System beliebig im Raume,
und ist in trgend einem Augenblick eine Gerade desselben senk-
recht zur Tamgente der Bahn eines ihrer Punkte, so ist sie es zu
den Bahntangenten aller Punkite.

Die Bahnelemente aller Punkte konnen daher in jedem
Bewegungsmoment als Elemente von Schraubenlinien betrachtet
werden, die simmtlich z zur Axe haben und dieselbe Gang-
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hidhe besitzen, und zwar ist die Ganghthe gleich dem mo-
mentanen Grenzwert des Quotienten 2x U:Q. Die Bahn-
tangente eines jeden Punktes ist identisch mit der Tangente
der beziiglichen durch diesen Punkt gehenden Schraubenlinie.

4. Von den vielen Folgerungen, welche sich aus dem
zweiten der obigen Sitze ergeben, sollen einige, die wir ofters
zu benutzen haben, besonders angeftihrt werden. Wir haben
bereits darauf hingewiesen, dass das Entsprechen der Elemente
im Nullsystem ein wechselseitiges ist. Mit Ricksicht auf die
verschiedene kinematische Bedeutung der Systeme X und X*
werden wir jedoch meist anch fernerhin unterscheiden, ob wir
die Elemente des Raumes als Elemente von X oder als solche
von X* betrachten. Wir erhalten daher folgende Sitze:

Sind g und g* zwei conjugirte Geraden des Nullsystems,
so schneiden sich die Normalebenen aller Punkte von ¢ in g7,
und die Normalebenen aller Punkte von g” in g; d. h. wenn
wir g* als eine Gerade A von X betrachten, so ist die zu %
gehbrige Gerade A* mit ¢ identisch.

Die Nullpunkte aller Ebenen, welche durch g gehen,
liegen auf g”, und die Nullpunkte aller durch g* gehenden
Ebenen liegen auf g.

Gehen die Geraden g durch einen Punkt, so liegen die
conjugirten Geraden ¢* in einer Kbene, und zwar in der
Normalebene dieses Punktes, und liegen die Geraden g in
einer Ebene &, so gehen die conjugirten Geraden simmtlich
durch den Nullpunkt dieser Ebene, d. h. durch denjenigen
Punkt, dessen Normalebene & ist.

Sind im Besonderen die Geraden g parallel, so liegen die
Geraden g* in einer FEbene, die zur Axe der momentanen
Schraubenbewegung parallel ist, und liegen die Geraden g in
einer zu dieser Axe parallelen Ebene, so sind die g zu ein-
ander parallel.

Ist endlich & eine beliebige Ebene von X und E’ ihr
Nullpunkt, so schneiden sich die Normalebenen der Bahnen
aller Punkte von & in FE*; iiberdies ist & die Normalebene
von E”; d. h. bezeichnen wir E* als Punkt von & durch F,
so ist seine Normalebene ¢ mit & identisch.
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5, Um ein Bild von der confinuirlichen Bewegung eines
unverinderlichen Systems zu gewinnen, betrachten wir zuniichst
wieder beliebig viele discrete Systemlagen %), X, %, X, ...
Die sich selbst entsprechende Gerade der Systeme X, und X,
sel x, = &, Y, =y, diejenige von X, und 2, ebenso 2z, == z,
diejenige von X, und X, u. s. w.

Wir bezeichnen nunmehr den festen Raum, in welchem
die Bewegung von X vor sich geht, durch X', und diejenigen
Geraden desselben, um welche die erste, zweite, dritte . . .
Schraubenbewegung stattfindet, durch z’, y’, 2’ ... Die
Schraubenbewegung um 2’ bringt y nach y" und X aus der
Anfangslage X, in die Lage X, ; die jetzt eintretende Schrauben-
bewegung um gy’ bewirkt, dass 2 nach 2" und X in die Lage X,
gelangt, u. s. w.; wir erhalten so eine wohldefinirte Schaar

von Geraden z, ¥, 2, . . . des Systems X, welche im Verlauf
der Bewegung Schraubenaxen werden, und in X’ eine Schaar
von Geraden z', ', 2" . . ., welche die Reihe der Schrauben-

axen im festen Raum reprisentiren. Die erste Schaar mdge
durch (R), die zweite durch (R’) bezeichnet werden. Durch
sie ist die Bewegung des rdumlichen Systems vollstindig be-
stimmt.

Seien X und Y die Punkte kiirzesten Abstandes fiir z
und y, ebenso X' und Y’ diejenigen. fiir 2" und y". Da in
Folge der ersten Schraubenbewegung y mit y’ zusammenfillt,
so ist

XY=XY
und

X (2y) = X (@'y).

Nennen wir die Ebene, welche durch z geht und zu y parallel
ist, die Centralebene der Schaar (R) fiir den Stral z, und die
Ebene, welche durch 2z’ geht und zu ¥y’ parallel ist, die
Centralebene von (R’) fiir den Stral z’, ferner die Punkte X,
resp. X' die Centralpunkte von (R) und (R’) fiir z resp. z/,
so folgt demnach:

Die Bewegung des Raumes X gegen den Rawm X geht in
der Weise wor sich, dass in Folge der Rotationen 28 die
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Centralebenen, und in Folge der Tramslationen 2 U die Central-
punkte von (B) und (R’) zusammenfallen.

Die Rotation 2 & ist demnach gleich dem Winkel zweier
entsprechenden Centralebenen der Schaaren (R) und (R") und
die Translation 2 U gleich dem Abstand von zwei entsprechen-
den Centralpunkten derselben.

6. Betrachten wir nun irgend eine stetige Bewegung des
riumlichen Systems X, so werden nicht allein die Systemlagen
Zy, &y, X, ..., sondern im Allgemeinen auch die Geraden
%, 4, ... resp. &', y', 2 . .. beliebig nahe an einander
riicken; jedenfalls werden wir im Folgenden nur solche Be-
wegungen zu betrachten haben, fiir welche dies stattfindet.
In diesem Fall gehen die Schaaren (R) und (R’) in zwei
geradlinige Flichen R, resp. B’ {iber.

Fir je zwei benachbarte Erzeugenden z, y, resp. #’, y
dieser Flichen bestehen die oben abgeleiten Gleichungen. Da
man die unendlich kleinen Abstinde der entsprechenden Er-
zeugenden fiir beide Flichen als gleich betrachten darf, so
lassen sich die Gleichungen in diesem Fall durch eine einzige

ersetzen, nimlich durch .
Kr XY
K@y L (e'y)

Bei jeder Regelfliche nennt man aber das Verhiltniss zwischen
dem kiirzesten Abstand zweier benachbarten Erzeugungslinien
und dem Winkel derselben den Parameter der Fliche fiir die
beziigliche Erzeugungslinie; also folgt, dass R und R’ fiir je
zwei .entsprechende Erzeugungslinien, d. h. fiir solche, welche
im Verlauf der Bewegung in einander fallen, gleichen Para-
meter besitzen.

Ist g eine beliebige Erzeugungslinie einer Regelfliiche,
so sind unter allen durch g gelegten Tangentialebenen zwei
besonders ausgezeichnet, nimlich diejenige, welche die Fliche
im unendlich fernen Punkt von g beriihrt, und die zu ihr
senkrechte. Die erste heisst die Centralebene der Fliche fiir
die Erzeugende g, und der Berithrungspunkt der letzteren heisst
der Centralpunkt von g. Die Ebenen und Punkte, die wir
oben als Centralebenen, resp. Centralpunkte der Schaaren (R)
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und (R’) definirt haben, gehen in der Grenze direct in die
Centralebenen und Centralpunkte der Flichen R, resp. R’
iiber. Demnach folgt aus dem letzthewiesenen Satz sofort:

Die Regelflichen B und R’ haben in jedem Augenblick eine
Erzeugende, sowie die Centralebene und den Centralpunkt derselben
gemein.

Dies ldsst sich auch dahin aussprechen, dass beide Flichen
in jedem Augenblick zwei auf einander folgende Erzeugungs-
linien gemein haben.

Nunmehr konnen wir die Bewegung des Systems X in
folgender Weise beschreiben. Wir haben bereits gesehen,
dass dieselbe aus lauter unendlich kleinen Schraubenbewegungen
um die Krzengenden z’, y’, 2 ... der Fliche R’ besteht.
Wihrend der unendlich kleinen Schraubenbewegung um 2z’
ist £ mit 2" vereinigt; die Bewegung bewirkt, dass y mit ¢’
zusammenfillt, und jetzt haben R und R’ die Erzeugenden z,
y und 2', y* gemein. Dann findet die Schraubenwegung um ¥’
statt; die Erzeugenden z und z” trennen sich, wihrend 2 und
#" zur Deckung gelangen, u. s. w. Das System X dreht sich
dabei um jede Schraubenaxe,. withrend es gleichzeitig lings
derselben gleitet. Diese Bewegung von X, resp. der Fliche
B gegen die Fliche R’ hat man in Folge dessen ein Rollen
und Gleiten genannt. Wir gewinnen also folgendes wichtige
Resultat:

Die allgemeinste Bewegung eines wnverdnderlichen rdumlichen
Systems besteht in dem Rollen und Gleiten ciner dem System
angehirigen geradlinigen Fliche R auf einer dem absoluten Raum
angehirigen Fliche R’. Beide Fliichen haben fiir je swei Er-
zeugenden, welche tm Lauf der Bewegung susammenfallen, gleichen
Parameter.?®)

7. Da die Centralebenen die Flichen im unendlich
fernen Punkt der Erzeugenden beriihren, so beriihren sich die
Flichen selbst in diesem Punkt, d. h. die Curven », und »
in denen die unendlich ferne Ebene von R und 1’ geschnitten
wird, beriihren sich in jedem Augenblick im unendlich fernen
Punkt der momentanen Schraubenaxe. Wir haben aber bereits
oben gesehen, dass dieser Punkt als das momentane Drehungs-
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centrum der unendlich fernen Ebene aufgefasst werden kann;
die unendlich ferne Ebene verschiebt sich daher so, dass die
beiden Curven r,, und r,’ von einander abrollen,

Die Flichen R und R’ characterisiren die Bewegung des
rdumlichen Systems; sind sie gegeben, so ist auch die Art
der Bewegung bestimmt. Sie sollen die Polfliichen oder die
Azenfliichen genannt werden. Sie spielen fiir die riumliche
Bewegung dieselbe Rolle, wie die Polcurven fiir die ebene
Bewegung und die Polkegel fiir die Drehung um einen festen
Punkt. Wiihrend jedoch die Polcurven und die Polkegel ganz
beliebig angenommen werden diirfen, ist die Wahl der Flichen
B und R’ nicht willkiirlich, vielmehr sind dieselben, wie eben
bewiesen, an die Bedingung gebunden, dass zu je zwei ent-
sprechenden Frzeugenden derselbe Wert des Parameters ge-
hort. Daraus folgt z. B., dass beide Flichen Regelflichen,
oder beide abwickelbar, oder endlich beide Cylinderflichen
sein miissen.

Sind beide Flichen cylindrisch, so bestimmen sie tibrigens
die Bewegung des Systems nicht eindeutig. Der Grund liegt
in Folgendem. Die Gangh$he der momentanen Schrauben-
bewegung ist von dem Verhiliniss zwischen dem Winkel der
Centralebenen und dem Abstand der Centralpunkte abhiingig,
Der Abstand der Centralpunkte wird aber, wenn beide Flichen
cylindrisch sind, unbestimmt; daher kann die Ganghdhe der
momentanen Schraubenbewegung jeden beliebigen Wert an-
nehmen. .

8. Den Raum X', in welchem die Bewegung von X vor
sich geht, haben wir uns bisher stets als ruhend vorgestellt.
Denken wir uns nunmehr einen Beobachter, welcher mit dem
in Bewegung begriffenen System X fest verbunden ist, so
wird derselbe den Raum 3’ sich gegen X' verschieben sehen.
Diese Bewegung von X in X soll wieder die umgekehrie Be-
weégung genannt werden, wihrend die Bewegung von X in
X' die directe oder urspriingliche Bewegung heissen soll.

Da der geometrische Character beider Bewegungen davon
ganz unabhiingig ist, ob wir uns wihrend derselben in X oder
m 2’ befinden, so ergiebt sich sofort, dass fiir die urspriingliche

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. i
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und die umgekehrte Bewegung die momentanen Schrauben-
bewegungen in jedem Augenblick sowohl in der Lage der
Axe als auch in der Ganghthe ibereinstimmen. Ebenso folgt,
dass die Bewegung des Raumes X" in X in dem Rollen und
Gleiten der Fliche R’ auf der Fliche B besteht.

Wie jeder Punkt A von X eine in X’ gelegene Bahn
beschreibt, so beschreibt auch umgekehrt jeder Punkt B’ von
3’ eine Bahu in =. Wir werden spiiter dazu gelangen, einige
Reciprocititsbeziehungen aufzustellen, welche fiir die Bahnen
gewisser Punktgruppen von X und X’ statthaben. Hier be-
schriinken wir uns zuniichst darauf, einen fiir spitere Unter-
suchungen wichtigen Satz auszusprechen.

Wir wihlen die Bezeichnungen wieder so, wie es in den
vorigen beiden Capiteln fir die umgekehrte Bewegung fest-
gesetzt ist, und betrachten zunichst zwei beliebige System-
lagen ¥, und X, Ist nun B ein Punkt der Normalebene
«’, so hat B, von 4, und A, gleichen Abstand. Demnach
haben auch B, und B, von A, denselben Abstand, mithin
geht die Normalebene f*" durch 4, und es folgt:

Enthiilt die Normalebene o eines Punktes A von 2 einen
Punkt B" von X', so geht die Normalebene B der wmgekehrien
Bewegung durch A.

Ebenso fiir continuirliche Bewegung:

Enthiilt die Normalebene der Balm eines Punktes A von %
einen Punkt B’ won X', so geht bei der wmgekehrien Bewegung
die Normalebene der Bahn von B’ durch A.

Auch mit der umgekehrten Bewegung ist in jedem Augen-
blick ein bestimmtes Nullsystem verbunden. Beide Nullsysteme
sind identisch. Wenn daber in irgend einem Augenblick ein
Punkt 4 von X mit einem Punkt B’ von X’ zusammenfillt,
so fillt auch die Normalebene o mit der Normalebene B’
zusammen.

§ 5. Der lineare Stralencomplex.

1. In dem Satz, dass mit einem in Bewegung begriffenen
riumlichen System in jedem Augenblick ein Nullsystem ver-
bunden ist, haben wir dasjenige fundamentale Resultat zu
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erblicken, aus welchem sich die Theorie der Bewegung eines
riumlichen unveriinderlichen Systems ohne Schwierigkeit ab-
leiten lisst. Wir werden in diesem Paragraphen neue wichtige
Eigenschaften des Nullsystems kennen lernen.

Wir beschriinken uns tibrigens von nun an im Wesent-

lichen auf die Betrachtung unendlich naher Lagen des rium-
. lichen Systems; nur wenn es zum Zweck des Beweises notig

sein sollte, werden wir wieder auf beliebige Lagen %, X

und auf das zu ihnen gehorige System Xm zuriickgreifen,

2. Irgend zwei conjugirte Geraden g und g* des Null-
systems liegen entweder windschief, oder sie fallen mit einander
zusammen,

Ist nimlich g eine beliebige Gerade und legen wir durch
sie irgend eine Ebene &, so geht ¢* durch den Nullpunkt E*
von & und ist daher, wenn g den Punkt E* nicht enthiilt, zu
g windschief. Liegt aber der Punkt E* auf g, so hat E», als
Punkt ¥ von X betrachtet, die Eigenschaft, dass seine Bahn-
tangente auf &, also auch auf ¢ senkrecht steht; daher ist
die Gerade g senkrecht zu den Bahntangenten aller ihrer
Punkte 4 (§ 4, 3), die Normalebene o” jedes Punktes 4 geht
durch g, und g¢* fillt mit ¢ zusammen, d. h.

Jede Gerade won X, welche auf den Bahmen aller ihwer
Dunkte senkrecht steht, ist eine sich selbst conjugirte Gerade des
Nullsystems, und umgekehrt.

In jeder beliebigen Ebene & giebt es mithin unendlich
viele Geraden, welche sich selbst conjugirt sind; dieselben
bilden einen ebenen Stralenbiischel, dessen Mittelpunkt der
Nullpunkt von & ist.

Ist ferner A ein beliebiger Punkt, und suchen wir die
durch ihn gehenden Geraden dieser Art, so ist jede derselben
normal zur Bahntangente von A4; sie liegt daher in der
Normalebene ¥ von A; und jede durch A gehende Gerade von
o ist sich selbst conjugirt.

Demnach folgt:

Die Gesammtheit aller Geraden des riumlichen Systems X,
welche sich selbst conjugirt sind, bildet in Jedem. Augenblick einen
linearen Stralencomplex.

rES

[
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Da jede Gerade dieses linearen Stralencomplexes in der
Normalebene eines jeden ihrer Punkte liegt, so ist sie Normale
fir die Bahnen aller dieser Punkte. Wir wollen sie deshalb
Normalstral oder kurz Normale nennen, und werden jede der-
artige Gerade von nun an durch [ bezeichnen.

3. Jede Gerade, welche irgend zwei conjugirte Geraden g
und g* schneidet, gehort dem linearen Complex an.

Bezeichnen wir dieselbe niimlich bereits durch I, so geht
die Normalebene des Punktes (g?) durch (g!) und durch g*;
ebenso geht die Normalebene des Punktes (¢*1) durch (g"0)
und g¢; folglich fillt die Schnittlinie beider Normalebenen
d. h. die zu ! conjugirte Gerade mit ! selbst zusammen.

Mit Hilfe dieses Satzes léisst sich zeigen, dass zwei Paare
conjugirter Geraden, z. B. die Geradenpaare g, ¢* und h, A
stets hyperboloidische Lage besitzen. Denn ist [ irgend eine
Gerade, welche g, g* und A trifft, so ist [ sich selbst conjugirt,
und da ! und % einen Punkt gemein haben, so miissen die
zu | und h conjugirten Geraden ! und A" in einer Ebene
liegen; also werden g, ¢”, h, A" in der That von einer und
derselben Geraden ! geschnitten.

4. Wir legen durch g eine Ebene « parallel zu g”, und
durch ¢* eine Ebene f parallel zu g. Beide Ebenen sind zu
einander parallel. Der Nullpunkt der durch g gelegten Ebene
ist ihr Schnittpunkt mit ¢*; er liegt daher unendlich fern,
und da die Normalebene eines jeden unendlich fernen Punktes
der Axe z der momentanen Schraubenbewegung parallel liuft,

. so ist die Ebene « parallel zu z. Das gleiche gilt fiir die
durch g* gelegte Ebene . Construiren wir nun den kiirzesten
Abstand von g und ¢*, so ist derselbe senkrecht zu beiden
Ebenen, und trifft daher die zu z senkrechte unendlich ferne
Gerade. Er ist aber gleichzeitig ein Stral ! des linearen
Complexes, mithin schneidet er auch die conjugirte dieser un-
endlich fernen Geraden, d. h. die Axe z. Also fogt:

Der kiirzeste Abstand zweier conjugirten Geraden g und g
trifft die Momentanaze und steht senkrecht auf ihv. Fine Ebene,
welche zwei conjugirien Geraden parallel lauft, ist auch zur
Momentanazxe parallel.
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Denken wir uns daher irgend eine zu x senkrechte Ebene,
so trifft dieselbe zwei conjugirte Geraden ¢ und g* allemal 80,
dass ihre drei Schnittpunkte mit g, g* und z auf einer und
derselben Geraden liegen.

Bei den Beweisen der vorstehenden Sitze haben wir uns
zwar nur mit dem von X und X* gebildeten Nullsystem be-
schiiftigh; es ist jedoch einleuchtend, dass dieselben in analoger
Form auch fiir das von X* und Xv gebildete Nullsystem
Geltung haben. Wir werden spiter davon Gebrauch zu machen
haben.

5. Die continuirliche Bewegung eines riumlichen Systems
st in jedem Augenblick als bekannt zu betrachten, sobald
wir das Nullsystem kennen, welches den betreffenden Bewegungs-
moment characterisirt.

Das momentane Nullsystem und der zugehorige lineare
Stralencomplex der Normalstralen ! sind bestimmt, wenn wir
zwei Paare von conjugirten Geraden kemnen, Um dies zu
beweisen, zeigen wir, dass und wie die Axe der momentanen
Schraubenbewegung und die Normalebene jedes Punktes aus
zwei Paaren conjugirter Geraden comstruirt werden kann.

Seien diese Geradenpaare g, " und %, #*. Wir bestimmen
die Geraden, welche auf g und g%, resp. auf % und »* senk-
recht stehen, so ist nach dem eben bewiesenen Satz der kiirzeste
Abstand dieser beiden Geraden die Axe der momentanen
Schraubenbewegung.

Soll ferner die Normalebene o eines Punktes A construirt
werden, so ziehen wir durch 4 zwei Geraden, von denen die
eine g und g*, die andere 5 und A" trifft; jede dieser beiden
Geraden ist als Complexstral I eine Normale der Bahn von 4,
also bestimmen sie die Normalebene a¥ von A.

In analoger Weise kiénnen wir zu jeder Ebene ihren
Nullpunkt construiren, d. h. denjenigen Punkt, dessen Normal-
ebene sie ist. Wir verbinden niimlich die Punkte, in denen
¢ von g und ¢* getroffen wird, ebenso die Punkte, in denen
sie von h und %* getroffen wird, so ist jede Verbindungslinie
eine Complexgerade I; der Schnittpunkt derselben ist daher
der Nullpunkt der Ebene.
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6. Das Nullsystem und der lineare Complex sind auch
bestimmt, wenn fiinf Stralen dieses Complexes gegeben sind.
Seien dieselben niimlich 7, m, n, p, ¢. Jeder Stral des Com-
plexes, welcher eine Gerade g trifft, sehneidet auch die con-
jugirte Gerade ¢*. Bestimmen wir daher die beiden Geraden,
welche von I, m, n, p getroffen werden, so sind dies zwei
conjugirte Geraden g und g* des Nullsystems; ebenso liefern
die beiden Geraden % und #*, welche von I, m, n, ¢ geschnitten
werden, ein zweites Paar conjugirter Geraden. Beide Paare
bestimmen das Nullsystem. Damit ist dieser Fall auf den
vorhergehenden zurtickgefiihrt.

Ist das Geradenpaar g, g* nicht reell, so kann man sich
auf folgende Weise ein reelles Paar conjugirter Geraden be-
stimmen. Betrachten wir die durch J, m, ¢ hestimmte Regel-
schaar. Ist @ irgend eine Gerade der anderen Schaar, die
also I, m, q schneidet, so gehort auch & zu dieser Schaar,
demn da I, m und g die Gerade a treffen, so treffen sie auch a’.
Daraus folgt aber, dass jede Gerade der Regelschaar I, m, ¢
dem linearen Complex angehdrt. Dasselbe gilt von der durch
n, p, ¢ bestimmten Regelschaar. Nun ziehen wir irgend eine
Gerade g, welche jede Regelschaar in zwei reellen Punkten
schneidet, so ist g eine reelle Gerade, welche von vier Com-
plexstralen getroffen wird, demnach bildet sie mit ¢* ein
reelles Paar conjugirter Geraden des Nullystems.

Hieraus folgt, dass wir uns stets zwei reelle Paare con-
jugirter Geraden g, ¢* und k, A* construiren konnen, wenn fiinf
Stralen des linearen Complexes gegeben sind. Mittelst dieser
Geradenpaare lassen sich alsdann die Constructionen, wie vor-
stehend angegeben, ausfiithren.

§ 6. Die von den Ebenen und Geraden des Systems
erzengten Flichen,

1. Wie jeder Punkt des riumlichen Systems eine Bahn
durchliuft, so erzeugt jede Ebene desselben eine abwickelbare
Fliche. Die momentane Beriihrungslinie der Ebene und der
abwickelbaren Fliche heisst bekanntlich die Characteristik der
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Ebene; sie ist Schnittlinie zweier unmittelbar auf einander
folgenden Lagen der beweglichen Ebene.

Um die Eigenschaften der Characteristiken abzuleiten,
wollen wir zuniichst wieder auf die Systeme X,, X, =
zuriickgehen, Wir sehen, dass die Gerade e® der Kbene &™
diejenige Gerade ist, welche in der Grenzlage in die Charac-
teristik der Ebene & iibergeht; dies ist auch der Grund, wes-
halb wir sie oben (§ 2, 2) bereits Characteristik von & ge-
nannt haben. Wir haben dort bereits bewiesen, dass die
Sehnen aller Punkte von e” in & selbst liegen, dass ¢* und
¢’ sich unter rechtem Winkel kreuzen, und dass e™ von ¢
und ¢ in zwel homologen Punkten FE, und FE, geschnitten
wird. Der Punkt E", welcher ihnen entspricht, ist der Fuss-
punkt des vom Nullpunkt F» = E* auf e gefiillten Lotes.
Daraus folgt, dass ¢® selbst Sehne eines ihrer Punkte ist,
und zwar desjenigen, welcher senkrecht unter dem Nullpunkt
der Ebene &” liegt. Gehen wir nun zur Grenze iiber, so folgt:

Dic Characteristik einer Ebene ist dadurch ausgeseichnet,
dass die Tangenten der Bahmen ihrer Punkte simmitlich in der
Ebene liegen. Die Characteristik ist selbst Tangente der Bahn
cines threr Punkie, und swar desjenigen, welcher senkrecht wnter
dem Nullpunkt der Ebene liegt. Die Characteristik und dic zu
thr conjugirte Gerade kreusen sich rechtwinklig.

2. Die Characteristik ist die einzige Gerade einer Ebene ¢,
deren Bahntangenten simmtlich in ihr liegen; denn es giebt
in & nur ein Paar zugeordneter Geraden ¢, und ¢. Daher
enthiilt ¢ ausser ihrer Characteristik keine andere Gerade,
deren conjugirte auf ihr senkrecht steht.

Sind daher d und d” = e zwei conjugirte Geraden, die
sich rechtwinklig kreuzen, und legen wir durch d eine zu ¢
normale Ebene 8, so folgt unmittelbar, dass d die Characteristik
von & ist. Der Punkt E, in welchem & von ¢ getroffen wird,
ist der Nullpunkt von d; denn jede durch d gelegte Ebene
hat ihren Schnittpunkt mit ¢ zum Nullpunkt.

Legen wir nun auch durch e eine zu d normale Ebene &,
so folgt ebenso, dass e ihre Characteristik und der Punkt D),
in welchem sie d trifft, ihr Nullpunkt ist. Die Ebenen ¢
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und & schneiden sich aber in einer Geraden, welche durch D
und E geht und auf ¢ und e senkrecht steht; also ist d die
Tangente der Bahn von D und ¢ die Tangente der Bahn
von ¢, und es folgt:

Sind d und ¢ zwei conjugirte Geraden, dic sich rechtwinklig
kreuzen, so ist jede derselben Characteristil derjenigen durch sie
gelegten Ebene, welche auf der anderen Geraden senkrecht steht.
Jede dieser beiden Geraden trifft die z2u thr senkrechte Ebene im
Nullpunkt, und ist Tangente der Bakn dieses Nullpunlies.

Da D und E diejenigen Punkte beider Geraden sind,
welche den kiirzesten Abstand von einander haben, so kinnen
wir auch folgenden Satz aussprechen:

Sind d und ¢ zwei conjugirte Geraden, welche sich recht-
winklig krewzen, so ist jede von beiden Tamgente der Bahn des-
Jjewigen Punktes, welcher von der anderen den IFiirzesten Ab-
stand hat.

Wie oben bewiesen, schneidet die Verbindungslinie der
Punkte D und E die Axe der momentanen Schraubenbewegung
und steht senkrecht auf ihr. Der Nullpunkt einer beliebigen
Ebene ¢ liegt daher stets auf derjenigen Geraden der Ebene,
welche durch ihren Schnittpunkt mit der Axe geht und auf
letzterer senkrecht steht.

3. Seien g und g* wieder zwei beliebige conjugirte Geraden
des Nullsystems, so construiren wir dasjenige Lot der Ebene ¢,
welches g und g* trifft. Dasselbe ist ein Stral I des linearen
Complexes. Sei L sein Schnittpunkt mit &, so ist L ein
Punkt der Characteristik ¢ von &; denn da ! zu & normal ist,
so liegt die Bahntangente von L in & selbst, d. h.

Wenn zwei conjugirte Geraden auf eine belicbige Ebene
projicirt werden, so schneiden sich ihre Projectionen in einem
Punlte der Characteristik dieser Ebene.

Fassen wir den besonderen Fall in's Auge, dass eine der
beiden conjugirten Geraden, z. B. g* auf & senkrecht steht. Dann
ist jedes Lot von &, welches g trifft, als eine Complexgerade /
zu betrachten; denn alle diese Lote gehen durch den unendlich
fernen Punkt von g". Daher ist die Projection von g auf &
die Characteristik dieser Ebene; also ergiebt sich:
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Ist g eine Gerade, deren conjugirte auf der Ebene & senkrecht
steht, so ist die Projection von g auf ¢ die Characteristik der
Ebene.

Riickt die zu & normale Gerade g* in’s Unendliche, so
wird g ein Durchmesser des Nullsystems, und da alle Durch-
messer zu z parallel sind, so folgt:

Die Characteristik einer jeden Ebene ist parallel zur Pro-
Jection der Axe der momentanen Schraubenbeweguny.

Da alle zu & senkrechten Geraden g* durch einen und den-
selben unendlich fernen Punkt hindurchgehen, so liegen ihre eon-
jugirten Geraden g simmtlich in einer Ebene, und zwar in
derjenigen, welche zu ¢ normal ist und durch die Characte-
ristik ¢ hindurchgeht. Fine dieser Geraden ist e selbst; in
der That wissen wir bereits, dass ¢ zu derjenigen auf & senk-
rechten Geraden conjugirt ist, welche den Nullpunkt von &
enthilt. Ferner befinden sich unter ihnen umendlich viele
Durchmesser; dies sind diejenigen Geraden, welche den un-
endlich fernen auf & senkrechten Geraden conjugirt sind. Nach
der oben (§ 3, 4) eingefiihrten Bezeichnung kinmnen sie auch
die zu den Ebenen senkrecht & adjungirten Durchmesser ge-
nannt werden; es folgt daher:

Die Projection irgend cines Durchmessers, welcher einer zur
Ebene & senkrechten Lbene adjungirt ist, gicht die Characteristil
von &

Legt man durch die Characteristik einer Ebene ¢ eine zu
thr normale Ebene, so enthilt dieselbe alle Durchmesser, welche
den auf & senkrechten Ebenen adjungirt sind,

Ist n eine Ebene, welche der Momentanaxe parallel ist,
so kann ihre Characteristik in noch einfacherer Weise be-
stimmt werden. Da nimlich die zu z conjugirte Gerade die
unendlich ferne Gerade einer zu x senkrechten Ebene ist, so
ist © selbst eine Gerade, die zu einer auf 7 senkrechten Ebene
adjungirt ist; d. h.

Die Characteristik einer Ebene 3, welche zur Axe der
momentanen Schraubenbewegung parallel liuft, ist die Pro-
Jection dieser Axe auf 7.

4. Ausser den Bahnen, welche die Punkte des riumlichen
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Systems durchlaufen, und den abwickelbaren Flichen, welche
die Ebenen desselben erzeugen, betrachten wir noch die ge-
radlinigen Flichen, welche von den einzelnen Systemgeraden
g beschrieben werden.

Um die Eigenschaften derselben streng abzuleiten, gehen
wir zuniichst wieder auf den Fall endlicher Verschiebungen
zuriick. Seien also X, und X, belicbig gegebene Lagen des
riumlichen Systems, so bilden die zugehdrigen Systeme X"
und Z* ein Nullsystem, von dem alle diejenigen Sitze gelten,
die wir im vorigen Paragraphen entwickelt haben.

Von den entsprechenden Lagen g, und g, der Geraden g
setzen wir zuniichst ausdriicklich fest, dass sie windschief zu
einander sind. Sind fermer 4, B . .. beliebige Punkte von
g, so ist die durch g™ und die Sehne 4,4, gelegte Ebene
diejenige, welche, wenn die Verschiebungen unendlich klein
werden, in die Tangentialebene der von g erzeugten Fliche
im Punkt A iibergeht. Gleichzeitig wird das auf dieser Ebene
in Am errichtete Lot zur Normale der Fliche im Punkte 4.

Diese Lote konnen wir uns folgendermassen construiren.
Wir legen durch g™ irgend eine Ebene e, welche ¢* in einem
Punkte A* schneiden moge, so ist A4 der Nullpunkt dieser
Ebene. Fallen wir nun von 4" das Lot A*B™ auf g™, so ist
dasselbe ein Stral I des linearen Complexes; die Sehne B, B,
des Punktes B™ ist daher senkrecht zu {™; also ist auch um-
gekehrt #" eine Normale der durch g™ und BB, gehenden
Ebene.

Um daher die Gesammtheit derjenigen Geraden zu er-
halten, welche in der Grenzlage in die momentanen Normalen
der von g erzeugten Fliche iibergehen, haben wir von den
Punkten von g Lote auf ¢” zu fillen. Dieselben bilden ein
gleichseitiges Paraboloid. Jede Erzeugende desselben ist den
Ebenen senkrecht zu ¢* parallel, und da sie fiberdies
Complexstral ist, so trifft sie auch den diesen Ebenen adjun-
girten Durchmesser w”. Gehen wir nun zur Grenze iiber,
so folgt: :

Die Normalen der von einer Systemgeraden g beschricbenen
geradlinigen F'liche bilden in jedem Augenblick ein gleichseitiges
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Paraboloid, welches die zu g conjugirte Gerade g* und den den
Ebenen senkrecht g adjungirten Durchmesser w enthdilt.

5. Ist demnach A ein beliehiger Punkt von g, und legen
wir durch 4 und u die Ebene [du], so enthilt dieselbe die
Normale der Fliche im Punkte 4. Die Tangentialebene der
Fliache in diesem Punkt ist daher diejenige durch g gelegte
Ebene, weleche zur Ebene [Au] normal ist.

Dies setzt uns in den Stand, sofort die momentane Central-
ebene und den momentanen Centralpunkt der von g erzeug-
ten Fliache zu bestimmen. Bezeichnen wir den unendlich
fernen Punkt von ¢ durch G, so ist die Centralebene senk-
recht zur Ebene [uG ], d. h. senkrecht zur Ebene, welche
durch » geht und zu g parallel ist. Legen wir nun durch g
eine zu u parallele Ebene, so steht die Centralebene auch auf
ihr senkrecht; die Centralebene ist daher diejenige durch g
gehende Ebene, welche zu u, also auch zur Axe der momen-
tanen Schraubenbewegung parallel ist. Diese Ebene ist aber
auch parallel zu g*, also folgt: -

Die momentane Centralebene der von g erzeugten geradlinigen
Fliiche ist in jedem Augenblick dev zu g conjugirten Geraden
und der Axe der momentanen Schraubenbewegqung parallel.

Da die Centralebene zur Axe z parallel liuft, so erhalten
wir die Characteristik derselben, indem wir x auf sie proji-
ciren. Der Punkt, in welchem g die Characteristik schneidet,
ist aber derjenige Punkt von g, dessen Bahntangente in der
Centralebene selbst liegt; d. h. er ist der Centralpunkt von
9. Demnach ergiebt sich:

Der Centralpunkt der von g erzeugten geradliwigen Fliche
fallt in jedem Augenblick in denjewigen Punkt der Geraden, wel-
cher von der Momentanaxe den kiirzesten Abstand hat.

6. Wir haben bisher ausdriicklich angenommen, dass g,
und g, windschief zu einander liegen; beide Geraden konnen
sich aber auch schneiden. Tritt dies ein, so beschreibt die
bewegliche Gerade in dem hetrachteten Augenblick ein Ele-
ment einer abwickelbaren Fliche. In diesem Fall verlieren
die frither gegebenen Definitionen des Centralpunktes und der
Centralebene ihre Bedeutung; wir wollen aber festsetzen, dass
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alsdann derjenige Punkt der Geraden ihr Centralpunkt heissen
soll, welcher von der conjugirten Geraden, also auch von der
Axe der momentanen Schraubenbewegung den kiirzesten Ab-
stand hat. Wie der letztbewiesene Satz zeigt, ist dies eine
Definition, welche fiir alle Geraden des riiumlichen Systems
Giltigkeit hat.

-Zwei Geraden von X, und X, die sich schneiden, sollen
durch d, und d; bezeichnet werden. Dieselben werden auch
von ihrer Mittelgeraden d™ geschnitten; alle drei Geraden
liegen daher in einer Ebene, die wir als Ebene von X durch
bezeichnen. Da d" durch d™ geht, so geht auch 6, durch d,
und 9, durch d;; also folgt, dass @” die Characteristik der
Ebene ™ ist. Gehen wir zur Grenze iiber, so wird die be-
trachtete Gerade d Characteristik der Ebene &, also auch
Bahntangente eines Punktes D), und wir konnen nun folgern,
dass der Centralpunkt einer solchen Geraden derjenige Punkt
ist, welcher sie selbst zur Bahntangente hat.

Weiss man von einer Geraden des réiumlichen Systems,
dass sie wihrend der Bewegung eine abwickelbare Fliche be-
schreibt, so gehort sie in jedem Augenblick zu den eben be-
trachteten Geraden d. Der Punkt, welchen wir soeben den
Centralpunkt genannt haben, ist in diesem Falle der momen-
tane Berithrungspunkt mit der Gratlinie der von ihr erzeugten
abwickelbaren Fliche.

7. Den vorstehenden Sitzen fiigen wir einige elementare
Constructionen an, welche sich aus den Sitzen dieses Para-
graphen unmittelbar ergeben. Wir gehen wieder davon aus,
dass die momentane Bewegung von X durch zwei Paare con-
jugirter Geraden g, g* und A, A" gegeben ist.

Um die Characteristik einer Ebene ¢ zu finden, projiciren
wir g, g%, h, h" auf & Wir bestimmeu den Schnittpunkt der
Projectionen von g und g” resp. von h und %’; die Verbindungs-
linie beider Punkte ist die Characteristik von e.

Ist 4 ein Punkt einer Geraden g und soll die Normale
der von g beschriebenen Iliche construirt werden, so legen
wir durch 4 die zu g senkrechte Ebene, bestimmen in der
eben angegebenen Weise den Nullpunkt derselben und ver-
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binden ihn mit 4. Diese Verbindungslinie ist die gesuchte
Normale.

Soll der Centralpunkt der Geraden g bestimmt werden,
so construiren wir die Normalebenen irgend zweier Punkte
von g; dieselben schneiden sich in g* und das gemeinsame
Lot von g und ¢* trifft ¢ im Centralpunkt. Ueberdies ist die
zu diesem Lot senkrechte Ebene die Centralebene.

§ 7. Der Complex der Bahntangenten.

1. Jede Sehne 4,4, verbindet zwei entsprechende Punkte
von X, und %, folglich bildet die Gesammtheit derselben einen
tetraedralen Stralencomplex, niimlich das Erzeugniss der beiden
congruenten Réume X, und X,. Derselbe Satz gilt auch fiir
unendlich nahe Lagen von X, und X, daher folgt:

Die Gesammitheit der Bahntangenten aller Punkte des riium-
lichen Systems bildet in jedem Augenblick der Bewegung einen
tetraedralen Stralencompler €®,

Dieser Complex ist identisch mit der Gesammtheit der
Characteristiken aller Ebenen des Systems, resp. mit der Ge-
sammtheit derjenigen Geraden desselben, welche im betrach-
teten Augenblick gerade Elemente abwickelbarer Flichen be-
schreiben. Denn wir haben bewiesen (§ 5, 2), dass jede Bahn-
tangente d eines Punktes I zugleich Characteristik einer
Ebene 9 ist und die Eigenschaft besitzt, dass d, und d, sich
schneiden. (§ 5, 6.)

Das Fundamentaltetraeder des von X, und X, gebildeten
Complexes reducirt sich auf die Axe der zugehdrigen Schrau-
benbewegung und die zu ihr senkrechte unendlich ferne Ge-
rade; denn dies sind.die einzigen beiden Geraden, welche 2
und X, entsprechend gemein haben. Das gleiche gilt also
auch von dem Complex der Bahntangenten. Es liisst sich
daher erwarten, dass die demselben angehorigen geometrischen
Gebilde von ganz specieller Natur sein werden.

Jeder Bewegungsmoment ist durch die augenblickliche
Schraubenbewegung vollstindig bestimmt, von ihr wird dem-
nach der besondere Character des Complexes @ einzig und
allein abhingen. Um denselben zu erkennen, werden wir bei
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den Beweisen, wenn nitig, zuniichst wieder von beliebigen
Systemlagen X, und X, ausgehen.

2. Ist d, eine Gerade, welche von der entsprechenden Ge-
raden d; geschnitten wird, so ist die zugehorige Mittelgerade
d™ Characteristik der Ebene 0™ = [d,d,] von Z™; demmach
folgt aus § 1, 3 des ersten Capitels, dass die Sehnen aller
Punkte von d, die simmtlichen Tangenten einer Parabel bil-
den, welche d" zur Scheiteltangente und den Nullpunkt der
Ebene 0™ zum Brennpunkt hat. Gehen wir zu unendlich
nahen Systemen X, und X, iiber, so ergiebt sich demnach:

Diejenigen Bahntangenten, welche in einer belicbigen FEbene
0 liegen, umhiillen in jedem Augenblick eine Parabel, welche dic
Characteristilc der Ebene zur Scheiteltangente und den Nullpunkt
der Ebene zum DBrennpunkt hat.

Dieser Satz liisst sich auch folgendermassen aussprechen.
Ist d irgend eine Gerade des Complexes €@, so bilden die
Bahntangenten aller Punkte von d eine Parabel, deren Schei-
teltangente d ist, und deren Brennpunkt im Nullpunkt der-
jenigen Ebene liegt, welche ¢ zur Characteristik hat.

3. Ist g, eine Gerade von X, welche zur entsprechenden
Geraden g, windschief liegt, so bilden die zugehtrigen Sehnen
die eine Regelschaar eines Paraboloids. Auf demselben liegt
auch die Mittelgerade g Sind G™ und G* die Punkte kiir-
zesten Abstandes auf g™ und g, und ist I® die Verbindungs-
linie dieser Punkte, so ist #” ein Stral des linearen Com-
plexes, welcher mit dem von 2™ und 2 gebildeten Nullsystem
verbunden ist. Er ist daher senkrecht zur Sehne GG, des
Punktes G, und da er auch auf g™ senkrecht steht, so folgt,
dass er die Normale des Paraboloids im Punkte G™ ist.

Jede Sehne des Paraboloids liegt in einer zu ¢ senk-
rechten Ebene. Als Richtungsebene der Sehnenschaar konnen
wir daher diejenige wihlen, welche durch ™ geht und auf g
senkrecht steht.

Die Richtungsebene der zweiten Regelschaar ist parallel
zu den Geraden g, und ¢g,. Wir legen dureh:™ und g™ eine
Ebene und betrachten sie als eine Ebene 6™ von X" Da (=
auf der Axe der Schraubenbewegung senkrecht steht, so ist die
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Characteristik @™ von 0™ zu I normal, also zu g™ parallel.
Nun enthiilt 0™ auch d, und d;, und da X, X,, =™ affine rium-
liche Systeme sind, so ist d, parallel g, und d, parallel g,;
d. h. 0™ ist die Richtungsebene der zweiten Regelschaar.

Beide Richtungsebenen schneideu sich in der Geraden o™,
Dieselbe ist aber, wie eben bewiesen, Normale des Paraboloids
im Punkte G™ folglich ist sie die Hauptaxe und G™ der
Scheitel des Paraboloids. Gehen wir nun zur Grenze iiber
und beachten, dass dabei G™ zum Centralpunkt von g wird,
8o ergiebt sich:

Die Tangenten der Dahnen aller Punkte ciner Geraden g,
welche wicht dem Complex €@ angehirt, bilden in jedem Augen-
blick die eine Regelschaar eines Paraboloids. Dasselbe hat den
Centralpunkt von g zum Scheitel, und das von demselben auf die
Aze der momentanen Schraubenbewequng gefiillte Lot zur Houpt-
axe. Die Richtungsebene der Balntangenten steht auf der ou g
congugirten Geraden g* sewkrecht.

4. Jede Gerade g ist die Axe eines Ebenenbiischels. Die
beiden entsprechenden Ebenenbiischel von X, und X, deren
Axen g, und g, sind, bestimmen im Allgemeinen eine Regel-
schaar eines Hyperboloids. Jede Schnittlinie von zwei homo-
logen Ebenen & und & beider Biischel ist eine Erzeugende
desselben; sie geht in der Grenze in die Characteristik der
Ebene ¢ iiber.

Mit Hilfe der Siitze, welche wir {iber die Characteristiken
frither anfgestellt haben, ist es moglich, die besondere Natur des
Hyperboloids direct zu erkennen, ohne dass es notig wiire, wieder
von beliebig gewihlten Systemen X und X, auszugehen.

Von der Geraden g soll zuniichst festgesetzt werden, dass
sie nicht dem Complex der Bahntangenten angehdrt. Ist e
wieder die Characteristik einer Ebene & des Biischels, so ent-
hiilt die Ebene %, welche durch e geht und auf & senkrecht
steht, alle diejenigen Durchmesser des Nullsystems, welche den
zu & normalen Ebenen adjungirt sind (§ 5, 8), also auch
sicher den Durchmesser « adjungirt zn derjenigen Ebene, welche
auf g selbst senkrecht steht. Dies gilt aber fiir jede Ebene
des Biischels g; d. h. die Ebenen 4, welche in den Characte-
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ristiken ¢ normal zu den Ebenen & errichtet werden, enthalten
sammtlich eine und dieselbe Gerade u. Jede Characteristik
ist daher Schnittlinie zweier zu einander normalen Ebenen,
" von denen die eine durch yu, die andere durch g geht.

Von zwei Ebenenbiischeln, deren entsprechende KEbenen
senkrecht auf einander stehen, lisst sich zeigen, dass sie pro-
jectivisch sind. Fiir den speciellen Fall, dass die Axen der
Biischel sich schneiden, ist dies bereits Cap. II, § 1 gezeigt
worden; wir konnten den allgemeinen Satz daraus folgern,
ziehen aber vor, einen selbstéindigen Beweis dafiir beizubringen.
Sei ¢, irgend eine durch g gehende Ebene. Wir legen durch
¢ einen zweiten Ebenenbiischel von Ebenen &/, so dass &’
auf &, senkrecht steht, so sind beide Biischel einander con-
gruent. Fine beliebige zu ¢ normale Ebene a schneidet den
Biischel der Ebenen & in einem Biischel von Stralen ¢,” und
den Biischel der durch # gehenden Ebenen &, in den Stralen
e.. Nun ist aber stets &, parallel zu &, also auch ¢, parallel
e,; also liegen die beiden Stralenbiischel perspectivisch zu der-
selben unendlich fernen Punktreihe. Demnach sind die Biischel
der Ebenen ¢, und ¢/, also auch die Biischel der Ebenen ¢,
und &, zu einander projectivisch.

Mit Riicksicht darauf, dass das betrachtete Hyperboloid
durch zwei projectivische Biischel erzeugt werden kann, deren
entsprechende Ebenen senkrecht auf einander stehen, soll das-
selbe orthogonales Hyperboloid genannt werden. Alsdann er-
giebt sich:

Die Characteristiken aller FEbenen, welche durch eine belie-
bige Gerade g des rdumlichen Systems hindurchgehen, bilden in
jedem Augenblick im Allgemeinen ein orthogonales Hyperboloid.
Dasselbe kann durch zwei Ebenenbiischel erzeugt werden, deren
entsprechende Ebenen senkrecht auf einander stehen. Der eine
derselben hat g zur Axe, wihrvend die Axe des andern der zu
den Ebenen senkrecht g adjungirte Dwrchmesser w ist*)

b, Wie der orthogonale Kegel (Cap. II, § 1), so besitzt
auch das orthogonale Hyperboloid die Eigenschaft, dass seine
Kreisschnittebenen auf je einer seiner Krzeugenden senkrecht
stehen, und zwar sind dies die Geraden g und w. Die eben
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betrachtete zu g normale Ebene « schneidet nimlich die Ebene
& In einem zu ¢, senkrechten Stral e, und da ¢, zu ¢, pa-
rallel ist, so stehen auch ¢, und ¢, senkrecht auf einander.
Thr Schnittpunkt ist ein Punkt des Hyperboloids. Nun geht
¢, stets durch den Punkt (e¢g) und e, stets durch (su), also
ist die Schnittcurve der Ebene « mit dem Hyperboloid ein
Kreis, dessen Durchmesser die Punkte (s¢) und (eu) zu End-
punkten hat. Das analoge gilt von den zu « normalen Ebenen,
und es folgt:

Das orthogonale Hyperboloid wird von Jeder 2w g oder w
senkyechten Fbene in eimem Kreise geschnitten.

Fiir jede Ebene des Biischels giebt die Projection des
Durchmessers u die Characteristik. Zwei unter ihnen wollen
wir besonders betrachten, niimlich die Ebene u, welche zu z
parallel ist, und die zu ihr senkrechte Ebene v. Die Charac-
ristik m der Fbene p ist parallel zu u, und die Characteristik
n der Ebene v ist parallel zu ¢, also sind die Ebenen [gm]
und [nu] einander parallel. Beide Ebenen sind iiberdies Tan-
gentialebenen des Hyperboloids in den Punkten (gm), resp. (nu).

Sei nun / das gemeinsame Lot von ¢ und 2. Da es in
einer zu g senkrechten Ebene liegt, so trifft es die unendlich
ferne Gerade derselben, und da es ein Stral des linearen Com-
plexes ist, so trifft es auch die conjugirte dieser unendlich
fernen Geraden, d. h. den Durchmesser u. Die Punkte (gm)
und (nw) liegen mithin beide auf I Die Ebenen [gn] und
[nu] stehen aber senkrecht auf I, folglich ist ! eine Haupt-
axe des Hyperboloids, und zwar diejenige, welche den Kreis-
schnittebenen parallel liuft; d. h.

Der Fiiraeste Abstand von g und w ist eine Hauptaze des
Hyperboloids, und zwar dicjenige, welcher die beiden Kreisschniti-
ebenen parallel sind.

Der eine Scheitelpunkt dieser Hauptaxe fillt sonach in
den Centralpunkt von g.

6. Wenn die Axe g des Ebenenbiischels gegen die Axe
der Schraubenbewegung rechtwinklig geneigt ist, so geht das
Hyperboloid in ein gleichseitiges Paraboloid iiber. Die C(ha-
racteristik einer Ebene ist niimlich parallel zur Projection der

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 8
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Axe der Schraubenbewegung; also stehen die Characteristiken
aller Ebenen des Biischels auf g senkrecht. Der Scheitelpunkt
des Paraboloids ist wiederum der Centralpunkt von g. Um-
gekehrt ist ersichtlich, dass, wenn in einem Ebenenbiischel
die Characteristik einer Ebene auf der Axe g senkrecht steht,
g und 2 sich rechtwinklig kreuzen miissen; d. h. alsdann
stehen die Characteristiken aller Ebenen auf ¢ senkrecht.

Da dies in jedem Augenblick der Bewegung gilt, so er-
halten wir gelegentlich den folgenden Satu:

Wenn ein Ebenenbiischel sich so bewegt, dass die Characte-
ristik einer Ebenc stets auf der Axe des Biischels sewkrecht steht,
so gilt dies von den Characteristiken aller Ebenen.

7. Wenn die Axe des Ebenenbtischels dem Complex der
Bahntangenten angehort, — ein Fall, den wir bisher direct
ausgeschlossen hatten —, so reducirt sich das Hyperboloid
auf einen orthogonalen Kegel. Bezeichnen wir eine derartige
Gerade nimlich wieder mit d, und den Punkt, dessen Bahn-
tangente sie ist, mit D, so ist D der Nullpunkt der zu d
senkrechten Ebene; also geht der zu dieser Ebene adjungirte
Durchmesser # ebenfalls durch D. Die Geraden ¢ und «
schneiden sich daher, und die Ebenenbiischel, deren Axen sie
sind, .erzeugen einen orthogonalen Kegel, welcher D zum
Scheitel hat.

Jede Ebene, welche durch d geht, hat mit dem Kegel
zwei Geraden gemein, nimlich  und ihre Characteristik. Dar-
aus folgt, dass diejenige Ebene, deren Characteristik d selbst
ist, den Kegel liings d berithrt. Auch jede durch w gehende
Ebene schneidet den Kegel noch in einer zweiten Geraden, mit
Ausnahme derjenigen, welche auf der von d und w gebildeten
Hauptebene senkrecht steht. Diese letatere ist daher Tangen-
tialebene des Kegels lings v; sie enthillt iiberdies die Axe der
momentanen Schraubenbewegung. Demnach folgt:

Ist einc Gerade d Tangente der Bahn eines Punktes D, so
bilden die Characteristiken aller durch sie gehenden Ebenen in
jedem Augenblick einen orthogonalen Kegel. Die Awxen der or-
thogonalen Ebenenbiischel, durch welche er erzeugt wird, sind d
und der 2w den Ebenen senkrecht d adjungivte Durchmesser w.
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Der Scheitel des Kegels ist der Punkt D. Die Ebene, deren
Characteristil d ist, beriihrt ihn lings d, und die ihn lings o
beriihrende  Tangentialebene enthilt die Aze der momentanen
Schraubenbewegung.

Diesem Satz lisst sich auch folgende Form geben:

In dem Complex €@ bilden alle durch einen beliebigen Punkt
D gehenden. Complexstralen einen orthogonalen Kegel. Die Axen
der ihm erzeugenden orthogonalen Biischel sind dic Bahntangente
d von D, und der zur Normalcbene des Pumktes D adjungirte
Durchmesser.

Ist endlich die Gerade des riumlichen Systems ein Durch-
messer v, so ist jede durch w gelegte Fbene u zu « parallel,
und die Characteristik m ist daher die Projection von z auf
u. Jede Characteristik ist demnach Schnittlinie von zwei
senkrechten Ebenen, deren Axen die einander parallelen. Ge-
raden z und » sind. Die Gesammtheit der Characteristiken
bildet somit einen Kreiscylinder, welcher die Ebene foa] zur
Durchmesserebene hat.

8. Jede Gierade des riumlichen Systems beschreibt eine
geradlinige Fliche. Auf ihr giebt es in jedem Augenblick
einen ausgezeichneten Punkt, niimlich den Centralpunkt; der-
selbe ist (§ 6, 5) derjenige Punkt der Geraden, welcher von
der Axe der momentanen Schranbenbewegung den kiirzesten
Abstand hat. Wir wollen bestimmen, welche Fliche von den
Centralpunkten aller Geraden eines Stralenbiindels gebildet wird.

Sei D der Mittelpunkt des Stralenbiindels und « der
durch ihn hindurchgehende Durchmesser. Wir betrachten
denjenigen Ebenenbiischel, dessen Axe u ist. Sei p eine be-
liebige Ebene dieses Biischels, so schneidet sie den Stralen-
biindel in einem Stralenbiischel, dessen Mittelpunkt 4 ist.
Da g 2u 2 parallel ist, so ist der Centralpunkt irgend einer
Geraden g dieses Biischels ihr Schnitt mit der Projection m
von z auf &; folglich liegen die Centralpunkte aller Geraden
des Stralenbiischels anf m. Nun ist m die Characteristik der
Ebene g, folglich bilden die den simmtlichen Ebenen @ zu-
gehirigen (teraden m, wie eben bewiesen, einen Kreiscylinder,
und es folgt:

8%
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Die Centralpunkte der Flichen, welche von den durch einen
beliebigen Punkt D gehenden Greraden beschricben wevden, liegen
in jedein Augenblick auf einem Kreiscylinder, welcher die Axe
der momentanen Schraubenbewequng enthilt und den Abstand des
Punktes D von derselben zum Durchmesser hat.

Unter den durch den Punkt D gehenden Geraden sollen

_ diejenigen einer besonderen Betrachtung unterworfen werden,
~welche dem Complex zweiter Ordnung €® angehtren. Jede
derselben ist die Tangente ihres Centralpunktes. Die Central-
punkte dieser Geraden komnen daher als diejenigen Punkte
des riumlichen Systems definirt werden, deren Bahntangenten
simmtlich nach einem und demselben Punkte des Raumes ge-
richtet sind.

Die Geraden des Complexes €% welche durch D hin-
durch gehen, bilden einen orthogonalen Kegel; ihre Central-
punkte liegen daher auf dem Durchschnitt des Cylinders mit
diesem Kegel. Nun enthalten beide Flichen den durch D
gehenden Durchmesser u; sie haben daher ausserdem eine
Raumecurve dritter Ordnung ¢® gemein. Die Ebene [zu] ist
eine Durchmesserebene des Cylinders, withrend sie den ortho-
gonalen Kegel lings u berithrt ; folglich sehneiden sich beide
Flichen in ihrer gemeinschaftlichen Erzeugenden rechtwinklig.
Demnach ergiebt sich:

Die simmtlichen Punkte des Systems X, deren Bahnen nach
einem festen Punkte D des Raumes gerichtet sind, liegen in jedem
Augenblick auf einer Raumcurve dritter Ordnung ¢ Dieselbe ist
der Durchschwitt cines orthogonalen Kegels und eines Kreiscylin-
ders, welche den durch D gehenden Durchmesser w gemein haben
und sich i ihm rechtwinklig schneiden. Die Ebene, welche den
Cylinder léiings w beriihrt, ist Durchmesserebene des Kegels, und
die Ebene, welche den Kegel lings w beriihrt, ist eine Durch-
messercbene des Cylinders.

9. Jede zur Momentanaxe normale Ebene schneidet den
Cylinder in einem Kreis, und da « eine der beiden Kegelkanten
ist, auf welcher die Kreisschnittebenen senkrecht stehen, so
schneidet sie auch den Kegel in einem Kreise. Beide Kreise
gehen durch denselben Punkt von u; aber nur ihre {ibrigen
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Schnitbpunkte sind Punkte der Raumeurve ¢*. Zwei davon
sind die unendlich fernen imaginiiren Kreispunkte der auf z
senkrechten Ebenen. Diese liegen daher auf ¢*, und es folgt:

Die Bawmeuwrve ¢® enthilt die wnendlich fernen imagindiren
Kreispunkte der zur Axe der Schraubenbewegung senkrechten Ebenen.

Sie soll aus diesem Grunde als cubischer Kreis bezeichnet
werden. W e

Der reelle Punkt, welchen ¢ mit der unendlich fernen
Ebene gemein hat, ist der unendlich ferne Punkt X der
Momentanaxe. Als Gerade des Kreiscylinders ist dieselbe
eine Sehne von ¢’. Nun ist die Ebene [zu] eine Tangential-
ebene des orthogonalen Kegels, folglich kann die Axe z von
keinem Stral des Kegels ausser von u getroffen werden. Sie
enthiilt demnach ausser X, keinen weiteren Punkt von ¢?
d. h. sie ist die Asywmptote dieser Curve.

Wir erhalten die Schmiegungsebene eines beliebigen
Punktes P von ¢’ indem wir seine Tangente bestimmen,
und durch sie die Tangentialebene des Kegels legen, durch
welchen ¢ von P aus projicirt wird. Die Asymptotenebene
ist daher diejenige Ebene, welche die Asymptote enthilt und
den Kreiscylinder bertihrt; mithin folgt:

Die Axe der momentanen Schraubenbewegung ist die Asymptote
des cubischen Kreises; seine Asymptotenchene st senkreckt zu der
durch D und die Axe gelegten FEbene.

10. Jede zu x senkrechte Ebene a schneidet den ortho-
gonalen Kegel in einem Kreis, und jeden Stral a desselben in
einem Punkt 4. Ist d wieder die Bahntangente des Punktes
D, so ist die Gerade D, U, der Durchmesser dieses Kreises.
Ordnen wir je zwei Punkte 4, und B, des Kreises einander
zu, deren Verbindungslinie auf dem Durchmesser D, U, senk-
recht steht, so bilden alle diese Punktepaare eine Involution,
deren Centrum der unendlich ferne Punkt der auf D, U, lot-
rechten Geraden ist. Die Doppelpunkte dieser Involution sind
D, und U, Mithin sind die Stralen @ und b des orthogonalen
Kegels ebenfalls involutorisch gepaart, und zwar so, dass d
und # die Doppelstralen sind.

Da der Kegel perspectivisch zur Raumcurve ¢® liegt, so

http://www.dmg-lib.de



— 118 —

bestimmt er auf ihr eine Punktinvolution, welche D und den
unendlich fernen Punkt X, zu Doppelpunkten hat. Zwei
conjugirte Punkte derselben sollen conjugirte Punkte des cubi-
schen Kreises genammt werden. Nun ist die Momentanaxe z
eine Tangente von ¢’ also wird die Punktinvolution von z
aus durch einen involutorischen Ebenenbiischel projicirt. Die
Doppelebenen desselben sind die Durchmesserebenen [z%] und
die zu ihr senkrechte Ebene; folglich bilden je zwei conjugirte
Ebenen desselben mit der Durchmesserebene gleiche Winkel.

Je zwei conjugirte Punkte 4 und B des cubischen Kreises
¢ haben also die Figenschaft, dass die Ebenen, welche sie
mit z verbinden, gegen die Ebene [zu] gleich geneigt sind.
Von den Kegelstralen ¢ und b, auf denen A resp. B liegen,
wissen wir, dass sie gleiche Neigung gegen die Ebene [du],
also auch gegen die zu derselben senkrechte Ebene [zu] be-
sitzen, und daraus diirfen wir schliessen, dass die Punkte 4
und B von D gleichen Abstand haben.

Nennen wir die Ebene [2u] die Hauptchene, und den Punkt
D den Scheitel des cubischen Kreises, so erhalten wir demnach:

CVFE wbei conjugirte Punkte des cubischen Kreises sind vom

Scheitel gleichweit entfernt, und die Ebenen, welche sie mit der
Aze der momentanen Schravbenbeweguny verbinden, bilden gleiche
Winkel mit der Hauptebene.

Diese Sitze geben ein anschauliches Bild von der Lage
und dem Verlauf des cubischen Kreises auf dem Cylinder.

11, Der orthogonale Kegel wird aus den beiden conju-
girten Stralen a und b durch congruente Ebenenbiischel pro-
jicirt (IL, § 1, 4); dasselbe gilt daher auch von den Punkten des
cubischen Kreises. Wir wihlen nun die beiden conjugirten
Punkte 4 und B zu Mittelpunkten von Stralenbiindeln und
betrachten ¢ als Erzeugniss derselben; damit sind beide Biindel
projectivisch auf einander bezogen. Die Stralen a und b,
welche sich im Punkt D schneiden, sind entsprechende Stralen
beider Btindel; folglich sind die beiden congruenten Ebenen-
biischel, durch welche ¢* von « und b aus projicirt wird, ent-
sprechende Biischel der beiden Stralenbiindel. Die zur Schrau-
benaxe parallelen Geraden u, und u, der Bindel sind, da sie
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durch X, gehen, auch zwei entsprechende Geraden, und aus
ihnen werden alle Geraden des Cylinders, d. h. aber alle Punkte
von ¢ ebenfalls durch zwei congruente Ebenenbiischel projicirt.

Die beiden Biindel haben daher die Eigenschaft, dass
zwel Ebenenbiischel des einen den homologen des andern con-
gruent sind; also sind sie, wie leicht folgt, selbst congruent, d. h.

Der cubische Kreis wird aus je awei conjugirten Punkten
durch congruente Stralenbiindel projicirt.

Hierauns fliesst die weitere Folgerung, dass der cubische
Kreis aus jedem seiner Punkte durch einen orthogonalen Kegel
projicirt wird.

12. Der cubische Kreis hatte sich zundchst als Ort der
Centralpunkte fiir diejenigen durch D gehenden Geraden er-
geben, welche dem Complex der Bahntangenten angehoren.
Diese Geraden sind diejenigen Stralen ¢ des Biindels D, die mo-
mentan Elemente abwickelbarer Flichen beschreiben; fiir jeden
derselben schneiden sich die unendlich nahen Geraden ¢, und
¢, Der cubische Kreis ist daher auch das Erzeugniss der
beiden auf einander folgenden Biindel D, und D;. Jede
Secante desselben ist daher Characteristik einer Ebene des
Biindels D und es folgt:

Dic Characteristiken aller Ebenen, welche durch irgend cinen
Punkt D des Raumes hindurchgehen, bilden in jedem Augenblick
die scimmitlichen Secanten eines cubischen Kreises, welcher D zum
Scheitel hat.

Da der cubische Kreis aus je zwei conjugirten Punkten
durch congruente Stralenbiindel projicirt wird, so ist nunmehr
der Schluss erlaubt, das® die vorstehenden Sitze in analoger
Form auch fiir beliebige Systemlagen X, und X, Geltung be-
sitzen, Wir sind daher hier im Stande, aus den fiir unend-
lich kleine Bewegungen erwiesenen Sitzen die entsprechenden
fiir beliebige endliche Verschiebungen zn entnehmen.

Sind also A, und 4, die Mittelpunkte zweier entsprechen-
den Biindel von X, und X, so bestimmen wir die Axe z der
Schraubenbewegung und construiren denjenigen Kreiscylinder,
welcher dureh z, 4, und 4, geht. Die Durchmesserebene
desselben, welche x enthilt, ist die Hauptebene des cubischen
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Kreises. Sind ferner X, und X, die Fusspunkte der von A,
und A4, auf x gefillten Lote, so trifft 4™ X™ den Scheitel D
des cubischen Kreises. Damit ist auch der orthogonale Kegel
bestimmt, welcher D zur Spitze hat.

13. Den Punkten des riumlichen Systems, deren Bahn-
tangenten nach einem beliebigen Punkt D gerichtet sind,
stehen als duale Gebilde diejenigen Ebenen gegeniiber, deren
Characteristiken in einer FEbene & liegen, ebenso den Charac-
teristiken aller durch D gehenden Ebenen die Bahntangenten
aller Punkte von & Um diese Gebilde zu untersuchen, ist
es zweckmiissig, zuniichst wieder von beliebig gewiihlten
Systemen X, und X, auszugehen.

‘Seien also &, und & die entsprechenden Lagen einer Ebene
¢ von X, so bilden die Sehnen aller Punkte von & ein Stralen-
system S° dritter Ordnung und erster Classe, und jede dieser
Sebnen geht, wenn &, und &, beliebig nahe an einander riicken,
in die Bahntangente eines Punktes von & iiber. Ferner er-
zeugen & und & einen Ebenenbiischel dritter Ordnung E?
welcher die unendlich ferne Ebene enthiilt. Die Stralen von
8% d. h. die Sehnen A A4,, sind die Axen dieses Ebenen-
biischels. Derselbe ist identisch mit der Gesammtheit der
Schmiegungsebenen einer cubischen Parabel. Jede derselben
geht, wenn die Verschiebung von X unendlich klein wird,
in eine der Ebenen iiber, deren Characteristiken in ¢ liegen.
Die besonderen Eigenschaften des Ebenenbiischels E* und des
mit ihm zusammenhiingenden Stralsystems §% sollen im Folgen-
den genauer untersucht werden.

Jede Ebene von E® ist Verbiidungsebene zweier ent-
sprechenden Geraden von &, und &. Nun enthilt die Mittel-
ebene & die homologen Gteraden ¢, und ¢, in denen sie &
und & schneidet, es folgt daher zunichst, dass & dem Ebenen-
biischel E3 angehbrt.

Ferner ergiebt sich, dass jede Ebene & von E? von der Ge-
sammtheit aller Ebenen in einer Parabel geschnitten wird,
Denn da die unendlich ferne Ebene zu den Ebenen von E3
gehort, so hat der in « liegende Kegelschnitt die unendlich
ferne Gerade von « zur Tangente.

http://www.dmg-lib.de




- 121 -

14, Seien X, X, X™ jetzt die Schnittpunkte der Axe
der Schraubenbewegung mit &, &, &= Wir hetrachten die-
jenigen Stralenbiischel von &, & und &, deren Mittelpunkte
resp. Xy, X, und X™ sind. Es ist leicht zu sehen¥), dass
sowohl die drei Geraden

Ny Ty, W,
welche auf der Axe der Schraubenbewegung senkrecht stehen,
als auch die zu ihnen senkrechten Stralen

By, D1y P
d. h. die Projectionen von z auf &, & und & entsprechende
Stralen der Biischel sein miissen. ‘

Diejenigen Sehnen, d. h. diejenigen Stralen des Stral-
systems S°, welche die entsprechenden Punkte von p, und p,
verbinden, bilden (§ 7, 3) ein Paraboloid B,?, welches p™ ent-
hilt und den Punkt (zp™) = X™ zum Scheitel hat. Die Haupt-
axe des Paraboloids ist die Gerade #™ und die Richtungsebenen
seiner Regelschaaren sind die Ebenen [zn™] und [pmn™] = ™.

Von derjenigen Regelschaar, welcher p,, p,, p™ angehoren,
liegt in jeder Ebene « von E® eine Gerade, und zwar die
Gerade p,, welche p, und p, entspricht. Alle Geraden p,
werden von den Sehnen, welche die andere Regelschaar bilden,
in ihnlichen Punktreihen geschnitten; auf je zwei Geraden
Pe und pg, welche mit der Richtungsebene [zn™] gleiche
Winkel bilden, sind die Punktreihen sogar congruent. Die
unendlich ferne Gerade der Ebene & wird bekanntlich von
allen Paaren p, und ps in einer Punktinvolution geschnitten,
deren Doppelpunkte die unendlich fernen Punkte von p» und
n™ sind, Durch die Geraden p, des Paraboloids wird diese
Punktinvolution aber so auf # projicirt, dass X™ und der
unendlich ferne Punkt X, die Doppelpunkte der auf x liegen-
den Involution sind. Je zwei conjugirte Punkte derselben
sind daher von X™ gleichweit entfernt, und es folgt:

Je zwei Geraden des Paraboloids B,®, die von den Sehnen
in congruenten. Punktreihen geschnitten werden, sind gleich geneigt
gegen die Ebene [zp™| wnd treflfen die Aze der Schraubenbe-
wegung in zwer Punkien, deren Mitte X™ ist.

*) Ein ausfiihrlicher Beweis befindet sich § 11, 6,
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Das Paraboloid ,®, welches von den congruenten Punkt-
reihen n, und n, erzeugt wird, hat ebenfalls den Punkt X
zum Scheitel. Jede Ebene ¢ von E® enthilt die Brzeugende '
n, derjenigen Regelschaar, welcher n, und #, angehiren. Da
ng und n, auf z senkrecht stehen, so ist das Paraboloid
gleichseitig und jede Gerade #, steht auf x senkrecht. Die
Richtungsebene der auf P,® liegenden Sehnen ist die Ebene
[xp™]. Fir je zwei Erzeugende der Schaar n,, die von den
Sehnen in congruenten Punktreihen getroffen werden, lassen
sich daher dieselben Folgerungen ziehen, wie fiir die analogen
Erzeugenden p, und p,; von P,®; d. L.

Je zwei Geraden des Paraboloids B2, die von den Selnen
i congruenten Punktrcihen getroffen werden, stehen auf der
Aze der Schraubenbewegung senkrecht, treffen dieselbe in zwei
Punkten, deren Mitte X™ ist, und bilden mit der Ebene [zp*) ¢
gleiche Winkel.

15. Die Regelschaar p, von $,2 wnd die Regelschaar
#e von P,@ liegen beide perspectivisch zur Punktreihe X..
Daher sind die Ebenenbiischel, durch welche die beiden Regel-
schaaren aus z projicirt werden, zu einander projectivisch.
Diese Ebenenbiischel haben aber die besonderc Lage, dass
drei Ebenen des einen, nimlich

[zpol, [2p], [2p7]
auf den entsprechenden des andern, niimlich auf

-

LZM():L [.xnlJy [xn’”]

senkrecht stehen; daher stehen je zwei entsprechende Ebenen
senkrecht auf einander; d. h. es ist auch p, senkrecht zu 7,
und py senkrecht zu nz Demmach sind die Winkel (zp.) und
(zpg) die Neigungswinkel der Ebenen « und g gegen z; d. h

Je zwei Ebenen won E°, welche dic Axe der Schrawben-
bewegung in zwei von X™ gleichweit entfernten Punlten schneiden,
bilden gleiche Winkel mit derselben. Die Projectionen der Awe
auf" den Fbenen des Biischels sind entsprechende Stralen aller
Ebenen.

Da alle Geraden p, der Ebene & parallel sind, und p~
die Projection von & auf & ist, so folgt noch, dass & den
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kleinsten Winkel mit 2 bildet. Es kann daher keine reelle
Ebene von I/% geben, welche 2 enthilt; d. h. z ist eine un-
eigentliche Axe des Ebenenbiischels.

Beachten wir ferner, dass p, und pg, ebenso n, und n,
von den Stralen von S* in congruenten Punktreihen getroffen
werden, so folgt: :

Je zwei FEbenen von E®, die mit der Axe der Schrauben-
bewegung  gleiche Winkel bilden, werden wvon den Stralen des
Stralsystems S® in congruenten cbenen Systemen geschwitten.

Die Axe der Schraubenbewegung hat demnach eine be-
vorzugte Lage zum Ebenenbiischel E® Wir werden sie daher
die Hauptaxe von E? nennen. Ebenso soll & die Hauplcbene
des Ebenenbiischels heissen. Die Hauptaxe kann rein geo-
metrisch auch als Verbindungsebene derjenigen zwei ent-
sprechenden Punkte von &, und &, defipirt werden, welche den
kiirzesten Abstand von einander haben, und die Hauptebene
ist diejenige Ebene, welche mit der Hauptaxe den kleinsten
Winkel hildet.

Wir sahen bereits, dass 2 von der Gesammtheit der
Ebenen von I? in einer involutorischen Punktreihe getroffen
wird, deren Doppelpunkte X™ und X sind. Dies giebt noch
Veranlassung zu folgendem Satz:

Ordnen wir je zwei Ebenen von E? einander zu, die von
den Sehnen in congruenten ebenen Systemen getroffen werden,
so bilden alle diese Ebenenpaare eine Involution, deren Doppel-
elemente die Hauptebene ¢ und die unendlich ferne Ebene
sind. Jede Sehne 4,4, wird von ihnen in einer Punktinvolution
geschnitten, deren Doppelpunkte 4™ und der unendlich ferne
Punkt 4, sind,

Auf Grund der vorstehenden Siitze ist es nicht schwer,
uns ein anschauliches Bild von der Verteilung der Ebenen
von E? zu verschaffen. Sind nimlich X, und X, zwei gleich
weit von X™ entfernte Punkte, so sind die durch sie gehen-
den Ebenen e und § dadurch bestimmt, dass sie erstens gleiche
Winkel mit # einschliessen, und zweitens die Projectionen von
% auf « und f gleiche Neigung gegen die Ebene [2p™] haben,
d. h, gegen die Ebene, welche durch z geht und auf & senk-
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recht steht. Ferner bildet & den kleinsten Neigungswinkel
mit z und die Neigungswinkel der Ebenen « nehmen stetig
zu, je weiter sich X, von X" entfernt. Die unendlich ferne
Ebene ist schliesslich als diejenige Ebene zu betrachten,
welche den grossten Neigungswinkel besitzt, und auf der Axe
der Schraubenbewegung senkrecht steht.

Je zwei Ebenen von E® liegen symmetrisch in Bezug auf
die Ebenen [zp™] und &, wir wollen daher FE* den Sy~
metrischen Ebenenbiischel dritter Ordnung nennen.

16. Wir wenden uns nun zur Untersuchung des von den
Sehnen 4,4, gebildeten Stralsystems. Wir bezeichnen die
Sehne 4,4, im Folgenden durch s,.

Seien s, und s, irgend zwel dieser Sehnen, welche mit
der Axe der Schraubenbewegung denselben Winkel bilden.
Die Ebenen &, &, «, f von E® bestimmen auf ihnen die
Punktreihen

Ay, Ay, Ao, Ag . . ., resp. B, B, B, By . ..
Aus dem geometrischen Character der Schraubenbewegung
folgt, dass die Projectionen von 4,4, und B,B, auf z ein-
ander gleich sind, und zwar gleich X,X,. Nun sind aber «
und 3 congruente ebene Systeme, fiir welche z die Axe der
zugehorigen Schraubenbewegung ist, also sind auch die Pro-
Jectionen von A4z und B.Bs auf z einander gleich, und
zwar gleich X, X Beachten wir nun, dass jede Sehne s, von
den Ebenenpaaren «, § in conjugirten Punkten einer Involution
geschnitten wird, welche A™ und A4, zu Doppelpunkten hat,
und dass s, und s, gleiche Winkel mit z bilden, so folgt,
dass die Punktreihen, in denen s, und s, von den Ebenen des
Biischels E3 getroffen werden, einander congruent sind; d. h.

Alle Sehnen des Stralsystems, welche mit der Hauptaxe den-
selben Winkel bilden, werden von den Ebenen des Biischels E*
wm congruenten Punktreihen getroffen.

Diesen Satz konnen wir benutzen, um den Ebenenbiischel
und sein Stralsystem in einfacher Weise auf einen Stralen-
biindel abzubilden.

Durch jeden Punkt des Raumes gehen im Allgemeinen
drei Stralen s, Dies gilt also auch fiir jeden unendlich fernen
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Punkt P,. Da ¢, eine Ebene von E?® ist, so liegen zwei
dieser Stralen in &, ; es giebt daher nur eine im Endlichen™
liegende Sehne s,, die durch P, geht, d. h. eine gegebene
Richtung hat.

Legen wir nun durch einen beliebigen Punkt O’ des
Raumes einen Stralenbiindel von Stralen 4, so giebt es zn
jeder Sehne s, von S?% einen ihr parallelen Stral s, von O’
und umgekehrt. Sehen wir also von den in £, liegenden
Stralen ab, so folgt, dass sich das Stralsystem S eindeutig
auf einen Stralenbiindel so abbilden lisst, dass jedem Stral s,
der ihm parallele Stral s, des Biindels entspricht und um-
gekehrt.

Diese Abbildung lisst sich noch weiter durchfithren. Die
Projection der Strecke A, 4" auf  ist nimlich fiir jede Sehne
Sa gleich der Strecke X, X Beziehen wir nun die Punkt-
reihe, in welcher eine jede Sehne s, von den Ebenen a, B...
getroffen wird, congruent auf die Punktreihe des parallelen
Strales s, und zwar so, dass dem Punkt A™ von s, der
Punkt 0" von s, entspricht, also auch dem Punkt X™ von «
der Punkt 0" von z’, so folgt sofort, dass den simmtlichen

Punkten A,B, ... einer Ebene « die Punkte A, B, einer
Ebene «’ entsprechen, welche durch X, geht und auf 2’
senkrecht steht. Der Gesammtheit der Ebenen o, 8 . . . von

E? entspricht also ein Biischel paralleler Ebenen o, ..
welche auf z” senkrecht stehen.

Sei nun g, eine beliebige Gerade von «, so bilden die
sie schneidenden Sehnen s, ein Paraboloid, welches mit & die
Gerade g™ gemein hat. Die entsprechenden Stralen s, bilden
daher einen ebenen Stralenbiischel. Jeder Punkt A, von Je
liegt sowohl auf s, als auch in a; jeder Punkt der Schnitt-
linie des Stralenbiischels mit a’ entspricht daher einem Punkt
von go; d. h. jeder Geraden g, entspricht in o’ eine Gerade g
Nun entspricht aber auch jedem unendlich fernen Punkt von «
ein unendlich ferner Punkt von a'; also folgt, dass die Ebenen
« und o’ affine ebene Systeme sind.

17. Betrachten wir jetzt denjenigen Stralenbiischel von o,
dessen Mittelpunkt X, ist. Ihm entspricht in &’ ein homo-

°
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loger Biischel mit dem Mittelpunkt X,. Seien $,® und B,

®vieder die beiden Paraboloide, welche zu den Geraden p. und
n. gehoren, so ist [xn™] die Richtungsebene der auf B2
liegenden Sehnen und [xp”} diejenige der Sehnen von L@,
Beide Richtungsebenen stehen senkrecht auf einander. Das
gleiche gilt daher von den ihnen parallelen Ebenen des
Biindels 0" ; mithin schneiden dieselben a’ in zwel zu einander
senkrechten Stralen p, und n,, welche den zu einander senk-
rechten Geraden p, und n, entsprechen; d. h. fiir jedes Ebenen-
paar « und o' sind die Stralenpaare pe, n. und Py N ent-
sprechende Paare rechtwinkliger Stralen.

Betrachten wir dagegen irgend zwei andere zu einander
senkrechte Stralen des in «” liegenden Stralenbiischels, so kunen
die entsprechenden Stralen von « nicht rechtwinklig sein;
denn sonst wiren die Biischel von « und e’ einander gleich;

und da alle Stralenbiischel von «’, p* . . ., deren Mittelpunkte
auf o’ liegen, einander gleich sind, so miissten es auch die
entsprechenden Biischel der Ebenen «, . . . sein, was jedoeh

nicht der Fall sein kann.

Allen Sehnen s,, die mit der Hauptaxe gleiche. Winkel
bilden, entsprechen in 0" die Stralen s,” eines Rotationskegels,
dessen Axe -’ ist. Derselbe schneidet ¢’ in einem Kreise, dessen
Mittelpunkt X, ist. Thm entspricht in der affinen Ebene «
eine Ellipse, welche X, zum Mittelpunkt und p, und n, zu
Hauptaxen hat; und zwar ist, wie wir sogleich zeigen werden,
n. die kleine und p, die grosse Axe der Ellipse.

Um dies zu beweisen, betrachten wir zuniichst die in der
Mittelebene & liegende Ellipse.

Alle Sehnen, welche gegen die Axe der Schrauben-
bewegung gleich geneigt sind, haben auch gleichen Abstand
von derselben. Sei nun P™ ein Endpunkt der auf p™ liegen-
den Axe und N7 ein Endpunkt der auf »n™ liegenden Axe,
und seien s, und s, die durch diese Punkte gehenden Sehnen,
so ist me senkrecht zu z, wihrend p. mit x einen spitzen
Winkel bildet. Nun ist N™ derjenige Punkt von s welcher
von « den kiirzesten Abstand hat, und P der analoge Punkt
von s,. Hs ist also in der That
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NnXm < prXm
d. h. N»X™ ist die kleine, und P X™ ist die grosse Halb-
axe der Ellipse.

Hieraus ldsst sich der Satz auch fiir die andern Ebenen
von [7° folgern, und es ergiebt sich somit:

Alle Sehmen, welche gegen die Hauptaze gleich geneigt sind,
schneiden jede Fbenc o des Biischels E® in einer Ellipse, deren
grosse Axc auf p. und deren kleine Aze auf n, liegt. Die
grossen. Axen aller dieser Ellipsen bilden das Paraboloid B,@
und die Lleinen das Paraboloid P,®. Die Mittelpunkie aller
Ellipsen licgen auf der Houptaxe von E3.

Die Sehnen s, selbst bilden eine geradlinige Fliche R
vierter Ordnung. Jedem Rotationskegel K’ von 0, der z zur
Rotationsaxe hat, entspricht eine solche Fliche. Alle diese
Kegel schneiden auf «’ concentrische Kreise aus. Die End-
punkte der auf p,” und ». liegenden Durchmesser dieser Kreise
bilden congruente Punktreihen. Die Endpunkte der Halbaxen
aller Ellipsen, in denen « von den Flichen R geschnitten
wird, bilden die entsprechenden Punktreihen; diese sind daher
dhnlich zu einander und es folgt:

In jeder Iibene des symmetrischen Ebenenbiischels E* stchen
die Hauptaxen der Ellipsen, in denen diese Ebene von den
Fliichen B geschwitten wird, in constantem Verhiiltniss zu einander.

18. Die zur Axe der Schraubenbewegung senkrechte
Ebene ist zwar unter den KEbenen des Biischels nicht ent-
halten, sie hat jedoch eine besondere Bedeutung fiir denselben,
die wir noch anfiihren wollen.

Diejenige Gerade, lings welcher die Ebene a den Ebenen-
biischel FE? beriihrt, moge durch #, bezeichnet werden. Ist
g" wieder eine beliebige Gerade der Mittelebene &%, so erhilt
man bekanntlich die in der Ebene « liegende Sehne s, des
Paraboloids $,®, indem man durch den Schnittpunkt von G
und % an die in « liegende Parabel die zweite von £, ver-
schiedene Tangente legt. Dasselbe gilt auch fiir &, ; ist daher
ty der Berithrungsstral von &,, so ist die in &, liegende
Axe von P, diejenige von f, verschiedene Tangente, die
vom Punkt (g9, ¢,) an die in &, liegende DParabel gezogen
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werden kann. Der Schnittpunkt der beiden unendlich fernen
Geraden von P, legt also stets auf {,; d. h. die Haupt-
axe von $B,® geht stets durch einen Punkt von ¢,. Also
folgt:

Die zur Hauptaxe des symmetrischen Ebenenbiischels senl:-
rechie Ebene enthdlt die Tangente t,, der unendlich fernen Ebenc
des Biischels.

Endlich soll noch der Beriihrungspunkt der unendlich
fernen Ebene bestimmt werden. Dazu betrachten wir das
zur Geraden n™ gehbrige Paraboloid $,». Da vom: unendlich
fernen Punkt (ny ¢, ) keine von #, verschiedene Tangente an
die Parabel der Ebene &, gezogen werden kann, so muss der
Punkt (n,, ¢, ) der Berilhrungspunkt der Ebene &, sein; also
folgt:

Die unendlich ferne Ebene von E® hat denjenigen Punkt
zum  Beriihrungspunkt, in welchem t, wvon einer zu n™ senk-
rechten Ebene geschnitten wird.

19. Wenn wir die vorstehenden Sitze nunmehr auf ein
in beliebiger Bewegung begriffenes ridumliches System 2 an-
wenden, so gelangen wir schliesslich zu folgenden Resultaten.

Die simmitlichen Ebenen von X, deren Characteristiken in
ciner beliebigen Ebene & des Rawmes liegen, bilden eimen sym-
metrischen Ebenenbiischel dritter Ordnung, [ir welchen & die
Hauptebene und die Aze der momentanen Schraubenbeweguny
die Houptaxe ist. Die Tangenten der Balmen aller Punkte von
¢ bilden ein besonderes Stralsystem dritter Ordpung und erster
Classe; alle Tangenten, welche gegen die Momentanaxe gleich
geneigt sind, treffen & in einer Ellipse, deren Mittelpunki auf
x liegt.

Der cubische Kreis ¢® und der Ebenenbiischel E® sind
reciproke Gebilde in dem von X und X” gebildeten Null-
system; d. h. die Normalebenen aller Punkte von ¢® bilden
einen symmetrischen Ebenenbiischel. Betrachten wir nimlich
den cubischen Kreis, dessen Scheitelpunkt D ist, und nennen
die Normalebene 0 von D wieder & so liegt das von D auf
x gefillte Lot in & und ist diejenige Gerade von g, die bisher
durch % bezeichnet wurde. Sind nun A4 und B wieder zwei
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conjugirte Punkte von D, und n, und ns die von ihnen auf
z gefillten Lote, so sind %, und ng gleich geneigt gegen die
Ebene [#n]; es folgt daher, dass diese Lote ne das Paraboloid
Pw?* bilden, und dass der Punkt (zn) = X der Scheitel des-
selben ist. Ferner haben die Punkte A und B gleichen Ab-
stand von der Axe der Schraubenbewegung; also bilden ihre
durch %, resp. n; gehenden Normalebenen o, resp. fi* gleiche
Winkel mit 2. Endlich sind 4 und B auch vom Scheitel X
des Paraboloids  gleichweit entfernt, daher sind auch die
Pinkte X, und X, in welchen die Normalebenen o und B
die Axe z treffen, von X gleichweit entfernt, und daraus
folgt in der That, dass der von den Normalehenen o, 3 ge-
bildete Ebenenbiischel genau diejenigen Eigenschaften besitzt,
durch welche E?® definirt ist; d. h.

Die Normalebenen aller Punkte des eubischen Kreises ¢ bilden
einen. symmetrischen Ebenenbiischel E® und die Nullpunkie aller
Ebenen cines solchen Biischels bilden stets cinen cubischen Kreis, )

§ 8. Der Complex der Kriimmungsaxen.

1. Wir betrachten im Folgenden drei beliebig gewihlte
Systemlagen X, %,, Z,. Das von den Sehnenmittelpunkten
von 2, und 2, gebildete riiumliche System bezeichnen wir nun-
mehr durch %" und das entsprechende fiir 2, und Z;, durch
Z3s"  Analog sollen X" und X,,* die aus den Normalebenen
aller Punkte bestehenden beiden rinmlichen Systeme bedeuten.
Die Axe der zu %, und %, gehorigen Schraubenbewegung
bezeichnen wir durch =, resp. %y, je nachdem wir sie als
Gerade von X oder 3’ betrachten; analog mige w,,, resp.
,," die Axe der zu den Lagen %, und X, zugehorigen Schrauben-
bewegung sein,

*) Hieraus miissen wir schliessen, dass die cabische Parabel, deren
Schmiegungsebenen den Biischel K3 bilden, von specieller Natur ist.
Betrachten wir nimlich irgend eine cubische Ellipse des Systems X,
deren reeller unendlich ferner Punkt der Punkt Xy ist, so enthilt der
reciproke Ebenenbtischel der Normalebenen zwar auch die unendlich
ferne Ebene; er kann jedoch mit dem im Text betrachteten nicht
identisch sein.

Schoenfl ies, Geometrie der Bewegung. 9
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Da jedes der beiden Systeme X,* und Xy’ dem System
X reciprok verwandt ist, so sind beide Systeme zu einander
collinear. Dieselben erzeugen daher einen tetraedralen Stralen-
complex, welcher ans der Gesammtheit der Schnittlinien ent-
sprechender Ebenen besteht. Je zwei entsprechende Ebenen
y’ und a,,* schneiden sich in einer Geraden k,, welche
durch den Mittelpunkt des dem Dreieck Ay A, A; umschriebe-
nen Kreises geht, und auf der Ebene desselben senkrecht
oteht. Nennen wir diese Cerade die Mittelpunkisaxe k. des
Punktes A4, so folgt:

Die simmilichen zu den Punlkten A des riumlichen Systems
X gehirigen Mittelpunkisazen bilden eimen allgemeinen tetraedralen
Stralencomplex.

9. Von diesem Complex lisst sich beweisen, dass der-
selbe im Allgemeinen keine reellen Hauptebenen und Haupt-
punkte enthiilt, Die Hauptebenen des Complexes sind die-
jenigen FEbenen von X’ welche mit den entsprechenden
Ebenen von 3, zusammenfallen. Soll ;" und e ein
Paar solcher Ebenen sein, so muss, da e,” durch A,™ geht
und auf der Sehne 4,4, senkrecht steht, und da o, darch
A" geht und auf A, A, senkrecht steht, auch 4, mit 4,
susammenfallen. Dies wird jedoch im Allgemeinen nicht der
Fall sein, denn die beiden congruenten Riame 2, und Z,
haben im Allgemeinen keinen im Endlichen gelegenen Punkt
entsprechend gemein.

Fallt A, mit A, zusammen, so konnen die zwel Systeme
%, und X, als zwei verschiedene Lagen eines starren Korpers
betrachtet werden, welcher sich um einen festen Punkt dreht;
alsdann haben sie, wie wir aus Capitel II wissen, auch eine
durch A gehende Axe Punkt fiir Punkt entsprechend gemein.
Jeder Punkt B, dieser Axe fillt daher mit B, zusammen,
also auch By™ mit By,™ und " mit §,"; d h. die beiden
collinearen Systeme X,,” und X,," haben in diesem Fall einen
Fbenenbiischel, also auch eine Punktreihe entsprechend gemein.
Hat der Complex daher eine reelle Hauptebene, so hat er
unendlich viele, welche einen Ebenenbiischel bilden.

Enthalten X,,* und Z,,” noch ein weiteres Paar zusammen-
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fallender Ebenen p,,* und p,,*, welches nicht dem eben ge-
nannten Ebenenbiischel angehort, so folgt in derselben Weise,
dass auch €, mit C, zusammenfillt; alsdann liegen aber je
zwei entsprechende Punkte von X, und X, in einander; d. h.
Zo,” und X" haben alle ihre Ebenen und Punkte entsprechend
gemein, und der Complex der Geraden % wird unbestimmd.
Wir erhalten demmnach folgenden Satz:

Der Complex: der Mittelpunkisazen k enthilt im Allgemeinen
weder reelle Hauptpunkie, noch reelle Hawptchenen. Besitet er
reelle Hawptebenen, so bilden dieselben einen Ebenenbiischel.

Es giebt noch einen Ausnahmefall, der besonders erwihnt
werden muss, nimlich denjenigen, in welchem die unendlich
ferne Ebene eine Hauptebene von 2" und X,¥ ist. Die
unendlich ferne Ebene ist stets die Normalebene des unend-
lich fernen Punktes der Axe der Schraubenbewegung.  Soll
sie also eine selbstentsprechende Ebene von Zo® und X7
sein, so miissen die Axen der beiden auf einander folgenden
Verschiebungen parallel sein oder zusammenfallen. Um-
gekehrt ist klar, dass wenn die beiden Schraubenaxen parallel
sind, die unendlich ferne Ebene eine selbstentsprechende Ebene
der beiden collinearen Riume 25" und X%, also auch eine
Hauptebene des von ihnen erzeugten Complexes ist. Sind
dagegen die Axen =z, und z,, der aufeinander folgenden Ver-
schiebungen nicht parallel, so ist die unendlich ferne Ebene
fiir die erste Verschiebung Normalebene des unendlich fernen
Punktes der Axe x,,, dagegen fiir die zweite Verschiebung
Normalebene des unendlich fernen Punktes von %9, wihrend
die Normalebene des unendlich fernen Punktes von Zy, Wie
die Normalebene eines jeden unendlich fernen Punktes, zu z,,’
parallel ist.

Diesen Ausnahmefall mussten wir besonders anfiihren,
weil er von Wichtigkeit ist, und uns an anderer Stelle wieder
begegnen wird. ‘

3. Der von den Mittelpunktsaxen k, gebildete Stralen-
complex liisst sich bekanntlich in einfacher Weise auf das
riumliche System X projectivisch abbilden, und zwar so, dass
wir jedem Punkt A4 von X den Complexstral f, zuordnen,

Q%
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welcher die Schnittlinie der Ebenen e,* und e, ist. Von
den vielen Folgerungen, welche sich daraus ergeben, migen
die nachstehenden angefithrt werden.

Die zu den Punkten einer Geraden g gehorigen Mittel-
punktsaxen k, bilden im Allgemeinen die eine Regelschaar
eines einfachen Hyperboloids. Dieselben sind niimlich das
Erzeugniss der beiden projectivischen Ebenenbiischel, deren
Axen die zu g reciproken Geraden g,” und g, sind.

Die zu den Punkten einer beliebigen Ebene & zugehbrigen
Geraden %, bilden im Allgemeinen die simmtlichen Secanten
einer Raumcurve dritter Ordnung. Denn sie sind das Er-
zeugniss der beiden collinearen Ebenenbiindel, deren Scheitel
die Nullpunkte der Ebenen gy,™ und &,™ sind.

Ferner bilden diejenigen Geraden k,, welche durch einen
beliebigen Punkt des Raumes gehen, im Allgemeinen einen
Kegel zweiten Grades. Derselbe wird von zwei projectivischen
Ebenenbiischeln erzeugt, deren Axen g, und g,," sich in dem
genannten Punkte schneiden. Daher liegen die Punkte von 2,
welche jenen Geraden k, entsprechen, auf der zu go”, resp.
gis" reciproken Geraden g.

Diejenigen Mittelpunktsaxen, welche in einer beliebigen
Ebene 0 des Raumes enthalten sind, umhiillen im Aligemeinen
einen Kegelschnitt, und die Ebenen von X’, welche sich wmit
den zugehorigen Ebenen von X,,” in diesen Axen schneiden,
bilden einen Ebenenbiischel dritter Ordnung. Bezeichnen wir
nimlich die Ebene 8 als Ebene von X,” durch &, so erzeugt
dieselbe mit £,,” einen Ebenenbiischel dritter Ordnung, welcher
&, und &,” enthilt. Dieser Ebenenbiischel wird im Allgemeinen
nicht zerfallen. Denn soll dies eintreten, so miissen &,” und
&, einen Punkt, resp. eine Gerade entsprechend gemein haben,
was im Allgemeinen nicht der Fall ist. Betrachtet man den
Ebenenbiischel als einen Biischel des Systems X,* und be-
zeichnet die Ebene &,” als Ebene von ;" durch 7, so ent-
spricht ihm im System X,” ein Biischel, der von den Ebenen
7" und &, gebildet wird. Je zwei homologe Ebenen dieser
beiden Biischel schneiden sich alsdann in je einer Geraden kg,
welche in der Ebene £,” liegt. Nun entspricht einem Ebenen-
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bitschel, der die Ebenen e,* und #,* enthilt, im System X
eine Raumcurve dritter Ordnung, welche durch diejenigen
Punkte Z und H hindurchgeht, deren Normalebenen ¢, und
Bo* sind; die Punkte von X, deren Mittelpunktsaxen in der
Ehene 0 liegen, bilden daker eine Raumcurve dritter Ordnung,
welche durch ¥ und H hindurchgeht.

Diese Raumcurve geht noch durch einen dritten, leicht
angebbaren Punkt. In jeder Geraden %, schuneiden sich niim-
lich nicht allein die Ebenen «," und «a,,*, sondern es geht
auch die auf der Sehne 4,4, in ihrem Mittelpunkt errichtete
Normalebene o, durch %k, Die Gesammtheit der Ebenen
,,” bildet ein X" und X, collineares System X, und der
Ebenenbiischel dritter Ordnung ist das gemeinsame Erzeugniss
von &,”, &, und &," Bezeichnen wir daher die Ebene ¢,
d. h. die Ebene ¢, als Ebene von 2, durch @,*, so muss
die Raumeurve dritter Ordnung auch durch denjenigen Punkt
F von X gehen, dessen Normalebene im System X" die
Ebene ¢@,* ist. Demnach ergiebt sich:

Die Punkte des Systems Z, deren Mittelpunktsazen in eincr
beliebigen Ebene 0 des Rawmes liegen, bilden cine Rawgncurve
dritter Ordnung. Dieselbe geht durch diejenigen dre: Punkte von
X, welche die Ebene 0 in den Systemen X,*, X7, X.* zur
Normalcbene haben.

Da der Ebenenbiischel dritter Ordnung, welcher der
Raumcurve im System X" entspricht, das Erzeugniss der
drei collinearen ebenen Systeme &%, 7,", @’ ist, so folgt,
dass die Raumcurve durch irgend zwei der drei collinearen
Biindel erzeugt werden kann, deren Scheitel die Punkte F,
H und F von X sind.

4. Wird fiir die eben betrachtete Ebene & die unendlich
ferne Ebene gesetzt, so bilden demnach, da die unendlich
ferne Ebene im Allgemeinen keine selbstentsprechende Ehene
von X" und X,* ist, die in ihr liegenden Geraden %, im
Allgemeinen einen Stralenbiischel zweiter Ordnung und die
zugehdrigen Punkte 4 von X eine Raumecurve dritter Ordnung.
Fiir jeden Punkt A4 dieser Curve sind aber die beiden zuge-
hirigen Normalebenen einander parallel, er hat also die Eigen-
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schaft, dass fiir ithn Ay, 4,, 4, auf derselben Geraden liegen.
Bezeichnen wir nun die Schraubenaxe, welche zu den beiden
Systemlagen X, und X, gehort, durch ), resp. x,), und be-
achten, dass die unendlich ferne Ebene Normalebene des un-
endlich ferner Punktes der Schravbenaxe ist, dass also die
Punkte ¥, H und E die unendlich fernen Punkte der drei
Geraden 2,5, ,,, %, sind, so folgt:

Alle Punkte A des starren Systems, welche die ligenschaft
Laben, dass A,, A,, Ay auf ciner und derselben Geraden liegen,
bilden im Allgemeinen eine Rawmeuwrve dritter Ordnung.  Die-
selbe geht durch die unendlich fernen Punkite der drei Schrauben-
azxen Lyy, Ty Ly, welche den drec Systemgruppen X, %,, 2, X,
und 2,2, entsprechen.

Die Curve wird demnach im Allgemeinen eine ridumliche

“Hyperbel sein. Dieselbe soll die Wendecurve von X heissen
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und durch 4, bezeichnet werden.

So lange die Raumecurve iy,” nicht zerfillt, konnen auf
einer beliebigen Geraden hochstens zwei Punkte A existiren,
fiir welche die drei Lagen 4,, 4,, 4, eine gerade Linie
bilden# Fiir eine solche Gerade haben die beiden Paraboloide,
welche von den Sehnen A 4,, resp. A, 4, der Punkte von g
gebildet werden, zwei Erzeugenden gemein, woraus noch bei-
liufig folgt, dass die Schnittecurve dieser Paraboloide in vier
gerade Linien zerfillt. Die Gesammtheit aller Geraden dieser
Art bildet ein Stralsystem erster Ordnung und dritter Klasse,
nimlich das Secantensystem der Raumecurve 4y,

Wie oben gezeigt wurde, bilden die Mittelpunktsaxen,
welche zu den Punkten einer beliebigen Geraden g gehoren,
die eine Regelschaar eines Hyperboloids. Hat die Gerade g
einen Punkt mit der Wendecurve ¢,,” gemein, so geht die
Regelschaar in ein Paraboloid iiber. Enthilt g zwei Punkte
der Wendecurve, ist sie also eine Sehne derselben, so liegen
zwei Geraden £ im Unendlichen, d. h. zwei Paare entsprechen-
der Normalebenen der Biischel g,” und g,* sind parallel.
Daher sind g,,* und g,,* selbst parallel, die Geraden % bilden
daher eine Cylinderfliiche, und zwar eine hyperbolische, ellip-
tische oder parabolische, je nachdem die Gerade g eine eigent-
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liche Secante, eine uneigentliche Secante oder eine Tangente
von 4y,° ist.

5. Die soeben gewonnenen Resultate verlieren ihre Giiltig-
keit, wenn die unendlich ferne Ebene eine selbstentsprechende
Ebene von X,,” und XZ,* ist, d."h. wenn die beiden Schrauben-
axen z,, und z,, parallel sind. Die Raumcurve 4,,° lisst sich
niimlich, wie oben bewiesen, als Erzeugniss zweier collinearen
Stralenbiindel darstellen, deren Scheitel die unendlich fernen
Punkte der beiden Geraden z, und z;, sind. Wihrend aber
#, und 2z, im Allgemeinen windschief zu einander liegen,
erhilt man in diesem Fall die Punkte 4 der Wendecurve
durch zwei collineare Stralenbiindel, deren Scheitel die unend-
lich fernen Punkte zweier parallelen Geraden sind. Demnach
reducirt sich der Ort derjenigen dieser Punkte, welche im
Endlichen liegen, auf eine Gerade, welche selbst zu den Axen
der Schraubenbewegungen parallel ist.

Es lisst sich aber auch umgekehrt zeigen, dass wenn
die Raumecurve i,,° zerfillt, die Axen der beiden Schrauben-
bewegungen parallel sein miissen. Denn wenn 4,," zerfallen
soll, so muss es eine Gerade g von der Eigenschaft geben,
dass fiir alle Punkte A derselben A,, 4;, 4, in derselben
Geraden liegen. Nun bilden aber die Sehnen aller Punkte
einer beliebigen Geraden von X im Allgemeinen die eine
Regelschaar eines hyperbolischen Paraboloids; dies enthilt in
dem hier betrachteten Fall drei Lagen g,, g;, g, der Geraden
g, und zwar werden diese drei Geraden von allen Geraden
der Regelschaar in congruenten Punktreiben getroffen. Es
kann aber kein eigentliches Paraboloid existiren, fiir welches
dies zutrifft. Denn je zwei Geraden einer Regelschaar eines
Paraboloids, welche von allen Erzeugenden der andern Schaar
in congruenten Punktreihen getroffen werden, sind gleich
geneigt gegen die Richtungsebene dieser Schaar, und solcher
Geraden kann es nur zwei geben. Demnach liegen die Ver-
bindungslinien der homologen Punkte von g, und g, simmtlich
in einer Ebene, und daraus folgt wieder, dass sie zu einander
parallel sind, da es ja sonst nur zwei Punkte der betrachteten
Art auf der Geraden g geben kann. Aber jede Gerade, fiir
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welche die Sehnen A A, simmtlich zu einander parallel sind,
ist zur Axe der Schraubenbewegung parallel, also muss g,
mit der Axe z, selbst parallel laufen. Beachtet man nun,
dass die Sehnen 4,4, d. h. Verbindungslinien der Punkte von
go und g; mit den Sehnen A,4,, d. h. mit den Verbindungs-
linien der Punkte von g, und g, identisch sind, so folgt ebenso,
dass auch die Gerade g, der Schraubenaxe z,, parallel ist,
d. h. die beiden Axen z, und z,, sind selbst parallel. Dem-
nach ergiebt sich:

Wenn cine Gerade existirt, deren simmiliche Punkic A die Figen-
schaft haben, dass A, A,, A, in ciner Geraden licgen, so sind die
beiden Awen xy und .y, um welche die beiden Schraubenbewegungen
stattfinden, cinavider parallel wnd wmgekehrt: Sind die Azen x,,
und x, 2u cinander parallel, so ecxistirt cine derartige Gerade.

6. Wiihrend es unendlich viele Punkte giebt, fiir welche
drei auf einander folgende Lagen derselben Geraden ange-
horen, wird es im Allgemeinen keinen im Endlichen liegenden
Punkt A geben, fiir den auch noch A, auf der Geraden
Ay4; 4, bleibt. Ist nimlich %, das riumliche System in der
vierten Lage, so gehort zu X, X, X, eine Raumcurve i,,®
als Ort aller Punkte 4, fir welche 4,, 4,, A, eine Gerade
bilden. Die Raumcurve 4,,® lisst sich als Erzeugniss von
swei collinearen Biindeln betrachten, deren Mittelpunkte in
den unendlich fernen Punkten von x, und =, liegen;
ebenso erscheint die Raumcurve 4,,5° als Erzeugniss von zwei
collinearen Biindeln, deren Mittelpunkte in den unendlich
fernen Punkten der Schraubenaxen x,, und z,, liegen. Die
beiden Raumcurven iy,® und ¢,,,° haben daher im Allgemeinen
nur den unendlich fernen Punkt der Geraden z,, gemein; sie
haben nur in dem Falle noch andere gemeinsame Punkte,
wenn irgend drei entsprechende Stralen der drei collinearen
Biindel sich in einem und demselben Punkte schneiden, was
jedoch im Allgemeinen nicht einzutreten braucht.

7. Riicken die Systemlagen %, X, %, ... unendlich nahe
an einander, so geht die Mittelpunktsaxe %, in die Kriimmungs-
axe der von A beschriebenen Bahn iiber. Die Punkte der
Curve 4y,° werden diejenigen Punkte des Systems, welche ge-
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rade Wendepunkte ihrer Bahnen passiren. Die Curve Go12°
verwandelt sich, da ihre unendlich fernen Punkte siimmtlich
in einen einzigen Punkt zusammen fallen, in eine cubische
Parabel, die wir durch ¢ bezeichnen wollen. Wir erhalten
demnach fiir die continuirliche Bewegung eines riumlichen
Systems folgende beiden Hauptsiitze:

Die Kriimmungsazen der Bahnen aller Punkte von X bilden
wn jedem Augenblick der Bewegung einen tetraedralen Stralen-
complex. Die Hauptpunkte und Hauptebenen desselben sind imagingir.

Wenn sich cin riumliches System X beliebig bewegt, so gicht
es in jedem Augenblick unendlich viele Punlte dessclben, welche
gerade Wendepunlite ihrer Balnen durchlaufen. Dieselben bilden
i Allgemeinen eine cubische Parabel @, welche den wnendlich
fernen Punkt der momentanen Schrawbenaxe enthéilt. Haben die
Polfliichen den Character von Cylinderfliichen, so reducirt sich
avf eine Gerade??)

Die Folgerungen, die sich aus dem ersten dieser beiden
Siitze ergeben, sind ganz analog zu denen, welche wir oben
fiir discrete Systemlagen ausgesprochen haben. Es erscheint
daher {iberfliissig, dieselben nochmals besonders anzufiibren.

8. Fiir die umgekehrte Bewegung des Raumes £’ im Raum
2 existirt ebenfalls ein Complex der Mittelpunktsaxen %, und
eine. Wendecurve ¢. Beide Complexe stehen in reciprokem
Verhiiltniss zu einander. Ist nimlich B’ irgend ein Punkt
der Geraden J, so geht (§ 4, 8), da %, in «,* liegt, die Nor-
walebene f,,*" durch 4, und da %, auch in «,’ liegt, geht die
Ebene B,,*" auch durch 4. Der Punkt A liegt daher auf der
Mittelpunktsaxe %, des Punktes B’ fiir die umgekehrte Be-
wegung. Dies gilt fiir jeden Punkt B’ von %, Bezeichnen
wir daher %, als Gerade von X’ durch %', so folgt, dass die
Mittelpunktsaxen %, aller Punkte von k, = A’ einen Kegel
bilden, dessen Spitze der Punkt A ist. Wihrend also die
Mittelpunktsaxen einer beliebigen Geraden im Allgemeinen
ein Hyperboloid bilden, ist jede Kriimmungsaxe dadurch aus-
gezeichnet, dass sich dies Hyperholoid fiir sie auf einen Kegel
reducirt. Wir gelangen daher, wenn wir sofort unendlich
nahe Systemlagen annehmen, zu folgendem Satz:
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Der Complex der Kriimmungsaxen der wrspriinglichen Be-
wegung und  derjenige der wmgekehrien Bewegung haben reci-
proke Ddeutung fiir emander. Jede Awe k. ist eine Gerade von
3, deren Kritmmuigsaxen einen Kegel bilden, und dassclbe gilt
fiir die Axen k', wenn wir sie als Geraden von X Vetrachten.

Die Wendecurve von X’ ist daher der Ort der Spitzen
derjenigen Kegel, welche unendlich fernen Geraden von X ent-
sprechen, und ebenso enthiilt die Wendecurve von X die Spitzen
der Kegel, welche bei der umgekehrten Bewegung zu unend-
lich fernen Geraden von X’ gehoren.

Ferner gehort jede Sehme von #® zum Complex der
Kriimmungsaxen %’; denn die Kriimmungsaxen ihrer Punkte
bilden einen Cylinder. Ebenso ist jede Sehne der Wendecurve
# eine Gerade des Complexes der Axen k fiir die directe
Bewegung,

Wenn wir die Kriimmungsaxe &, als Gerade 2 von X’
betrachten, so ist A die Spitze des zu &’ gehorigen Kegels.
Bezeichnen wir ebenso eine Kriimmungsaxe &’ als Gerade
von = durch g, so ist B’ derjenige Punkt von X', welcher
die Spitze des zu g =k, gehorigen Kegels ist; d. h.

Ist g eine Gerade von %, deren Kriimmungsazen cinen Kegel
bilden, so ist die Spitze des Kegels derjenige Punlit B’ von X7, dessen
Bahn bei der umgekehrten Bewegung g zur Kriimmungsaze hat.

§ 9. Die cubische Verwandtschaft und die Punkte statio-
nirer Kriimmung.

1. Seien %, X, %, X, vier beliebige Lagen des riunw-
lichen Systems, und X’ Z", Zy" die zu den Sehnen 4,4,
A, 4,, A, 4, gehorigen Systeme der Normalebenen. Je drei
entsprechende Ebenen e’ @', " schneiden sich in einem
Punkt A’ von X, welcher der Mittelpunkt einer Kugel ist,
welche dureh 4, A,, A, A hindurchgeht. Es schneiden sich
aber auch die Normalebenen a,”, a,’, &y, welche fiir die
umgekehrte Bewegung zu den Sehnen AJAS, A'AS, A) A
gehoren, im Punkte 4; d. h. 4 ist Mittelpunkt der durch
Ay, A/, 45, A gelegten Kugel

Ordnen wir je zwei solche Punkte von X und X’ einander
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als entsprechend zu, so stehen die beiden so auf einainder be-
zogenen Riume in einer eindeutigen Verwandtschaft zu ein-
ander. Jedem Punkt 4 von X entspricht im Allgemeinen
ein Punkt 4" von X’ und umgekehrt. Welcher Art diese
Verwandtschaft ist, ersehen wir aus den folgenden Sitzen,

Liegen die Punkte 4 von X auf einer Geraden g, so
bilden die Mittelpunkte A" der ihnen entsprechenden Kugeln
eine Raumcurve dritter Ordnung. Dieselbe ist das Erzeugniss
der drei projectivischen Ebenenbiischel, deren Axen die Ge-
raden g% g,4%, ¢u5" sind.  Umgekehrt entsprechen auch allen
Punkten 4" von X', welche eine Gerade g’ bilden, in X die
Punkte A einer cubischen Raumecurve. Denn jeder Punkt A
ist Schnittpunkt von drei entsprechenden Ebenen «,", «,",
a,*" derjenigen projectivischen Ebenenbiischel, deren Axen
Yo"’y 91”5 Gus”" sind.

Liegen die Punkte A von X auf einer Ebene &, so bilden
die Punkte 4’ von X’ eine Fliche dritter Ordnung. Dieselbe
ist das Erzeugniss der drei collinearen Ebenenbiindel, deren
Mittelpunkte die Nullpunkte von &,™, &, &," sind. Umge-
kehrt entsprechen auch allen Punkten 4’ einer Ebene &’ von
2’ die Punkte einer Fliche dritter Ordnung von X; denn
die Normalebenen «,,*, a,,*', a,5*’, welche fiir die umgekehrte
Bewegung zu den Punkten 4’ von X" gehoren, bilden eben-
talls drei collineare Biindel.

Die Verwandtschaft der beiden Riume X und X’ heisst
in Folge dessen eine cubische Verwandischaft.*®) Wir gelangen
also zu folgendem Satz:

Ordnen wir jedem Punkt A von X denjcm gen Punkit A’
von X au, in welchem dic Normalebenen ay’, ", oy sich
schmeiden, so ist gleichzeitig A der Schwittpunkt der drei Nor-
malebenen ey, e, a," des Punktes A fiir die wmgckehrte
Bewegung. Die beiden so auf einander bezogenen Systeme X und
X’ stehen in ciner cubischen Verwandtschaft zu einander.

2. Auch der unendlich fernen Ebene &,,” von X entspricht
im System X eine Fliche dritter Ordnung; dieselbe soll durch
Fy,,° oder auch durch F® bezeichnet werden. Jeder ihrer
Punkte 4 ist dadurch ausgezeichnet, dass der Mittelpunkt der
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darch 4,, 4,, 4,, A, gelegten Kugel im Unendlichen liegt.
Daher bilden 4,, 4,, 4, A, eine Ebene. Zu den Punkten
der Fliche Fj,* gehoren auch die Punkte der Wendecurven
gie° und 4,5,% Denn ist 4 ein Punkt von y,®% so bilden 4,,
4, 4, eine Gerade, also auch 4,, 4;, 4,, 4, eine Ebene,
und ist B ein Punkb von ,,°% so bilden B, B, B, eine Ge-
rade, also wiederum B,, B,, B,, DB, eine Ebene. Ebenso
existirt in X" eine analoge Fliche Fi,*', welche fiir die um-
gekehrte Bewegung der Ebene &, von X entspricht. Wir
erhalten somit den folgenden Satz:

Sind Z,, X,, %,, X, vier beliebige Lagen des riumlichen
Systems, so gicbt es in demsclben uncndlich viele Punkte A von
der Iigenschaft, dass A, A,, A, A, derselben Ebene angehoren.
Die Gesammitheit derselben bildet eine Fliche dritter Ordnung Fg®.
Auf derselben liegen auch die Wendecurven iy,* und is,®.  Eine
entsprechende Fliiche existirt fiir die wmgekehrle Bewegung in
dem raumlichen Systeme X'

3. Betrachten wir noch eine fiinfte Lage Z,, so liegen
alle Punkte 4 von X, fiir welche 4,, 4,, 4;, A, in dieselbe
Ebene fallen, auf einer Fliche dritter Ordnung F;° Die
Flichen F,® und F,> enthalten beide die Curve 4% sie
schneiden sich daher ausserdem in einer Raumcurve sechster
Ordnung, die wir durch ¢, bezeichnen wollen. Da F* die
Curve c,* enthilt, so liegt die nichste Curve dieser Art ¢’
auf F,,5 F,° enthiilt also ¢,® und ¢,% d. h. jede Fliche F®
enthiilt zwei Curven ¢® dieser Art.

Von jedem Punkt 4 der Curve ¢, ldsst sich bewisen,
dass ftir ihn sogar die fiinf Lagen A4, 4,, 4,, 4;, 4, der-
selben Ebene angehoren. Denn es liegen sowohl 4,, 4,, 4,,
A, in einer Ebene, als auch 4,, 4,, A4;, A,; beide Ebenen
haben also die Punkte 4,, A;, 4, gemein, und da dieselben,
als Punkte von ¢,° im Allgemeinen nicht in einer Geraden
liegen, so miissen die beiden Ebenen zusammenfallen. Dies
braucht jedoch nicht der Fall zu sein, wenn A,, 4,, 4, eine
Gerade bilden. Dann werden vielmehr die beiden Ebenen im
Allgemeinen verschieden sein und sich in der Geraden A4, 4,4,
schneiden; d. h.
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Sind fitnf" Lagen eines riumlichen Systems beliebig gegeben,
so existiren uncndlich viele Punkte A desselben, fitr welche A,
Ay, Ay, Ag, A, derselben Ebene angehiven. Dieselben bilden im
Allgemeinen eine Raumcurve sechster Ordnung c,,°, welche zu-
sammen mit i,.> den Durchschnitt der Flichen Fp® wnd Fy*
darstellt.

4. Betrachten wir noch eine sechste Systemlage X, so
giebt es auch ecine Fliche F,;* von X, deren Punkte 4 die
Eigenschaft haben, dass 4,, 4,, 4,, A, in dieselbe Ebene
fallen. Die drei Flichen F?, F* F,® schneiden sich in
27 Punkten. Jeder dieser 27 Punkte hat die Eigenschaft,
dass fiir ibn je vier auf einander folgende Lagen derselben
Ebene angehoren. Fiir alle diejenigen dieser 27 Punkte,
welche nicht auf 7,,® oder ¢y, liegen, fallen die drei Ebenen

[AOAIAZAS}) [Al A2A3A4J) [A2A3A4A5]

zusammen, d. h. fiir jeden dieser Punkte gehoren sogar sechs
auf einander folgende Lagen einer und derselben Ebene an.
Ist dagegen A ein Punkt von ¢,,°, so brauchen die Ebenen
[A,A4, 4,45 and [A4, 4,4, A,] nicht zusammenzufallen, da ihre
drei gemeinsamen Punkte eine Gerade bilden, und ist 4 ein
Punkt von 5,7 so gilt dasselbe fiir die Ebenen [4, 4,4, 4,]
und [4, 4,4, 4]

Die Flichen F,* und F,,® enthalten beide die Curve i,,,%
Dieselbe schueidet die Fliche F,;* in neun Punkten, welche auf
allen drei Flichen liegen. Kbenso enthalten die Flichen F,}?
und Fy? die Curve éy,% und die neun Schnittpunkte derselben
mit F,® sind ebenfalls gemeinsame Punkte aller drei Flichen.
Nun haben aber die Curven ¢,;* und 4,,* einen Punkt ge-
mein, nimlich den unendlich fernen Punkt der Geraden y,,
also ist dieser Punkt sowohl einer der Schnittpunkte von i ,,°
mit Fy® als auch einer der Schnittpunkte von 4y,° mit Fj,>%
Die beiden Gruppen von je neun Punkten reprisentiren daher
nur 17 distincte Punkte, es bleiben daher noch 10 Schnitt-
punkte, die nicht auf 4,;* oder 4y,* liegen, und es folgt:

Sind sechs Lagen des vdwumlichen Systems X beliebiy gegeben,
so cexistiren im Allgemeinen 10 Punkte A desselben von der

http://www.dmg-lib.de



http://www.dmg-lib.de

— 142 —

FEigenschaft, dass A,, A, 4,, A,, A,, A, in eine und dieselbe
Ebene fallen.

Diese 10 Punkte sind gleichzeitig die Schnittpunkte der
beiden Curven ¢,,® und ¢,,°. Zwei auf einander folgende Curven
dieser Art schneiden sich also im Allgemeinen in 10 Punkten.
Zu ibknen gehort jeder Punkt des starren Systems, der ge-
zwungen ist, sich auf einer festen Kbene zu bewegen.

5. Gehen wir zum Fall unendlicher naher Systemlagen
iiber, so wird jede Ebene [A4,4, 4, 4,] zu einer stationiiren,
d. h. vierpunktig beriihrenden Schmiegungsebene der von 4
durchlaufenen Bahn. Die Curven ¢ und ¢ werden zu Schnitt-
linien zweier auf einander folgenden Flichen F% Wir erhalten
daher folgende Sitze:

Bewegt sich ein System X beliebig im Rawme, so existiren
i jedem Augenblick unendlich viele Punkic dessclben, deren
Bahnen vierpunktig beriihrende Schmiegunysebenen besitzen. Die-
selben bilden eine Fliche dritter Ordmung I°, welche die Wende-
curve ©® enthdlt, Auf dieser Fliche giebt es eine Curve sechster
Ordnung ¢°, deven Punkie Bahnen mit fiinfpunktiq beviihrenden
Schmicqungsebenen besiteen; endlich sind 10 Punkte dieser Curve
dadurch ausgezeichnet, dass thre Bahnen von den Schmiegungs-
cbenen sogar sechspunktig beriihrt werden.

Die Enveloppe aller Flichen F° zerfallt in zwei Fliichen
von verschiedener kinematischer Bedeutung. Die eine ist der Ort
aller Wendecurven und enthilt diejenigen Punkte, welche Bahnen
mit stationdven Tangenten beschreiben; die andere ist der Ort
aller devjenigen Punkie des Systems, deven DBahnen im Verlauf
der Bewegqung einmal fiinfpunktig beriihrende Schmiegungsebenen
besitzen. Auf dieser Fliiche existirt iberdies eine Curve derjenigen
Punkte, welche Bahmen mit sechspunkitig beriihrenden Schmiegungs-
ebencn besitzen; dieselbe ist die Enveloppe aller Curven c.

6. Auf der Fliche F;? giebt es noch eine andere Carve
sechster Ordnung, welche erwihnenswert ist. Unter den
Punkten des Systems X, welche auf F;* liegen, existiren
néamlich im Speciellen noch solche, fiir welche die vier Lagen
A,, A, A,, A; nicht allein derselben Ebene, sondern sogar
demselben Kreise angehoren, Fiir die Punkte dieser Art
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miissen sich die drei entsprechenden Normalebenen e, @,
oy;" in einer und derselben Geraden schneiden. Ist nun ¢ eine
beliebige Ebene von X, so bilden die Normalebenen ihrer
Punkte drei collineare Ebenenbiindel, deren Scheitel die Null-
punkte von &,", &,™, &," sind, die im Allgemeinen nicht zu-
sammenfallen. Es giebt aber bekanntlich fiir drei collineare
Ebenenbiindel, deren Scheitel nicht zusammenfallen, im Alige-
meinen sechs Geraden, in denen sich je drei homologe Ebenen
der drei Biindel schneiden; also enthilt auch die Ebene ¢ im
Allgemeinen sechs Punkte der betrachteten Art. Demnach
ergiebt sich:

Sind vier Lagen des vdwmlichen Systems X beliebig gegeben,
so cxistiren in demselben unendlich viele Punkte A von der Figen-
schaft, dass A,, A,, Ay, A, demselben Kreise angchiren. Die-
selben bilden eine Rauwmeurve sechster Ovdnung, welche auf der
Fliiche F® gelegen ist.

Wir bezeichnen diese Curve durch k,," oder auch durch
ky'. Eine analoge Curve ky,° existirt im System X’ fiir die
umgekehrte Bewegung. Die Punkte beider Curven bilden eine
Ausnahme von der oben gefundenen Regel, dass jedem Punkt
des einen Systems in Bezug auf die cubische Verwandtschaft
ein bestimmter Punkt des andern zugeordnet ist. Denn da
die Normalebenen e,’, a,,*, ay" eines Punktes A4 von K’
sich in derselben Geraden schneiden, so entspricht dem Punkt
A von X im System X’ nicht mehr ein Punkt, sondern eine
Gerade, nimlich die zur Bahn des Punktes A zugehbrige
Kriimmungsaxe. Dasselbe gilt fiir die Punkte der Curve kg%
von X', V

Ist nun %, die Kriimmungsaxe dieses Punktes 4, so folgt
auch umgekehrt, dass jedem Punkt B’ von k, im System X
der Punkt A zugeordnet ist. Nun entsprach jeder Ebene &
von X’ im System X eine Fliche dritter Ordnung; da aber
¢ mit der Kriimmungsaxe %, jedes Punktes A von k" min-
destens einen Punkt B’ gemein hat, so folgt, dass auf dieser
Fliiche dritter Ordnung alle Punkte von k,°® liegen; d. h. jede
Fliche dritter Ordnung von X, welche in der cubischen Ver-
wandtschaft einer Ebene von X’ entspricht, enthilt die Curve
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ks ebenso liegt ky®" auf allen Flichen von X', welche den
Ebenen von X zugeordnet sind.

Die Curven ky® und %% heissen die FPundamentalcurven
der cubisch verwandten riiumlichen Systeme X und 3.

7. Da die Punkte 4 von k;" die Eigenschaft haben,
dass die drei Normalebenen e’ @’ a,* durch dieselbe Ge-
rade gehen, so gehdrt ein Punkt von X der Curve an, wenn
fiir ihn zwei dieser Normalebenen zusammenfallen. Jede Ebene
o,,*, welche mit der entsprechenden Ebene " zusammenfillt,
ist eine Hauptebene des von den Systemen X" und Z,” ge-
bildeten Complexes €, der Mittelpunktsaxen %,. Nun ent-
hilt dieser Complex im Allgemeinen vier imaginire Haupt-
ebenen; daher liegen die vier imaginiiren Punkte von Z
deren Normalebenen diese Hauptebenen sind, auf der Curve k"

Solcher Gruppen von je vier imaginiiren Punkten, die
auf Zy" liegen, giebt es im Ganzen vier. Denn  fiir jeden
Punkt 4 dieser Curve gehen nicht nur e’ ;% a,;", sondern
auch die Ebenen «y’, o, «;;*, welche auf den Sehnen 4,4,
AyA4,, A, A; in ihren Mittelpunkten senkrecht stehem, durch
eine und dieselbe Gerade %,. Nun lassen sich aus den sechs
Systemen

S’y Zoe'y Zow's Tig'y Zisy Ty’
im Ganzen vier Complexe bilden, némlich
€, €ois®, Cppa®, 6105,
also giebt es in der That vier Gruppen solcher imaginiren
Punkte auf k5

Betrachten wir noch eine fiinfte Systemlage X, und ist
k5 die Curve derjenigen Punkte 4 von X, fiir welche A4,,
Ay, A,y A, auf einem Kreise liegen, so enthilt dieselbe diejeni-
gen 16 imagindren Punkte von X, welche den imaginiiren
Hauptebenen der Complexe

€10, €1py®, €153, Cyy®
entsprechen. Beide Curven haben daher die vier imaginiiren
Punkte gemein, welche den Hauptebenen des Complexes §,,.®)
in X zugeordnet sind, und es folgt:.

Dic beiden Curven ky® und k" schneiden sich im Allge-
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meinen i vier imagindren Punkicn, némlich in denjenigen, welche
den  Haupiebenen des Mittelpunktsazen - Complexes €,5,®  ent-
sprechen.

Das analoge gilt fiir die Curven %,* und k%" von X'
fir die umgekehrte Bewegung.

8. Iiir unendlich nahe Lagen der riumlichen Systeme er-
halten die Punkte der Curven %y,® und k% die Eigenschaft,
dass ihre Bahnen einen vierpunktig beriihrenden Kriimmungs-
kreis besitzen; wir erhalten demnach folgenden Satz:

Bewegt sich ein unverdnderliches System X belichiy im Rawme,
so giebt es in demselben in jedem Augenblick unendlich viele
Punkte, deren Balnen gerade vierpunktig beriihrende Kriimmungs-
kreise besiteen.  Dieselben bilden eine Rawmcwrve sechster Ord-
nung k°.  Kine analoge Curve kY existivt fiir dic wmgekehrte
Bewegung.  Beide Curven sind die  Fundamentalcurven  der
momentanen cubischen Verwandtschaft, die zwischen den Riiwmen
X und Z7 besteht; die Curve k° liegt daher auf F°, ebenso liegt
kY auf F¥.

Da »swei auf einander folgende Curven £° nur vier imaginiire
Punkte gemein haben, so giebt es im Allgemeinen keinen im
Endlichen gelegenen reellen Punkt von 2, welcher von seinem
Krimmungskreis fiinfpunktig beriihrt wird.

Y. Wir betrachten schliesslich fiinf beliebig gewihlte
Systemlagen %, 2, 2,, %,, X, und die zu den Sehnen
4,4, A A,, Ay A5, A A, gehorigen Systeme von Normal-
ebenen X%, X%, 2, X, Je vier homologe Ebenen
ap’s 0y, oy bilden ein Tetraeder; es kann jedoch der Fall
eintreten, dass sich dieselben in einem und demselben Punkt,
ndmlich in 4’, schneiden, Ist nun ¢ eine beliebige Gerade
von X, so bilden die Normalebenen ihrer Punkte fiir die fiinf
auf einander folgenden Lagen von X vier projectivische
Ebenenbiischel, deren Axen g, ¢,y% 9y, 95" sind. Es giebt
aber bekanntlich im Allgemeinen je vier Ebenen eines jeden
Biischels, welche sich mit den entsprechenden Ebenen der
andern drei Biischel in einem und demselben Punkte schneiden.
Demnach existiren auf der beliebigen Geraden g im All-

geweinen vier Punkte der betrachteten Art, niimlich diejenigen
Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 10
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vier Punkte, welche den vier Ebenen eines jeden Biischels
% entsprechen. Es giebt daher unendlich viele solcher Punkte,
und zwar bildet die Gesammtheit derselben eine Fliche vierter
Ordoung, die wir durch Fj,* oder auch durch Fy* bezeich-
nen. Jeder Punkt dieser Fliche ist dadurch characterisirt,
dass er fiir alle fiinf Lagen von X auf derselben Kugel bleibt.

Der Punkt 4’ ist der Schnittpunkt der Normalebenen
Aoty O3’y O’y 054" folglich schneiden sich die Normalebenen
von A’ fir die umgekehrte Bewegung, d. h. die Ebenen ",
@y”, @'’y @5y im Punkte 4. Der Punkt A’ ist daber ein
Punkt, welcher bei der umgekehrten Bewegung fiir alle fiinf
Lagen von X’ auf derselben Kugel bleibt, und diese Kugel
hat A zum Mittelpunkt. Andrerseits ist 4’ der Mittelpunkt
der zu A gehorigen Kugel; es folgt daher, dass die Mittel-
punkte der Kugeln, welche zu den Punkten 4 von F* ge-
horen, die Fliche F,*’ bilden, deren Punkte A’ bei der um-
gekehrten Bewegung fiir alle fiinf Lagen von 3 auf der-
selben Kugel bleiben, und dass auch Fy* die Fliche der
Mittelpunkte der zu den Punkben A’ gehorigen Kugeln ist.

Die Fliche F,* enthilt die beiden Curven ky® und Fy b
Denn ist A ein Punkt von %y®, so liegen A, A4,, 4s, A4, auf
einem Kreis, also liegen diese vier Punkte mit 4, auf einer
Kugel; ebenso gehbren, wenn B ein Punkt von kb ist, die
finf Punkte B,, B;, B, B, B, einer Kugel an, weil B,, B,
B,, B, vier Punkte eines Kreises sind. Das entsprechende
gilt fir die umgekehrte Bewegung. Wir gelangen daher zu
folgendem Satz:

Sind fiinf Lagen des riumlichen Systems X beliebig ge-
geben, so existiren in demselben unendlich viele Punkte A von
der Eigenschaft, dass Ay, A, A, Ay, Ay derselben Kugel ange-
hiren. Die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine Fliche vierter
Ordnung F2, welche die Curven ky® und ky° enthilt.  Die
Mittelpunkte der zu den Punkien von F* gehirigen Kugeln
bilden ebenfalls eine Fliche vierter Ordnung Fo* . Beide Fliichen
entsprechen einander in der cubischen Verwamdtschaft der Rdume
> und X'. Fir die umgekehrte Bewegung vertauschen beide
Flichen ihre Dedeutung.
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10. Sei Z; irgend eine sechste Systemlage, und F.* die
Fliche der Punkte A, fir welche 4,, A,, Ay, 4, A; auf
derselben Kugel bleiben. Die Flichen F,* und F,* ent-
halten beide die Curve k% sie schneiden sich daher ausser-
dem in einer Curve zehnter Ordnung %, Da F,* die Curve
ko'® enthilt, so liegt auf der Fliche F,* noch eine analoge
Curve k' Fy;* enthilt daher die beiden Curven Fos'® und
k' und das gleiche gilt fiir jede Fliche dieser Art.

Jeder Punkt von k' wird im Allgemeinen die Eigen-
schaft haben, dass er fiir alle sechs betrachteten Systemlagen
auf derselben Kugel bleibt. Ist dagegen B ein Punkt von
k.’ so liegen zwar einerseits By, B,, B, B, B, und andrer-
seits B, B,, B, B,, By auf je einer Kugel; aber da B,, B,,
B;, B, Punkte desselben Kreises sind, so werden die beiden
Kugeln im Allgemeinen nicht zusammenfallen,

Ist A" der Mittelpunkt der zu einem Punkt 4 von fgst?
gehorigen Kugel, so ist 4’ Schnittpunkt von fiinf Normal-
ebenen; also ist auch A4 Schnittpunkt der fiinf Normalebenen
von A’ fiir die umgekehrte Bewegung; d. h. 4’ ist ein Punkt
der Curve k' und A der Mittelpunkt der zugehbrigen Kugel.
Als® folgt:

Sind sechs Lagen des viiumlichen Systems X beliebig gegeben,
S0 existirt in demselben eine Curve zehmter Ordnung ko', deren
Punkte fiir alle sechs Lagen von X auf Jje einer Kugel bleiben.
Die Mittelpunkte dieser Kugeln bilden ebenfolls eine Rawmcurve
zehmier Ordnung k'’ Beide Curven entsprechen einander in der
cubischen Verwandtschaft der Systeme X wund ='. Fiir die um-
gekehrle Bewegung vertauschen beide Curven ihre Bedeutung.

1. Wir nehmen endlich noch eine siebente Systemlage
2 hinzu und die Fliche F,*, deren Punkte 4 die Eigenschaft
haben, dass 4,, 4,, 4,, A, A, auf derselben Kugel liegen.
Die drei Flichen F* F,* F,* schneiden sich in 64 Punkten.
Jeder derselben hat die Eigenschaft, in fiinf auf einander fol-
genden Lagen auf einer Kugel zu bleiben. Alle diejenigen dieser
64 Punkte, welche nicht gleichzeitig auf F,,® oder auf k,.8 liegen,
sind daher dadurch ausgezeichnet, dass ihre sieben auf ein-

ander folgenden Lagen einer und derselben Kugel angehoren.
10*
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Ist dagegen A ein Punkt von k.,°, so haben die beiden
Kugeln, welche Ay, A,, 4, A, A, resp. 4,, 4, 45, A, Ay
enthalten, vier Punkte eines Kreises gemein, und werden da-
her im Allgemeinen von einander verschieden sein, und das-
selbe gilt aus hnlichen Griinden fiir die Punkte von kqst.

Die Flichen F,* und Fy* enthalten beide die Curve kb
Dieselbe schneidet Fy* in 24 Punkten, welche auf allen drei
Flichen liegen. Ebenso entbalten Fy;* und F,* die Curve
ky®; ihre 24 Schnittpunkte mit Fy,* gehoren ebenfalls zu
den 64 Schnittpunkten aller drei Flichen. Nun haben %,°
und k,® vier imaginire Punkte gemein (§ 9, 7); jeder der-
selben ist daher sowohl einer der Schmittpunkte von k;,° mit
I, als auch einer der Schnittpunkte von ko’ mit Fyt Die
beiden Gruppen von je 24 Punkten bilden deshalb nur 44
von einander verschiedene Punkte; es bleiben also noch 20
von den 64 Schnittpunkten, die nicht auf k,,° oder auf ki’
liegen, und es folgt:

Sind sieben Lagen des réumlichen Systems beliebig gegeben,
so existiven im Allgemeinen 20 Punkte A desselben, welche fir
alle sieben Systemlagen auf je einer und derselben Kugel bleﬁbm.

Diese 20 Punkte A sind gleichzeitig die Schnittpunkte
der Curven ky'® und k' Zu ihnen gehort jeder Punkt des
starren Systems, welcher gezwungen ist, sich auf einer festen
Kugel zn bewegen.

Fiir die umgekehrte Bewegung von X’ existiren ehenfalls
90 Punkte dieser Art. Die 20 Punkte von X und die 20
Punkte von X’ entsprechen einander mit Bezug auf die cubische
Verwandtschaft. Jeder derartige Punkt A’ ist Mittelpunkt
der zum entsprechenden Punkt A4 gehdrigen Kugel, ebenso
ist A Kugelmittelpunkt von A’ fiir die umgekehrte Bewegung.

19. Gehen wir endlich wieder zu unendlich nahen System-
lagen iiber, so wird die durch 4, A, A, A, A, gelegte Kugel
su einer stationiren Schmiegungskugel der von A beschrie-
penen Bahn, welche fiinf unendlich nahe Lagen von A enthilt.
Wir erhalten sonach den folgenden Satz:

Bewegt sich ein unverdnderliches System X beliebig im Raume,
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so giebt es i jedem Augenblick umendlich viele Punkte desselben,
deven Bahnen fiinfpunktig beviilwende Schmiegqungskugeln besitzen.
Dicselben bilden eine Fliche vierter Ordnung F*.  Die Mittel-
punkte dieser Schmiequngskugeln bilden ebenfalls eine Fldche vierter
Ordnung FY. Auf der Fliche F* giebt es cine Curve zchnter
Ordnung k% deren Punkte sogar Bahnen mit scchspunktiq be-
riithrenden Schmiegungskugeln besitzen. Die Mittelpuinkte derselben
bilden ebenfalls eine Curve zehmter Ordnung 'Y, welche auf F¥
liegt.  Endlich sind sogar 20 Punkte A der Fliche F* dadurch
ausgezeichnet, dass sie Bahnen wmit siebenpunktiy beriihrenden
Schmicgungskugeln besitzen. Die Mittelpunkte A’ dieser Kugeln
liegen awf der Curve K'Y'. Die Flichen F* und FY, ebenso dic
Curven k° und E° wnd die Punkic A und A’ sind entsprechende
Curven in der cubischen Verwandtschaft der Réwme X und Z'. Fiir
die umgekehrte Bewegung vertauschen die Flichen, die Curven
und die Punkie ihre Bedeutung.

Die Enveloppe aller Flichen F*, welche den simmtlichen
Tagen von X entsprechen, zertiillt wiederum in zwei Flichen
von verschiedenem kinematischen Character. Die eine der-
selben ist der Ort aller Curven 2° und enthiilt diejenigen
Punkte von X, deren Bahnen im Verlauf der Bewegnng ein-
mal einen stationfiiren Kriimmungskreis besitzen; die andere
ist der Ort aller Curven £'° und besteht aus denjenigen Punkten
des Systems, welche Babnen mit sechspunktig beriithrenden
Schmiegungskugeln besitzen. Auf dieser Fliche existirt tiber-
dies eine Curve derjenigen Punkte, welche Bahnen mit sieben-
panktig berithrenden Schmiegungskugeln beschreiben; sie ist
die Enveloppe aller Curven £

Die wesentlichen Bestimmungsstiicke der Bahn irgend
eines Systempunktes A4 sind die Tangente, die Schmiegungs-
ebene, die Normalebene, die Hauptnormale, die Kriimmungs-
axe und die Schmiegungskugel. Es kann im Allgemeinen
keinen Punkt geben, dessen Bahn eine stationiire Normalebene
oder Hauptnormale besitzt; denn es existirt im Allgemeinen
kein Punkt des Systems, der sich in irgend einem Augenblick
in Ruhe befindet. Es folgt somif, dass wir im Vorstehenden
die Aufgabe geldst haben, die geometrischen Qerter derjenigen
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Punkte des Systems zu bestimmen, deren Bahnen in irgend
einem Augenblick stationfire Eigenschaften besitzen.

§ 10. Die Grade der Bewegungsfreiheit.

1. Wir haben bisher stets vorausgesetzt, dass das rium-
liche System X eine ganz bestimmte Bewegung ausfiihrt, und
jeder Punkt des Systems im Verlauf derselben eine bestimmte
Curve durchliuft. Ist daher X irgend eine Lage von X, so
kaun sich das System von dieser Lage aus nur auf eine Art
weiter bewegen, indem es nimlich eine unendlich kleine
Schraubenbewegung um eine bestimmte Axe erfiihrt.

Es ist ersichtlich, dass es moglich ist, Bedingungen auf-
zustellen, welche dem System gestatten, sich von der Lage X,
aus auf mehr als eine Art weiter zu bewegen. Haben wir es
z. B. mit einem System zu thun, von welchem ein Punkt O
fest ist, das aber sonst keinen Beschriinkungen seiner Be-
weglichkeit unterworfen ist, so kann dasselbe moch doppelt
unendlich viele verschiedene Bewegungen ausfiithren; denn jede
Drehung um eine durch O gehende Axe ist eine dieser Be-
wegungen,

Je nach der Mannigfaltigkeit der Bewegungen, weliche
ein System von irgend einer Lage aus beginnen kann, spricht
man von einem hoheren oder miederen Grad der Bewegungs-
freiheit, welcher dem System zukommt. Ist dasselbe unbe-
weglich, so sagt man, es besitze den nullten Grad der Frei-
heit, d. h. es ist unfrei; ist ihm nur eine einzige Bewegung
erlaubt, so sagt man, es besitze den ersten Grad der Freiheit,
oder Preiheit erster Stufe; wenn es von der Lage X aus ein-
fach unendlich viele Bewegungen beginnen kann, so schreibt
man ihm Freiheit zweiter Stufe zu u. s. w.*")

2. Wir wollen die wesentlichsten Gesetze, welche die
Freiheit der Beweglichkeit eines Systems betreffen, im Fol-
genden ableiten. Wir haben bereits frilher bewiesen, dass
das System eine einzige bestimmte Bewegung auszufiihren ge-
zwungen ist, wenn in jedem Augenblick fiinf Stralen des
linearen Complexes gegeben sind, welcher die Bewegung cha-
racterisirt; das System besitzt alsdann Freiheit erster Stufe.
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Seien I, m, n, p, ¢ die finf Complexstralen. Jeder Com-
plexstral hat die Eigenschaft, Normale fiir die Bahnen aller
seiner Punkte zu sein. Sind daher L, M, N, P, @ irgend
welche Punkte von I, m, », p, ¢, so liegt die Bahn von L
jedenfalls auf einer Flidche, welche ! zur Normale hat, ebenso
liegt die Bahn von M auf einer Fliche, die m zur Normale
hat, u. s. w. Wir dirfen daher in jedem Augenblick fiinf
Flichen beliebig annehmen, auf denen die Bahnen von je
einem Systempunkt bleiben sollen, und es folgt:

Alle Punkte eines rdumlichen Systems X beschreiben be-
stemmte DBahnen, sobald fiinf Punkte desselben der Bedingung
unterworfen werden, auf je einer Fldche zu bletben. Das System
besitzt Freiheit erster Stufe. ,

Die Bedingung, dass fiinf Systempunkte sich auf gegebe-
nen Flichen bewegen, lisst sich vielfach modificiren. Statt
z. B. zn bestimmen, dass ein Punkt 4 von X auf einer festen
Fliche @, laufe, diirfen wir auch vorschreiben, dass eine Fliche
@, von X stets durch einen festen Punkt B’ gehe. Denn
bei der umgekehrten Bewegung bleibt alsdann der Punkt B’
von X’ stets auf einer Fliche ®,; beide Bestimmungen sind
also gleichwertig. KEbenso diirfen wir festsetzen, dass eine
dem System X angehbrige Fliche @, eine Kliche @, des
festen Raumes bestindig beriihre; denn diese Bestimmung
liuft darauf hinaus, dass die gemeinsame Normale beider
Flichen gleichzeitig Normale der Bahn des Berithrungspunktes
4 ist.

Da die Geraden I, m, n, p, ¢ nur der Bedingung unter-
worfen sind, Stralen eines linearen Complexes zu sein, so
diirfen wir auch annehmen, dass zwei derselben, z. B. [ und
m sich schneiden. Nun waren L und M beliebige Punkte
von [ resp. m; lassen wir sie beide in den Schnittpunkt (Im)
fallen, so sind zwei Normalen desselben bestimmt. Der Punkt
(Im) beschreibt daher im betrachteten Augenblick ein be-
stimmtes Curvenelement. Wenn wir also vorschreiben, dass
ein Punkt des Systems eine gewisse Curve durchlaufen soll, so
ist dies gleichwertig mit der Bedingung, dass zwei Punkte auf
Flichen laufen. Dasselbe gilt von der Bedingung, dass eine
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Curve des Systems, z. B. eine Gerade, bestindig durch einen
festen Punkt geht u. s. w.

3. Sind in jedem Augenblick nur vier Complexstralen,
d. h. die Normalen von nur vier Punkten des riiumlichen
Systems gegeben, so sind nur vier Punkte des Systems an
die Bedingung gebunden, auf gegebenen Flichen zu bleiben,
und die Bewegung des Systems ist nicht mehr bestimmt.
In der That, sind 7, m, », p die momentanen Normalen von
vier Punkten L, M, N, P des Systems, so kann die Normale
eines beliebigen fiinften Punktes @ noch ganz beliebig gewihlt
werden, und erst, wenn dies geschehen, wird jeder Punkt von
% von der momentanen Systemlage aus ein Element einer
bestimmten Curve durchlaufen. Da nun g beliebig ist, so
folgt, dass wenn vier Punkte des Systems gezwungen sind,
auf festen Flichen zu bleiben, noch unendlich viele Bewegungen
von X mbglich sind, bei denen jeder Punkt eine Bahn be-
schreibt.

Fiir alle diese mboglichen Bewegungen sind I, m, %, p
Normalen, und die Geraden ¢ und g%, welche I, m, 5, p treffen,
conjugirte Geraden. Daher ist auch jede Gerade, welche g
und g¢* schneidet, Normalstral fiir alle zuliissigen Bewegungen
von 2. Die Gesammtheit derselben bildet ein Stralsystem
erster Ordnung und erster Classe, welches ¢ und ¢* zu Leit-
stralen hat, und durch die vier Stralen I, m, n, p vollstiindig
bestimmt ist.

Durch den Punkt @ von X geht bereits ein Stral s des
Stralsystems; wie man also auch die Normale ¢ von ¢ an-
nehmen mag, die Normalebene [gs] der beziiglichen Bahn
von ¢ enthilt stets die Gerade s. Der Punkt @ wird daher
fiir alle moglichen momentanen Bewegungen, welche X gerade
ausfithren kann, auf einer Fliche bleiben, welche ¢ zur Normale
hat. Dies gilt fiir jede Lage des Systems X; wenn also vier
Punkte des Systems gezwungen sind, auf festen Flichen zu
bleiben, so wird auch jeder andere Punkt ¢ des Systems eine
Fliche beschreiben. Diese Fliche soll die Bahnfliche des
Punktes ¢ heissen.

Wir kinnen demnach folgenden Satz aussprechen:
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Sind vier Punkte des Systems gezwungen auf festen Flichen
au bletben, so gilt dies von jedem Punkt. Die Normalen der
Balmflichen aller Punkte von X bilden fiir jede Systemlage das
durch die Normalen der vier Punkte bestimmite Stralsystem und
schneiden daher si@mantlich zwei feste Geraden.

4. In derjenigen Systemlage, in welcher gy und g* diese
beiden Geraden sind, findet dieser Satz auf g und g; keine
Anwendung. Nimlich alle Punkte der Geraden g und g* sind
dadurch ausgezeichnet, dass durch sie unendlich viele Stralen
des Stralsystems, d. h. unendlich viele Normalstralen hindurch-
gehen. Dieselben bilden einen ebenen Stralenbiischel. Wie
daher auch die Normale g eines fiinften Punktes @ gewiihlt
werden moge, die Punkte von g und ¢* werden in jedem Fall
die niimliche Normalebene besitzen, nimlich die Ebene dieses
Stralenbiischels. Die Normalebene eines jeden Punktes von
g geht durch g7, und die Normalebene jedes Punktes von g
geht durch g; d. h. bei jeder zuliissigen Bewegung von X
rotirt ¢ um ¢" und ¢ um g; also folgt:

Ist X, cine beliebige Systemlage von X, und sind g und g*
die beiden Geraden, welche von allen Normalen des Systems ge-
troffen werden, so kinnen sich die Punkte von g und g* von der
Lage X, aus nur awf Curven bewegen. Jede der beiden Geraden
rotirt um die andere.

Ist daher 4 irgend ein Punkt von g oder g”, so hat seine
Bahnfliiche fiir die betrachtete Systemlage im Allgemeinen
einen biplanaren Knotenpunkt. ILiegt ein Punkt von X fiir
jede Systemlage auf einer solchen Geraden, so beschreibt er
fiir die ganze Bewegung von X eine Curve,

5. Die vorstehenden Sitze lassen noch eine andere Art
der Begriindung zu, die auch dann anwendbar bleibt, wenn g4
und g imaginér sind. Diejenige Bewegung von X, bei welcher
jeder Punkt eine Curve beschreibt, ist in jedem Augenblick
durch einen linearen Stralencomplex definirt, und zwar so,
dass alle Stralen des Complexes, welche durch einen beliebigen
Punkt ¢ von X hindurchgehen, die Normalebene von ¢ bilden.
Sei nun irgend eine Lage von X gegeben, so denken wir
uns alle linearen Complexe, welche dieselben vier Stralen I,
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m, n, p, also auch das durch I, m, n, p bestimmte Stralsystem
gemein haben. Jeder dieser Complexe definirt eine Bewegung
von X, bei welcher @ eine bestimmte Curve beschreibt; aber
fiir alle diese Curven ist der durch ¢ gehende Stral g des
Stralsystems eine Normale von @. Die simmtlichen Bahn-
tangenten von ¢ liegen daher auf der Tangentialebene irgend
einer Fliche, welche ¢ zur Normale hat; d. h. bei allen Be-
wegungen von X, welche zuliissig bleiben, wenn [, m, n, p
Normalstralen sind, bleibt der Punkt @ fiir die betrachtete
Systemlage auf derjenigen Fliche, deren Normale g ist.

Da das System von jeder Lage X, aus einfach unendlich
viele Bewegungen beginnen kann, so sagh man von ihm, es
besitut Bewegungsfreiheit zweiter Stufe. Mit Benutzung dieser
Bezeichnung konnen wir aus dem vorstehenden den folgenden
Satz entnehmen:

Besitst ein System X Freiheit zweiter Stufe, so bilden fiir
alle in der Systemlage X, zuliissigen Bewegungen die Normal-
cbenen ecines Pumktes Q, der nicht auf g oder g* liegt, einen
Ebenenbiischel, und die Bahntangenten desselben einen ebenen
Stralenbiischel.

Ist & irgend eine Ebene von X, welche nicht durch g oder
g* geht, so enthiilt sie stets einen Stral s des Stralsystems. Der
Nullpunkt von & liegt daher fiir jede zulissige Bewegung von
X auf 5. Projiciren wir ferner die beiden Geraden g und g*
auf z, so ist der Schnittpunkt der beiden Projectionen ein
Punkt der Characteristik von & (§ 6, 3), und es folgt:

In jeder Systemlage bilden die Nullpunkte einer Ebene & fior
alle zuliissigen Bewegungen eine Gerade, und ihre Characteristiken
einen ebenen Stralenbiischel.

6. Alle Geraden eines Stralsystems, welche eine be-
liebige Gerade & treffen, bilden im Allgemeinen ein Hyper-
boloid, also gilt dies auch von den Normalen der Bahnfléichen,
welche zu den Punkten einer Geraden & von X gehoren. Sei
nun & irgend eine beliebige zu A senkrechte Ebene, so giebt
es zwei Tangentialebenen des Hyperboloids, welche durch die
unendlich ferne Gerade von g gehen, also auf A senkrecht
stehen. Jede von beiden enthilt eine Gerade der von den
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Normalen gebildeten Regelschaar. Es giebt daher zwei Punkte
von h, deren Normalen g rechtwinklig schneiden; daher liegt
h in der Tangentialebene dieser Bahnflichen, und es folgt:

Die Normalen der Bahnflichen aller Punlte einer Geraden
b bilden im Allgemeinen ein Hyperboloid. Es giebt im All-
gemeinen zwei Bahnflichen, welche b zur Tangente haben.

7. Um die von den Tangentialebenen aller Bahnfliichen
gebildete Fliche zu finden, denken wir uns, dass X irgend
zwel der zulissigen Bewegungen beginne. Fiir jede derselben
bilden die Bahntangenten der Punkte ¢ von % eine zur Punkt-
reihe /i perspektivische paraboloidische Regelschaar. Die beiden
Bahntangenten von @ geben die Tangentialebene der Bahn-
fliche von @; die Gesammtheit dieser Ebenen ist daher das
Erzeugniss zweier paraboloidischen Regelschaaren, welche zur
Punktreihe 7 perspectivisch liegen. Dieselben bilden einen
Ebenenbiischel dritter Ordnung, welcher die unendlich ferne
Ebene enthilt. Da % nur zwei Bahnfliichen beriihrt, so gehen
nur zwei Ebenen dieses Biischels durch %, d. h. } ist eine
Axe des Ebenenbiischels. Also folgt:

’ Die Tangentialebenen der Bahnflichen aller Punkte von h
bilden einen Ebenenbiischel dritter Ordnung, welcher die unendlich
ferne Ebene enthilt. Die Gerade h ist eine Axe desselben.

8. Die zweite Regelschaar des obigen Hyperboloids be-
steht aus Geraden, welche die Normalen der Bahnflichen aller
Punkte von % schueiden. Jede derselben muss daher fiir irgend
eine dem Systemr X erlaubte Bewegung zu k* conjugirt
sein. In der That, fiir jede Bewegung, welche X beginnen
kann, gehen die Normalen aller Punkte von % simmtlich durch
eine Gerade; also liegh diese Gerade auf dem Hyperboloid,
und ebenso ist das umgekehrte richtig. Dies liisst sich
folgendermassen aussprechen:

Alle Geraden, welche einer Geraden I von X in Bezug auf
simmiliche  zuldissigen  Bewegungen conjugirt sind, bilden die
eine  Regelschaar eines Hyperboloids. Die andere Regelschaar
desselben besteht aus den Normalen der Bahmfliichen aller Punkte
von h.

9. Zu jeder Bewegung, welche dem System X von einer
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bestimmten Systemlage 3, aus gestattet ist, gehort ein linearer
Stralencomplex. Die Hauptaxe desselben ist die Axe der-
jenigen unendlich kleinen Schraubenbewegung, welche durch
ihn definirt ist. Es fragt sich, was bildet die Gesammtheit

- dieser Hauptaxen, d. h. was bilden die Axen aller derjenigen
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unendlich kleinen Schraubenbewegungen, welche das System Z
ausfihren kann, wenn es sich in der Lage X, befindet.

Die Gesammtheit dieser Momentanaxen ist geometrisch
identisch mit den Hauptaxen aller linearen Stralencomplexe,
welche die vier Normalen 7, m, n, p, resp. das durch sie be-
stimmte Stralsystem enthalten.

Wir nennen die beiden Geraden, welche von I, m, n, p
getroffen werden, die also conjugirte Geraden fiir alle Be-
wegungen von X sind, wieder g und g und bezeichnen ihr
gemeinsames Lot durch k. Ist nun z eine der Momentanaxen,
so steht z jedenfalls auf k senkrecht. (§ 4, 4.) Ferner bilden
diejenigen Geraden des Stralsystems, welche z treffen, ein
gleichseitiges Paraboloid, denn jeder Normalstral, welcher die
Momentanaxe trifft, steht auf ihr senkrecht.

Sei nun ¢ irgend eine Ebene, welche durch g geht, und
sei F ihr Schnittpunkt mit g". Sie enthilt unendlich viele
Stralen s des Stralsystems, welche einen Stralenbiischel mib
dem Mittelpunkt E bilden, und schneidet das Paraboloid in
einem einzigen durch F gehenden Stral dieses Biischels. Die
willkiirlich angenommene Momentanaxe « kann daher als eine
Gerade definirt werden, welche gleichzeitig auf & und dem eben
bestimmten Stral s senkrecht- steht. Dies gilt fiir jede
Momentanaxe. Umgekehrt muss aber auch jede Gerade,
welche zugleich zu %k und einem Stral s mormal ist, die
Hauptaxe @ eines linearen Complexes, d. h. eine Momentanaxe
sein; denn bezeichnen wir den Schnittpunkt von s und «
dureh X, und ist ¢ irgend eine durch X gehende und zu
senkrechte Gerade, so giebt es stets einen und nur einen
linearen Complex, fiir welchen die fiinf Stralen [, m, n, p
und ¢ Complexstralen sind. Dieser Complex hat aber in der
That die Eigenschaft, dass g und ¢* zwei conjugirte Geraden
sind und # seine Hauptaxe ist.




— 167 -

10. Wir erhalten sonach die simmtlichen Momentanaxen,
wenn wir alle Geraden construiren, welche gleichzeitig auf %
und einem Stral s des in ¢ liegenden ebenen Stralenbiischels
senkrecht stehen. Um das gemeinschaftliche Lot von % und
s zu erhalten, construiren wir eine beliebige Ebene, die zu &
und s parallel ist; dann legen wir durch % eine zu ihr senk-
rechte Ebene #, und durch s eine zu ihr senkrechte Ebene o,
so schneiden sich die beiden Ebenen x» und ¢ in dem gemein-
schaftlichen Lot der Geraden &k und s.

Ist nun K ein beliebiger Punkt von %, so ziehen wir
durch K Stralen s parallel zu s; alsdann bilden die Ebenen
[ks"| einen zmn Biischel der Stralen s projectivischen Ebenen-
biischel. Die Ebenen senkrecht zu ihnen durch /% bilden daher
ebenfalls einen zu den Stralen s projectivischen Ebenenbiischel,
und jede dieser Ebenen ist eine Ebene x. Ferner ziehen wir
durch den Mittelpunkt F des Stralbiischels eine Gerade %’
parallel zu %, so bilden die Ebenen [£'s] einen zu dem Stral-
biischel perspectivischen Ebenenbiischel. Errichten wir jetzt
auf der Ebene [k's}] eine zu ihr senkrechte Ebene, welche
durch s geht, so ist dies eine Ebene 6, und die Gesammtheit
derselben umhiillt einen Kegel zweiter Ordnung, und zwar
denjenigen speciellen Kegel, welcher Reciprocalkegel des ortho-
gonalen Kegels ist. Die Gesammtheit der Ebenen ¢ bildet
duher einen zum Biischel der Stralen s perspectivischen Ebenen-
biischel zweiter Ordnung.

Der Ebenenbiischel erster Ordnung der Ebenen » und
der Ebenenbiischel zweiter Ordnung der Ebenen ¢ erzeugen
die von den Momentanaxen gebildete Fliche; dieselbe ist daher
vou der dritten Ordnung und hat die Gerade & zur Doppel-
geraden, Die Geraden gy und ¢* liegen ebenfalls auf der
Fliche; denn betrachten wir wieder die Ebene ¢ und den in
ibr liegenden Stralenbiischel, dessen Scheitel I auf ¢* liegt, so
giebt es stets einen Stral des Biischels, der auf g* senkrecht
steht. Daher hat ¢* in der That die Higenschaft, gleichzeitig
auf & und einem Stral s senkrecht zu stehen. Dasselbe gilt
ven ¢ also folgt:

Fiir jede Lage des Systems X bildet die Gesammtheit der
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Momentanaxen, welche den zuldssigen Bewegungen von X ent-
sprechen, eine geradlinige Fliiche dritter Ordnung, welche g und
g enthilt, und den kiirzesten Abstand von g und g zur Doppel-
geraden hat.  Jede Momentanaxe steht auf der Doppelgeraden
der Fliche senkrecht.

Diese Fliche soll Cylindroid genannt werden. Sie lisst
sich rein geometrisch als Fliiche der Hauptaxen aller linearen
Complexe definiren, welche ein und dasselbe Stralsytem erster
Ordnung und erster Classe gemein haben.?)

11. Die Ebene & welche durch ¢ geht und ¢” in I trifft,
schneidet die Fliche ausser in ¢ noch in einem Kegelschnitt;
derselbe wird von denjenigen Punkten gebildet, in welchen
die Stralen s des in £ liegenden Stralbiischels von den zu
ihnen senkrechten Geraden x der Fliche getroffen werden.
Wir projiciren den Kegelschnitt, den Stralenbiischel und die
Geraden z der Fliche auf eine zu & senkrechte Ebene 5. Ist
dann s, die Projection eines beliebigen Strales s, und
die Projection der Geraden xz, die auf diesem Stral s senk-
recht steht, so stehen auch s, und z, auf einander senkrecht.
Alle Stralen s, gehen durch die Projection F, des Punktes E,
alle Geraden #, gehen durch den Schnittpunkt H, von % und 7.
Die Punkte (s;#,) bilden daher einen Kreis, dessen Durch-
messer die Verbindungslinie H,E, ist; und dieser Kreis ist
die Projection des Kegelschnittes, welchen & mit der Fliche
gemein hat. Nun ist aber g vor den anderen Geraden der
Fliache nicht ausgezeichnet; zudem ist jede KEbene, welche
eine Gerade des Cylindroids enthdlt, eine Tangentialebene
desselben; wir erbalten daher folgenden Satz:

Jede Tangentialebene des Cylindroids hat mit demselben
ausser ihrer Beriihrungsgeraden eine Ellipse gemein. Die Pro-
jection derselben auf eimer aur Doppelgeraden senkrechten Ebene
ist ein Kreis, welcher durch einen Punkt der Doppelgeraden geht.

12. Wir haben bereits erwihnt, dass alle Stralen des
Stralsystems, welche eine Gerade x des Cylindroids treffen,
ein gleichseitiges Paraboloid bilden, d. h. dass jeder derselben
auf z senkrecht steht. Jeder dieser Stralen ist aber Normale
fir die Bahnfliiche desjenigen Punktes von z, welchen er
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trifft; folglich ist # Tangente der Bahnfliiche. Wihrend also
eine belicbige Gerade des Systems X nur die Bahnflichen
zweier ihrer Punkte beriihrt, ist jede Gerade x Tangente der
Bahnflichen aller ihrer Punkte. Da die Normalen aller
Bahnflichen ein gleichseitiges Paraboloid bilden, so bilden
die Tangentialebenen derselben einen Ebenenbiischel, der z
zur Axe hat. Wir erhalten damit eine neue kinematische
Eigenschaft des Cylindroids, niimlich:

Jede Gerade x des Cylindroids ist Tangente der Bahn{lichen
aller hrer Punkte. Die Tangentialebenen aller Bahnflichen
bilden eimen FEbenenbiischel, der x zur Axe hat.

13. Sind fiir die Bewegung eines riumlichen Systems X
nur drei Normalstralen gegeben, sind also fiir irgend eine
Systemlage X, die Geraden I, m, n Normalstralen von drei
Punkten L, M, N, so kann X von der Lage Z, aus alle die-
Jenigen Bewegungen ausfiihren, deren characteristischer Com-
plex die Stralen I, m, n enthilt. Enthilt aber ein linearer
Stralencomplex drei Geraden I, m, %, so sind alle Geraden
der durch I, m, n bestimmten Regelschaar R* Complexstralen,
Die Erzeugenden der Regelschaar R? sind daher Normalstralen
fir jede der zuliissigen Bewegungen von X. Ist also ¢ irgend
ein Punkt von R? so ist die durch @ gehende Erzeugende ¢
von R* Normalstral fiir alle zulissigen Bewegungen; ist da-
gegen A ein beliebiger Punkt des Systems X, so konnen wir
eme der zulissigen Bewegungen von ¥ dadurch definiren,
dass wir noch irgend zwei durch A gehende Geraden a und b
als Complexstralen annehmen; dieselben bestimmen nimlich
wit I, m, n zusammen einen linearen Stralencomplex, also
auch eine bestimmte Bewegung von X. Die Ebene [ab] ist
Normalebene des Punktes 4; und da @ und b ganz will-
kiirlich angenommen werden kénnen, so kann jede durch 4
gehende Ebene als Normalebene von 4 gewiihlt werden. Der
Punkt 4 kann sich daher nach allen Richtungen bewegen,
und es folgt:

Sind drei Punkte L, M, N des Systems 3 genitigt, auf
festen Flichen zu bleiben, und ist %, irgend eine Lage von X,
s0 kann jeder anderc Punki des Systems sich von seiner momen-
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tanen Lage aus im Allgemeinen nach jeder beliebigen Richtung
bewegen. Ausgenommen davon sind die Punkle der durch die
Normalen 1, m, n der Punkte L, M, N bestimmten ERegelschaar.
Jeder derselben st gezwungen omf einer Fliche zu bleiben; die
Normale dieser Fliche ist die durch ihn gehende Erzeugende der
Regelschaar.

Man sagt in diesem Fall, dass das rédumliche System
Bewegungsfreiheit dritter Stufe besitzt.

14. Sind ¢ und % irgend zwei Geraden der zweiten Regel-
schaar des durch I, m, u, bestimmten Hyperboloids, und ist p
irgend eine nicht auf dem Hyperboloid liegende Grerade; welche
¢ und h trifft, so sind {, m, n, p Normalstralen fiir unendlich
viele zulissigen Bewegungen von X. Die Geraden g und A
sind daher conjugirte Geraden fiir alle diese Bewegungen.
Demnach folgt:

Je zwei Geraden g und l der aweiten Regelschaar des durch
1, m, n bestimmten Hyperboloids sind conjugirte Geraden  fiir
unendlich viele zuliissigen Bewegungen, welche.das riwmliche System
von der Lage X, aus beginwen kann. Bei allen diesen De-
wegungen beschreibt jeder Punkt von X Bahnelemente, die avf je
einer festen Fliche liegen.

15. Sind nur zwei Normalstralen { und m gegeben, so
sagt man, das System besitze Freiheit vierter Stufe. In jeder
Lage X, sind dem System dreifuch unendlich viele Bewegungen
gestattet. Alle Punkte der beiden Normalstralen sind ge-
zwungen auf festen Flichen zu bleiben. Die Stralen ! und
m bestimmen ein Stralsystem, dessen Leitstralen sie sind. Je zwel
Geraden g und ) dieses Stralsystems konnen als conjugirte Ge-
raden fiir unendlich viele Bewegungen des Systems gewihlt werden.

Ist nur-ein Normalstral | gegeben, so hat das System
Freiheit fiinfter Stufe; dasselbe kann von jeder Lage X, aus
vierfach unendlich viele Bewegungen beginnen. Die Punkte
von ! bleiben jedoch bei allen diesen Bewegungen auf der-
selben Fliche. Je zwei Geraden, welche | treffen, sind con-
jugirte Geraden fiir unendlich viele Bewegungen von Z. Ist
endlich das System absolut frei beweglich, so sagt man auch,
dasselbe besitze Freiheit sechster Stufe. Fir diesen Fall er-

-
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halten wir schliesslich, indem wir die entsprechenden Erorte-
rungen auch hier durchfithren, die natiirliche Folgerung, dass
Je zwei beliebige Geraden des Raumes zu conjugirten Geraden
gewihlt werden konnen, und dass mit ihnen als conjugirten
Geraden wiederum unendlich viele Bewegungen des Systems
moglich sind.

§ 11. Metrische Relationen.

1. Wir betrachten im Folgenden wieder zwei beliebig
gewiihlte Systemlagen und die zu ihnen gehorige Schrauben-
bewegung.

Die ausgezeichnete Lage, welche die Axe derselben zu
den beiden Systemen X, und X, hat, giebt Veranlassung zu
einer Reihe von Formeln und metrischen Relationen, welche
die entsprechenden Elemente beider Riume mit einander ver-
binden. Kinige derselben sollen im Folgenden entwickelt
werden; sie ergeben sich meist unmittelbar aus dem geo-
metrischen Character der Schraubenbewegung.

Je zwei entsprechende Punkte 4, und 4, haben gleichen
Abstand von der Schraubenaxe; die von 4, und 4, auf die-
selbe gefillten Lote treffen sie in zwei entsprechenden Punkten
X, und X;, und die durch z und A4,, resp. A, gelegten
Ebenen sind zwei entsprechende Ebenen e, und . Der
Winkel, welchen ¢, und @, mit einander bilden, giebt die
Rotationscomponente der Schrauben- Fig. 17.
bewegung, wihrend die Strecke X,X,
gleich der Translationscomponente ist.

Das letate Resultat lisst sich noch
in die Form eines Satzes kleiden; wir
erhalten nimlich:

Die  Projectionen  aller Sehnen auf
der Aze der Schraubenbewegung sind con-
stant, und zwar gleich der Gleitungscom-
ponente.

Ist wieder A™ die Mitte der Sehne
Ay 4, so ftrifft die durch A= gelegte Ebene o’ die Axe z
im Punkte X, und 4mX™ steht senkrecht auf z. Wir be-

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 11
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zeichnen den Abstand des Punktes 4™ von z, d. h. die
Strecke 4™ Xm durch 7, den Rotationswinkel der Schrauben-
bewegung wieder durch 22 und die zugehorige Gleitung durch
2U. Nun projiciren wir (Fig. 17) 4, und A, auf die durch
AmXm gehende zu x senkrechte Ebene, und nennen die Pro-
jectionen dieser Punkte 9, resp. %, so ist

KL UX"Y, = 28
und

AUy =W 4, = U.
Daher erhalten wir aus dem Dreieck 4™, 4, die Gleichungen:
1) (3 44, =r*tg*R + U
2) tg (4o 4,, z) =rtg&: U

2. Je zwei entsprechende Geraden g, und g, sind von
der Axe der Schraubenbewegung gleichweit entfernt, und bilden
gleiche Winkel mit derselben. Die beiden Punkte von z,
welche von g, und g, den kiirzesten Abstand besitzen, sind
swei entsprechende Punkte X, und X,; ebenso sind die Punkte
von g, und g,, welche von z die kleinste Entfernung haben,
zwei entsprechende Punkte G, und @, dieser Geraden. Die
Strecke X, X, giebt wieder die Gleitungscomponente, wihrend
der von X,G, und X,G, gebildete Winkel die Rotations-
componente bestimmt.

Sei g wieder die Mittelgerade von g, und g, so ziehen
wir durch irgend einen Punkt O von z drei Geraden g, §,,
g™ parallel resp. zu g,, g,, 9. Da g,, 9,, g drei Erzeugende
eines Paraboloids sind, so liegen g,, g,, " in einer und der-
selben Ebene, und da g” mit g, und g, gleiche Winkel bildet
(§ 1, 4), so halbirt g™ den Winkel (g,g,). Ferner ist der
Winkel, welchen die Ebenen [#g,] und [xg,| einschliessen, der
Rotationswinkel 28, also erhalten wir

sin (4 8,,) = sin & sin (g,@)
tg (g™x) = cos L tg (8o)

und demnach aunch

3) sin (§ gog,) = sin £ sin (g,2)

4) bg (9"«) = cos R tg (g,2)-
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Diese Gleichungen zeigen, dass die Winkel (9og,) und (g7z)
nur von £ und dem Winkel (g,2) abhiingen; sie haben
daher fiir alle einander parallelen Geraden von X denselben
Wert. :

3. Der kiirzeste Abstand £ von g™ und ¢* hat (§ 5, 4)
die Eigenschaft, dass er die Axe z schneidet und auf ihr
senkrecht steht. Er trifft g in demjenigen Punkte G*,
welcher Gy und G, entspricht, und z im Punkte X™. Sei
G* sein Schnittpunkt mit g*; ferner moge die Strecke GmXm
durch 7, und G*X™ durch ¢ bezeichnet werden.

Die Punkte G™ und G* konnen sowohl auf derselben
Seite, wie auf verschiedenen Seiten von X™ liegen. So lange
es sich, wie hier, nur um ein Paar conjugirter Geraden handelt,
ist es gestattet, die Strecke r stets als positiv zu betrachten.
Wir wollen aber festsetzen, dass die positiven Richtungen
von 7 und ¢ entgegengesetzt sein sollen; d. h. ¢ ist als positiv
zu betrachten, wenn G™ und G* auf verschiedenen Seiten von
X™ liegen, und als negativ, wenn auf derselben Seite. Bei
dieser Bestimmung ergiebt sich als Wert der Strecke GG*
stets 7 |- o.

Auch das Vorzeichen der Winkel, welche g und 9" mit
% bilden, ist noch zu fixiren. Wir diirfen den Winkel, welchen
g™ mit z bildet, wieder in jedem Fall als positiv betrachten.
Ziehen wir nun durch irgend einen Punkt von z Parallelen
g™ und g* zn g™ resp. g*, so soll der Winkel, welchen g* mit
« bildet, dann als positiv gerechnet werden, wenn z zwischen
g" und g* liegh, dagegen negativ, wenn dies nicht der Fall
1st. Bei dieser Festsetzung ist der Winkel (g™g%) stets die
Summe der Winkel, welche g” und ¢* mit 2 einschliessen.

4. Da L ein Stral des linearen Complexes ist, welcher
dem von 2™ und X* gebildeten Nullsystem angehdrt, so ist
k senkrecht zur Sehne G,G, des Punktes G™ Zichen wir
daher durch X™ Parallelen zu ¢* und zur Sehne G,6G,, so
liegen dieselben mit z in einer Ebene, und es folgt, dass die
Winkel, welche die Sehne und ¢* mit bilden, Complement-
winkel sind. Wenden wir nun die Gleichung 2) auf den Punkt
G™ an, so folgt, da

1%
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tg (G, Gy, x) = ctg (9'2)

ist,
5) rig (¢8x) = U:tg L.
Nun sind aber g™ und ¢g* conjugirte Geraden des Nullsystems;
d. h. g» ist auch Schnittlinie der Normalebenen aller Punkte
von ¢*, wenn wir g* als Gerade A" von 2" betrachten; folg-
lich ist auch
o tg (9mx) = U:tg L,

und daraus folgt
6) r:0 = tg (g"2): tg (9 %).

Die letaten Gleichungen lassen sich auch auf die Geraden
g, und g, selbst iibertragen. Bezeichnen wir piimlich den
Abstand von g, und z, d. h. die Strecke G, X, durch r,, so ist

7 =7, cos L.

Aus Gleichung 4) und 5) ergiebt sich demgemiiss

)] 7, tg (972) = @ tg (9,2) = U:sm Q,
d. h
8) ry: @ =1tg (90%) : tg (%),

so dass wir schliesslich aus 6) und 8) die folgende Formel
erhalten:

9) ro: 1o = tg (9,2) : tg (92) : tg (9°2).

Also folgt:

Die Abstiinde einer beliebigen Geraden des riwmlichen Systems,
ihver Mittelgeraden g™ und der comjugirten Geraden ¢* von der
Aze der Schraubenbewegung verhalten sich wie dic trigonometri-
schen Tangenten der Winkel, welche diese Geraden mit der Aze
bilden.

Es ist friher (§ 1, 4) bewiesen worden, dass die Pro-
jectionen aller Sehnen der Geraden g auf g™ constante Linge
besitzen. Um den Wert derselben zu berechnen, haben wir
deshalb nur die Sehne eines beliebigen Punktes von g zu be-
trachten; wir wihlen dazu die Sehne GG, des Punktes G™.

Wir denken uns fiir die Sehne GG, dieselbe Figur ge-
zeichnet, welche wir oben fiir die Sehne Ay A, gezeichnet
haben, und nennen die zu %, %; analogen Punkte jetzt @, und
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®,. Nun ist die Projection der halben Sehne G™G, gleich
der Projection des Linienzuges G"®,G,. Da aber g in der
Ebene G7®, G, liegt, so hat die Projection von G™®, auf g»
den Wert

G"@, -sin (9™ x)
und die von &, G, ist

®,G, - cos (g"x),
folglich erhalten wir fiir die Projection der halben Sehne des
Punktes G auf g™ den Ausdruck
10) r tg & sin (9™x) + U cos (9™x).
Dies ist demnach der Wert fiir die Projectionen der halben
Sehnen aller Punkte von g auf g™
* B, Je zwei entsprechende Ebenen &, und & bilden gleiche
Winkel mit der Axe der Schraubenbewegung, und die Punkte,
in denen sie von ihr geschnitten werden, sind zwei ent-
sprechende Punkte X, und X;. Die Projectionen von  auf
& und & sind zwei entsprechende Geraden p, und p, beider
Ebenen. Die Strecke X, X, giebt wieder die Gleitungscompo-
nente, withrend die Ebenen [#p,] und [xp,] den Rotationswinkel

bestimmen.

Denken wir uns nun irgend eine Gerade g,, die auf &,
senkrecht steht, z. B. diejenige, welche durch X, geht, so
steht auch die entsprechende Gerade g, von X, auf & senk-
recht und geht iiberdies durch den Punkt X,. Nun gilt fir
g, und g, die Gleichung 3). Es ist aber

x (.f/o.(fl) = é: ('50'51)

sin (g,2) == cos (&),

und

also folgt

11) sin (& g¢,) = sin & cos (g).

Der Winkel zweier entsprechenden Ebenen von Zj und X ist
daher am grossten, wenn die Ebenen durch die Axe der Schrau-

benbewegung hindurchgehen.
6. Der Punkt, in welchem die Mittelebene & von z ge-
schnitten wird, ist der Punkt X™. Ferner ist leicht zu sehen,
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dass die Projection von x auf & die Mittelgerade p™ von p,
und p, ist.

Betrachten wir nimlich zuerst die Geraden [, und [, von
¢, resp. &, welche durch X, resp. X, gehen und senkrecht zur
Sehraubenaxe sind, so ist auch die durch X™ gehende Gerade
I™ zu x senkrecht. Nun sind die Ebenen

[xl), (=], [xi"]

entsprechende Ebenen von X,, X,, X=; ferner ist derjenige
Ebenenbiischel von X7 welcher 2 zur Axe hat, den ent-
sprechenden Ebenenbiischeln von X, und X, congruent, also
sind auch die zu {x{], [#{,], [x{"] senkrechten Ebenen dieser
drei Biischel entsprechende Ebenen der drei riumlichen Systeme.
Daraus folgt aber, dass auch p,, p,, p,” entsprechende Geraden
sein miissen, denn sie sind Schnittlinien dieser drei Ebenen
mit den entsprechenden Ebenen ¢, &, &

Die Gleichung 4) gilt daher auch fiir p, und p™.- Nun

sind die Winkel, welche diese Geraden mit der Axe der
Schraubenbewegung bilden, gleichzeitig die Neigungswinkel
der Axe gegen &, und &7, folglich erhalten wir
12) tg (e7z) = cos & - tg (¢,%).
Der Winkel, welchen ¢” mit x bildet, ist daher stets kleiner,
als derjenige Winkel, welchen g mit 2 bildet. Ausgenommen
ist nur der Fall, dass & durch x hindurchgeht, resp. zu 2 nor-
mal ist; denn alsdann gilt das n@mliche auch von &

7. Wir schliessen hier die Losung der Aufgabe an, die
Axe der Schraubenbewegung zu construiren, wenn zwei be-
liebige Systemlagen X, und 2, gegeben sind.

Die Lage des rdumlichen Systems X ist bestimmt, sobald
die Lage von drei Punkten desselben bekannt ist, welche nicht
auf derselben Geraden liegen. Sind daher

AO’ A17 BO) Bl? CO) Cl
die entsprechenden Lagen der drei Punkte 4, B, C von X
so muss es moglich sein, aus ihnen die Axe der zugehbrigen
Schraubenbewegung zu finden. Die Construction, welche dies
leistet, ist von Chasles gegeben worden und lautet, wie folgt:




— 187 —

Durch einen beliebigen Punkt O des Raumes ziehen wir
die Geraden OA’, OB’, OC’ gleich und parallel den Strecken
' A,4,, B,B,, C,C,. Alsdann ist die Ebene 4’'B’C" senkrecht
zur Axe der Schraubenbewegung, denn die Projectionen von
04, OB’, OC’ auf jede zur Ebene A’B’C’ normale Gerade
sind einander gleich. Nun bilden die Ebenen 4,B,C, und
A, B,C, mit der Axe z gleiche Winkel und schneiden sie in
zwei entsprechenden Punkten X, und X|; projiciren wir daher
die Dreiecke 4,B,C, wnd 4, B, C, auf die Ebene 4'B'C,
so bestimmen sie zwei congruente ebene Systeme, und im
Doppelpunkt X’ derselben fillt die Projection von X mit der
Projection von X, zusammen, d. h. dieser Doppelpunkt ist ein
Punkt der gesuchten Axe der Schraubenbewegung.

Sollte der Fall eintreten, dass die Sehnen 4,4, B,B,,
C,C, derselben Ebene parallel sind, so liegen auch 04’, OB’,
O’ in einer Ebene, und die eben gegebene Construction wird
unausfithrbar. In diesem Fall schneiden sich aber die in A™,
B, O™ auf den Sehnen errichteten Normalebenen in einem
unendlich fernen Punkt, also ist die Ebene & = [A™B"(™] die
Normalebene eines unendlich fernen Punktes, und daher pa-
rallel zur Axe der Schraubenbewegung. Demnach sind auch
die Ebenen 4, B,C, und A4,B,C, zun ihr parallel, und die
Schnittlinie dieser beiden Ebenen giebt die Richtung von .

Eine zweite Coustruction gewinnen wir durch Benutzung
der Eigenschaften des von 2™ und X" gebildeten Nullsystems.
Setzen wir nidmlich

(BC)=uqa, (C4) =10, (4B)=c,

so schneiden” sich die in B™ und C™ auf den Sehnen B,D,
resp. C,C, construirten Normalebenen in der zu a™ conjugir-
ten Geraden @”; und die Gerade k, welche die Punkte lkiir-
zesten Abstandes von g™ und @’ mit einander verbindet, trifft
die Axe der Schraubenbewegung und steht senkrecht auf ihr.
Dasselbe gilt fiir die Geraden b und b” und ihr gemeinsames
Lot %, und fiir ¢ und ¢ und das Lot k. Die Axe z ist da-
her senkreeht zu k,, k&, k. und kann construirt werden, indem
wir diejenige Gerade bestimmen, welche. auf zweien dieser
Lote gleichzeitig senkrecht steht.
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Auch diese Construction ist von Chasles gegeben worden )

8. Uebertragen wir die vorstehenden Resultate jetzt auf
die momentane Schraubenbewegung eines beliebig bewegten
rdumlichen Systems, so werden zwar die Rotationscomponente
und die Translationscomponente unendlich klein, wir haben
aber bereits oben gesehen, dass der Quotient

U:Q
in jedem Augenblick einen ganz bestimmten Grenzwert an-
nimmt, welcher den Parameter der momentanen Schrauben-
bewegung darstellt. Derselbe wird im Allgemeinen endlich
und von Null verschieden sein. Wir wollen denselben durch
p bezeichnen.

Die Grossen r und ¢ beziehen sich jetst wieder auf das
von X und X” gebildete Nullsystem und bedeuten die Ab-
stinde zweier conjugirten Geraden g und ¢* von der Axe der
momentanen Schraubenbewegung. Die Ebene & fillt in der
Grenzlage mit & selbst zusammen, und die Sehne 4,4, geht
in die Bahntangente des Punktes A iiber. Bezeichnen wir
dieselbe durch {, so erhalten wir aus Gleichung 2) sofort

13) tg (tx) =r:p.

Durch sie ist die Lage der Bahntangente eines jeden Punktes
bestimmt, wenn die Axe und der Parameter der momentanen
Schraubenbewegung bekannt sind. Die Gleichung zeigt, dass
der Winkel (¢z) mit dem Abstand des beschreibenden Punktes
von der Axe zunimmt,

Ferner ergiebt sich aus Gleichung 5) und 6)

14) rtg (g7w) =g tg (ya) = p
und
15) rig=tg (g2):tg (y'),

_d. h. die Abstinde zweier conjugirten Geraden von der Aze der
momentanen Schraubenbewegung verhalten sich, wie dic trigono-
metrischen Tangenten der Winkel, welche dicse Geraden mit der
Aze einschliessen.

0. Sind die beiden conjugirten Geraden im besonderen
senkrecht zu einander, ist also jede derselben Bahntangente
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]

eines Punktes, resp. Characteristik einer Ebene, so ergeben
sich noch einfachere Relationen. Wie oben (§ 6), bezeichnen
wir zwei conjugirte Ge- Fig. 18.
raden dieser Art durch e
d und ¢ (Fig. 18), nen-
nen die Ebenen, deren \¢&
Characteristiken  sie
sind, 0 und ¢ die Punkte, ;)" ¢
welche sie zu Bahn- /<
tangenten haben, ) und
L, und endlich den
Punkt, in welchem DE die Axe der momentanen Schrauben-
bewegung trifft, X. Nun ist

tg (dz) - tg (ex) =1,
mithin geht Gleichung 14) iiber in
16) DX . ctg (do) = EX - ctg (ex) = p,
d. h. fiir jede Gerade von X, welche momentane Balntangente
eines Punktes ist, hat das Product, gebildet aus threm Abstand
von der Momentanaxe und der trigonometrischen Cotangente des
Winkels, welchen sic mit der Axe bildet, einen constanten Wert.
Derselbe ist gleich dem Parameter der momentanen Schrawben-
beweguny.

Der Punkt D ist der Nullpunkt von &, und FE ist der
Nullpunkt von 0, ferner steht d auf & und ¢ auf 0 senkrecht;
also ist

ctg (dx) = tg (ex) und ctg (ex) = tg (d2),
und wir erhalten

17) DX -tg (ex) = EX - tg (0z) = p;

d. h. ist & eine belicbige Tibene von 2, so ist in jedem Augen-
blick dus Product aus dem Abstand ihres Nullpunkies von der
Momentanaxe und der trigonometrischen Tangente des Winkels,
welchen die Ebene mit der Axe bildet, eime Constante, niimlich
gleich dem Parameter der momentanen Schraubenbeweguny.

Endlich fithren wir noch die Gleichung
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18) DX - EX =p®

an, die sich aus den anderen sofort ergiebt. In derselben
besitzen DX und FX eine doppelte Bedeutung fiir die Ebenen
6 und & Sie konnen nidmlich sowohl die Abstinde ihrer
Nullpunkte von der Momentanaxe, wie auch die Entfernungen
ihrer Characteristiken von derselben sein. Beachten wir, dass
die Lage des Nullpunktes und der Characteristik einer Ebene
einzig und allein von dem Winkel abhiingt, welchen die Ebene
mit z bildet, so erhalten wir noch folgenden Satz:

Wenn zwei Ebenen von X mit der Momentanaxe Winkel
bilden, die sich zu einem Rechien erginzen, so ist das Product
der Abstiinde threr Nullpunkte von der Axe gleich dem Product
der Abstinde hrer Characleristiken. Dies Product hat fiir alle
“ derartigen Ebenenpaare einen constanten Wert und ist gleich dem
: Quadrat des Parameters der momentanen Schraubenbeweguny.

10. Mit Hilfe der vorstehenden Siitze sind wir im Stande,
uns ein deutliches Bild von der Lage des Nullpunktes und
der Characteristik einer Kbene, sowie von der Verteilung der
conjugirten Geraden im Raume zu verschaffen. FEhe wir je-
doch darauf eingehen, bedarf es noch einer Bestimmung dar-
iiber, wann fiir eine beliebige Gerade g von X ihr Abstand
von der Momentanaxe, sowie der Winkel (gz), welchen sie
mit derselben bildet, als positiv resp. als negativ zu rechnen
sind.

Diese Bestimmung kann folgendermassen getroffen werden.
Ist A irgend ein Punkt von X und [ das von A auf z gefillte
Lot, so legen wir durch 4 eine zu ! normale Ebene, und be-
trachten demjenigen Stralenbiischel derselben, dessen Mittel-
punkt 4 ist. Der Abstand des Punktes A von x ist gleich-
zeitig der Abstand aller Geraden g des Biischels von z; er
kann stefs als positiv betrachtet werden. Nun giebt es unter
diesen Geraden eine, welche zu x parallel ist, und eine, welche

* die Babntangente ¢ des Punktes 4 ist; wir sefzen fest, dass
der Winkel dieser heiden Geraden sfefs als spitz und positiv
betrachtet werden soll. Damit ist der Winkel, welchen eine
beliebige (erade des Biischels mit x bildet, vollstindig be-
stimmt. Nach den friiher getroffenen Festsetzungen sind nun
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auch die Abstinde ¢ und die Winkel (") fiir die zu den
Geraden g des Biischels conjugirten Geraden g* vollstindig de-
finirt.

Die Geraden g gehen simmtlich durch einen Punkt A4
und liegen gleichzeitig in einer zu z parallelen Ebene; daher
gehen die Geraden ¢* durch den unendlich fernen Nullpunkt
dieser Ebene und liegen gleichzeitig in der Normalebene o
von 4. Sie bilden demnach einen Biischel paralleler Stralen,
welche simmtlich auf 7 senkrecht stehen und mit 2 denselben
Winkel bilden, niimlich das Complement des Winkels, unter
welchem die Bahntangente von 4 gegen z geneigt ist. Nun-
mehr lisst sich sofort angeben, auf welcher Seite der Stral I
von den verschiedenen Geraden ¢* geschnitten wird,

Nimlich der zu z parallele Durchmesser » des Biischels 4
besitzt eine unendlich ferne conjugirte Gerade, und die con-
jugirte der zu « senkrechten Geraden trifft z selbst. Ist da-
her g eine Gerade, welche mit % in dem ohen definirten Sinne
cinen stumpfen Winkel bildet, so liegt sie mit ihrer conju-
girten Geraden auf derselben Seite von z; und hildet g mit
u emmen spitzen Winkel, so liegen g und g* auf verschiedenen
Seiten der Momentanaxe. Um also fiir eine beliebige (terade
g die Lage von ¢* zu bestimmen, suchen wir zuniichst den
Punkt 4 von g, welcher von % den kiirzesten Abstand hat.
Alsdann ist die Richtung von g* senkrecht zur Bahntangente
dieses Punktes. Je nmachdem nun g mit  einen spitzen oder
stumpfen Winkel bildet, liegen ¢ und g* auf verschiedenen
oder auf derselben Seite der Momentanaxe.

11. Um eine Anwendung der in diesem Paragraphen abge-
leiteten Formeln zu geben, wollen wir mit ihrer Hilfe die Lage
der Wendegeraden bestimmen, auf welche (§ 8, 5) sich fiir -
parallele Schraubenaxen die Wendecurve reducirt. Dies kann
m folgender Weise geschehen. Wir betrachten zuniichst alle
Punkte 4 von X, fiir welche 4, 4, A, in eine zu z, pa-
rallele Ebene fallen. Diese Punkte geniigen simmtlich der
Bedingung, dass die Projectionen der Sehnen 4,4, und A4, 4,
auf einer zu x, senkrechten Ebene eine gerade Linie bilden.

Seien (Fig. 19) ¥, A, A, die Projectionen dieser Punkte,
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Uy, Ajom die der Sehnenmittelpunkte 4™, 4,5, und 0,/
resp. O, die Schnittpunkte der Ebene mit , resp. z,,’. Wir
bezeichnen den Abstand des Punktes U™ von O, durch

Fig. 1. 7™ und den von U, und O,y
durch 7,," nennen die Entfer-
nung der Axen z," und z, @,
die Rotationscomponenten unse-
rer heiden Schraubenbewegungen
28, resp. 28, und endlich den
Winkel, welchen 7,,” und r,,™ mit
einer Normalebene der Ebene
[y ;5] bilden, @, so bestehen die beiden Gleichungen

, ”
4 %

1) 7™ g gy + 70" 18 Boy = @ COS 1,
2) r" — o™ = @ sin .

Alle Punkte A von X, welche diesen beiden Gleichungen
geniigen, haben die Eigenschaft, dass die Fbene (4,4, 4;]
zur Axe der Schraubenbewegung parallel ist. Die Punkte der
gesuchten Geraden sind aber noch dadurch ausgezeichnet, dass
die Sehnen 4,4, und 4, A4, dieselbe Neigung gegen die Axen
#,, resp. %, haben; bezeichnen wir daher die (reitungscom-
ponenten beider Schraubenbewegungen durch 2 Uy, resp. 2 Uy,
so besteht die Gleichung

~Um U,

3) ?‘;nl' tg &4 - 7™ 88 8y

Wir fithren noch die Parameter der beiden Schrauben-
bewegungen ein und setzen
Uy, U,
tg .SOZ.; = Po » t?g; == Prg -
Die erste (ileichung geht, wenn wir sie durch 7, tg £, di-
vidiren und die Gleichung 3) beachten, in

Uy+U,  acosa

Uy, o™ tg Ry

tiber; die zweite Gleichung wird, wenn wir darch 7y™ divi-
diren und gleichfalls Gleichung 3) beachten, zu
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Setzen wir noch zur Abkiirzung

e U _g
tg Ry Uy + Uy
und
_Pa g
P2 — Por 12

so erhalten wir schliesslich
ry™ = dcose,
m — o
1" =d,; sin e,

und diese Gleichungen zeigen, dass die Gerade g,™ die Schuitt-
linie zweiler Kreiscylinder ist, von denen der eine d zum
Durchmesser hat und die Ebene [x,,'x,,"] der beiden Schrauben-
axen beriihrt, wihrend der andere d;, zum Durchmesser und
die Ebene [2y, x,,’] zur Durchmesserebene hat. Hierdurch ist
die Lage der Geraden g selbst ebenfalls bestimmt. Es folgt
noch, dass beide Cylinder sich rechtwinklig schneiden.
Riicken die Systemlagen 2, X,, X, unendlich nahe an
einander, so beriihrt der erste der beiden Cylinder die momen-
tane Tangentialebene der Polflichen und schneidet den zweiten
Cylinder in der Geraden g und in der Axe der momentanen
Schraubenbewegung rechtwinklig. Der erste Cylinder hat
genau die nimliche Lage zur Tangentialebene der Polfléichen,
wie in der Ebene der Wendekreis zur Tangente der Polcurven.

§ 12. Conjugirte Rotationen.

1. Wir haben in der Schraubenbewegung die einfachste
Bewegungsart erkannt, durch welche jede Ortsveriinderung
eines rdumlichen Systems vermittelt werden kann. Es ist
augenscheinlich, dass es ausserdem noch unendlich viele Be-
wegungen giebt, welche dasselbe leisten. Wir kionnten z. B.
2 zunichst in eine ganz beliebige Lage X, und dann erst in
die Endlage X, bringen, u. s. w.

Unter allen diesen mdglichen Bewegungsformen kann
keine zweite Schraubenbewegung existiren, denn z ist die
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einzige im Endlichen liegende Gerade, welche X, und X, ent-
sprechend gemein haben. ‘Ks giebt jedoch noch eine ganze
Gruppe anderer Bewegungen -einfacher Natur, welche den
Uebergang des Systems von 2, nach X, herbeizufiihren im
Stande sind. Mit ihnen werden wir uns in diesem Capitel
beschiftigen,

Ist g eine beliebige Gerade von X und g* die zugehbrige
Gerade von X7, so gelangt ¢ durch Drehung um ¢* von g,
nach g,. Erieilen wir also dem System X eine Rotfation um
g%, bis g, und g, d h. bis je zwei entsprechende Punkte
beider Geraden auf einander fallen, so bedarf es nur noch
einer Drehung um g,, damit X in die Endlage X, iibergeht.
Da nun g und ¢¥ ein beliebiges Paar entsprechender Geraden
von X und X* bilden, so folgt:

Sind g und ¢* irgend swei entsprechende Geraden der reci-
proken Systeme X und X, so kann X mittelst sweier Rotationen,
von denen die erste um g¥, die zweite wm g stotifindet, aus der
Lage 2, in die Lage X, iibergefiihrt werden. Die eine der beiden
Rotationsaxen kavn beliebig gewdhlt werden.

Zwei solche Geraden sollen conjugirte Rotationsazen ge-
nannt werden. Die Gerade g¥ ist wieder als feste Gerade des
Raumes X7, dagegen g als bestimmte Gerade des Systems X
zu betrachten. Die zweite Drehungsaxe, als Gerade von X,
ist die Endlage g, der Geraden ¢.

2. Tallt eine der Geraden g und ¢ ins Unendliche, so
reducirt sich die um sie stattfindende Rotation auf eine Trans-
lation. Liegt z B. g, also auch ¢* im Unendlichen, so ist
¢* ein Durchmesser des von X und X* gebildeten Null-
systems; ebenso ist, wenn ¢* eine unendlich ferne Gerade ist,
g™ ein Durchmesser, also sind auch g, und ¢, zur Axe der
Schraubenbewegung parallel; d. h.

Jede Ortsverdmderung eines riumlichen Systems kann auf
unendlich viele Weisen durch eine Rotation in Verbindung mit
einer Translation ausgefiithrt werden. Die Axzen der Rotationen
sind simmilich zu einander wnd zur Aze der Schraubenbewequng
parallel,

3. Die Reihenfolge der beiden um g und ¢* stattfinden-
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den Rotationen ist im Allgemeinen nicht vertauschbar. In
der That, findet die erste Rotation um g, d. h. um die Gerade
9o des festen Raumes statt, und bezeichnen wir ¢ als Gerade
von X durch 4,, so mufs %, nicht allein durch Rotation um
9y, sondern auch durch Rotation um g, in die Lage h, ge-
langen, und ebenso muss g nicht allein durch Drehung um
9" = hy, sondern auch durch Drehung um %, von g, nach g,
gebracht werden komnen. Es muss also
L (Goho) = X (gohy) = 52 (9,h) = < (91 1y)

sein. Dies braucht jedoch im Allgemeinen nicht der Fall
zu sem. Wir konnen nidmlich die Systeme X, und X, direct
dadurch bestimmen, dass wir die Lagen g,, 4, und g,, h, der
Geraden g und % geben, und da dieselben beliebig gewiihlt
werden konnen, so ist die obige Gleichung im Allgemeinen
nicht erfiillt.

Wir werden jedoch sofort die Existenz einer ganzen
Schaar von Paaren conjugirter Geraden nachweisen, fiir welche
die Reihenfolge der Rotationen in der That vertauschbar ist.
Wenn némlich jeder Punkt A4 einer Ebene ¢ von X an die
ihm vorgeschriebene Stelle A4, gelangt ist, so muss auch X
selbst in die Endlage gekommen sein. Nun haben wir bereits
gesehen, dass jede Ortsverinderung einer Ebene & mittelst
zweler Rotationen ausgefiihrt werden kann, die in beliebiger
Reihenfolge um die beiden zu einander senkrechten Geraden
¢ und ¢ vor sich gehen. Die Gerade ¢ war aber dadurch
ausgezeichnet, dass die entsprechenden Lagen e, und ¢, sich
schneiden, und dasselbe lisst sich fiir die Gerade ¢* beweisen,
wenn wir sie als eine Gerade d von X betrachten. In der That
drehen wir X zunfichst um ¢ = d,, bis ¢, mit ¢, zusammen-
tillt, und lassen dann die Rotation um e, eintreten, so bleibt
¢’ = d wihrend derselben in einer zu ¢, senkrechten Kbene,
d. h. d, und d; schueiden sich. Wir erhalten daher folgendes
Resultat:

Die Reihenfolge der Rotationen ist vertauschbar, wenn sich
die beiden conjugirten Geraden wunter rvechtem Winkel kreuzen.
Ist e eine dieser Geraden, so hat sie stets die Figenschaft, dass
die beiden entsprechenden Lagen e, und e, sich schneiden.
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Jede dieser Geraden ¢ hat die Eigenschaft, dass ihre
Mittelgerade e Characteristik einer Ebene & von X7 ist.

4. Jede Gerade des Raumes kann als eine Gerade
g” von ZX” betrachtet werden. Alsdann existirt stets eine
Gerade g, so dass, wenn X um ¢” um einen bestimmten
Winkel rotirt, g, mit g, zusammenfillt. Zu jeder Geraden
des Raumes gehdrt somit ein bestimmter Rotationswinkel.
Die Grosse desselben lidsst sich wie folgt bestimmen. ,

Seien G™ und G* wieder diejenigen Punkte von gm und
g*, welche den kiirzesten Abstand von einander haben, und r
und ¢ die Entfernungen dieser Punkte von der Axe der
Schraubenbewegung. Wir bezeichnen den Winkel, welchen
die Sehne GG, des Punktes G mit x bildet, durch 1, die
Componenten der Schraubenbewegung wieder durch 2L resp.
2 U, und den zu g* gehorigen Rotationswinkel, d. h. den Winkel

. G4G"Gy durch 2®*, so besteht die Gleichung

_3G,G
GmG‘v

Nun hat die Projection der Sehne GG, auf z den Wert 27,
folglich 1ist

v
tg @

$ GG, = U: cosi,

und da die Sehne G,G, und die Rotationsaxe ¢* mit 2
Complementwinkel bilden, so ist

cos L = sin (g*x),
also ergiebt sich
} GG, = U:sin(g'z).
Ferner ist (§ 11, Gl. b)
U
GrG" =1+ ¢ = 7 (ctg(972) + etg (g°2))
_ U sin (9™ g")
tgQ  gin (g™x) - sin (¢"x)

also folgt
tgw” _ sin (g"a)

1 -
) tg R sin (9" ¢")

Da g™ und ¢* conjugirte Geraden des von X and X* ge-
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bildeten Nullsystems sind, also wechselseitige geometrische
Bedeutung haben, so ergiebt sich in derselben Weise fiir die
za g™ gehirige Rotation 2 o™

)
tg 2 gin (™"

2) E@f . sin (g’x)i

und zwar ist zu beachten, dass g™ hier als eine Gerade *
von X7 aufzufassen ist, d. h. als Rotationsaxe fiir die
Geraden h, und A von X, und X,. Aus den letzten beiden
Gleichungen folgt:

3) tg 0™ _ tgo” _ g2
sin(g"x)  sin (g™ ) sin (g™ g")’
und diese Formel fiihrt sofort zu folgendem Satz:

Zieht wman durch irgend eimen Punkt des Rawmes drei
Geraden, parallel zu zwei conjugirten Geraden g™ wnd ¢* wnd
aur Aze x der Schraubenbewegung, und trigt man awf ihnen
Strecken ab, die resp. su tg o™, tg o*, tg & proportional sind,
so bilden diese drei Strecken Seiten und Diagonale eines Paral-
lelogramms.

5. Die Gleichung 1) bestimmt den Wert von o’ mit
Hilfe der zu g¢* conjugirten Geraden gm. Wir wollen den-
selben nun so umformen, dass in ihm nur die Gerade ¢* auf-
tritt. Es war

tgo”  1G,6G U : sin (¢ 2) .
e L Utg (g n) + ctg (")

Nun ist aber
Uctg(g"x) = o tg £,

folglich ergiebt sich

tg " U

und dieser Ausdruck von tg @* hiingt in der That nur von
der Geraden ¢* ab.

Der auf der rechten Seite stehende Nenner hat eine ein-
fache geometrische Bedeutung. Derselbe ist niimlich (§ 11,
Gl. 10) gleich der Projection der halben Sehnen von g* auf

Schoenflies, Geometrie der Bewegung. 12

.
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g, vorausgesetzt, dass wir g* als eine Mittelgerade 4" von
Z™ betrachten. Bezeichnen wir den Wert dieser Projection
noch durch p*, so ergiebt sich

4) ptge =U-tgQ,
d. h.

Fiir alle Geraden g* hat das Product p* tg o einen con-
stanten Wert.

Die Grosse Utg Q stellt denjenigen Wert dar, welchen
das Product fiir die Axe der Schraubenbewegung annimmt-
Wihlen wir aber irgend eine zu ihr parallele Gerade zur
Geraden g%, so hat fiir sie p” ebenfalls den Wert U, also ist
der zu ihr gehorige Rotationswinkel auch 2£; d. h.

Fiir alle sur Axe der Schraubenbewegung parallelen Geraden
ist der zugehbrige Rotationswinkel constant und swar gleich der
Rotationscomponente der Schraubenbewegunyg.

Ersetzen wir also die Schraubenbewegung durch eine
Rotation und eine Translation, so ist nicht nur die Richtung
der Rotationsaxen, sondern auch die Grosse der um sie statt-
findenden Rotation constant.

6. Bezeichnen wir die Gerade ¢, wenn wir sie als Gerade
von X betrachten, wieder durch A» und den Punkt G* durch
H™, so ist p* die Projection von § H H, auf g>. Nun ist aber

Y HyH, = (r + ¢) tg o™,

und da die Sehne H H, in einer zu ¢ senkrechten Ebene
liegt, so bilden H,H, und g» Complementwinkel mit ¢, und
es folgt

P = (r+¢) tg o™ sin (9"g"),
und die Gleichung 4) verwandelt sich daher in
5) (r+ o) tg o™ - tg @ - sin(g7g") = U- tg &
d. h. das auf der linken Seite stehende Product hat fir je
zwei conjugirte Geraden g™ und ¢* einen constanten Wert.

Dies Product lisst eine einfache geometrische Deutung
zu. Tragen wir nidmlich auf den beiden Geraden g™ und 9"

Strecken auf, die zu tg @™ resp. tg @* proportional sind, so
bilden die vier Endpunkte dieser Strecken die Fcken eines
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Tetraeders, welches die Strecken zu Gegenkanten hat. Nun
igt der sechsfache Inhalt eines jeden Tetraeders bekanntlich
gleich dem Product aus zwei Gegenkanten, ihrem kiirzesten
Abstand und dem sinus des von ihnen gebildeten Winkels;
wir sehen daher, dass die linke Seite unserer Gleichung direct
den sechsfachen Inhalt des eben construirten Tetraeders vor-
stellt. Hierbei bleibt ganz gleichgiltig, wie die beiden auf
g™ und g aufgetragenen Strecken zu einander liegen; d. h.

Trigt man auf zwei conjugirten Geraden gm und g* irgend
zwei Strecken auf, welche nach irgend einem festen Verhiiltwiss
au tg @™ und tg w¥ proportional sind, so hat das durch sie be-
stimmite Tetraeder fiir alle Paare conjugirter Geraden constantes
Volumen.

Die im vorstehenden abgeleiteten Sitze gelten auch fiir
unendlich nahe Systemlagen. Sie konnen also in jedem Augen-
blick von einem beliebig bewegten riumlichen System aus-
gesagt werden. Statt der Griossen tg @™ und tg @ treten in
diesem Fall die unendlich kleinen Rotationen o wund @’ auf,
welche zu irgend zwel conjugirten momentanen Rotationsaxen
g und g¥ gehbren.

§ 13. Beispiele.

1. Zum Schluss sollen einige Probleme behandelt werden,
welche specielle Bewegungen von riunmlichen Systemen be-
treffen. HKin erstes DBeispiel sei das folgende.

Eine aus drei zu einander senkrechten Ebenen gebildete
Ecke mbge sich so bewegen, dass der Scheitelpunkt S der-
selben eine gegebene Curve ¢’ durchliuft, withrend die Seiten
o, B, y der Ecke stets Schmiegungsebene, Normalebene und
rectificirende Ebene der Curve ¢’ bleiben.

Hierdurch ist die Bewegung der Ecke und des mit ihr
verbundenen rdumlichen Systems X vollstindig bestimmt.
Betrachten wir niimlich eine willktirlich gewihlte Lage der
beweglichen Ecke, und ist I irgend ein Punkt von «, welcher
auf der Tangente ¢ der Curve ¢’ liegt, ferner X irgend ein
Punkt von B, welcher gerade auf der Kriimmungsaxe & von

¢ liegt, und endlich H irgend ein Punkt von p, welcher
12#
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gerade auf der rectificirenden Geraden % von ¢’ liegt, so
konnen wir den betrachteten Bewegungsmoment auch folgen-
dermassen definiren. Die Bewegung geht in ihm in der Weise
vor sich, dass der Punkt S von ¥ auf ¢’ Liuft, wihrend die
Punkte T, K, H des Systems gezwungen sind, in je einer
Ebene, niimlich in der Schmiegungsebene, Normalebene und
rectificirenden Ebene von ¢’ zu bleiben. Wir sehen also, dass
in der That in jedem Augenblick das momentane Nullsystem,
d. h. die Bewegung von X vollstindig bestimmt ist.

Die Ebene 8 hat die Kriimmungsaxe % der Curve zur
Characteristik und den Punkt S zum Nullpunkt; daher sind
k und ¢ zwei sich rechtwinklig kreuzende conjugirte Geraden.
Folglich ist ¢ die Characteristik und der Kriimmungsmittel-
punkt C der Nullpunkt von «. Die Axe # der momentanen
Schraubenbewegung schneidet die Gerade |, d. h. die Haupt-
normale von ¢’ rechtwinklig. Die Ebene p ist daher parallel
zar Axe der momentanen Schraubenbewegung und da die
rectificirende Gerade & die Characteristik von y ist, so ist %
zur Momentanaxe parallel. Die zu % conjugirte Gerade /*
liegt daher unendlich fern, und da % durch S, d. h. den Null-
punkt von B geht, so liegt 2 in B, d. h. % ist die unendlich
ferne Gerade der Normalebene . Die Schnittlinie @ von g und
y 1ist, da sie durch den Nullpunkt S von 8 geht, ein Complex-
stral, sie geht daher auch durch den Nullpunkt von p; d. h.
der Nullpunkt von p ist der unendlich ferne Punkt von a.

Um die Momentanaxe zu construiren, bediirfen wir zweier
Paare conjugirter Geraden. Das eine derselben kennen wir
bereits. Ist nun g irgend eine Gerade, welche die Tangente
¢ und die Kriimmungsaxe % schneidet, und sind wieder 7' und
K die besiiglichen Schnittpunkte, so geht die Normalebene
von T' durch den Nullpunkt C von e und ist senkrecht zu e,
und die Normalebene von K geht durch S und steht auf g
senkrecht; beide Normalebenen sind daher comstruirbar, also
auch ihre Schnittlinie, d. h. die zu g conjugirte Gerade g".

Sei X der Punkt, in welchem die Momentanaxe die Haupt-
normale # trifft, und bezeichnen wir den Winkel, welchen die
Momentanaxe, also auch die rectificirende Gerade % mit ¢
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bildet, durch ¢, so ist (§ 11, Gl 16)

AX - -ctgp =CX-tgo,
d. h.
AX = CX tg?p, CX = AX ctg®g.
Hieraus folgt
AX 4+ CX =CX (1 4 tg?p),
CX+ A4X = AX (14 ctg’¢),

und schliesslich
AX = AC cos? g,

CX = ACsintg.

Diese Gleichungen bestimmen den Punkt X, in welchem die
Hauptnormale von z geschnitten wird.®)

2. Das orthogonale Hyperboloid wird durch zwei pro-
jectivische Ebenenbiischel erzeugt, deren entsprechende Ebenen
senkrecht auf einander stehen. (§ 7, 4) Wenn daher zwei
zu einander rechtwinklige Ebenen « und f sich so bewegen,
dass jede derselben durch eine feste Gerade geht, so be-
schreibt die Schnittlinie beider Ebenen ein orthogonales
Hyperboloid.

Seien o’ und b" die beiden festen Geraden und 7 die
Schuittlinie der Ebenen « und f.

Die Bewegung ist durch vier Bedingungen bestimmt.
Jede auf @ in irgend einem Punkt von a’ errichtete Gerade
ist ein Normalstral, ebenso jede Gerade, die auf f§ in einem
Punkt von b senkrecht steht. Seien y und 0 die Ebenen
dieser auf « resp. B errichteten Normalen, so ist ihre Schuitt-
linie ¢ die eine der beiden Geraden, welche von allen Nor-
malen getroffen werden, die andere ist die auf / senkrechte
unendlich ferne Gerade. Diese beiden Geraden sind daher die
Leitstralen des von den Normalen gebildeten Stralsystems;
zugleich diejenigen Geraden, welche fiir alle momentan zu-
lissigen Bewegungen einander conjugirt sind.

*) Die Momentanaxe ist in diesem Fall die Axe der sogenannten
Schmiegungsschraubenlinie von ¢’. Vgl. Schell, Allgemeine Theorie
der Curven doppelter Kriimmung. Cap. IX, § 3 und 5.
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Die Characteristik von « ist ¢’ und diejenige von g ist .
Die Ebene y, welche durch @’ geht und auf « senkrecht steht,
enthilt daher alle Geraden, welche den zu « normalen Ebenen
adjungirt sind (§ 6, 3), und ebenso enthilt die Ebene 0,
welche durch b" geht und zu § senkrecht ist, alle Geraden,
welche den zu 8 normalen Ebenen adjungirt sind. Daher ist
die Schnittlinie ¢ von p und 0 den zur Geraden g senk-
rechten Ebenen adjungirt. Sie liegt demmach (§ 6, 4) auf
dem Paraboloid der Normalen von g.

Hieraus ergiebt sich eine Construction der Normale des
orthogonalen Hyperboloids. Wir errichten nimlich im Punkte
4 von h dasjenige Lot auf k, welches ¢ trifft, so ist dies die
Normale.

Fir jedes Nullsystem, welches einer dieser Bewegungen
entspricht, ist ¢ ein Durchmesser; daher sind simmtliche Mo-
mentanaxen einander parallel. Das von denselben gebildete
Cylindroid reducirt sich auf einen Biischel paralleler Stralen.
Der kiirzeste Abstand zweier Geraden ¢ und g trifft niimlich
auch die Durchmesser, welche den zu ¢ resp. g* senkrechten
Ebenen adjungirt sind; daher haben wir den kiirzesten Ab-
stand k¥ von g und % gleichzeitig als kiirzesten Abstand von
g und der unendlich fernen Geraden g, * zu betrachten. Wir
erhalten nun das Cylindroid, indem wir (§ 10, 9) das Stral-
system durch irgend eine Ebene ¢ die g * enthilt, schneiden
und alle Geraden bestimmen, welche gleichzeitig auf % und
einem der in ¢ liegenden Stralen senkrecht stehen. Es ist
aber ¢ parallel zu %, folglich bilden die Lote in der That
einen Biischel paralleler Stralen.

Die Bahlntangente eines jeden Punktes A4 von g ist
parallel zu %, demn sie ist Normale einer Ebene, welche
durch zwei zu h senkrechte Stralen geht. Fir jede zuliissige
Bewegung besteht daher die Gleichung (§ 11, 13)

tg (hg) =»:p,
wo r den Abstand des Punktes von der beziiglichen Momen-

tanaxe und p den Parameter der zugehorigen Schraubenbe-
wegung darstellt.
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3. Die Fusspunktenfliichen geben ein Beispiel fiir diejenige
Bewegung eines Systems, welches nur drei Bedingungen unter-
worfen ist, also Freiheit dritter Stufe besitat.

Sei @' eine beliebige Fliche und A’ ein fester Punkt
des Raumes. Fillen wir von A’ auf die simmtlichen Tan-
gentenebenen v der Fliche @' die Lote 4".P, so ist der Ort
der Punkte P die Fusspunktenfliche von @', Dieselbe lisst
sich dadurch erzeugt denken, dass die Ebene 7 und das im
Punkte P derselben auf ihr errichtete Lot a sich so be-
wegen, dass 7 stets die Fliche @ beriihrt, wihrend a stets
durch den festen Punkt 4" geht. In jedem Augenblick sind
daher drei Normalstralen gegeben, niimlich die Normale [
des Berithrungspunktes von v mit @', und die Normalebene
von A’, welche zwei Normalen vertritt. Bei der umgekehrten
Bewegung bewegt sich nimlich A’ auf @, und die Normal-
ebenen stimmen fiir directe und umgekehrte Bewegullo' ilberein.

Seien nun m und  irgend zwel durch A’ gehende Stralen
der Normalebene, so ist die Bewegung in jeder Systemlage
durch I, m, n definirt. Bestimmen wir das Hyperboloid, dessen
Punkte gerade gezwungen sind, auf Flichen zu bleiben. Da
m und » sich schneiden, so Lerf‘zllt es in zwel Stralenbiischel.
In der That, jeder durch A’ gehende Stral der Ebene [mn]
/ ist Normalstral. Ist andrerseits L der Schnittpunkt von I mit
dieser Ebene, und bezeichnen wir denjenigen ihrer Normal-
stralen, welcher durch L geht, durch p, so ist auch jede durch
L gehende Gerade der Ebene [lp] ein Normalstral. Nun
enthiilt die Ebene [Ip] stets die Gerade a, also geht auch
stets ein Normalstral dieser Ebene durch P hmdurch und
daraus folgt, dass P wiihrend der ganzen Bewegung des durch
v und @ definirten Systems auf einer Fliche bleibt.

Hiermit ist auch bereits die Normale der von P beschrie-
benen Fusspunktenfliche bestimmt. Die Normale ist niimlich
der durch P gehende Normalstral, und das ist in diesem Fall
die Gerade PL. Ist 7 der Berithrungspunkt von 7 und @
so bilden die vier Punkte P, T, L, A’ ein Rechteck, dessen
Diagonale PL ist.

4. Eine dreiseitige rechtwinklige Ecke bewege sich so,
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das;z ihre Ebenen a, §, p stets ein festes Ellipsoid &’ beriihren.
S sei der Scheitelpunkt der Ecke und g — By, b= |pa| und
¢ = |ap| die Kanten derselben. In irgend einer Lage seien
L, M, N die Berithrungspunkte der Ebenen @, f, y mit dem
Ellipsoid. Die Normalen dieser Punkte bezeichnen wir wieder
durch 1, m, n, so sind alle Punkte des durch /, M, % bestimm-
ten Hyperboloids gezwungen, fiir alle momentan zuléssigen Be-
wegungen der Ecke auf Flichen zu bleiben.

Von diesem Hyperboloid lisst sich zeigen, dass es durch
S geht.

Nemnen wir niimlich den Punkt des festen Raumes, in
den § fillt, 0’, so gehen von O drei zu einander rechtwink-
lige Tangentenebenen an das Ellipsoid @’. Der Tangenten-
kegel von @', dessen Spitze S ist, enthiilt daher unendlich
viele Tripel solcher Ebenen. Die Ecke kann also unendlich
viele Lagen annehmen, so dass ihr Scheitel in O fillt und
@, B, y das Ellipsoid bertihren, d. h. wir konnen die drei zu
einander rechtwinkligen Ebenen so um den festen Punkt O°
sich bewegen lassen, dass jede derselben Tangentialehene von
@’ resp. des Tangentenkegels bleibt. Bewegt sich aber ein
Stralenbtindel um einen festen Punkt, so schneiden sich die
Normalebenen, welche man auf den Ebenen desselben in ihren
momentanen Bertihrungsstralen errichten kann, simmtlich in
einer Geraden, niimlich in der momentanen Drehungsaxe. Er-
richten wir daher auf e, §, y in denjenigen Stralen, in wel-
chen diese Ebenen den Tangentenkegel berithren, Normalebenen,
so schneiden sich dieselben stets in einer durch 0’ gehenden
Geraden. Diese Gerade trifft daher auch die drei Normalen
I, m, n; d. h.

Ist S ein Punkt, von dem sich drei rechtwinklige Tangenten-
ebenen an ein Ellipsoid legen lassen, und errichtet man in den
Beriihrungspunkten die Normalen des Ellipsoids, so liegt S stets
auf dem durch dic drei Normalen bestimmien Hyperboloid.

Dies gilt fiir jede Systemlage, also beschreibt S eine
Fliche. Die Normale derselben ist die durch S gehende Ge-
rade der durch [, m, n, bestimmten Regelschaar.

Die von S beschriebene Fliche ist eine Kugel. Ist nim-
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lich & eine beliebige Ebene des festen Raumes, so denken
wir uns alle Lagen der Ecke, fiir welche « mit ¢’ zusammen-
fillt, d. h. wir denken uns die Ecke so bewegt, dass « in &
fallt, wihrend g und p das Ellipsoid bertthren. Dabei um-
hiillt jede dieser beiden Ebenen einen elliptischen Cylinder.
Gleichzeitig bewegt sich der von den Kanten b und ¢ gebildete
rechte Winkel in der Ebene o« = ¢ so, dass & und ¢ Tan-
genten eines Kegelschnittes bleiben, und zwar desjenigen, in
welchem der elliptische Cylinder die Ebene ¢ schneidet. Da-
bei beschreibt aber der Scheitel S dieses Winkels einen Kreis,
und es folgt, dass alle der Ebene &’ angehirigen Punkte S
auf einem Kreise liegen. Dieser Kreis hat iiberdies den Mittel-
punkt des Kegelschnitts zum Centrum, folglich geht die Nox-
malebene des von S in & beschriebenen Kreises stets durch
den Mittelpunkt des Ellipsoids. Dies gilt fiir jede beliebige
Ebene &', also folgt in der That, dass der Punkt S eine Kugel
beschreibt, welche den Mittelpunkt des Ellipsoides zum Centrum
hat; d. h.

Bewegt sich eine dreiseitige rechtwinklige Ecke so, dass ihre
Ebenen ein festes Lllipsoid beriilren, so beschreibt ihr Scheitel-
punkt eine Kugel, welche das Centrum des Ellipsoides zum Mitlel-
punkt hat*)

Beiliiufig ergiebt sich noch, dass diejenige Erzeugende
der durch die Normalen /, m, n bestimmten Regelschaar, welche
durch S geht, die Verbindungslinie von S mit dem Centrum
des Ellipsoides ist.

5. Die Bewegung einer Geraden besteht, wie im Eingang
dieses Capitels gezeigt worden ist, in jedem Augenblick in

#) Der oben gegebene Beweis, dass der Ort aller Punkte von S, die
in einer Ebene liegen, ein Kreis ist, ist bisher auch als ausreichender
Beweis dafiir betrachtet worden, dass S eine Fliche beschreibt. Dies
ist jedoch nicht gestattet. Denn die obige Deduction zeigt nur, dass
fir gewisse Lagen der ¥cke, niimlich wenn « mit &' zusammenfillt, die
Punkte § einen Kreis bilden. Hs giebt aber noch unendlich viele andere
Lagen der Ecke, fiir welche S in die Ebene &' fillt, und es ist gerade
s zeigen, dass S fir diese Lagen auch auf dem Kreise liegt. Dies ist im
Text dadurch geschehen, dass wir bewiesen haben, § liegt auf dem
Hyperboloid der Flichenpunkte,
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einer momentanen Rotation um eine Gerade g*. Da die Nor-
malebenen aller Punkte von g durch ¢* hindurchgehen, so bilden
die Normalstralen aller Punkte ein Stralsystem, welches g und
¢” zu Leitstralen hat. Dasselbe ist durch vier Normalen be-
stimmt. Sind daher die Normalstralen von vier Punkten von
g bekannt, so ist damit auch g* gegeben. Also folgt:

Wenn vier Punkte einer Geraden g der Bedingung unter-
worfen werden, auf festen Flichen zu bleiben, so ist die Bewegung
der Geraden vollstindig bestimmt. Jeder ihrer Punkte beschreibt
eme Curve und g selbst eine geradlinige Fliiche.

Dies léisst sich noch von einem anderen Gesichtspuukt
aus betrachten. Die Lage eines riumlichen Systems X ist
néamlich bekannt, wenn wir die Lage von dreien seiner Punkte
kennen, die eine Kbene bestimmen. Durch die Lage einer
Geraden g ist daher die Lage von X mnoch nicht bestimmt;
ebensowenig wird die Bewegung von X bestimmt sein, wenn
die Bewegung der Geraden g gegeben ist. Vielmehr kann,
wenn ¢ eine vorgeschriebene Bewegung ausfiihrt, 2 noch unend-
lich viele Bewegungen annehmen. Wir erhalten irgend eine
derselben, indem wir einen fiinften, nicht auf g liegenden Punkt
zwingen, ebenfalls auf einer festen Fliche zu bleiben.

Zu jeder dieser Bewegungen gehirt in jedem Augenblick
ein sie characterisirendes Nullsystem; fiir alle diese Null-
systeme sind g und g” zwei conjugirte Geraden. Die frither
bewiesenen Sitze und Construetionen bleiben daher fiir alle die-
jenigen Elemente des Nullsystems, resp. des riumlichen Systems
%, welche g betreffen, auch dann in Giltigkeit, wenn wir die
Bewegung einer Geraden fiir sich allein betrachten. Wir er-
halten z. B. die Normale der von g erzeugten Fliche im
Punkte 4 von g, wenn wir in 4 dasjenige Lot errichten, wel-
ches ¢ trifft, u. s. w.

6. Sei die Bewegung von g dadurch definirt, dass vier
Punkte 4, B, C, D auf den Ebenen «', 8, p/, 0" laufen. Wir
betrachten ¢ als Bestandteil eines riiumlichen Systems X
dessen Bewegung wir noch so bestimmen, dass irgend ein Punkt
E desselben auf einer Fliche @, bleibt. Nun giebt es in
jedem Augenblick eine Fliche dritter Ordnung F? von Z,
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deren Punkte (§ 9, b) stationdire Schmiegungsebenen besitzen,
und jede Gerade von X liegt auf dieser Fliche, wenn sie
mehr als drei solche Punkte enthilt. Dies trifft aber fiir die
Gerade g zu, folglich hat jeder Punkt von g die Eigenschaft,
dass vier auf einander folgende Lagen desselben sich in der-
selben Ebene befinden, und da dies fiir jeden Augenblick gilt,
so folgt:

Wenn sich vier Punkte einer Geraden g in festen Ebenen
bewegen, so gilt dies von jedem Punkt; d. h. jeder Pumkt der Ge-
raden beschreibt eine cbene Curve.

Seien nun g,, gy, g, drei beliebige Lagen, welche g withrend
der Bewegung annimmt, so ist

o = [4y4, 4],

ﬂ’ = [B0B1B2]7

7 =I[GC. G,
u. s. wy d . die siimmtlichen Ebenen «', 8', »'.... bilden
das Krzeugniss der drei congruenten Punktreihen, also einen
Ebenenbiischel dritter Ordnung.

Der von g,, g,, ¢, erzeugte Ebenenbiischel enthilt die
unendlich ferne Ebene, denn die unendlich fernen Punkte von
Jo» 91, 9o sind entsprechende Punkte. Betrachten wir das mit
ihm verbundene Stralsystem, so folgt in derselben Weise, wie
im § 7, dass wir dasselbe auf einen Stralenbiindel O’ so ab-
bilden kdnnen, dass jedem Stral des Biindels der ihm parallele
Stral des Stralsystems entspricht, also z. B. den Geraden g,
Jis 9; die drei Geraden g, g/, g,” des Biindels O". Sei jetzt
x' die Axe desjenigen Rotationskegels, welche durch g, g,,
g, hindurchgeht, d. h. derjenige Stral von O’, welcher mit
90s 915 9; gleiche Winkel bildet, so ist auch der entsprechende
Stral z des Stralsystems gegen g, g,, g, gleich geneigt.

Ist & eine beliebige Ebene des Biischels, s ein beliebiger
Stral des Stralsystems und E, der Schuittpunkt von & und s,
so komnen wir die Punktreihe A, B, C..... von S con-
gruent auf die Punktreihe 4, B/, C/..... von s" beziehen,
so dass dem Punkt F, von s der Punkt O’ von s’ entspricht.
Alsdann lisst sich wieder beweisen, dass alle Punkte A,
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welche den Punkten A4, der Ebene o« entsprechen, auf einer
Ebene « liegen. Dies geschieht auf folgendem Wege. Sei
g. eine beliebige Gerade von &, so bilden diejenigen Stralen
s, welche g, treffen, im Allgemeinen die Regelschaar eines
Paraboloids. Die entsprechenden Stralen s° von O’ bilden
einen ebenen Stralenbiischel, dessen Ebene der Richtungsebene
der Regelschaar parallel ist. Das Paraboloid schneidet jede
Ebene « in der Geraden g., welche g, entspricht. Wir pro-
jiciren nun die Stralen s des Paraboloids aus dem unendlich
fernen Punkt von g, auf irgend eine Ebene, welche ihrer Rich-
tungsebene parallel ist, so erhalten wir einen Biischel von
Stralen s”, welcher dem Biischel der Stralen s projectivisch
gleich ist. Die projicirenden Ebenen sind simmtlich unter
einander parallel, und fiir jeden Stral s ist die auf ithm lie-
gende Punktreihe ihrer Projection, d. h. der Punktreihe von
s” congruent. Diese Projection ist daher auch der Punktreihe
des Strales s" congruent, und es folgt, dass der Biischel der
Stralen s” und die auf ihnen liegenden Punktreihen dem
Biischel der Stralen s’ und den zugehorigen Punktreihen con-
gruent sind; iiberdies ist die Ebene der Stralen s” der Ebene
der Stralen s’ parallel.

Bei dieser Projection entsprechen allen Punkten einer Ge-
raden g, des Paraboloids die Punkte einer Geraden g.”, also
in 0" die Punkte einer Geraden g,. Alle diese Geraden g¢,”,
gs ... sind einander parallel; dasselbe gilt daher auch von
den entsprechenden Geraden g.', g;'... des Biindels O". Es
gehort demnach nicht allein zu jedem Punkt 4, der Ebene o
ein ganz bestimmter Punkt A, im Stralenbiindel 0’, sondern
es entsprechen auch allen Punkten von g, die Punkte einer
Geraden g.5 d. h. den Punkten der Ebene o entsprechen die
Punkte einer Ebene o', und da jedem unendlich fernen Punkt
von o« ein unendlich ferner Punkt von «” entspricht, so sind
o und ¢ zwei affine ebene Systeme.

Da alle Geraden g., gs ... parallel zu einander sind, so
folgt weiter, dass auch die Ebenen «', f'... simmtlich pa-
rallel sind.

Die Ebenen o', g, y’... stehen auf dem Stral z’ des
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Biindels senkrecht. Sind niimlich Fj, F,, F, die Punkte von
9o 91y s Welche in & liegen, so ist '
Eydy = E A, = E, 4,,
also auch

04 =04 = 0’4,
also steht in der That die Ebene o' = [4, 4," 4;] auf 2" senk-
recht.

Endlich ergiebt sich nun, dass den simmtlichen Lagen,
welche die Gerade g im Verlauf der Bewegung einnimmt, in
O’ die Stralen des durch g, g, g, bestimmten Rotations-
kegels entsprechen. Denn ist g; die Lage der Geraden ¢ in
einem beliebigen Moment, so ist g; Verbindungslinie der Punkte
E; und A;; mithin ist g Verbindungslinie von O’ und 4/,
und da

OAl =04 =04 = 04
ist und A4/ in der Ebene o liegt, so ist 0" A =g/ eine
Kante des Rotationskegels.

Wir konnen nunmehr dieselben Folgerungen ziehen, welche
wir im § 7 fiir das Stralsystem gezogen haben, und erhalten
daher folgenden Satz:

Wenn eine Gerade g sich so bewegt, dass vier Punkte der-
selben in festen Ebenen laufen, so bewegt sich jeder Pumkt in
ciner Ebene und beschreibt in derselben eine Ellipse. Alle diese
Ebenen bilden einen Ebenenbiischel dritter Ordmung, nimlich die
scimmitlichen  Schmiegungsebenen einer cubischen Parabel. Die
Mittelpunkte aller Ellipsen liegen auf einer Geraden; dieselbe ist
senkrecht zu jeder Ebene, welche die Asymptote der cubischen
Parabel enthilt. Die Gerade g selbst beschreibt eine geradlinige
Fliiche vierter Ordnung, alle Frzeugenden der Fliiche bilden gleiche
Winkel mit der Axe, auf welcher die Mittelpunkte der Ellipsen
liegen.®)

Die Mittelpunkte der Ellipsen sind diejenigen homologen
Punkte der affinen Ebenen des Biischels, welche den kiirzesten
Abstand von einander haben.

7. Wenn die Gerade g der Bedingung unterworfen wird,
dass drei ihrer Punkte 4, B, C in festen Ebenen «, 8, p
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laufen, so beschreibt jeder andere Punkt D derselben ein.

Ellipsoid. Denn aus den vorstehenden Sitzen folgt sofort,
dass alle Lagen, welche der Punkt D in einer beliebigen
Ebene 0 des Raumes annehmen kann, eine Ellipse bilden.

Betrachten wir ¢ als Bestandteil eines riumlichen Systems
Z und bestimmen die Bewegung noch so, dass ein vierter
Punkt E von X auf irgend einer Fliche bleibt, so beschreibt
stets D das Ellipsoid. Aber da jetzt ¢ eine Gerade von X
ist, so bilden seine Normalen der Flichen aller Punkte von g
ein Hyperboloid; d. h. die Normalen von 4, B, C, D haben
hyperboloidische Lage.

Betrachten wir irgend eine Lage von g, fiir welche der
Punkt D in eine der Ebenen «, 8, p, z. B. in die Ebene «
fallt. Da A4 stets in « liegt, so liegt g ganz in «, daher muss
B ein Punkt der Geraden |e¢f| und C ein Punkt von |ayp]
sein, Wir erhalten daher alle Lagen von g, fiir welche D
in « liegt, wenn wir g so bewegen, dass B auf |a¢f]| und C
auf |ep| liuft. Dabei beschreibt aber D eine Ellipse, deren
Mittelpunkt im Schnittpunkt der drei Ebenen «, 8, p liegt.
Dasselbe ergiebt sich fiir die Ebenen $ und y, also folgt, dass
der Scheitel der von e, 8, y gebildeten Ecke der Mittelpunkt
des Ellipsoids ist; d. h.

Wenn sich eine Gerade so bewegt, dass drei Punkte der-
selben in drei festen Ebenen laufen, so beschreibt jeder andere
Punkt der Geraden ein Ellipsoid, dessen Mittelpunkt der Schwitt-
punkt der festen Ebenen ist. Die Normalen aller Ellipsoide
bilden in jedem Augenblick ein Hyperboloid.®)

Stehen im besonderen je zwei der Ebenen «, f8, ¢ senk-
recht auf einander, so sind sie die Hauptebenen eines jeden
Lllipsoids. Denn dann hat die in irgend einer der drei Ebenen
liegende Ellipse die Sehnittlinie mit den beiden anderen Ebenen
zu Hauptaxen, und zwar sind D4, DB, DC die Lingen der
Hauptaxen.

8. Wir betrachten wieder drei beliebige Ebenen o, 8, y.
Der Ort von D ist in jeder durch I gehenden Ebene die
Ellipse, in welcher die Ebene das Ellipsoid schneidet. Nun
existirt unter diesen Ebenen eine, J, welche das Ellipsoid be-
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rithrt; bestimmen wir daher die Bewegung von g so, dass die
vier Punkte 4, B, C, D in resp. e, f, p, 0 bleiben, so ist die
Bewegung der Geraden unmdglich. In diesem Falle bilden
die auf «, 8, y, 0 in 4, B, C, D errichteten Normalen ein
Hyperboloid, wihrend sie in allen anderen Fillen dies nicht
thun und ein Stralsystem bestimmen; es folgt demnach:

Sollen vier Punkte A, B, C, D einer Geraden sich in vier
festen Ebenen e, 8, p, 0 bewegen, so ist, wenn die Normalen der
Fbenen in den Punkten A, B, C, D hyperboloidische Lage haben,
die Bewegung unmoglich.’®)

Die Gerade g muss in diesem Fall derjenige Stral des
eben behandelten Stralsystems dritter Ordnung sein, welcher
die Ebenen des zugehorigen Ebenenbiischels in den Punkten
kiirzesten Abstandes trifft.
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Berichtigungen.

S. 2, 7. 11 v. u. les ¢ statt Cr,
. 13 ist hinter Z. 13 einzuschalten:
Zwel einander so zugeordnete ebene Systeme heissen quadra-
tisch verwandt ond die Punkte 0,,, O,,, O, resp. 0., O
0,,” ihre Hauptpunkte.
S. 59, Z. 12 v. u. lies im statt ein.
Die Figuren 7, S. 16 und 9, 8. 27 sind durch folgende Figuren zn
ersetzen:

b}

. ’
120 207

Tig. 9.
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