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In [3] wird die l\{enge

Z U  =  { z  €  Z ! 1 0  <  " ; (  k o  f ü r  i  =  7 , . . . , L , i r ,  =  r u }
r= l

für gegebene ko e N,sz (  N mit  su I  n.&o als Zustandsraum eines tr{arkovschen Ent-
scheidungsprozesses genutzt.

Das Bestreben diese tr{enge "zu ofdnen" (nach einer Halbordnung), so daß

- der Ilnterschied benachbarter \Iektoren "möglichst gering ist",

- die Summen der Quadrate der Komponenten kleiner wetden,

- Permutationen keine Rolle spie)en sollen

führt auf eine Verbandsstruktur von Partitionen ganzer Zahlen, was wir unten ausführljch
d arstellen.

Die zugehörige Halbordnung der Partitionen kann dabei als "\rerfeinerung" der Dominanz-
ordnung für Zahlenpartitionen angesehen werden.

Vg l .  dazu z .B .  ArcNon[1 ] :

Im Sinne der Dominanzordnung ist eine Partition zl der Zahl su unrnittelbarer Vorgänger
einer Partition z2 von su, falls ihre Summanden bis auf ein Paar "]",2|, mit denen von
z2 bis auf ein zJ" übereinst immen und gi l t  z!"  + z| ,  = zl"  (*0).Sind die Surnrnanden der
Größe nach geordnet (beginnend mit dem größten) so gilt, falls eine Partition 21 yort su
Vorgänger einer Partition

, ' -  ( r ? , " ' , z l ) i s t
i n

D  t l  S  D  t ?  Y n  =  I , ' . . , n .
r = 1  i = l

Folgerrdes Schema veranschaul icht beispielsweise die Dominanzordrrung für die Part i t ionen
von 5:

i. , _ _ r * ,

4 + t

3 + 1 +  r Ä r y 2 + 1
--\\

2 + 1 + 1

I
1 + 1 + l + 1 + 1

(Of fe r rbar  l ieg t  h ie r  ke in  \ re r l ia r rd  vor ,  da  das  In f i r ru r r r  z t t  \41  ) ,3  +  2 j  n ic l r l ,  ex is t ie r t . )

+ l



Die Dominanzordnung beinhaltet  auch, daß die Part i t ionen bzgl.  der Quadratsumrnen
ihrer Komponenten monoton geordnet sind.

Den Gedanken, daß

- der llnterschied benachbarter Partitionen "möglichst gering" sein soll (ohne Beach-
tung des Verhaltens der Quadratsummen),

beinhaltet die "Gray code" Ordnung. Sie geht für Partitionen ganzer Zahlen auf ein Pro-
blem von H. WIlr zurück und wurde von C.D. S.q,v.q.cr herausgearbeitet (vgl.[5]). \\tir
gehen später darauf ein.

Für die folgenden Darstellungen benutzen wir das Symbol

uli,lj.) = fidr u € 2".

Definition 1 Sei z € ZU. {z} bezeichnet die Menge uon llektoren, die durch Permutatio-
nen in z überJührt werden können. {z} wird als Pennutationunenge zu z bezeichnet.

Def ini t ion 2 Zwei uer-cchiedene Permutat ionsmengen {t t } , {r ' }  hei fen btnaclf tart ,  fal ls
C S

z t  e  { " 1 }  u n d  z t  e  { 2 2 }  s i b t  m i t  } i l
r = 1

unmittelbarer Nachfolger uon {zt} (bzut.
benutzt das Symbol {tt} -:-., {"'}.

,{ * r! | = t. Gitt l(z!), > l("?)2, heint {22}

{21} unmit telbarer iorgdng", ion {r2} )  und ntan

u'eicht wegen

Lemma I Seien 27 ,22 or. ts ZLI mit  r ' ,2 rL
dann unmittelbarer \lorgdnger rcn {22}, falls gilt

J i o , j o ,  " ! " 2  r J "  n  " 2 :  z | [ j " l i " ] .

Beu'eis: Ist die Bedingung aus Lemma l erfüllt, folgt sofort die Eigerrschaft aus
Defini t ion 2.

Inr umgekehrten Fal l ,  denke man sich (o.B.d.A.) zJ = 21. zt

Lt l  t ]  -  , : l  *-  1 nur in zrvei  Koordinaten von z1 ab:

zt = z1U,l  i . l  mit  f ,  )  jo und z!"  > z]"  + l .

I s t  z , l "  :  , ] "+ t :  . , .  =  " ] " *o  >  " ] "+o+r ,  so  ver tausc l rc  r r ran  z j , -  z : " -  1  rn i t  z j , *o (=  r l+ , ) .

lsL zl"  = r ] , - ,  = . . .  = r ]"-B < t ]"-B-r,  -so l 'ertausche nran t l "  = r ]"*  1 nr j t  "?"- p 1= r]") .

f ) ie Koordinaten sind dann der Größe nach geordnel, ;  die Eigenschaft  aus Lemrna I  gi l t .  n

Be isp ie l  1  Se i  ZU n i t  ko  =  4  unr l  su  =  70  gcgc f i tn ,  d .h . ,



Z U { r t }

{ ru }

Die unmit.telbarert

nornmen werden.

{fi)} {,n} {(i)}
{ ü ) } }

{(i)}
{(i)}

{(i)}
{(i)}

= { ,  { r ' }  = ,  { r t }

, { r u }  = ,  { t ' }

Vo rg ä n g e r / li a c hf oI g e rbe z ie hu n g e n können aus folgendenr Schema ent-

)

\

{ " ' }  =

,/

) )

{ ( ; ) }{(i){ ( ä ) }

( i

)t i))

(i))

''"'=ul[ i)
. /

{ " ' }  = a  r  d )
t .  j '

1 " 2 \  -
t "  ) -

Def in i t i on  3  E ine  Fo lge  uon  Pe rn tu to l t o , rTsn l€ rLgen  { r " } ,  { r ' r } , . . . , { t i , }  he i f l t  l i e t t e t  ,
fa l ls  für  bel iebiges S € {1 t .  . . ; r  -  1}  d ie Permutat ionsnle r tge {z ie}  ur tnüt te lbarer  l /orgönger
ps71 {2 i* t }  is t .  1z; ' }  r tennen u i r  Anfongsgl ied,  {z ; , }  Erdgl ied der  I ie t te.

Defini t ion  

 

{ to} hei f i t  I 'orgängtr l :on {2" ' }  b:ut.  {z ' ' }  lYochfolger t :on {zq},  fa\s es t ine
Kette mit  dem Anfangsgl ied {zq} urd cknt Endgl id {z ' ' }  gibt .
A[an benutzt das Syrnbol {zq}---* {r ' "}  (ugl .  auclr  Lenuno /) .

D e f i n i t i o n  5  B e z ü g l i c l t  e i n e r  t r l e n g e  Z T  - -  
{ { . , ' } . { t , ' }  , . . . , { r n , } }  g  Z t t  l t e i J i t  { 2 , ' }

k lc ins les  E l tn ten t ,  fa l l s  {z i ' }  *  { r t ' }  fü r 'q  =  2 , . . . , r  g i l t .  {z ; , }  l t r i f i t  b :g l .  ZT grö f i te -s
E lemerü ,  fa l l s  {z ;n }  -  { ; i ' }  fü , 'q  -  1 , . . . , r -  1  Gü l t igke i t  be .q i tz t .

Lemma 2  ZU be ,s i t z t  e i r L  k l e i r t sk : s  (o .B .d .A . { r t } )  t u td  t i r t  g röJ } te -s  (o .B .d .A .  { z ' } )  E le -
Tl t . ( :n l .  Darni t  g ibt  es zu jcde ' r  bel iebiQrn Pent tut r t t ionsTr lc t tge {"0}  e ZLI  e i r te  Ket te n ' t i t .
dun Anfor tgsgl ied {zr}  ud dcnt  hLdgl icd {z ' } .

r so r r s t  r r r e i s t  a l s  max ima le  l i c t t e  bczc i c l r r r e t ,  r , g l .  e t r r ' a  [ : l ]  ode r  [ 6 ]



Zum Beweis vgl .  [3]  Lemma 4.6.
Bei Beispiel  1 ist  {21} kleinstes und {27} größtes Element.

Definition 6 Eine Kette mit dem Anfangsglied {21} und dem Endglied {z'} heiflt l[ini-
malkette, wenn sie höch-stens genou so uiel Pennutation-emengen un{aut, u,ie irgendeine
Kette mit demselben Anfangs- und Endglied.

D e f i n i t i o n  7  E i n e  h - c t t e  { z ; t } , 1 r ' r } , . . . ,  { z i , }  m i t  d c r  E i g t n s c h a f t  z i o  =  2 i r - ' [ j . l i . )  f ü r
ein io mit  z lo-t  = max{r jn- '  l  r ' .n-t  > , : ' }  und ein j ,  mit  , ' iZ- '  = min{zi ' - '  |  " i ' - '  < , i ' }

(q = 2, '  ' ' ,  r )  hei f l t  Hauptminintalkette.

Bei Beispiel  1 sind für das Anfangsgl ied {r t}  und da,s Endgl ied {27} die Ketten {23},{26},{27}
sowie {23},  {"n},{r ' }  l \ { in imalketten. Die letztere ist  auch Hauptminirnalkette.

Lemma 3

a) Die Hauptrninimalkette i-ct ll inimalkette.

b) Eine tr,linimalkette mit dem Artfartgsgtid {z;'} und de m Endglied {zi,} besteht ous

i \  r  4 '  
-  " ' j ' |  * 7  P e r m u l a t i o n s m c n g e n ,  u c t b e i  r l 2  r L 2 . . . 2  r t ,  f ü ,  I  =  i t , i ,

gel te.

{zin} gehört genau dann zu irgendeiner Alinirnolkttte n'üt obigent Anfangs -und End-
gl ied, wenn lür eine Perrnulat ioTr zin ous {zi ' }  gi l t

bzw,

,'.1

- i to j

< z t o {

> r 1 n )

_ r r  l . . l l ^  _ r t  z  _ r r
a ;  .  , U r a J  . :  \  Z l

J _ J

t': . falts zi.' ) :i,'
J J

e.s I

ist.

Beweis: Durch Bi ldung eines unmittelbaren Nachfolgers {z?z} r 'on {z ' t }  r 'erkleinert  s ich
die Zahl tT l  " ' i '  -  r j '  l  *  l  of fenbar für /  = 2 höchstens um l  gegenüber /  :  1.  Ahnl i .h

w ie  im Lemma 1  kann man o .B.d .A.  davon ausgehen,  daß d ie  Komponenten  von: i ,  der
Größe nach arrgeordnet sind, und das \rerfahren läßt sich fortgesetzt deuken.

D a m i t  e r r l h ä l t  e i r r e  K e l t e  r r r i l  A r r f a r r g s g l i c d  { : " 1 u r r d  E r r d g l i e d  { t u ' }  n r i n d c s t e r r s

Lt |  " ' i '  -  t ' i '  |  + f  Pcrrnutat ionsi l tengen. O{Ienbar urnfaßt die Hauptmininralkette
l

1f  t  , ' r '  -  , l '  |  +  1  Permuta t ionsr r rc r rgen.  S ie  i s t ,  darn j t  \ { in ima lke t te ,  und a)  und der
J

erste Tei l  von b) sind ber, , ' iesen.

IJes i tze  nun {z in }  d ie  E igenschaf t  aus  Lernu ' ra  3b)  u r rd  se i  o .B .d .A .  . ;n  >  . in  >  . . .  >  , i i .
f )urch Zusarntr ietr fügerr eincr Jr l i r i rnalkctte rni t  dern Anfangsgl ied { .2 'r}  urrd denr Endgl ied

{z'e} sor i ' ie einer I ' { in inra. lkette rni t  denr Arrfangsgl ied {zie} i rnd dern Endgl ied {zt ' }  erhält
n rau  e inc  Ke l te  mi t

l t y  l z i ' - z ' n l  + l + 1 5 -  I r i o - : i ,  l  = 1 5 -  I . - i ' _ . i ,  1 +  t2 4  t * J  - t  |  |  r  I  Z 4  t - t  . j  |  -  
) / _  t - 1  - )  |  1

J J J
( . )



Permutat ionsmengen, also eine l{ in imalkette mit  dem Anfangsgl ied {2"} und dem End-

gl ied {zi ' } .

Gi l t  die Eigenschaft  aus Lemma 3b) für ein {zio} nicht,  steht anstel le der Gleichung (*) ,

eine entsprechende tlngleichung mit den Rela,tionszeichen >, wie einfache Rechnungen mit
Beträgen zeigen. Es läßt sich eine Kette mit nur iD | "" - "t, | * 1 Permutationsmengen

finden. tr

Ob eine Permutationsmenge Vorgänger oder Nachfolger einer anderen ist, kann man an-

stelle über Definition 5 auch nach dem folgenden Lemrna überprüfen.

Lemma 4 ( l r fuirhead 1903, l lg l .  i "  [4]  Abschnit t  5.D.) Seten {r"} ,{z i ' }  uerschiedene
Permutationsmengen mit zl >_ ztr 2 . . .>_ zt^ für I = i1,i,.

Es gi l t  {z i t }  -----+ {zi ' }  genau dann, utenn

n 6

L ," ; t  > D t ' ; '  fü,  n = 7,.  .  .  ,n (äquiualent damit
j = 7  -  j = l  '

n

D Q ' ; '  -  z i ' )  > _ 0  f ü r  n  =  7 , . ' . , n )  g i l t .
i = 1

\\/ie wir eingangs feststellten, sind für die Dominanzordnung, vgl. [1], solche Ungleichungen
nur notwendig (hier auch hinreichend).
Bei vielen anderen mathematischen Fragestellungen spielen solche Ungleichungen ebenfalls
eine wicht ige Rol le,  vgl .  dazu z.B. [a] .  Vgl.  auch [2].

B e t ' e i s : S i n d { z i e } , { z i o * , 1 m i t 1 s q < r u n d o . B . d . A . " \ 2 ' L > . . . > � � � � � � � � � � � � �
zrvei aufeinanderfolgende Permutationsmengen einer Kette rnit dem Anfangsglied {z't } und
dem Endglied {zt'}, so gilt offenbar

i n

L r ' i  2  L t ' , ,n* t  für  n  = 7, .  . ' ,  ?r .
j = l  "  j = 7  "

Die lJngleichung läßt sich dann fortsetzen, so daß f , ' , '  > f , i '  für lr  = 1, " ' ,  n gi l t .
j =7  "  j = \  '

Gil t  umgekehrt  die Ungleichung aus Lernma 4, können rvir  o.B.d.A. davon ausgehen, daß

t ' j t  = " t j '  f ü r  j = o r ' " ' 0 ,  o ) 0 2 ,

t ' J + B + i  2 z ' J + B + i  f ü r  j = 0 , . . . , ' ) ' ,  7 > 0 3

"J*ru*-r+, 1 ", i*B*-.,*, ' ' ' ist '

2o =  0  bzw.  "y :0  bedeute t ,  daß so lchc  Gle ichunger r  r r i ch t  au f t rc tcn  brauc l re r r .
t  - d i t o -



Wir setzen

z i '  =  " i ' l a  +  0 * l  *  r  I  o  + d J .

Die Komponenten von zi' sind dann auch der Größe nach geordnet, und bzgl. ziz und zi.
gilt auch

n A

Dt' ; '  ) -  D" 'n '  für n = l t" 'stu.  Wir können fortsetzen und erhalten schl ießl ich eine
j =7  '  j =7  -

Ket te  mi t  dem Anfangsg l ied  {z t ' }  und dem Endg l ied  {z i ' } ,  d .h . ,  {z i ' }  i s r  Nachfo lger  von
{ " " } .  D

Lemma 5 ([4J, Abschnitt 1.8.) Ergänztman Del. 4 (und Def. f ), so dafl jede permuta-
tionsmenge mit sich -celbst in Relation ------+ steht. Dann ist Relation ------+ angeuendet auf die
Permutationsmengen eine Halbordnung (was durch ({ZU},-) symbolisiert uerden soll).

Beweis:
Die Transitivität folgt einfach über Definition 4 (oder Lemrna 4).
Aus Lemma 4a ergibt s ich für Permutionsmengen {r"} ,{r , r} ,  für die gleichzeit ig

n n i n

L r ' i '  2  D t ' i '  f ü r  n  =  7 ; . . ' , f r  b z w .  D r ' ; r  2  L r ' ; t  f ü r  n  =  1 , . . . , T  g i l t ,  d a ß
j = 7  '  j = l  '  j = t  '  j = t  '

sie nicht verschieden sein l<önne.n, sondern übereirrst immen (Ant isymmetr ie).  N{an beginne
dazu bei n = 1, \4 'oraus zl t  = " l '  fo lgt  und setze mit  n = 2r3,. . . ,  n in analoger \ \ le ise fort .

Satz 6z ({ZU}, *)  ist  ein Verband.

Beweis:
S e i e n { z ' i } , . . . , { z ' ' } g e g e b e n , u , o b e i ' i , 2 , ' | > . . . > � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Nach der Vorschrift

Z t  z  :  m a x { z ' r t  l ,  =  1 , . . .  r r } ,
;  ; - 1

Z j  i  : n a x {  |  : ' l  l l  = 1 , ' . . ,  r }  -  D Z ;  f ü r  j  = 2 , ' . . , r t .
i = l  A = 1  

-

rvird offenbar ein \/orgänger bzgl. eines jeden ;ir gcbildet (vgl. Lemma 4).

Da i rgendein \ /orgänger {z}  nt i t  z1 )  z2 )  . . .> zn von a l len Permutat ionsutengen

{ z i t } , t  -  1 , . . . , r  d e r  B o d i n g u n g  f  , o  < r n u " {  f  : f  l t  =  1 , . . . ,  , }  =  f  z ;  f ü r
A = l  k = l  k = l  

'

j  =  7 , " ' ,2  gen i igen rnuß,  i s t  {g }  das  In f inun ' t  as  {z i '  } , ' . ' ,  { z i ' i .  1 l rg t .  zu  den Begr i f len
Verband, Inf imum bzw. Suprenrum für Elernente eines \ /erbandes z.B. [6] .)

Das Suprernurn {z} erhält  man naclr  der \ /orsc}rr i f t
2 1  : =  n r i n { z j t l l =  1 , . ' . , r ) ,

J  j - l

t j  : = r n i n l D r ' i  l / =  1 , " . , r )  *  L z i  f ü r  j  = 2 , . ' . , n .

aE i l r e  
e i r r ze l r r e  Pe rmu ta l i o r r sn l enge  i s t  au r : h  e i ne  Ke t t c

ü



j  j - l

Z ;  :  =  m i n { D r ' i  l / =  1 , . . - , r }  -  D Z i  f ü r  i  = 2 ,
&=l  &=1

Eigenschaften des Verbandes ({ZU},------)  :

tr) n .

a) Die Jordan-Dedekind-Bedingungen (vgl .  z.B. [6])  gi l t  i .a.  nicht (vgl '  Beispiel  1).

b) Lemma 3 trägt mit zur Charakterisierung des Verbandes bei.

c) Ist das Infimum {z} zweier Permutationsrnengen {21} und {22} unmittelbarer Vorgänger
von {21} und {22},  soist  das Supremum von {zr}  und {22} unmit telbarer Nachfolger

von {21} und {22} und umgekehrt .  (Der Berveis erfolgt  unten)

d) Bildet man in folgender \\'eise einen ungerichteten Graphen:
Jeder Permutat ionsmenge aus {ZU} wird ein Knotenpunkt zugeordnet,
zrvei  Knotenpunkte werden durch eine Kante verbunden, fal ls die eutsprechenden
Permutat ionsrnengen benachbart  s ind,
sog ib t  es fü r  d ie  Spez ia l fä l le  n  = .su  (außern= 6und k ,  -  4 )  bzw.  f ro  =  -su  e ine

Harniltonsche Linie zrvischen kleinsten und größten Element. Vgl. dazu die Arbeit
"Gray Code Sequences of Part ions" von C.D. Savage, [5] .

Im Beispiel 1 gilt weder su = n, noch ko = sa. Hier gibt es irn zugehörigen ungerichte-
ten Graphen keine Hamil tonsche Linie zwischen {zr}  und {27}.  AlJerdings f indet man

andere  Hami l tonsche L in ien ,  da  {21}  -  { t ' }  -  { ru }  -  { t ' }  -  { t t }  -  { tn }  -  { t ' }  -  { t t }
ein Hamiltonkreis ist.

(Berveis der Eigenschaft  c):
Se ien  d ie  Komponenten  von z rz7 ,z2  o .B .d .A.  der  Größe nach geordnet ,  vg l .  auch
Lemma 1 .

Du {a} unrni t telbarer Vorgänger von {zt}  und {22} ist ,  gibt  es zo )  Zp * 1 sorvie

i., ) zo * 1 und ,1 = zl0 | a] bzrv. z2 = 1-1611l.

Inr Fal l ,  daß die Indizees a,f  ,^1,6 paar*eise verschieden sind, ist  of lenbar {z} mit
2  =  z 1 [ 0  I r ]  =  , ' [ P  I o ]  d a s  S u p r e m u m  v o n  { 2 1 } , { r ' } ,  d a s  a u c h  E i g e n s c h a f t  c )
erfüllt.

Die Fäl le a = ' t (0 f  6) sou' ie p = 6(a I  1 ')  entfal len, da l i ier {a} nicht das Inf i rnurrt
von  {21} , { r ' }  i s t ,  sorder r r  { r t }  oder  {22}  se lbs t .

Inr Fal le 0 : ' ' t  (analog 6 = a) ist  { ; }  rni t  i  = z16 |  o]  :  r t [6 |  !3]  :  z2lB I  o)

Suprenrum von {21} , { r ' }  ( "g1 .  z .B .  d ie  Vorschr i f t  in r  Berve is  z t  Satz  6 ) ,  das  der
Digenschaft  c) genügt.

Dcr Schluß r 'om Supreurum als unrni t telbalen Naclr folger von {r t} ,1r ' }  auf da.s l t r-
f i rnurn als unmit telbaren Vorgänger erfolgt  analog. D)
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