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In [3] wird die Menge

z; = su}

o8

ZU ={2€ 23 |0< 2 <k, fiiri=1,---,n,

=1

fir gegebene k, € N,su € N mit su < n -k, als Zustandsraum eines Markovschen Ent-
scheidungsprozesses genutzt.

Das Bestreben diese Menge "zu ordnen” (nach einer Halbordnung), so daf}
- der Unterschied benachbarter Vektoren "maglichst gering ist”,
- die Summen der Quadrate der Komponenten kleiner werden,

- Permutationen keine Rolle spielen sollen

fiihrt auf eine Verbandsstruktur von Partitionen ganzer Zahlen, was wir unten ausfiihrlich
darstellen.

Die zugehérige Halbordnung der Partitionen kann dabei als ”Verfeinerung” der Dominanz-
ordnung fiir Zahlenpartitionen angeselien werden.

Vgl. dazu z.B. AIGNER[1}:

Im Sinne der Dominanzordnung ist eine Partition z! der Zahl su unmittelbarer Vorgénger

einer Partition 22 von su, falls ihre Summanden bis auf ein Paar 2] z}l mit denen von

107
z? bis auf ein z? {bereinstimmen und gilt 2} + z} = 22 (40). Sind die Summanden der
Grdfle nach geordnet (beginnend mit dem gréfiten) so gilt, falls eine Partition z; von su
Vorgdnger einer Partition

22 = (22,--+,2%) ist

i 7

Yo <y va=1,-n

1=1 =1

Folgendes Schema veranschaulicht beispielsweise die Dominanzordnung fir die Partitionen
von 5:
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3+1+41 /2+2+]

\\\ /

2+1+41+41
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(Offenbar liegt hier kein Verband vor, da das Infinum zu {4 4 1,3 + 2} nicht existiert.)



Die Dominanzordnung beinhaltet auch, dafi die Partitionen bzgl. der Quadratsummen
ihrer Komponenten monoton geordnet sind.

Den Gedanken, daf§

- der Unterschied benachbarter Partitionen "méoglichst gering” sein soll (ochne Beach-
tung des Verhaltens der Quadratsummen),

beinhaltet die "Gray code” Ordnung. Sie geht fiir Partitionen ganzer Zahlen auf ein Pro-
blem von H. WILF zuriick und wurde von C.D. SAVAGE herausgearbeitet (vgl.[5]). Wir
gehen spéter darauf ein.

Fiir die folgenden Darstellungen benutzen wir das Symbol
v; fir @ # 1,,1 £ 7,

v[io]do) = < vi, + 1 fir v € Z™.
v, — 1

Definition 1 Sei z € ZU. {z} bezeichnet die Menge von Vektoren, die durch Permutatio-
nen in z uberfihrt werden kénnen. {z} wird als Permutationsmenge zu z bezeichnet.

Definition 2 Zwei verschiedene Permutationsmengen {z1}, {2%} heiffen benachbart, falls
es

2l € {21} und 2! € {2?} gibt mit %f:[ zif — 2| = 1. Gilt T(21)? > T(22)2, heifit {2)
1=1 t 1

unmittelbarer Nachfolger von {2'} (b_zw. {z'} unmittelbarer Vorginger von {z%}) und man
benutzt das Symbol {2'} — {z?}.

Lemma 1 Seien 2,22 aus ZU mit z} > 24 > ... > 2l firl=1,2 gegeben. {21} ist genau
dann unmitielbarer Vorgdinger von {22}, falls gilt
di,, 7, : 21-20 > 212-0 A 22 = 2 [5,] 45).

Beweis: Ist die Bedingung aus Lemma 1 erfiillt, folgt sofort die Eigenschaft aus
Definition 2.

Im umgekehrten Fall, denke man sich (0.B.d.A.) 27 = 2'. 2! weicht wegen

251z} = 2]| =1 nur in zwei Koordinaten von 2! ab:
1

=21 []ol io} mit 7, > Jo und zzla > zjlo +1

R T TR | 1 . . I .1 ol _ .1
Ist 2, = 2z 43 = "= 2 4a > 2 4q41, 50 vertausche man z; = 2z —1mit 2{_, (= 2z} ).
11 _ 1 1 ! 1 2 1
-1 1 ‘e d 1 s rertaus : = ol - — 4
Istz) =2z, ;= = z; 5 <2 _p_;,s0vertausche man z;, =z, +1mitz; ~f (= LJO).

Die Koordinaten sind dann der Grofie nach geordnet; die Eigenschaft aus Lemma 1 gilt. O

Beispiel 1 Sei ZU mit k, = 4 und su = 10 gcgeben, d.h.,
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Die unmittelbaren Vorginger/Nachfolgerbeziehungen kénnen aus folgendem Schema ent-
nommen werden.
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Definition 3 Fine Folge von Permutationsmengen {2}, {22}, {2} heifit Kette ! ,
falls fir beliebiges g € {1,---,7 — 1} die Permutationsmenge {z%} unmittelbarer Vorginger
von {z'¢t1} ist. {21} nennen wir Anfangsglied, {z'*} Endglied der Kette.

Definition 4 {29} heifit Vorgdnger von {z*} bzw. {z*} Nachfolger von {29}, falls es eine
Kette mit dem Anfangsglied {29} und dem Endglied {z¥} gibt.
Man benutzt das Symbol {29} — {z} (vgl. auch Lemma 4).

Definition 5 Beziglich ciner Menge ZT = {{z91},{z2},---,{2"}} C ZU heifit {z"}
kleinstes Element, falls {1} — {z'¢} fir ¢ = 2,---,7 gilt. {z™} heift bzgl. ZT gréfites
Element, falls {z'} — {z%} fir q=1,---,7 — 1 Giltigkeit besitz1.

Lemma 2 ZU besiizt ein kleinstes (0.B.d.A. {z'}) und ein gréftes (0.B.d.A. {z"}) Ele-
ment. Damit gibt es zu jeder belicbigen Permutationsmenge {29} C ZU eine Kette mit
dem Anfangsglied {z'} und dem Endglicd {27}.

sonst meist als maximale Kette bezeichnet, vgl. etwa [2] oder (6]



Zum Beweis vgl. [3] Lemma 4.6.
Bei Beispiel 1 ist {2!} kleinstes und {z7} gréBtes Element.

Definition 6 Fine Kette mit dem Anfangsglied {z'} und dem Endglied {z"} heifit Mini-
malkette, wenn sie héchstens genau so viel Permutationsmengen umfafit, wie irgendeine
Kette mit demselben Anfangs- und Endglied.

Definition 7 FEine Kette {21}, {2%2},---, {2} mit der Eigenschaft 2'e = z'a=1[j, | 1,] fiir

€in i, mit z297" = max{z;*" | 2*" > 2!"} und ein j, mit 287 = min{z 7 | 2770 < 27}
o ° 1

(g=2,---,7) heifft Hauptminimalkette.

Bei Beispiel 1 sind fir das Anfangsglied {23} und das Endglied {27} die Ketten {23}, {2%}, {27}
sowie {23}, {z%}, {27} Minimalketten. Die letztere ist auch Hauptminimalkette.

Lemma 3
a) Die Hauptminimalkeite ist Minimalkette.
b) Eine Minimalkette mit dem Anfangsglied {z'} und dem Endglied {z'r} besteht aus
%Z | zj-‘ - z;’ | + 1 Permutationsmengen, wobei zi > 2 > ... > 2l fir 1= 1iy,4,
gelJtG.

{29} gehért genau dann zu irgendeiner Minimalketle mit obigem Anfangs -und End-
glied, wenn fir eine Permutation z' aus {29} gilt

11 iq ir 11 iy

B . . >, . S
't <z <z7, falls it <zt

. s Gley i R
bzw. 2t 220 > 2 falls 2t 2z st

Beweis: Durch Bildung eines unmittelbaren Nachfolgers {z%2} von {21} verkleinert sich
die Zahl %E | 2;-‘ -z | +1 offenbar fiir [ = 2 hochstens um 1 gegeniiber I = 1. Ahnlich
J

wie im Lemma 1 kann man o.B.d.A. davon ausgehen, daBl die Komponenten von z%2 der
Grofle nach angeordnet sind, und das Verfahren 1dfit sich fortgesetzt denken.

Damit enthélt eine Kette mit Anfangsglied {1} und Endglied {z""} mindestens
%Z | 2 =2 | + 1 Permutationsmengen. Offenbar umfaBt die Hauptminimalkette
7

I zj—‘ - z;’ | + 1 Permutationsmengen. Sie ist damit Minimalkette, und a) und der
J

erste Teil von b) sind bewiesen.
Besitze nun {z'¢} die Eigenschaft aus Lemma 3b) und sei 0.B.d.A. 2§" > z;_" > 2>z
Durch Zusammenfiigen einer Minimalkette mit dem Anfangsglied {271} und dem Endglied

{27} sowie einer Minimalkette mit dem Anfangsglied {z%} und dem Endglied {27} erhalt
man eine Kette mit
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Permutationsmengen, also eine Minimalkette mit dem Anfangsglied {21} und dem End-
glied {z*r}.

Gilt die Eigenschaft aus Lemma 3b) fiir ein {z'¢} nicht, steht anstelle der Gleichung (*),

eine entsprechende Ungleichung mit den Relationszeichen >, wie einfache Rechnungen mit

Betrdgen zeigen. Es 148t sich eine Kette mit nur %Z | 221 — 2*7 | +1 Permutationsmengen
J

finden. o

Ob eine Permutationsmenge Vorginger oder Nachfolger einer anderen ist, kann man an-
stelle iber Definition 5 auch nach dem folgenden Lemma iberpriifen.

Lemma 4 (Muirhead 1903, Vgl. in [{] Abschnitt 5.D.) Seien {z"},{z""} verschiedene
Permutationsmengen mit z{ > zé > > z,l1 fir l = iy, 1.

Es gilt {1} — {z''} genau dann, wenn

: o
z} > Y27 fir a=1,---,n (dquivalent damit

Wie wir eingangs feststellten, sind fiir die Dominanzordnung, vgl. [1], solche Ungleichungen
nur notwendig (hier auch hinreichend).

Bei vielen anderen mathematischen Fragestellungen spielen solche Ungleichungen ebenfalls
eine wichtige Rolle, vgl. dazu z.B. [4]. Vgl. auch [2].

Beweis: Sind {z%},{z%*1} mit 1< g<rund 0.B.d.A. 2} > 2 > ... > 2 fiir I = tg, Ig+1
zwei aufeinanderfolgende Permutationsmengen einer Kette mit dem Anfangsglied {21 } und

dem Endglied {z'r}, so gilt offenbar

n . n .

‘lq 1q+1 . =
22412 Yz fir n=1,---,n.
i=1 i=1

Die Ungleichung 148t sich dann fortsetzen, so dafBl Zz;-l > > z;’ fir m=1,---,n gilt.
1=1 7=1

Gilt umgekehrt die Ungleichung aus Lemma 4, kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dafi

=z fir j=0,---,q, a > 02,

z’l — e = Zil
a+l T — “a+s8

fir >1
und 2z, >z, fir ]'—_-1,"',/9} Pzl

Zotpri 2 Zagpy T0r =09, 200

1

.,i] T . e
Zatfivtl < Zatpit st

20 = 0 bzw. v = 0 bedeutet, daf solche Gleichungen nicht auftreten brauchen.
3 .
- dito -



Wir setzen
72 =2+ B+y+1]a+8

Die Komponenten von 22 sind dann auch der Gréfie nach geordnet, und bzgl. 2z und z'r
gilt auch

n . n .
>z 2 yzy fir @ =1,---,n. Wir konnen fortsetzen und erhalten schlieBlich eine
1=1 7=1

Kette mit dem Anfangsglied {z"} und dem Endglied {z*"}, d.h., {z*} ist Nachfolger von
{z"}. o
Lemma 5 ([4], Abschnitt 1.B.) Erginzt man Def. | (und Def. ), so daff jede Permuta-

tionsmenge mit sich selbst in Relation — steht. Dann ist Relation — angewendet auf die
Permutationsmengen eine Halbordnung (was durch ({ZU}, — ) symbolisiert werden soll).

Beweis:
Die Transitivitdt folgt einfach iber Definition 4 (oder Lemma 4).
Aus Lemma 4a ergibt sich fiir Permutionsmengen {2%}, {22}, fiir die gleichzeitig

oo . noo. .
i 2 e = in B el = .
23 2 2z fur n=1,---,n bzw. 2272 sz fir n=1,---,n gilt, daB
=1 71=1 J=1 J=1
sie nicht verschieden sein konnen, sondern iibereinstimmen (Antisymmetrie). Man beginne

dazu bei 7 = 1, woraus z;" = 212 folgt und setze mit 7 = 2,3,---,n in analoger Weise fort.

Satz 6: ({ZU},—) ist ein Verband.

Beweis: . .
Seien {2'1},---,{2"} gegeben, wobei 2{' > 2! > --- >z fiir n = 1,- -+, r gelten moge.

Nach der Vorschrift
zy:=max{z} |l=1,---,7},

i o1
zit=max{> 2 |I=1,---,1} - 2z, fir 7=2,-.-/n
k=1 k=1

wird offenbar ein Vorgénger bzgl. eines jeden z't gebildet (vgl. Lemma 4).

Da irgendein Vorgénger {z} mit z; > 23 > --- > z, von allen Permutationsmengen
: . J I J ..
{z%},1=1,--+,7 der Bedingung ) zx <max{Y} z!|I=1,---,7} = > z; fir
k=1 k=1 k=1

j =1,---,n geniigen muf, ist {z} das Infinum zu {z"},---,{z"}. (Vgl. zu den Begriffen
Verband, Infimum bzw. Supremum fiir Elemente eines Verbandes z.B. [6].)
Das Supremum {z} erhdlt man nach der Vorschrift

Zy = min{z;" {l=1,---,7},

i =1
Zir=min{ gl |[I=1,--,r}) - ¥z fir j=2,--- n. O
k=1 k=1

*Fine einzelne Permutationsmenge ist auch eine Kette



i i1
Zir=min{ Yz |[I=1,---,r} = Y% fir j=2,---,n o
k=1 k=1
Eigenschaften des Verbandes ({ZU},—):
a) Die Jordan-Dedekind-Bedingungen (vgl. z.B. [6]) gilt i.a. nicht (vgl. Beispiel 1).
b) Lemma 3 trdgt mit zur Charakterisierung des Verbandes bei.

c) Ist das Infimum {2z} zweier Permutationsmengen {z'} und {22} unmittelbarer Vorganger
von {z'} und {z?}, so ist das Supremum von {z'} und {z?} unmittelbarer Nachfolger
von {z'} und {z?} und umgekehrt. (Der Beweis erfolgt unten)

d) Bildet man in folgender Weise einen ungerichteten Graphen:
Jeder Permutationsmenge aus {ZU} wird ein Knotenpunkt zugeordnet,
zwei Knotenpunkte werden durch eine Kante verbunden, falls die entsprechenden
Permutationsmengen benachbart sind,
so gibt es fiir die Spezialfille n = su (aufler n = 6 und k, = 4) bzw. k, = su eine
Hamiltonsche Linie zwischen kleinsten und grofiten Element. Vgl. dazu die Arbeit
"Gray Code Sequences of Partions” von C.D. Savage, [5].

Im Beispiel 1 gilt weder su = n noch k, = su. Hier gibt es im zugehorigen ungerichte-
ten Graphen keine Hamiltonsche Linie zwischen {2'} und {z7}. Allerdings findet man
andere Hamiltonsche Linien, da {21} — {23} = {28} = {27} = {z°} — {1} - {¥} = {z"}
ein Hamiltonkreis ist.

(Beweis der Eigenschaft c):
Seien die Komponenten von z,2!, 2% 0.B.d.A. der GroBe nach geordnet, vgl. auch
Lemma 1.

Da {z} unmittelbarer Vorginger von {z'} und {22} ist, gibt es z, > z5 + 1 sowie
z, > zg+1und 2' = z[B | o] bzw. 2% = z[§ | 7]

Im Fall, daB die Indizees a, (3, 7,6 paarweise verschieden sind, ist offenbar {Z} mit
z =26 | y] = 2YB | o] das Supremum von {z'},{z?}, das auch Eigenschaft c)
erfullt.

Die Fille @ = v(8 # 6) sowie § = é(a # 7) entfallen, da hier {z} nicht das Infimum
von {z'}, {z?] ist, sondern {z!} oder {22} selbst.

Im Falle 3 = + (analog & = a)ist {Z} mit 2 = z[6 | a] = 2'[6 | 8] = 2?[8 | o]
Supremum von {z'}, {22} (vgl. z.B. die Vorschrift im Beweis zu Satz 6), das der
Eigenschaft c) geniigt.

Der Schluf vom Supremum als unmittelbaren Nachfolger von {z'},{z?} auf das In-
fimum als unmittelbaren Vorginger erfolgt analog. 0)
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