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Einleitung.

Das Problem der Drehung eines starren Korpers um einen festen
Punkt ist fiir den einfachsten Fall, wo keine #ulseren Kriifte wirken,
seit der Mitte des 18. Jahrhunderts von einer Reihe hervorragender
Mathematiker behandelt und namentlich durch die Arbeiten von Euler,
Lagrange, Poinsot, Poisson und Jacobi wesentlich geftrdert
worden. Seit den {fiinfziger Jahren des vorigen Jahrhunderts schien
das Problem so gut wie erledigt, bis im Jahre 1880 W. Hels den
Nachweis fiihrte, dals die schinen aus dem Jahre 1834 stammenden
Untersuchungen von Poinsot, durch welche insbesondere die geome-
trische Seite des Problems in anschaulichster Weise entwickelt wurde,
in einem wichtigen Punkte der Verbesserung bediirftig seien.’) Dies
erscheint besonders deshalb bemerkenswert, weil der erwiihnte Fehler
der Poinsotschen Darstellung?) trotz ihrer grofsen Verbreitung fast
ein halbes Jahrhundert unbeachtet geblieben und inzwischen sogar in
die Lehrbiicher der Mechanik tibergegangen war; und es ist daher
auch begreiflich, dafs durch jene Entdeckung, die wenige Jahre spiiter
anch noch von anderer Seite gemacht wurde®), die Beschiftigung mit

' dem Problem der Drehung eines kraftfreien starren Korpers einen
neuen Anstofs erhielt.

1) Vgl. W. Hels, Das Rollen ciner Fliche aweiten Grades auf einer in-
variablen Ebene. Tnauguraldissertation. Miinchen, 1880.

2) Vgl. unten 8. 35.

8) Vgl die weiter unten zitierten Arbeiten von De Sparre.

1%
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4 Die Drehung eines kraftfreien starren Kdrpers um einen festen Punks.

Erster Abschnitt.
Der Polhodiekegel und der Herpolhodiekegel. Die beiden Polwege.

Wie in den Elementen der Kincmatik gezcigt wird, lafst sich jede
belichige Bewegung eines starren Kirpers um einen festen Punkt O
fiir jedes Zeitelement auffassen als einc Drchung um eine gewisse,
durch den festen Punkt gehende Axe, die sogenannte instantane
Drehaxe des Kérpers. Diese Axe wechselt freilich, worauf auch ihr
Name hindeuten soll, von Augenblick zu Augenblick ihre Lage, und
zwar in doppelter Weise. Iinmal verlegt sie bestindig ihren Ort in
dem starren K8rper und beschreibt also, da sie dauernd durch den
festen Punkt O hindurchgehen mufls, eine i dem starren Korper
liegende Kegelfliche, die den Punkt O zom Scheitel hat. Andererseits
aber fithrt sie gleichzeitiy auch eine Bewegung in Besug auf ein im
Raume festliegendes System aus und durchlinft sowit vine zweite
Kegelfiiche, welche ihre Lage im Raum beibehiilt und ihren Scheitel
ebenfalls im Punkt O hat. Beide Kegelflichen berithren cinander jeden
Augenblick lings einer Erzeugenden, und diese Erzeugende ist eben
die instantane Drehaxe. Dreht sich der starre Kirper um sie auch
nur wunendlich wenig, so kommt dadurch eine andere Erzeugende des
ersten Kegels mit einer solchen des zweiten in Berfihrung und wird
so filr den nichsten Moment zur Drehaxe des Kérpers. Wihrend
einer endlichen Bewegung des starren Kérpers rollt also der erste
Kegel, ohne zu gleiten, auf dem zweiten ab.

Um bei einem speziellen Rotationsprobleme auf Grund der dyna-
mischen Differentialgleichungen die Gestalt der beiden Kegel und zu-
gleich fir jeden Augenblick die Geschwindigkeit nnd den Sinn des
Abrollens ermitteln zu kdnnen, bedient man sich zweier gleichstimmiger
rechtwinkliger Koordinatensysteme, eines Systems z, y, 2, welches wit
dem starren Korper fest verbunden ist und also an der Bewegung des
Korpers Teil nimmt, und eines Systems 1, 2, 3, das absolut fest im
Raume liegt. [iir beide Koordinatensysteme wiihlt man den festen
Punkt O zum Anfangspunkt, fiir das bewegliche System «, ¢, # iiber-
dies am besten die Haupttrigheitsaxen des Kiorpers in Bezug auf den
Punkt O zu Koordinatenaxen.

Denkt man sich, es sei gelungen, die beiden Kegel zu bestimmen,
und kennt man aulserdem fiir irgend einen Augenblick die Lage des
ersten Kegels gegen den zweiten, so kann man sich bereits ein voll-
stindiges Bild von dem viinmlichen Gange der Bewegung des Korpers
verschaffen,
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Von Hervazy Grassyann. B

Tm indes diese Bewegung auch ihrem zeitlichen Verlaufe nach
verfolgen zu konoen, mufs man auch noch die Winkelgeschwindigkeit
ermitteln, mit welcher der Korper in jedem Augenblicke um seine
instantane Axe rotiert, und den Simn, in dem diese Rotation erfolgt.
Zur anschaulichen Durchfiihrung dieser Aufgabc pflegt man die Grolse
der Winkelgeschwindigkeit durch eine Linge bildlich darzustellen, die
man von O aus auf der zugehrigen Erzeugenden der beiden oben
beschrichenen Kegel abtrigt, und zugleich den Sinn der Drehung da-
durch zu kennzeichnen, dals man diese Abtragung auf demjenigen
Halbstrahl jener Erzeugenden vornimmt, um welchen herum die Drehung
in positivem Sinne exfolgt. Positiv soll dabei der Sinn einer Drehung
um einen von O ausgehenden Halbstrahl heifsen, wenn sie fiir einen
diesen Halbstrahl von O aus entlang blickenden Beschauer in demselben
Sirme erfolgh, wie diejenige Drehung um dic z-Axe, bei welcher die
positive Seite der y-Axe auf dem kiirzesten Wege in die positive
Seite der z-Axe {bergeftihrt wird, diese Drehung betrachtet von
cinem Beschauer, der vom Anfangspunkte O aus die positive Seite der
x-Axe entlang sieht.

Durch die so definierte Abtragung erhiilt man auf jeder Erzeugenden
der heiden Kegel einen Punkt, der durch seine Lage die Winkel-
geschwindigkeit und den Sinn der Drchung wm diese Erzeugende
charakterisiert und der Drehpol dieser Erzeugenden heilst. Als
geometrischer Ort aller Drehpole ferner ergiebt sich auf jedem der
beiden Kegel eine Kurve, welche uls Polwey bezeichnet wird, und
diese beiden Polwege wickeln sich ebenso wie die beiden Kegel bei
der Bewegung des Kirpers suf cinander ab. Thr Berthrungspunkt
heilst dabei fiir jeden Augenblick der instantane Drehpol des
Kérpers.

Nach dem Vorgange von Poinsot, auf den die Kinfithrang der
heiden Kegel mit ihren Polwegen zuriickgeht, nennt man endlich ins-
besondere noch den auf dem heweglichen Kegel liegenden Polweg die
Polhodie oder Polhodiekurve, den Polweg des festen Kegels die
Herpolhodie oder Herpolhodiekurve; und mnach diesen hbeiden
Kurven wiederum werden die beiden Kegel als Polhodie- und Her-
polhodiekegel unterschieden.

Kennt man die beiden Polwege pach ihrer Grofse und Gestalt,
sowie die Lage der Polhodie in dem starren Korper, die der Herpol-
hodie im festen Raum und endlich fiir irgend einen Zeitpunkt die
Stellung des Polhodickegels gegen den Herpolhodiekegel, so kann man
die Bewegung des starren Kérpers auch ihrem zeitlichen Verlaufe nach
vollkommen getren nachahmen. Die Aufgabe der Mechanik bei der
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6 Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt.

Behandlung eines Rotationsproblems reduziert sich also der Haupt-
sache nach auf die Bestimmung der beiden Polwege.

Um bei dem spesiellen Problem, auf das sieh unsere Apparate
beziehen, das heifst, fir den Fall, wo keine fiufseren Krafte wirken,
die beiden Polwege zu bestimmen, bedienen wir uns des Prinzips der
lebendigen Kraft und des Prinzips der Flichen, welche in dem Falle
einer krafifreien Drehung eines starren Kérpers nichts anderes aus-
sagen, als dafs die lebendige Kraft des K&rpers und die drei
Komponenten seiner doppelten Flichengeschwindigkeit in
Bezug auf den Drehpunkt konstant sind, diese Komponenten
bezogen auf die Ebenen des im Raume festliegenden
Koordinatensystems.

Die doppelte Flichengeschwindigkeit eines um einen festen Punlt
drehbaren Korpers in Bezug auf diesen Punkt stimmt tibrigens nach
ihrer Stellung im Raume, ihrer Grofse und ihrem Sinne zugleich mit
dem in Bezug auf denselben Punkt genommenen Drehungsmoment der
Antriebe eines Systems wvon Stofskriften iiberein'), welche die gerade
vorhandene Bewegung des Korpers aus dem Ruhezustande heraus in
einem einzigen Augenblick erzeugen wiirden.

Nennt man daher das System der Antriebe dieser Stolskrifte den
Impuls des Korpers und das Drehungsmoment "dieses Impulses in
Bezug auf den Drehpunkt sein Impulsmoment in Bezug auf den
Drehpunkt?), so kann man sagen: Die doppelte Flichengeschwindig-
keit eines um einen festen Punkt drehbaren Korpers in Bezug auf
diesen Punkt ist nach Stellung, Grélse und Sinr mit dem Impulsmomente
des Korpers in Bezug auf denselben Punkt gleich; und die Komponenten
dieser doppelten Flichengeschwindigkeit des Korpers kénnen somit auch
als die Komponenten seines Impulsmomentes aufgefalst werden,

Demgemils lilst sich die Figenschaft der Drehung eines kraft-
freien starren Korpers, welche durch das DPrinzip der Flichen aus-
gesprochen wird, auch folgendermafsen formulieren:

1) Bekanntlich ist fir eine konstunte Kraft, welche auf cinen ruhenden
materiellen Punkt einwirkt, das Produkt aus seiner Masse und der von dieser
Kraft erregten Geschwindigheit gleich dem Produkte aus der Kraft und der Zeit,
withrend welcher sie gewirkt hat; und dieses Produkt aus der Kraft und der
Dauer ihrer Wirksamkeit begzeichnet man als den Antrieb der Kraft. Bei
einer verdnderlichen Kraft tritt an die Stelle des Produktes ans Kraft und Zeit
das Integral, welches iber das Produkt aus der Kraft und dem zugehérigen Zeit-
element erstreckt ist, und dessen Grenzen den Anfangs- und Endpunkt fir die
Dauer der Wirksamkeit angeben.

2) Vgl. F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels.
Heft I und IL Leipzig, 1897 und 1898, 8. 93
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Von HrrMANK (FRASSMANN. i

Bei einem kraftfreien starren Korper, der mm einen
festen Punkt drehbar ist, bleibt wihrend seiner ganzen Be-
wegung das Impulsmoment in Bezug auf diesen Punkt seiner
Stellung im Raume, seiner Gréfse und seinem Sinne nach
konstant.

Bezeichnet man die konstanten Werte der lebendigen Kraft und
der Komponenten des Tmpulsmomentes beziehlich mit &, Gy, Gy, Gy
und driickt iberdies die lebendige Kraft und die Komponenten des
Impulsmomentes durch die Koordinaten p, g, v des instantanen Drehpols
aus, diese Koordinaten bezogen auf das bewegliche, dus heifst, mit dem
starren Korper fest verbundene System, so nehmen die Gleichungen
des Prinzips der lebendigen Kraft und der Flichen die Form an®)

1 Ap® + Bgt + Cr* =24
und
Apa, + Bab, + Cre; = Gy
@) Apa, + Bgb+ Crey, = Gy
Apay + Baby + Orey = (3,
wo die vier Gralsen h, Gy, G,, G, Integrationskonstanten sind, welche
die soeben angegebene Bedeutung haben. Andererseits sind die Gréfsen

A4, B, ¢ die drei Haupttrigheitsmomente des Korpers in Beaug
auf den Punkt (O wnd besitzen also die Werte

A= Dimi(y? + )
2
(3) B =2 mi(& + xt)
1

0 = Dl ma + 42)
>3 :

unter m; die Masse und unter’z:, ¥, 2, i = 1,2, ... #, dis Koordinaten
eines beliebigen wateriellen Punktes des starren Korpers in Bezug auf
das bewegliche System verstanden, withrend die neun Grolsen as, b, Cr,
k=1, 2, 8 die Richtungscosinusse der z, y, #-Axe des beweglichen
Systems gegen die Axen 1, 2, 3 des festen Systems sind und somit
den Gleichungen geniigen

1) Vgl. z. B. Rausenberger, Lehrbuch der analytischen Mechanik, Leipzig,
1888, Bd. II, 8. 69 ff.
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8 Die Drehung eines kralbireien starren Korpers um einen festen Punkt.

ad+att+al=1 bieg + byey + by, =0
4) B+ +02=1 wnd (B) 1¢,4,+ cyay+ ga; =0
4 +d=1 a,by + ayby + aghg = 0.

Endlich ist die linke Seite der Gleichung (1), das heilst, die

Summe
Ap* + Bg® + O,

der Ausdruck fiir dic doppelte glébendige Kratt des Kirpers und die
linken Seiten der Gleichungen (2), das heilst, die drei Summen

Apoe+ Bgb, 4+ Cre, E=1,2,3,

die Komponenten seines Impulsmomentes in Bemug auf das feste

System.
Die vier Gleichungen (1) und (2) enthalten daher in der That
den Satz:

Dreht sich ein starrer Kérper ohne Einwirkung &ufserer
Krifte um einen festen Punkt, so bleibt wiihrend der ganzen
Bewegung sowohl seine lebendige Kraft wie sein Impuls-
moment in Bezug auf den Drehpunkt unverindert, und zwar
das letutere seiner Stellung im Raume, seiner Grifse und
seinem Sinne nach.

Fiir die weitere Untersuchung werden sich die Grélsenbezichungen,
die zwischen den sieben Konstanten 4, B, C, G,, G,, (G, und } oh-
walten, als besonders wichtig erweisen. Zuniichst mdge tber dieselben
wenigstens so viel bemerkt werden, dafs die vier Grifsen 4, B, €
und % ihrer Natur nach positiv sind, denn die Grélsen A, B, C sind
die Haupttrigheitsmomente des Korpers in Bezug auf den Punki 0,
und /% ist der konstante Wert seiner lebendigen Kraft. Hinsichtlich
der Grolsenfolge der drei Haupttriighcitsmomente A, I, ¢ ferner mige
vorausgesetzt werden, dals
(6) ; A<B<C
sei. 1)

Neben dieser Ungleichung (6) besteht dann aber, wie aus den
Gleichungen (3) hervorgeht, zwischen den drei Grifsen 4, B, ' noch
eine andere wichtige Ungleichung. Aus den beiden ersten Gleichungen (3)

1) Der Fall, wo zwei von den Haupttriigheitsmomenten einander gleich sind,
ist einer einfacheren Behandlung fiihig und moge hier von der Betruchtung aus-
geschlossen bleiben. Kin kurzer Hinweis auf diesen Fall findet sich auf §, 481
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Von Hermany GrAssMANK. 9

folgt nimlich durch Addition und unter Beriicksichtigung der dritten
Gleichung die Beziehung

A+ B=0C+ QZ'WA.Z?,
1
welche zeigh, dals
(M A4 B>C

sein mufs. Selbstverstindlich gelten auch die beiden zyklisch ent-
sprechenden Ungleichungen. Doch bieten sie weniger Interesse, da sie
bereits eine Folge der Ungleichung (6) sind.

Zweiter Abschnitt.
Die Polhodiekurve,

Fiir die Beantwortung der Frage nach der Beschaffenheit der Pol-
wege liefert schon die Gleichung (1) einen wichtigen Beitrag. Denn
sie ist eine Gleichung zweiten G(frades zwischen den Koordinaten p, g, r
des Drehpols in Bezug auf das in Bewegung begriffene System; und
da sie neben dem komstanten Gliede 2/ nur Glieder enthiilt, die in
Py ¢ + quadratisch sind, und iiberdies die vier Grdfsen 4, B, (! und A
simtlich positiv sind, so stellt sie ein Ellipsoid dar, das mit dem
starren Korper fest verbunden ist, und dessen Hauptaxen mit den
Haupttrigheitsaxen des Korpers in Bezug auf den Punkt O zusammen-
fallen. Dieses Ellipsoid ist aulserdem, wie der Vergleich seiner Gleichung

(1 Ap* 4+ By + Oyt = 2]
mit der Gleichung des Tragheitsellipsoides fiir den Punkt 0:
(ﬂ) A+ By + O =1

zeigh, mit diesem Trigheitsellipsoide nicht nur koaxial, sondern auch
dhalich und moge, mit Riicksicht auf die Entstehung seiner Gleichung,
das Ellipsoid der lebendigen Kraft genmannt werden. Da die
Koordinaten p, ¢, r des Drehpols in Bezug auf das bewegliche System
die Gleichung (1) des Ellipsoids der lebendigen Kraft befriedigen, so
bildet dieses Ellipsoid einen geometrischen Ort fiir den Polweg, den
der Drehpol in dem starren Korper beschreibt, das heilst, einen geo-
metrischen Ort fiir die Polhodickurve.

Hinen zweiten geometrischen Ort fiir diese Kurve liefern die drei
(leichungen (2) des Prinzips der Flichen. Freilich enthalten diese
drei Gleichungen in den neun Richtungscosinus ai, by, ¢, k=1,2,3
noch eine Beziehung auf das im Raume festliegende Koordinatensystem,
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10  Die Drehung eines kraftfreicn starren Kérpers um einen festen Punkt.

welche in der Gleichung der gesuchten Fliche nicht vorkommen darf.
Man eliminiere daher diese nean Cosinus, indem man die drei Glei-
chungen des Prinzips der Flichen quadriert und die entstehenden
Gleichungen unter Beriicksichtigung der Gleichungen (4) und (D) addiert.
Auf diese Weise erhiilt man die (leichung

(9 AP+ B + O = O,
wobei zur Abkiirzung
(10) 611 G2+ 63— 0

gesetzt ist, und wo also @ die Grblse der doppelten Flichengeschwindig-
keit des Kbrpers oder, was dasselbe ist, die Grofse seines Impuls-
momentes bedeutet. Nun stellt aber die Gleichung (9) wiederum ein
mit dem starren Kdrper fest verbundenes Ellipsoid dar, und zwar ecin
Ellipsoid, das dem Ellipsoid der lebendigen Kraft koaxial ist; wir wollen cs
als das Ellipsoid der Flichen bezeichnen. Beide Ellipsoide schneiden
sich in einer Raumkurve vierter Ordnung der ersten Art;
und diese Kurve muls mit Ritcksicht auf die mechanische Bedeutung
der Polhodie stefs reell sein und besteht, da die heiden Ellipsoide
koaxial sind, aus zwei kongruenten Zweigen, von denen aber zufolge
der obigen Festsetzung itber die Konstruktion des Drchpols sur der-
jenige Zweig die Polhodiekurve bildef, fir welchen die Drehung des
Kiorpers um den von O ausgehenden Leitstrahl der Kurve i posifivem
Sinne erfolgt (vgl. S. 5).

Die Gleichung des Polhodickegels erhdlt man, wenn man aus den
Gleichungen der Ellipsoide der lebendigen Kraft und der Flichen,
deren partieller Schnitt die Polhodiekurve ist, das heilst, aus den

Gleichungen

(€3] Ap® + Bg® + Crt = 2h
und

(9) APt Brg? 4 Ot =

durch lineare Verkniipfung eine in p, g, r homogene (Hleichung ableitet,
etwa indem man diese Gleichungen beziehlich mit den Faltoren i

und — 1 multipliziert und dann addiert, wodureh sich ergiebt

Wy a(G— Ay B(G =B+ (G0

Diese Gleichung stellt in der That eine Kegelflache dar, deren Scheitel
in O liegt, und diese Kegelfiiche geht iiberdies, mit Ritcksicht auf die
Entstehung ihrer Gleichung, durch die Schnittkurve der heiden Kllip-
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Von Hermany Grassyany, 11

soide (1) und (9) hindurch. Die Gleichung (11) ist also wirklich die
gesuchte Gleichung des Polhodiekegels und liefert, da sie vom zweiten
Grade ist, den Satz:
Bei der kraftfreien Drehung eines starren Kérpers um
cinen festen Punkt ist der Polhodiekegel ein Kegel zueiter Ordnung.
Beachtet man noch, dafs der Polhodiekegel ebenso wie die Pol-
hodiekurve notwendig reell sein mufs, so kann man aus der Gleichung (11)

eine wichtige Folgerung iiber die Grifse des Verhiltnisses 2%; der

rechten Seiten der Gleichungen (9) und (1) herleiten. Damit niimlich
dic Gleichung (11) einen reellen Kegel davstelle, diirfen nicht alle ihre
Koeffizienten dasselbe Vorzeichen haben, worans mit Ritcksicht auf (6)
folgt, dals

(12 A< & <0

sein muls. Man erhilt also den Satu:

Bei der Drehung des kraftfreien starren Kérpers um
einen festen Punkt liegt das Verhiltnis des Quadrats seines
I'mpulsmomentes zm seiner doppelten lebendigen Kraft
zwischen seinem grglsten und kleinsten Trigheitsmoment in
Bezug auf den Drehpunkt.

Dritter Abschuitt.
Die H erpolhodiekurve.

Um andererseits die Herpolhodiekurve, das heiflst, denjenigen Pol-
weg zu bestimmen, der seine Lage im Rawm unverdindert beibehiilt, wird
man naturgemiils Gleichungen heranzuzichen haben, welche eine Be-
zichung auf das feste Koordinatensystem enthalten. Solche Glei-
chungen sind aber die drei Gleichungen des Drinzips der Flichen

[G1 =Adpa, + Bgb + Cre
(3 = Apay, + Bgb, + Cre,
Gy = Apa, + Bgb, + Cre,,

@

in denen die Grélsen p, ¢, » die Koordinaten des instantanen Drehpols
in Bezug auf das bewegliche System bezeichnen. Fir die geometrische
Dentung dicser Gleichungen ist es beachtenswert, dafs sie ihrer Form
nach genau mit den (Gleichungen

2y = xa, + yb + 2¢
(13) Zy = w0y + yby + 20y

&y = g 4 yby + 204
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12  Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um cinen festen Punkt.

iibereinstimmen, mittelst deren sich die Koordinaten =z, x,, x, eines
Punktes im festen Koordinatensystem durch die Koordinaten z, y, 2
desselben Punktes im beweglichen System susdriicken. Den Koordinaten

x7 y} 2

in Bezug auf das bewegliche System entsprechen dabei in den Gleich-
ungen (2) die Gréfsen
Ap, By, Cr,
wihrend die Koordinaten
iy X35 Mg

in Bezug auf das feste System durch die konstanten Komponenten
GIJ (;2) Gﬁ

des Tmpulsmomentes vertreten werden. Die Gleichungen (2) zeigen
daher, dafs der Punkt I des beweglichen Systems, der in diesem die
veriinderlichen Koordinaten

Ap, Bg, Cr

besitzt, im festen System die konstanten Koordinuten
6, 6, G

hat, also absolut fest im Raume ist und die konstanten Komponenten
des Impulsmowmentes zu Koordinaten hat. Der Punkt I liegt somit
auf dem Tofe, dag man anf der Ebene des Tnpulsmomentes im Dreh
punkte des Korpers errichten kamn; wir wollen es die Impulsaxe
des Korpers nennen. Andererseits ist der Abstand des Punktes I vom
Drebhpunkte mit Riicksicht auf (10) nichts anderes als die konstante
Impulsstiirke ¢¢ des Korpers. Und endlich ist der Sinn der Strecke
0I von der Art, dals fiir einen diese Strecke entlang blickenden Be-
schauer das Moment eine Drehung in positivem Sinne hervorzurufen
strebt (vgl. 8. 3). Der Punkt I charakterisiert also durch seine Lage
die Stellung, die Grolse und den Sinn des Impulsmomentes vollstandig
und moge daher als der Impulspol der Bewegung hezeichnet
werden. Ferner mige die Strecke OI, von dem Drehpunkte O des
Korpers nach dem Impulspole I der Bewegung genogen, die Strecke
des Impulsmomentes heifsen. Ihre Richbtungscosinus gegen das
feste System besitzen die Werte

~

(‘(1
G

>

©o =& Cos by = —5 -
S0y =@ 3T G

(14) cog o =

Der Strecke O des Impulsmomentes kommt nun aber auch eine
wichtige Bedeutung fiir das bewegliche System zu.  Die Koordinaten
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Von Henmasy Grassmann, 13

Ap, Bq, Cr ihres Endpunktes, des Impulspoles I, in Bezug auf das
bewegliche System treten nimlich zugleich als Koeffizienten in der
Gleichung der Tangentialebene auf, die sich im instantanen Drehpol
2 4, v des Korpers an das Kllipsoid der lebendigen Kraft legen Iifst,
denn diese Gleichung lautet:

(15) Apt + Bgy + Crg =2k,

worin liegt, dals die Strecke OI des Impulsmomentes in die Linie des
Lotes fillt, das man vom Drchpunkte O des Korpers anf diese Tan-
gentialebene herablassen kann. Da aber andererseits die Strecke 01
des Impulsmomentes withrend der ganzen Bewegung des Korpers im
Raume fest bleibt, so mufs auch diese Tangentialebene, wenigstens ihre
Stellung im Rowme beibehalten. Sie kann aber auch ihren Abstand
vom Drehpunkte O nicht veriindern; denn aus der Gleichung (15)
ergiebt sich fiir diesen Abstand der Ausdruck

o 20

~ AR o
und dieser reduziert sich wegen der Gleichung (9) auf

(16) P

ist also wirklich konstant.

Die Tangentialebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, konstruiert
im Drehpole des Korpers, hat somit nicht nur eine konstante Stellung
gegen das feste Koordinatensystem, sondern sie liegt tiberhaupt im
Raume fest und mége daher als dic invariable Ebene bezeichnet
werden.

Ihre Lage ist fixiert durch die (leichung (16) fiir ihren Abstand &
vom  Anfaugspunkte und durch die Gleichungen (14), welche die
Richtungscosinus ihrer Normale gegen das feste System angeben.

Nun dreht sich, wie wir gesehen haben, der starre Korper und
mit ihm das Ellipsoid der Iebendigen Kraft in jedem Augenblicke um
den Leitstrahl des instantanen Drehpols, das heilst nach dem Obigen,
um den Berithrungsradius der invariublen Ebene. Und da dieser Be-
rithrungsradius, sofern er nicht gerade mit einer der drei Hauptaxen
des Fllipsoids zusammentillt, nicht auf der zugehdrigen Tangential-
ebene senkrecht stehen kann, so tritt dureh die Drehung des Ellipsoids
wmn seinen Berlihrungsradius in jedem Augenblick ein neuer Ellipsoid-
punkt mit der invariablen Ebene in Berithrung, und der neue Be-
rithrangsradius ist dann immer fir den folgenden Angenblick wieder
die instantane Drehaxe des Korpers. Hicraus folgt:

http://www.dmg-lib.de



14  Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt.

Bei der Drehung eines kraftfreien starren Korpers um
einen festen Punkt walzt sich das Ellipsoid der lebendigen
Kraft, das seinen Mittelpunkt dauernd in dem festen Dreh-
punkt des Kérpers hat, ohne zu gleiten, auf der invarinblen
Hbene fort. :

Idieser Satz liefert zugleick eine amschauliche geometrische Er-
zeugung der Herpolhodiekurve. Denn da die Herpolhodie als die
Kurve definiert war, welche der Drehpol des Korpers in dem festen
System durchliuft, und dieser Drehpol in jedem Augenblick durch
den Berithrungspunkt der invariablen Ebeme mit dem Ellipsoid der
lebendigen Kraft dargestells wird, so ist die Herpolhodickurve der
geometrische Ort aller Berithrungspunkte, die das Ellipsoid der leben-
digen Kraft bei seinem Abrollen auf der invariablen Ebene ergiebt,
womit insbesondere der Satz bewiesert ist:

Bei der Drehung eines kraftfreien starren Korpers um
einen festen Punkt ist die Herpolhodie eine ebene Kurve.

Vierter Abschnitt.
Das Biischel der Polhodiekegel. Die drei zerfallenden Kegel.

Denkt man sich in der Gleichung des Polhodiekegels
- G* G G
(11) A(ﬁ - A)p2 + B(Qh - B)q2 + (‘(7 - (7)1-2 -0,
die man auch in der Form schreiben kann

2
1m % (Ap* + Bg? + Orf) — (A%° + B¢ + (%) =0,
das Verhiltnis g;;
Kegeln zweiter Ordnung dar. Die Kegel dieses Biischels sind, wie die
Gleichungsform (11) zeigh, simtlich koaxial, und zwar fallen ihre
Hauptaxen mit den Haupttriigheitsaxen des Korpers in Bezug auf den
Punkt O zusammen.

Andererseits aber haben die Kegel des Biischels, wic man aus der
Gleichungsform (17) entnimmt, aufser ihrem Scheitel O keinen reellen
Punkt mit einander gemein. Da nimlich jeder gemeinsame Punkt
irgend zweier Flichen cines Biischels von Flichen gweiter Orduung
sémilichen. Flichen des Biischels angehort, und nach der Gleichung (17)
in dem Kegelbitschel auch die beiden imaginéren Kegel enthalten sind,
deren Gleichungen lauten

Ap + B+ Cri =0, A9+ B¢+ 0 =0,

veréinderlich, so stellt sie ein ganzes Biischel von
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und welche aufser ihrem gemeinsamen Scheitel O iiberhanpt keinen
reellen Punkt darbieten, so kinnen auch die reellen Kegel des Biischels
aulser dem Punkte O keincn reellen Punkt mit einander gemein haben.

Endlich geht durch jeden Punkt des Raumes cine und mit alleiniger
Ausnahme des gemeinsamen Scheitels aller Kegelflichen auch nur eine
Kegelfliche des Biischels hindurch. Denn, ist nicht gerade p— g —r =0,
so bestimmt die Gleichung (17) bei gegebenem p, g, r eindeutig den

Parameter % der durch den Punkt p, g, » gehenden Fliche des

Btischels,

Man hat also den Satz:

Simtliche Polhodiekegel, welche einem gegebenen Dreh-
punkte O eines starren Kérpers zugehéren, bilden ein Biischel
von koaxialen Kegeln zweiter Ordnung, deren Hauptaxen
mit den Haupttrigheitsaxen des Kérpers in Bezug auf den
Punlkt O zusammenfallen, und welche auiser ihrem Scheitel O
keinen reellen Punkt mit einander gemein haben. Dabei
geht dureh jeden Punkt des Raumes mit Ausnahme des
Punktes O nur eine aber auch stets eine Kegelfliche des
Biischels hindurch.

Wie jedes Biischel von konzentrischen Kegelflichen zweiter Ord-
nung enthilt auch das Biischel der Polhodiekegel drei in ein Ebenen-
paar zerfallende Kegel zweiter Ordnung. Die Gleichungen dieser drei
Ehbenenpaare erhilt man, wenn man tiber den Parameter des Biischels,

2
das heilst, iiber das Verhiltnis Q -, nach einander in der Weise ver-
4 287

fiigh, dafs immer eine von den drei in der Gleichung (11) auftretenden
Differenzen verschwindet. Man hat somit dieses Verhiltnis der Reihe
nach den drei aupttriigheitsmomenten gleich zu machen, also nach
einander zu setzen:

G!
2h

-8, @0 T_¢

Gf

(18) 9h 4, (19) °h
wodurch die Gleichung (11) des Polhodiekegels in die Heirhungen
tibergeht: B(A— B¢+ C(Ad— O)* =0

A(B— ADp*+ OB~ O)r* =0

A{C — A)p*+ B(C— B)g* = 0.
Von den drei Ebenenpaaren, welche durch diese drei Gleichungen dar-
gestellt werden, ist allerdings nur eins reell. Schreibt man nimlich
unter Berticksichtigung der Ungleichungen (6) die Gleichungen der
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16  Die Drehung eines kraftireien starren Korpers um einen festen Punkt.

drei Ebenenpaare in der Weise, dafs in den Klammern unr positive
Differenzen anftreten, wodurch die Gleichungen die Form annehmen

(21) BB — A)g* + C(C — A)r* =
(22) AB— Ap*— C(C—B)yr' =0
(23) A(C — Ay + B(C — B)g* = 0,

so sieht man in der That, dals das erste und dritte HEbenenpaar
imagingr ist, und dafs bei jedem von ihnen wwr seine Doppellinde reell
ist. DBei dem Fhenenpaar (21) wird diese Doppellinie durch die
Gleichungen

(24) #=0 uwnd =0

dargestellt und fillt also mit der Axe des kleinsten Triigheits-
moments A, das heifst, mit der grifsten Aze des Trigheitsellipsoids
und des Ellipsoids der lebendigen Kraft susammen. Bei dem Ebenen-
paar (23) lauten die Gleichungen der Doppellinie

(25) pPP=0 und ¢*=0;

die Doppellinie ist daher in diesem Falle die Axe des grofsten Trig-
heitsmoments, das heifst, die kleinste Axe des Trigheitsellipsoids und
des Ellipsoids der lebendigen Kraft.

Man kann dies auch so ausdriicken: In den beiden Fillen (21)
und (23) eines imagindren Ebenenpoaares ist der Polhodiekegel in cine
gerade Linde susommengeschrumpft; die instantane Axe behilt also
ihre Lage in dem starren Korper bei Da sich ferner in diesen heiden
Fiillen dann auch die Polhodiekurve in einen Punkt, nfimlich in einen
Endpunkt der grifsten oder kleinsten Axe des Ellipsoids der lehen-
digen Kraft zusammengezogen hat, und somit gerade der oben ausge-
schlossene Ausnahmefall eintritt, wo der Beriihrungsradius der invariablen
Ebene, um den die Rotation erfolgt, auf dieser Iibene senkrecht steht,
so kann durch die Drehung aneh kein neuer Punkt der invariablen
Ebene mit einem solchen des Ellipsoids der lebendigen Kraft in Be-
rithrung treten. Der Beriibrungspunkt dieser Hbene, das heilst, der
Drehpol des Koérpers, bleibt also anch im Raume fest, und dic Herpol-
hodickwrve ist somit ebenso wie dic Polhodiekwrve in einen Punkt, der
Herpolhodickegel ebenso wic der Polhodickegel in eine gerade Linie
zusaminengeschrumpft. Dabei wird die gernde Linie, welche den Herpol
hodiekegel vertritt, durch das Lot gebildet, das man vom Drehpunkte
des Kiorpers auf die invariable Ebene fillen kann, wihrend der Fuls-
punkt dieses Lotes die Herpolhodiekurve ersetut.
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Hieraus folgt bereits, dals der Abstand & der Herpolhodieebene
von dem Drehpunkte O des Kirpers in diesen beiden Kiillen gleich
der grofsten oder kleinsten Halbaxe des Ellipsoids der lebendigen
Kraft sein wird. Dies zeigt man aber auch leicht analytisch. Nach
dem Ohigen entsprechen den geraden Linien (24) und (25) diejenigen
Werte der Impulsstirke (7, welche den beiden Gleichungen

ey G ooy &
(18) 4,=4 und (20) h

- C

Gteniige leisten. Bezeichnet man daher die Halbaxen des Ellipsoids
der lebendigen Kraft, das durch die Gleichung

(1) Ap?+ Bg®*+ Cr? = 2L

dargestellt wurde, mit @, b, ¢, setat also
o _ 1/ 2k _1/2h 1/ 2h
(26) o=V b=V e l/ o’

oder, was dassclbe ist,

- a7 .2
(27) I N
‘ wt? o= ? e
80 verwandeln sich dic Gleichungen (18) und (20) in:
[t 2h G* 20

a2k et und W T
oder in:
2h

2
=0 und T —r
£ 4]

oder endlich mit Riicksicht auf (16) in:
(28) =a und (29 d=:c,
woraus in der That hervorgeht, dals fiir die beiden extremen Werte

des Verhiiltnisses (2:7» das Ellipsoid der lebendigen Kraft mit einem

Endpunkte seiner grofsten oder kleinsten Axe dic invariuble Ebene
beriihrt, dafs also das Ellipsoid um seine in diesent Falle im Raume
test liegende grofste oder kleinste Axe und zwar mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit rotiert.

Man pflegt dies so auszudriicken: Die Axen des grolsten und
kleinsten Hauptiriigheitsmoments sind zwei ,permanente® (,natiir-
liche, ,freie“) Drehaxen des Korpers. Das soll heilsen: Wenn
der Korper in irgend einem Augenblick um eine dieser beiden Axen
rotiert, so setzt er die Rotationsbewegung um diese Drehaxe, die
dann sowohl im Korper wie im Raume fest bleibt, mit konstanter

2
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18  Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkd.

Winkelgeschwindigkeit fort, so lange nicht eine Hufsere Kraft storend
auf ihn einwirkt, so lange also der Korper wirklich kraftfrei bleibt.
Nach Ausscheidung dieser beiden Fille eines imaginiiren Ebenen-
paares bleibt von den drei Fillen (18), (19), (20) noch der Fall
iibrig, wo
G2
19 an =D

ist, wo also wegen (27) und (16)

30) d=1 '

ist, das heilst, wo der Abstand & des Drehpunktes O von der invariablen
LEbene gleich der mittleren Halbaxe b des Ellipsoids der lebendigen
Kraft ist. Ilier wird der Polhodickegel durch dic Gleichung (22) dar-
gestellt, die man auch in der Form schreiben kann

. v/ AB— 4)

(31 = + ol — )

Der Polhodiekégel ist also in cin reclles Ebenenpaar ausgeartet, dessen
Ebenen durch die mittlere Axe des Ellipsoids der lebendigen Kraft
hindurchgehen und mit der grofsten Axe des Ellipsoids, das heifst,
mit der z-Axe, zwel entgegengesetzt gleiche Neigungswinkel i cin-
schliefsen, die sich aus der Gleichung

. &/ AB — 4

(32) =t ol

bestimmen.

Iinfter Abschnitt.
Das System der Polhodiekurven.

a) Das System von Polhodiekurven, das einem konstanten Werte
der lebendigen Kraft zugehort.

Wir gehen nunmehr zu der Betrachtung aller Polhodiekurven
iiber, welche einem gegebenen starren Kirper in Bezng auf einen
gegebenen festen Punkt zugehdren. Wir wissen bereits (vgl. 8. 10),
dals jede von diesen Polhodickurven einen Zweig einer Raumkurve
vierter Ordnung der ersten Arf bildet, welche durch die heiden Glei-
chongen (1) und (9) oder, wenn man will, durch die Gleichungen (1)
und (11) dargestellt wird. Hilt mun in diesen Gleichungen einst-
weilen den Wert der lebendigen Kraft & konstant und lifst nur die
Stirke ' des Impulsmomentes variieren, so bekommt man cin Biischel
von Rawnlwrven vierter Ovdnung der ersten Art, nimlich die Gesamt-
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heit derjenigen Raumkurven, die aus dem Ellipsoide der lehendigen
Kraft mit dem Parameter % durch das soeben betrachtete und dureh
die Gleichung (11) (oder (17)) dargestellte Biischel von Polhodiekegeln

Fig. 1

ausgeschnitten werden.’) Und die einzelnen Zweige dieses Btischels
von Raumkurven bilden dann eben dusjenige System von Polhodie-
kurven, das dem Werte /i der lebendigen Kraft zugehirt (vgl Fig. 1).

«) Die drei Grenzfille, insbesondere der Fall der trennenden

Polhodie.

In diesem System von Polhodiekurven sind wiederum digjenigen
drei Kwrven ausgezeichnet, die den drei in ein Ebenenpaar zerfallenden
Kegeln zweiter Ordnung entsprechen. Den beiden imaginéiren Ebenen-
paaren ist, wie schon oben erwithnt, je eine Polhodiekurve zugeordnet,
die in einen Punkt zusammengeschmmpft ist und je einen Endpunkt
der grifsten oder kleinsten Axe des FEllipsoids der lebendigen Kraft
bildet. Dem reellen Ebenenpaar dagegen cntsprechen zwei von der
y-Axe hegrenzte Ialbellipsen, die den beiden Filipsen angehéren,
welehe durch die Ehbenen (31) aus dem Ellipsoide ausgeschnitten
werden. Diese beiden Ellipsen trennen die Polhodiekurven, welche die
#-Axe umschliefsen, von denen, welche die z-Axe umschlielsen: die
zugehdrige Polhodiekurve mige duher als ,trennende Polhadie®

1) Wir verstehen dabei allgemein unter einem Biischel von Raumkurven
vierter Ovdnung der ersten Art das einfach nmendliche Syatem von Raumkurven,
welches durch cin Bitschel vou Fliichen zweiter Ordnung ans ejner diesem Biischel
nicht angehiirenden Fliche aweiter Ordnung ausgeschnitten wird.

Q&
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bezeichnet werden.!) Die Neigungswinkel 4 ihrer beiden Ebenen gegen
die zy-Bbene stehen tibrigens zu den Neigungswinkeln p der Kreis-
schuitte des Kllipsoids gegen die xy-Fbene in einer engen Bezichung.?)
Fithrt man niimlich in Gleichung (32) an Stelle von 4, B, € ihre
Werte aus (27) ein, so nimmt die Gleichung (32) die Form an

11

e BT At
(83) tgl=+ T
PLREE)

Andererseits folgt ans der Gleichung der beiden ,Hauptkreisschuitte
des Ellipsoids®, welche lautet?)

o T
fiir die Neigungswinkel @ der Kreisschnittc gegen die xy-Ebene dic
Gleichung —_
(39) wa-i—t |/
T

Die Winkel 2 und g befriedigen also dic Proportion
(36) fglitgp=rc:q

und diese gestattet eine cinfache geometrische Deutung. Man denke
gieh namlich in der xz-Ebene, der die Winkel 2 und p angehiren, die
Ellipse

-‘E’
(37) o T =

gezeichnet, welche diese Ebenc wns dem Ellipsoid der lebendigen Kraft
ausschneidst (vgl Fig. 2), trage innerhalb ihrer Ebene an die z-Axc
die Winkel 2 und p an und bringe den freien Schenkel des Winkels 4
zum Schnitt mit der Ellipse in T, fille von I das Lot 7@ auf die
2-Axe und verlingere es tiber 7 hinaus bis zum Sehnitt mit dem
freien Schenkel des Winkels g in U. Damnn verhilt sich
tghitgp = QT: QU

1) Vgl. Routh, Die Dynamik der Systeme starrer Korper, deutsch von
Schepp. Teipzig, 1898. Bd. II, 8. 107.

2) Vgl. die oben zitierte Dissertation von Hels. 8. 8

3) Siehe »um Beispiel: Salmon-Fiedler, Analytische Geametric des
Raumes. Teil I Vierte Auflage. Leipzig, 1898. S. 130f.
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und wegen (36) besteht daher die Proportion

Rr:QU=—=c:aqa,
welche zeigt, dafs der Punkt U auf dem Kreise Livgt, der die gezeichnete
Fllipse in den Endpunkten ihrer grofsen Axe beriihrt. Man hat also
den Satz:

Verzeichnet man in der Ebene der grifsten und kleinsten
Axe des Ellipsoids der lebendigen Kraft aulser der Kllipse,
die diese Ebene aus dem Ellipsoide ausschreidet, die
Spuren der beiden Hauptkreisschnitte des Ellipsoids, so

Fig. 2

I8

>

sind die beiden Winkel, welche diese Spuren mit der grolsen
Axe der Ellipse einschlielsen, die exzentrischen Anomalieen
der Punkte, in denen die Ellipse von der trennenden Pol-
hodie getroffen wird.

Dieser Satz ergiebt dann fiir die grolse Halhaxe der trennenden
Polhodie die folgende Konstruktion:

Man schlage um den Mittelpunkt O der Ellipse

CO;

welche durch die xz-Ebene aus dem Ellipsoide der lebendigen Kraft
ausgeschnitten wird, innerhalb ithrer Ebene mit dem Radius der Haupt-
kreigschnitte des Ellipsoids, dals heilst, mit seiner mittleren Halbaxe 0,
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den Kreis und verbinde den Mittelpunkt O der Ellipse mit einem von
ihren vier Schnittpunkten mit jenem Kreise, er heifse K7 verlingere dic
Linie OK, bis sie gleich der grolsen Halbaxe a der Ellipse wird, bis T, .
und fille von ¢/ das Lot auf die 2-Axe, das die Ellipse in 7 schneiden
mag, so ist das Stiick OF = ¢ seiner Grifse und Lage nuch die halbe
grolse Axe der tremnenden Polhodie, wiihrend die halbe kleine Axe
nach Gréfse und Lage mit der mittleren Halbaxe (4) des Ellipsoids
der lebendigen Kraft zusammenfillt.

Dafs wirklich die in der zz-Ebene liegende Halbaxe OI der
trennenden Polhodie grifser ist als die in der y-Axe liegende Halb-
axe b, folgt daraus, dafs der zu dem Leitstrahl 07 der Ellipse (37)
gehrende Polarwinkel 2 stets kleiner ist als der zu dem Leitstrahl
OK = b gehiirende Polarwinkel g, so lange nicht U =« oder b=c¢
wird; diese beiden Wille aber sind durch die Ungleichungen (6} von der
Betrachtung ausgeschlossen.

Natiirlich kann man die Liénge ¢ der halben grofsen Axe OT
der trennenden Polhodie uuch leicht durch Rechnung finden. Dem
Obigen zufolge ist die trennende Polhodie eine Ililfte der zerfallenden
Ruaumkurve vierter Ordnung, die aus dem Ellipscide der lebendigen

Kraft

D Ap?P+ Bg* + Cr =24
durch das. Ebenenpaar

(22) A(B—Dp*—C(C—B)r2=0

ausgeschnitten wird (vgl. Fig. 1). Uw nun aber iiber die Halbaxenlingen
der beiden Ellipsen, in welche diese Kurve zerfiillt, Aufsehluls zu erhalten,
stelle man zunichst die Gleichung desjenigen Cylinders auf, der durch
die Kurve hindurchgeht, und dessen Erzeugende der z-Axe parallel
laufen. Dazu eliminierc man aus den (leichungen (1) und (22) die
Grilse p, indem man diese Gleichungen beziehlich mit den Kaktoren
B— A4 und — 1 multipliziert wnd dann addiert, wodurch sich die
Gleichung ergiebt

(38) B(B— d)g* + C(C— A)1'2.= 2h(B — 4),

welche den in Rede stehenden Cylinder darstellt. Ihre Form zeigt,
dafls der Cylinder elliptisch ist und die Halbaxen besitzt:

7] J2k _1/2h(B—4)
(39) bi =V b’ G = C(O—'A)H
Diese Halbaxen b, und ¢, des elliptischen Cylinders sind dabei zu-
gleich die Halbuxen derjenigen Ellipse, welche die Projektion der
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heiden Polhodicellipsen auf die yz-Ebene bildet. Da aber die beiden
FEbenen der trennenden Polhodie mit der yz-Ebene den Winkel 7;— i

einschliefsen, so werden die Halbaxen b und ¢ der tremnenden Polhodie

(40) b=0b =10

und

. o 1/h(B—4) 1
(1) C=Sind TV co—a) saro

wobei 1 durch die Gleichung
ac Am-A
32) 2=+ =g
bestimmt ist. Bs wird daher
1 U V/AB-AFcr—n
Tsimi *VlT tg¥l V AB -4 j

und hei Eintiihrung dicses Wertes verwandelt sich die Gloichung (41) in:

/)h AR—ATY¢—C#
¢ l C—d

oder, falls man dic Division im zweiten Bruche ausfithrt, in:

s 3
(42) o= 20,

(43) . T

Um endlich zu zeigen, dafs dieser Ausdruck grifser als b ist,
bilde man die Differenz ¢* - 0% Es wird

— PRt — “;f’ — B,
das beilst

(44) ¢ g (0=,

Dieser Ausdruck aber ist sicher positiv; denn die Ungleichungen (6)
ziehen wegen (27) die Ungleichungen nach sich

(45) : a>b>c
Folglich ist wirklich
(46) ¢ >0
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$) Die beiden Hauptfille.

Nach Erledigung dicser drei Grenzfille, in denen die Polhodie-

kurve in einen Punkt oder in zwei Halbellipsen nusgeurtet ist, bleiben

2
jetst noch die beiden Houptfille zu behandeln, wo der Parameter %
des Polhodiekegels zwischen den beiden Kleineren Houpttrigheitsmomenten
A und B oder zwischen den beiden grifseren Houptivigheitsmomenten B

und C liegt, wo also eine von den hbeiden Ungleichungen befriedigt

wird:
2
(47 d<i<Bac
und
fats
. 48 d<B<g <,

oder was wegen (27) und (16) dasselbe ist, die beiden Fille, wo
zwischen dem Abstande § des festen Punktes () von der invariablen
Ybene und den Halbaxen des Ellipsoids der lebendigen Kraft die
Ungleichungen bestehen:

(49) a>0>h0>¢
und
(50) > b >0

Nun wurde die Polhodiekurve oben definiert als partieller Sehnitt
des Ellipsoids der lebendigen Kraft und des Ellipsoids der Flichen,
niimlich als ecin Zweig der Raumkurve vierter Ordnung, in der sich
die beiden Ellipsoide sehneiden, deren Gleichnngen lauteten:

1 Ap* + Byt + Ot =24
9 AP+ BB + (3 = (2

Falst man in diesen Gleichungen fiiv’ den Augenblick nicht nur wie
bisher die lebendige Kraft , sondern auch die Stirke G des Impuls-
momentes als fest gegeben auf, so erhiilt man eine einzelne Kurve des
oben betrachteten Biischels von Raumkurven vierter Ordoung der ersten
Art. TUm fiber die Form und Lage dieser Baumkurve mit den festen
Parameterwerten 2 und G Aufschlufs zu erhalten, benutze man die
abwickelbaren Flichen zweiter Ordnung, auf demen die Raumkurve
gelegen ist. Man erhiilt die Gleichungen aller Fliichen des Biischels
von Flichen zweiter Ordnung, welche durch die Raumkurve vierter
Orduung /, ¢ hindurchgehen, durch lineare Verkniipfung der Glei-
chungen (1} und (9). Wie jedes Biischel von Flichen zweiter Ordnung
enthiilt nun dieses Bischel vier abwickelbare Flachen zweiter Orduung.
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tiine solche abwickelbare Fliche zweiter Ordnung ist der zu der Raum-
kurve %, G und den beiden in ihr enthaltenen Polhodickurven gehdorige
Polhodickegel, dessen Hleichung (11) bereits oben ans den Gleichungen (1)
und (9) durch lineare Verkniipfang abgeleitet wurde. Die drei anderen
abwickelbaren Flichen des Biischels sind drei Cylinderflichen zweiter
Ordnung, deren Betrachtung duzu dienen kann, eine genaue Anschauung
von der Raumkurve vierter Orduung %, G zu vermitteln. Man findet
die Gleichungen dieser drei COylinderflichen zweiter Ordnung, wenn
man aus den Gleichungen (1) und (9) der Reihe nach die drei Gréfsen
#. ¢ und 7 eliminiert, wodurch man die drei Heichangen erhilt
BB~ g+ C(C— 4 =20 (5, — 4),

OO0 — B+ A4 — Bp* =20 (& — B),

A4~ O + BB— Og* = 2 (g — )

Dicse Gleichungen schreibe man mit Riicksicht auf die Tn-
gleichungen (47) und {48) in der Form

(1) BB~ 4)¢* + C(0 — )t = 215 — 1),
(52a) AB -~ Ayt —0(C— B —21(B- ),
(52 C(C— B)r* — A(B — Ayp* — 24 (S’z - B),

(53) A(C— p*+ BIC— By = 21 (0 — &),

wo jetst alle in den Klammern auftretenden Differenzen positiv sind,
vorausgesetzt, dals man von den beiden Gleichungsformen (52a) und
(52b) die erstere Form (52a) wiihlt, in dem Falle, wo

() C<B oalse 030

ist, withrend man die zweite Form (52b) zu bhenutzen haf, wenn
G* ,
(b) 32> B also &b

ist. Hieraus folgb dann, dafs die beiden Cylinder (51) und (53)
elliptisch sind, dals dagegen der durch die Gleichuug (F2a) oder (52h)
dargoestellte Cylinder hyperbolisch ist und iiberdies die z- oder z-Axe
schueidet, je nachdem die Ungleichungen (a) oder (b) gelten.
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Nattirlich kann man die Gleichungen (1) bis (53) auch als die
Gleichungen dreier ebenen Kurven ansehen, niimlich als die Gleichungen
fir die Projektionen der Raumkurve k, G anf die yz-, s2- und xy-Ebene.
Bei dieser Auffassung sagen die Gleichungen aus, dafs die Projektionen
der Raumkurve #, G auf die yz- und zy-Ebene Ellipsen oder Stiicke
von Fllipsen sind, dafs aber ihre Projektion auf die zz-Ebene durch
Stitcke einer Hyperbel gebildet wird, deren reelle Axe, in dem Falle (a)
mit der x-Axe, in dem Falle (b) mit der 2-Axe zusammenfillt.

p) Die Projektionen des betrachteten Systems von
Polhodiekuarven auf die Haupttragheitsebenen.

Nach dieser Orientierung {iber die verschiedenen Kurvenformen,
welche bei den Polhodiekurven eimes Kirpers aufireten konnen, kehren
wir zur Untersuchung des gonzen Biischels von Rawmkurven wvierter
Ordmung zuriick, dessen Zweige die Polhodickurven bilden. Wir betrachten
dlso wieder in-den Gleichungen (1) und (9) und ehenso in den Glei-
chungen (1) bis (33) die Stirke & des Lmpulsmomentes als ver-
anderlich und nur noch die lebendige Kraft & als konstant. Die Glei-
chungen (51) bis (53), welche die Projektionen der Raumkurven des
Biischels auf die Koordinatenebenen darstellen, sind aber bei ver-
éinderlichen (¢ die Gleichungen dreier in den Koordinatenebenen
lLiegender Kegelschnittbtischel. Und zwar sind die Gleichungen (51)
und (53), welche den Projektionen auf die yz- wnd xy-Ebene zu-
gehoren, die Gleichungen je eines Bischels #hnlicher wnd
koaxialer Ellipsen, deren Axen die in diesen Ebenen liegenden
Haupttriigheitsaxen bilden; die @leichung (52a) oder (52b) aber die
(leichung eines Biischels von Hyperbeln mit gemeinsamen
Asymptoten.

Die Gleichuny dieses Asymptotenpaars, welches das Hyperbelbiischel
vollstindig charakterisiert und selbst dem Biischel angehdrt, lautet
(64) A(B— A)p* — O(C— B)r* = 0.

Sie stimmt also mit der Gleichung (22) iiberein, die sich uns oben
fiir das Ebenenpaar ergeben hat, das in dem Bischel der Polhodie-
kegel enthalten ist und aus dem Ellipsoid der lebendigen Kraft
die ,trennende Polhodie® ausschneidet. Die Asymptoten des Hyperbel-
biischels sind daher wichis anderes als die beiden Geraden, in denen die
x2- Ebene durch das Ebeneny der tr den Polhodie geschnitten wird.

Die Kurven des Hyperbelbiischels verteilen sich auf die beiden
Scheitelwinkelpaare, welche die gemeinsamen Asymptoten des Biischels
mit einander bilden. In dem Falle (a) niimlich liegen sie in dem
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Winkelpaar, das die z-Axe enthilt, in dem Falle (b) in dem Winkelpaar,
das die z-Axe einschlielst. Die Hyperbeln innerholb eines jeden dieser
beiden. Winkelpaare sind wieder unter einander dhnlich wnd koawial.

Da eine jede Polhodiekurve als partieller Schnitt zweier Ellipsoide
eine ganz im Endlichen verlaufende Kurve ist, so muls dasselbe auch
von ihren senkrechten Projektionen auf die Koordinatenebenen gelten.
Inshesondere kionnen daher ihre senkrechten Projektiomen auf die
«z-Ebene nicht die ganzen durch die Gleichungen (52u) und (52b)
dargestellten Hyperbeln nmfassen, sondern sie kinnen nur einen Bogen
dieser Hyperbeln ausmachen, und zwar offenbar cinen Bogen, dessen
Mitte von einem Scheitel der Hyperbel gebildet wird. Aber auch von
den Ellipsen, welche durch die Gleichungen (51) und (53) dargestellt
werden, ist fiir jeden gegebenen Wert der Stéirke G des Impulsmomentes
immer nur die eine in ihrer ganzen Ausdebnung die Projektion der
diesem Werte von ( smgehdrigen Polhodiekurve, wvon der andern
Llipse dagegen nuwr ein Bogen.

Zum Beweise hierfiir hat man nur zn zeigen, dals eine von den
Halbuxen der Ellipsen (51) und (53) die entsprechende Halbaxe des
Ellipsoids der lebendigen Kraft an Grolse iibertrifft.

Man begeichne also die Ifalbaxen der Eltipse (51), welche der
yz-Ebene angehirt, mit 8, und p,, die der Ellipse (58), welche in der
xy-Ebene liegt, mit «; und ;. Dann ist zufolge der Gleichung (51)

e fez3
(55) Bi=—p T und  p¥ = e
und zufolge der Gleichung (H3)
p G G2
56 ,_ 0= m) (o)
®6) G- de—a " B=-pe_p

In dem Falle (a), in welchem ¢ > % und

. 2
4n 4< fT <B<C
ist, wird daher
pE < ;h und 2 < %ﬁ
oder wegen (27)
< b* <

also

(57 B, <b wd  p, <e;
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ferner
@ << EA{L und  f2> EB@
oder wegen (27)
<a? >
ulso

(58) a, <o uwnd By, > b -

Hieraus folgt: Solange der Abstand d§ des Drehpunktes von der
Herpolhodieehene grifser bleibt als die mittlere Halbaxe b des Ellip-
soids der lebendigen Kraft, ist die Projektion der Polhodiekurve anf
die yz-Ebene eine volle Ellipse, thre Projektion auf die xy-Ebene aber
nur ein Ellipsenbogen, welcher durch die 2-Axe halbiert wird. Die
Polhodickurve umschliefst also in dicsem Falle dic x-Awxe, nnd dasselbe
gilt dunn auch von dem Polhodickegel (vgl. Fig. 3).

In dem Falle b) dagegen, in welchem ¢ < b wnd
(48) 4<B<Ec0
ist, wird
a2 9 2h
B>y und 3 < >

das heifst,

59 g, >b und  p, <¢
ferner
h 2
“g < 'i{ und ﬂg < ?;:
also
(60) o, < a und B, < b

Hieraus folgt: Solange der Abstand & des Drehpunktes von der
Herpolhodieebene Zleirer bleibt als die mittlere Halbaxe b des Ellip-
soids der lebendigen Kraft, ist die Projektion der Polhodiekurve auf
die yz-Ebene ein Ellipsenbogen, welcher durch die z-Axze halbiert
wird, ihre Projektion auf die wy-Ebene aber eine volle Ellipse. Dic
Polhodickurve umschliefst also in diesem Faolle die z-Axe, und dasselbe
gilt dann such von dem Polhodickegel (vgl. Fig. 3).

Man kann den Hauptinhalt der gewonnenen Krgebnisse in dem
Satze zusammenfassen:

Bei der Drehung eines kraftfreien starren Korpers um
einen festen Punkt umschlielst der Polhodiekegel eine grifste
oder kleinste Halbaxe des Ellipsoids der lebendigen Kraft,

http://www.dmg-lib.de



Von Herwasy GRAsSsANN. 29

je mnachdem der Abstand des Drehpunktes von der Her-
polhodieebene grifser oder kleiner ist als die mittlere Halb-
axe dieses Kllipsoids.

b} Das zweifach unendliche System aller Polhodiekurven.

TUm endlich eine Ubersicht tiber simtliche Polhodiekurven eines um
cinen festen Punkt drehbaren Kérpers. zn gewizme\n, hat man in den
Gleichungen (1) und (11) nicht nur die Stiirke ' des Impulsmomentes,
sondern auch die lebendige Kraft A als veriinderlich aunzusehen. Dann
stellen diese Gleichungen ein Biindel von Rewmkurven vierter Ordnung

Fig. 3.

£ TP

der ersten Art dar?), deven Zweige das gewiinschte System aller
Polhodiekurven bilden. Von jencm Raumkurvenbiindel aber kann man
sich leicht eine Vorstellung verschaffen.

Die Gleichung (1) ist niimlich bei verdinderlichem % die Gleichung
eines Btischels &hnlicher und koaxialer Ellipsoide; und dieses Biischel
hat die Figenschaft, dals durch jeden Punkt des Raumes eine wnd nur
etne Fliche des Biischels hindurchgeht, denn die Gleichung (1) bestimmt
bei gegebenem p, ¢, » den Parameter i der Fliche eindeutig. Die
Gleichung (11) aber war, wie wir im vierten Abschnitt geseigh haben,
die Gleichung des dort betrachteten Biischels von Polhodiekegeln, das
heifst, ebenfalls die GHeichung eines Biischels von Flichen zweiter Ord-

1) Unter einem Biindel von Rewmkurven vierter Ordnung der ersten Art ver-
stehen wir dabei das zweifach unendliche System von Raumkurven, in welchem
die Flichen cines Biischels von Flichen zweiter Ordnung von den Flichen eines
zweiten solchen Bitschels geschnitten werden (vgl. 8. 19).
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nung. Und da auch von den Flichen dieses Kegelbiischels durch jeden
Punkt des Raumes sfefs eine und, abgesehen vom Punkte O, auch nwr
eine Flache hindurchgeht, der Punkt O aber in dem Biischel iihulicher
und koaxialer Ellipsoide eine Fliche fiir sich bildet, so geht auch durch
jeden Punkt des Rawmes eine, aber aiuch nur eine Kiwrve des durch die
Gleichungen (1) und (11) dorgestellten Diindels von Rowmlwrven vierter
Ordnung hindurch. Dieselbe Eigenschaft kommt endlich auch dem
System aller Polhodickurven wu, welche die Zweige dieses Kurvenbiindels
bilden, wenigstens wenn man die Punkte der Axe des wittleren
Haupttrigheitsmomentes ausnimmt, welche als Doppelpunkte der zet-
fallenden Raumkurven vierter Ordnung immer zwei Polhodiekurven an-
gehoren.

Man kann hieran noch die Bemerkung kniipfen, dals, wenn bei
einem kraftfreien, um einen festen Punkt drehbaren starren Kdrper fiir
irgend einen Augenblick die Lage des Korpers und tiberdies die Lage
seines instantanen Drehpols gegeben ist, damit seine Bewegung in jedem
Falle eindeutig bestimmt ist. Denn durch die Lage des Drehpols fiir
irgend einen Augenblick ist, abgesehen von dem Ausnahmefall, wo der
Drehpol auf die Axe des mittleren Trigheitsmomentes fillt, die zu-
gehirige Polhodiekurve eindeutig festgelegt, aufserdem aber auch die
Lage der dieser Polhodiekurve entsprechenden Herpolhodieebene. In
der That ist diese ja michts anderes als die Tungentialebene, die man
im anfinglichen Drehpol des Korpers an das durch ihm bestimmte
Ellipsoid der lebendigen Kraft legen kann. Und da, wie unten gezeigt
werden wird (vgl. S. 88), auch in dem genannten Ausnahmefall, wo der
Drehpol der Axe d&s mittleren Trigheitsmomentes angehiirt, durch
Angabe seiner Lage auf dieser Axe die Bewegung des Kérpers un-
aweideutig vorgeschrieben ist, so hat man den Satz:

Kennt man bei einem kraftfreien, um einen festen Punkt
drehbaren starren Korper fir irgend einen Augenblick aulser
der Lage des Kérpers noch die Lage des instantanen Dreh-
pols, so ist dadurch die Bewegung des Korpers eindeutig
bestimmt.

¢) Der Durchlaufungssinn der Polhodiekurven.

Um iiber den Sinn der Fortbewegung des Drehpols auf der
Polhodieknrve Aufschluls zu erhalten®), benutzt man am besten eine
von den drei Eulerschen Differentialgleichungen, welche lauten:

1) Vgl. hierzu Routh, Bd. IL 8. 106,
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4% (B¢
dt ( - ) qar

1) BYL— (0~ A)rp

ar -
C—J% = (A — B)pq.
In der mittleren von diesen Gleichungen ist mit Riicksicht auf die
Ungleichung (6) der in der Klammer auftretende Faktor (! — A positiv.
Die Gleichung zeigt daher, dafs das Vorzeichen des Differential-

yaotienten Z—Z mit dem des Produktes rp iibercinstimmt, dafls sich

also der Drehpol in denjenigen vier Oktanten des beweg-
lichen Koordinatensystems, fiir welche das Produkt »p positiv
ist, im Sinne der positiven y-Axe bewegt, in den anderen vier
Oktanten in entgegengesetztem Sinne (vgl Fig. 3).

Umschliefst also die Polhodiekurve die positive (oder mnegative)
Seite der z-Axe, so wird die Polhodiekurve und also auch der zu-
gehorige DPolhodiekegel filr einen vom Scheitel des Kegels aus die
Kegelaxe entlang blickenden Beschauer in negativem Sinne durch-
laufen (vgl S.5). Umschliefst dagegen die Polhodiekurve die posi-
tive (oder negative) Seite der ¢-Axe, so erfolgt diese Durchlaufung
in positivem Sinne. Man hat also den Satz:

Bei der Bewegung eines kraftfreien starren Korpers um
einen festen Punkt wird der Polhodiekegel von der instan-
tanen Axe fir einen vom Scheitel des Kegels die Kegelazc
entlang blickenden Beschauer in negativem oder in positivem
Sinne durchlaufen, je nachdem diese Axe mit der Axe des
kleinsten oder gréfsten Trigheitsmomentes zusammenfillt.

Die Hulbellipsen der trennenden Polhodie endlich werden fitr einen
vom Drehpunkte aus dic Axe des kleinsten (grifsten) Triigheitsmomentes
entlang blickenden Beschauer in negativem (positivem) Sinne durchlaufen.

Sechster Abschnitt
Die Erzeugung der Herpolhodiekurve mittelst der drei Apparate.

Die drei Apparate, durch welche in den beiden oben behandelten
Hauptfillen und in dem Grenzfalle der trennenden Polhodie die Be-
wegung des kraftfreien starren Korpers um einen festen Punki nach-
geahmt und zugleich die Herpolhodiekurve beschrieben werden soll,
beruhen auf denr (Gedanken, dafs man anstatt des Ellipsoids der leben-
digen Kvaft aueh dicjenige Kurve wuf der Hevpolhodiecbene vollen lassen
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kann, welche durch die aufeinanderfolgenden Berihrungspunkte des Ellip-
soids der lebendigen Kraft mit der Herpolhodieebene auf diesem Ellipsoide
gelnldet wird, Dabel ist vorausgesetzt, dals man diese Kurve, welche
nach dem Obigen mit der Polhodiekurve identisch ist, mit dem ,Triig-
heitskreuz des Drehpunktes” in feste Yerbindung bringt, den Drehpunkst
in der gehbrigen Entfernung von der Herpolhodieebene festhiilt wnd
die Berithrung der Polhodiekurve mit der Herpolhodieebene durch
passende Aufhingung der Polhodiekurve so regelt, dals bei positiver
Drehung des Korpers um den Leitstrahl des Berithrungspunktes die
Polhodiekurve von ihrem Beriihrungspunkte in dem auf 8. 81 an-
gogebenen Sinne durchlaufen wird (vgl. die Figuren 4 und 5).

Wie weiter unten gezeigt werden wird, ist dazu in den heiden
oben betrachteten Iauptfillen einer nicht zerfallenden Polhodiekurve
erforderlich, dafs die Impulsaxe, das heifst, das vom Drehpunkte des
Kérpers aunf die Herpolhodie-

Fig. 4.

ebene gefillte Lot, von der Pol-
hodiekurve umschlossen  wird
oder nicht, je nachdem der Ab-
stand des Drehpunktes von der
Herpolhodieebene kleiner oder
grifser ist als die mittlere Halb-
axe des Hllipsoids der leben-
digen Kraft.

Als feste Verbindung der
Polhodiefwree mit dem Trig-
heitskrens des Drehpunktes wird
man am besten den Polhodic
kegel benutzen. Man liilst also
den Eings der Polhodiekurve ab-

geschnittenen Polhodiekegel mit seiner Randkurve unter Ausschluls
des Gleitens auf der Herpolhodicebene abrollen, withrend man seinen
Scheitel in der zu der Polhodickurve gehirigen Entfernung von dex
Herpolhodieebene festhiilt und dabei die Aufhiingung in der oben an-
gegebenen Weise regelt, Der geometrische Ort der Beriihrungspunkte
der Herpolhodieebene mit der Randkurve des Polhodickegels ist dann
die Herpolhodickurve.

Eine solche Anordnung der Apparate gewdhrt noch den Vorteil,
dafs sic die Bewegung des Poinsotschen Polhodickegels wieder mehr
in den Vordergrund der Betrachtung riickt. Allerdings ist ja die oben
gegebene, ebenfalls von I"oinsot herriihrende Veranschaulichung der
Drehung des kraftfreien starren Korpers durch das Abrollen eines
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Hllipsoids auf einer Ebene &ufserst iibersichtlich und besitst iiberdies
den wichtigen Vorzug, dals die Modellievung cines einzigen Kllipsoids
ausreichen wiirde, um alle mdglichen Formen der Drehung eines ge-
gebenen Korpers nachzuahmen; denn sieht man von den Unterschieden
ab, welche lediglich durch die Grifse der lebendigen Kraft der Be-
wegung bedingt werden, so wiirden sich dic verschiedenen Bewegungs-
formen des Korpers durch blofse Verinderung des Abstandes der
Herpolhodieebene vom Mittelpunkte des Ellipsoids ergeben miissen.
Andererseits aber leidet diese Methode der Verunschaulichung an
dem Mangel, dals bei ihr die Form des Herpothodickegels und die Art
der Bewegung des Polhodiekegels nicht deutlich genug erkenubar ist.
In diesen beiden Beziehungen .
. Fig. 5.
aber lifst die von uns gewihlte
Methode, bei der die Polhodie-
kurve als Randkurve des Pol-
hodiekegels auf der zugehdrigen
festen Ebene abrollt, nichts zu
wiinschen iibrig; aulserdem er-
miglicht sie eine bessere Ver-
gleichung der Bewegung des
kraftfreien starren Kérpers mit
. der Bewegung eines Korpers,
der von Kritften beeinflulst wird.
Endlich gestattet die heschrie-
bene Einrichtung der Apparate,
mittelst derselben die Herpol-
hodiekurve auf einem Papier-

blatt zu verzeichnen, so dals

also die Apparate nicht nur die

Bewegung des kraftfreien starren Korpers nachahmen, sondern zugleich
als Herpolhodiezirkel dienen k&nnen. Befestigt man néimlich ein
Papierblatt mit einem Stiick aufgelegten Blaupapiers auf der Fulsplatte
der Apparate und Lifst den Polhodiekegel olme Anwendung von Druck
unter gelegentlicher sanfter Nachhiilfe durch die Hand auf seiner
Unterlage abrollen, so ruft der Kegel durch sein blofses Gewicht die
Herpolhodiekurve mit hinreichender Deutlichkeit auf dem Dapierblatt
hervor. Kine genaue Einhaltung der Entfernung des Drehpunktes von
der Herpolhodieebene erziel man dabei, wenn man nach Losung der
Schrauben, mittelst deren die Stiitze des Drehpunktes auf der Fuls-
platte befestigh ist, die beiden Papierstiicke zwischen der Stiitze und
der Fulsplatte einklemmt.

3
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Siebenter Abschnitt.
Die Gestalt der Herpolhodiekurve.

Die @estalt und die Eigenschaften der Herpolhodiekurve lassen
sich nicht mehr in so elementarer Weise entwickeln, wie dies bei der
Polhodiekurve moglich war. Die Gleichung der Herpolhodiekurve wird
nimlich im allgemeinen transscendent, und ihre Ableitung und Dis-
kussion erfordert bereits umfangreichere Rechnungen, welche den fiir
diese Blitter zur Verfligung stehenden Raum iiberschreiten wiirden.
Es moge daher auf eine eingchende Behandlung der Herpolhodiekurve
verzichtet werden, was um so mehr crlanbt scheint, als die vorliegende
Abhandlung ja wesentlich den Zweck verfolgt, das Verstindnis fiir die
drei Apparate und die durch sie dargestellte Bewegung zu vermitteln
und namentlich einen Uberblick iber die verschiedenen Bewegungs-
formen zu gewihren, welche bei der Drehung ecines krafifreien starren
Korpers um einen festen Punkt eintreten kinnen, wozu eine genauere
Diskussion der Herpolhodiekurve nicht unbedingt erforderlich ist. Doch
sollen wenigstens historisch die wichtigsten Eigenschaften der Herpol-
hodiekurve mitgeteilt werden; hinsichtlich ihrer Begriindung aber mige,
soweit dieselbe grifsere Rechnungen nitig machen wiirde, auf die ein-
schlfigige Litteratur verwiesen werden.

a) Die Herpolhodiekurve in den beiden Hauptfillen.

Der Leitstrabl der Polhodickurve, vom Drehpunkte des Korpers
aus gezogen, variiert in den beiden von uns oben betrachteten Ilaupt-
fillen, auf die wir zuniichst eingehen wollen, zwischen einem grofsten
Werte, den er fiir die beiden in der 2z-Kbene gelegenen Scheitel der
Kurve erreicht, und einem kleinsten Werte, den er fiir die beiden
anderen Scheitel annimmt.’) Fillt man ferner vom Drehpunkte O des
Korpers das Lot OM auf die Herpolhodicehene und bezeichnet die Ver-
bindungslinien seines Fulspunktes M mit den Punkien der Herpolhodie-
kurve als die Leitstrahlen der Ierpolhodiekurve, so bildet jeder Leit-
strahl der Herpolhodiekurve die eine Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Hypotenuse der zugehdrige Leitstrahl der Polhodie-
kurve ist, wihrend die andere Kathete durch das Lot OM, das heilst,
durch ein Stick der Impulsaxe dargestellt wird. Und dieses Lot ist
wenigstens in den beiden von uns jetzt betrachteten Hauptfillen Aleiner

1) Vgl Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation des corps. Journ. de math.
Serie 1. Bd. 16 (1851). S. 108, in der von Schellbach besorglen deutschon
Ubersetzung (Berlin 1851) 8. 43. Siehe ferner die obige Figur 3.
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als der kleinste Leitstrahl der Polhodiekurve.t) Folglich schwankt auch
der Leitstrahl der Herpolhodickurve in den heiden Hauptfillen zwischen
einem grofsten und einem Kleinsten, von Null verschiedenen Werte hin
und her. :

Die Herpolhodiekurve ist also zwischen zwei konzen-
trische Kreise, ihre ,,Grenzkreise’, eingeschlossen, welche den
Fufspunkt M jenes Lotes zum Mittelpunkt haben, und welche
abweehselnd von der Herpolhodiekurve beriihrt werden.

Man kann daher den Punkt M als den Mittelpunkt der Her-
polhodiekurve bezeichuen und die Impulsaxe, welche im Mittel-
punkte I der Herpolhodickurve auf deren Ebene senkrecht steht und
zugleich durch den Scheitel O des Herpolhodiekegels hindurchgeht, die
Axe des Herpolhodiekegels nennen.

Von dem Verlaufe der Herpolhodiekurve zwischen den beiden
Grenzkreisen hatte sich Poinsot eine unrichtige Vorstellung gebildet,
in so fern er annahm, dals sich die Kurve nach Art einer Wellenlinie
zwischen den beiden Kreisen hinziche und also zwischen je zwei auf-
einanderfolgenden Beriithrungspunkten mit diesen Kreisen einen Wende-
punkt besitze.?)

Im Jahre 1880 zeigte indes W. Hefs, indem er sich dabei auf die
nach dem Obigen zwischen den Haupttriigheitsmomenten eines Korpers
herrschende Ungleichung

™ A+B>C

stiitzte, dals die Herpolhodiekurve keine Wendepunkte auf-
weisen kdnne®), sondern iiberall ihrem Mittelpunkte die kon-
kave Seite zukehren miisse, ein Ergebnis, das damn spiiter von
verschiedenen Autoren bestitigt worden ist.*) In dieser Beziehung

1) Dies folgt z. B. ans den ven Poinsot in dorsclben Abhandlung auf 8. 111
(in der Ubersetzung auf 8. 45) nunter der Nr. 62 angegebenen Formeln.

2) Vgl. dieselbe Abhandlung 8. 931. (Ubersetaung 8. 351.). Aul dieser irrigen
Anschanung beruhte auch die von Poinsot ebenda 8. 102 eingefiihrte Bezeichnung
¥ Herpolhodie (= Schliingelweg).

3) Hels, Dissertation 8. 29--82.

4) Zuerst von De Sparre in den Arbeiten: Sur lerpolodie de Poinsot.
Comptes rendus des séances de I'ac. Paris Bd. 99 (1884 Okt.—Dez). S.906. Sur
T'herpolhodie dans le cas dune surface du second degré queleongme. Ebenda.
Bd. 101 (1885 Juli—Sept). S. 370. Sur le mouvement dun solide autour dun
point fixe et sur le pendule conique. Ann. do la soc. scient. de Bruxelles. Bd. 9
(1885) B. 8. 49. Besonders gecignet zur Oricntierung iiber den Gegenstand sind
die beiden Arbeiten von Resal: Développements sur un point de la théorie de
la rotation des corps solides. Journ. de V'ée. polyt. Heft 83 (1883), 8. 17 und

3*

¥
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gleicht also die Herpolhodickurve der senkrechten Projektion der Bahn
des sphirischen Pendels auf cine horizontale Ebene, mit der sie fibrigens
auch die Eigenschaft gemein hat, dafs sie im allgemeinen eine trans-
scendente Kurve ist, die sich in unendlich vielen miteinander Fongruenten
Windungen zwischen den beiden Grenzlreisen hinschlingt, olme jomals in
sich zuriichaukehren.

) Die Herpolhodiekurve in dem Grenzfall der trennenden Polhodie,

In dem Grenzfalle der trennenden Polhodie, zu dem wir nunmehr
iibergehen wollen, gehdrt einem jeden Ellipsenquadranten der Polhodie-
kurve ein spiralformig gewundenes Stiick der Herpolhodiekurve zu, das
sich i wunendlich vielen Spiralwindungen uwm den Schuittpunkt der
Impulsaxe mit der invariablen Ebene herumzicht.') Der starre Korper
bewegt sich dann in der Weise, dals die Polhodieebene an diesen
Spiralwindungen der Herpolhodiekurve abrolls, und zwar mit einer
Winkelgeschwindigkeit, welche fir jeden Augenblick durch die Linge
des Leitsirahls der Polhodiekurve dargestellt wird. TUnd da diese
Winkelgeschwindigkeit stets endlich bleibt, dic Anzahl der Spiral-
windungen aber unendlich grofs ist, und hei Durchlanfung jeder Spiral-
windung eine volle Umdrehung des Korpers stattfindet, so wird der
instantane Drehpol des Korpers den Mittelpunkt der Spirale
in endlicher Zeit tiberhaupt nicht erreichen kiénnen.

Dies Ergebuis lifst sich auch dadurch bestitigen, dafs man direkt
die Zeit bestimmt, welche der Drehpol zur Durchluufung einer ganzen
Herpolhodiespirale gebrauchen wiirde, wodureh sich fiir diese Zeit ein
unendlich grolser Wert ergiebt.?)

Umgekehrt wird ein kraftfreier starrer Korper, der fiir einen
Augenblick um die Axe des mittleren Haupttriighcitsmomentes rotiert,
in jeder noch so langen endlichen Zeit in seiner Rotation um diese
Axe mit konstunter Winkelgeschwindigkeit beharren; und zwar bleiht
dann diese Axc sowohl im Kbrper wie im Raume fost.

Die Axe des mittleren Haupttriigheitsmomentes ist also
ebenso wie die beiden anderen Haupttrigheitsaxen eine ,per-
manente’ (,natirliche?,  freie®) Drehaxe des Kérpers.

Note wur la courbure de I'herpolhodie. Fbenda. Heft 55 (1885), S. 275, von denen
die zweite deu betreffenden Nachweis enthalt. Vgl ferner die Arbeit wvon
A. Petrus: Beitrige sur Theorie der Herpolhodie Poinsots. Halle. Inaugurnl-
dissertation. 1902, in der sich auch weitere Litteraturangaben finden.

1) Vgl die bereits mehrfach zitierte Arbeit von Poinsot, 8. 95 f und 118 1f,
(Ubersctaung 8. #6 £ und 47 £)

2) Ebenda 8. 299,
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Achter Abschnitt.
Die Stabilitit der Drehung um die drei Hauptirigheitsaxen,

Indessen besteht zwischen der Drehung um die Axe des mitt-
Jeren und um die Axen der beiden extremen Haupttriigheitsmomente
ein wichtiger Unterschied hinsichtlich der Stabilitit der Drehung.
Wird pimlich die Drehaxe des Korpers durch einc momentan wirkende
suflsere Kraft in dem Kérper auch nur unendlich wenig aus der Lage
ciner der drei Haupttrigheitsaxen verschoben, und dann der Kdrper
wieder sich selbst fiberlassen, so beschreibt diec instantane Axe den-
jenigen Kegel aus dem von uns oben hetrachteten Biischel von Pol-
hodiekegeln, welcher durch die neue Lage der Drehaxe bestimmt wird.
Die Form dieses Polhodiekegels aber ist ginzlich verschieden, je nachdem
die permanente Drehaze dwrch die Awe des mittleren oder durch die Azxe
vines der beiden extremen Huupttriigheitsmomente gebildet wurde.

Bei der Axe des grofsten oder kleinsten Triigheitsmomentes niim-
lich ist der Polhodiekegel ein Kegel von s Ileinen Offnungswinkeln.
Trotz der Stérung durch den Anstols hilt sich daher die Drehaxe
sowohl im Korper wie im Ranmme in umittelbarer Niihe der urspriing-
lichen permanenten Drehaxe. Die Drehung des Kirpers um die Axe
des grofsten oder kleinsten Triigheitsmoments heifst daher stabil!)

Ganz anders liegen die Verhiltnisse bei einer Drehung um die
Axe des mittleren Iaupttrigheitsmomentes.

Sieht man zundchst von dem Falle ab, wo die Drehaxe auch
nach der Binwirkung des #ufseren Ansiofses in einer der beiden Khenen
der trennenden Polhodie verbleibt, so wird die Drehaxe nach Auf-
hebung der storenden Kraft einen nicht zerfallenden Polhodickegel be-
schreiben, welcher sich eng an die Ebenen der trennenden Polhodie
anschmiegt und in einem der vier keilférmigen Riume liegt, die durch
das Ebenenpaar der trennenden Polhodie gebildet werden (vgl. Fig. 3),
welcher also nicht die Axe des mitfleren, Houptirvigheitsmoments, sondern
cntweder die des Tleinsten oder die des grifsten Trigheitsmomentes wm-
schliefsen wird. Die grifste und kleinste Offoung eines solchen Kegels
kann dabei nur wenig von den Werten # und 22 oder # und = — 24
abweichen, vorausgesetzt, dals wir wie oben (auf 8. 18 f£) unter 1 dens

1) Vgl hierzu Klein-Sommerfeld 8. 128 {f.; ferner Fricke, Kurzgefalste
Vorlesungen tiber verschicdene Gebiele der hheren Mathematik mit Berticksich-
tigung der Anwendungen. Analytisch-funktionentheorelischer Teil. Leipzig. 1900.
8. 336 L und Appell, Traité de mécanique rationelle. Bd. IL Paris. 1896.
8. 219 .

v

http://www.dmg-lib.de



38 Die Drehung eines kraftfreien starren Kérpers um einen festen Punkt.

Winkel verstehen, den die Ebenen der trennenden Polhodie mit der
xy-Ebene einschliefsen. Infolgedessen wird sich die instantane Dreh-
axe in hinreichend langer, aber jedenfalls endlicher Zeit sehr stark
von der Axe des mittleren Haupttriigheitsmomentes entfernen?), und
zwar sowohl in dem Kérper wie im Raume.

Aber selbst in dem bisher ausgeschlossenen Falle, wo die Storung
der Bewegung eine Verschiebung der instantanen Drehaze innerhalb
einer der beiden Ebenen der trennenden Polhodie zur Folge hat, wird
mit Riicksicht anf den Durchlaufungssinn der Polhodiekurven (vel
Fig. 3) wenigstens fiir zuwei von den vier mbglichen Verschiebungen
ebenfalls bereits in endlicher Zeit eine starke Verlegung der Drehaxe
stattfinden, withrend bei den beiden anderen Verschichungen allerdings
die instantane Drehaxe wieder ihrer urspriinglichen Lage zustreben wird.

Die Drehung des Kérpers um die Axe des mittleren Haupt-
triigheitsmomentes besitzt also die Eigenschaft, dafs eine noch so
kleine Stdrung dieser Drehung im allgemeinen eine Verinderung in
der Bewegung hervorrufen wird, hei welcher nach endlicher Zeit die
instantane Drehaxe eine von der urspriinglichen Lage der Axe schr
stark abweichende Richtung annimmt. Aus diesem Grunde mennt man
dic Drehung um die Axe des mittleren Haupttriigheitsmomentes labil.

Neunter Abschnitt.
Die Art des Abrollens des Polhodiekegels auf dem Herpolhodiekegel.

Schon oben wurde auf den Unterschied hingewiesen, der in der
Art des Abrollens des Polhodiekegels auf dem Herpolhodiekegel hervor-
tritt und zu einer verschiedenen Aufhingung der Polhodiekegel bei den
Apparaten Veranlassung giebt (vgl. Fig. 4 und B).

Ersetst man eine gane belichige Bewequng cines starven Kirpers win
cinen fesien Punkt durch die Abwickelung eines beweglichen Kegels
auf einem festen Kegel, so kdunen drei verschiedene Beweguungsformen
auftreten, welche man entsprechend den drei beim Rollen eines beweg-
lichen Kreises auf einem festen Kreise vorkommenden Bewegungs-
formen als epicykloidisch, hypocykloidiseh und perieykloidiseh

*bezeichnen kann.

Sobald néimlich die beiden Kegel sich lings ihrer instantanen Be-

rithrungslinie ihre konvexe Seite zukehren, wollen wir das Abrollen

1) Jede mnicht zerfallende Polhodiekurve wird von der instantanen Achse in
endlicher Zeit durchlaufen. Vgl z B. das socben erwithnte Werk von Fricke
8. 388,
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des DPolhodiekegels auf dem Ilerpolhodiekegel fiir den betreffenden
Augenblick epiecykloidisch nennen. Wenn dagegen die konvexen
Seiten beider Kegel lings ihrer Beriihrungslinie nach derselben Seite
gewendet sind, soll dic Bewegnng als hypoeykloidisch oder peri-
cykloidisch hezeichnet werden, je nachdem der Polhodiekegel von
dem Herpolhodiekegel Jangs der Bertihrungslinie wmschlossen wird, oder
selbst den Herpolhodiekegel lings dieser Linie umschliefst.

Ein Ubergang ans der epicykloidischen in die hypocykloidisehe
oder pericykloidische Bewegungsform oder der umgekehrte Ubergang
findet statt, wenn die Beriihrungslinie der beiden Kegel, das heilst, die
instantane Drebachse des Kbrpers in eine , Wendelinie* eines der beiden
Kegel zu liegen kommt. Dagegen tritt ein Thbergang aus der hypo-
eykloidischen in die perieykloidische Bewegungsform oder der umge-
kehrte Ubergang ein, wenn die beiden Kegel oder, was anf dasselbe
hinauskommt, die beiden Kurven eines senkrecht zu ibrer Beriihrungs-
linie gelegten Normalschnitts mit einander eine Berithrung gerader
Ordnung haben.

Bei dem von uns betrachteten besonderen Fall eines
krattfreien Korpers sind indes von diesen drei Arten des Ab-
rollens nur die epicykloidische und die pericykloidische Be-
wegungsform moglich, wihrend eine hypocykloidische Be-
wegung berhnupt ausgeschlossen ist.

Das kann man sich auf folgende Weise klar machen: Rein kine-
matisch betrachtet wiren fiir eine hypoecykloidische Bewegung swei
Formen denkhar, In der That kimnten die beiden Kegel enbweder
gleichzeitig der Axe des Herpolhodiekegels ihre konvexe Seite zu-
iehren, oder aber beide zugleich ihre konkave Seite. Bei der Be-
wegung cines kraftfreien starren Kérpers indes ist der erstere vou
diesen beiden Fallen von vornherein uusgeschlossen, weil nach dem
Helsschen Satze (vgl. 8. 83) der Herpolhodiekegel seimer Ao stets die
Tonkave Seile zuwendet. Man iberzengt sich aber leicht, dafs ebenso
auch die andere rein kinemutisch denkbare Avt hypoeykloidischen Ab-
rollens, eine hypocykloidische Bewegung nimlich, bei der beide Kegel
Iings ihrer Beriihrungslinie der Axe des Herpolhodiekegels ihre kon-
kave Seite zukehren, bei einem krattfreien Korper kinetisch nnmbglich
ist. Denn da sich beim kraftfreien starren Korper die Bewegnug in der
Weise vollzieht, dafs das Ellipsoid der lebendigen Kraft auf einer festen
Ebene, der Herpolhodiesbene, abrollf, und die Polhodiekurve den geo-
metrischen Ort derjenigen Punkte dieses Ellipsoids bildet, welche withrend
der Bewegung mit der Herpolhodicebene in Bertihrung treten, so liegt fiir
jeden Augenblick der Bewegung die Polhodiekurve awf devselben Seite der
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Herpolkodiechene wie der Mittelpunkt des Ellipsoids, das heifst, wie der
Drehpunlit des Kirpers. Wiirde sich aber der Polhodiekegel mit seiner
Polhodiekurve auf hypocykloidische Art auf dem Herpolhodickegel und
der Herpolhodiekurve abwickeln und zugleich der Axe dos Herpolhodie-
kegels seine konkave Seite zuwenden, so miifste gerade im Glegenteil
die Polhodiekurve in der Umgchbung ihres Beriihrungspunktes mit der
Herpolhodiekurve von dem gemeinsamen Scheitel der beiden Kegel, das
heifst, vom Drehpunkte des Kirpers, durch die Herpolhudiechene getrennt
sein. Denn in dem Falle einer hypocykloidischen Bewegung miilste sich
der Polhodiekegel mit seiner Polhodiekurve ans dem ihn umfassenden
Herpolhodiekegel und seiner Herpolhodiekurve in der Umgebung der
Bertihrungslinie beider Kegel durch Zusammenbicgen des Ierpolhodie-
kegels unter Festhaltung der Beriihrungslinie samt ihrer Tangen-
tialebene erzeugen lassen. Nun ist aber beim krafifreien starren
Korper die Herpolhodiekurve eine ebene Kurve, Und bei weiterem
Zusammenbiegen des Herpolhodiekegels, der ju seiner Axe die kon-
kave Seite zukehrt, wiirde die erpolhodiekurve aus ihrer Kbhene
heraustreten und auf dicjenige Seite dieser Ebene gelangen miissen,
welche von dem Drehpunkte des Kérpers durch diese Ebene getrennt
ist. Da abher eine solche Lage der Polhodiekurve nach dem Obigen
ausgeschlossen ist, so ist fir einen kraftfreien starren Kérper cine
hypocykloidische Bewegung itberhaupt wnmiglich. Es kamn also die
Bewegung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt
nur entweder epicykloidisch oder pericykloidisch sein. Hieraus folgt
zum Beispiel, dafs einc Bewegung von der Art der Priizessionsbewegung
der Erde, welche hekanntlich hyporykloidisch ist, bei einem kmftfreleu
starren Korper nicht vorkommen kann.

Andererseits kunn aber die Bewegung eines kraftireien starren
Kérpers anch nicht abwechselnd epieykloidisch und pericykloidisch
sein, sondern sie mufs wihrend ihres ganzen Verlaufes ihren Charakter
bewahren; denn weder der Polhodiekegel, welcher ja von der zweiten
Ordnung ist, noch auch der Herpolhodiekegel (vgl. S . 3D) welst eine
Wende]lmc lmf Das Auftreten einer Wendelinie bei einem der beiden
Kegel war aber nach dem Obigen (vgl 8. 39) die Voraussetzung fiic
einen solehen Ubergang.

Ob nun endlich die epicykloidische oder die pericykloidische Be-
wegungsform eintritt, lifst sich ziemlich leicht entscheiden. Schon die
Betrachtung der Bewegung des auf der Herpolhodiecbene rollenden Kllip-
soids der lebendigen Kraft Iilst erraten, dals das Abrollen des Polhodie-
kegels epicykloidisch oder pericykloidisch sein wird, je nachdern der
Polhodiekegel die grifste oder kleinste Axe dieses Ellipsoids umschlielst.
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Mit villiger Sicherheit aber entnimmt man dies aus dem Durch-
laufangssinn des Polhodiekegels. Da nimlich nach unserer Verein-
barung (vgl. 8. 35) die ,,Drehstrecke”, das heilst die Strecke vom
Drehpunkt nach dem Drehpol, immer nach derjenigen Seite der in-
stantanen Axe hin abgetragen wird, um welche herum die Drehung in
positivem Sinne erfolgt, so gilt ganz allgemein der Satz:

DBei epicykloidischem oder hypocykloidischem Abrollen cines Polhodie-
kegels auf seinem. Herpolhodiekegel wivd fiir einen Beschauer, dessen Auge
im Scheitel der beiden Kegel liegt, der Polhodiekegel von der instantanen
Axe in negativem Sinne durchlaufen, bei pevicylloidischem Abrollen n
positivem Sinne.t)

Fiir einen kraftfrejen starren Kérper, bel welchem, wie wir gezeigt
haben, die hypoevkloidische Bewegungsform ausgeschlossen ist, kann
man diesem Satze auch die Fassung geben:

Bei cinem kraftfreicn sturren Kirper ist die Bewegung des Polhodie-
Legels epicykloidisch oder pericyRloidisch, je nachdem fiir einen vom Scheitel
des Dolhodickegels die Kegelaxe entlang blickenden Beschauer der Kegel ron
der instantanen dxe in negativem oder positivem Sinne durchlaufen wird.

Hierfiir aber kann man nach dem auf 8. 31 entwickelten Satre
auch sagen:

Bei der Drehung eines kraftfreien starren Kérpers um
einen festen Punkt ist das Abrollen des Polhodickegels auf
dem Herpolhodiekegel epicykloidisch oder pericykloidisch,
je wnchdem seine Axe mit der Axe des kleinsten oder
grifsten Trigheitsmomentes zusammenfillt, oder, was nach
dem Batze auf 8. 28f dasselbe ist, je nachdem der Abstand des
Drehpunktes von der Herpolhodieebene grélser oder kleiner
ist als dic mittlere Halbaxe des Ellipsoids der lebendigen
Kraft.

Zehnter Abschnitt.
Portsetzung: Der Impulskegel.

In engem Zusammenhang mit der Art des Abrollens des Polhodie-
kegels auf dem Herpolhodiekegel steht die Irage, ob dic DImpulsare
der Beweguny, welche zugleich die Axe des Ilerpolhodiekegels bildet,
aufserhald oder dnnerhalb des Polhodickegels liegt.

1) Um die Richtigkeit dieses Satzes cinzuschen, braucht man sich nur zwei
Kreiskegel vorzustellen, von denen der eine aut dem andern auf epicykloidische,
hypoeykloidische oder pericykloidische Art abrollt.
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Um diese Frage allgemein zu entscheiden, betrachte man die rela-
tive Bewegung der Impulsaxe in Bezug auf das mit dem Korper fest
verbundene Koordinatensystem, Die Koordinaten J,, M, N des Impuls-
pols in Bezug auf das bewegliche System sind nach 8. 12 mit den
Koordinaten p, g, » des instantanen Drehpols durch die Gleichungen
verkniipft
(62) L=Ap, M=DBg, N=Cr.

Diese Gleichungen zeigen, dafs der Impulspol relativ zu dem in Be-
wegung begriffenen Korper eine Kurve beschreiben wird, welche zu
der Polhodiekurve in dem Verwandtschaftsverhiilinis der Affinitit steht,
und dafs diese Affinitit die drei Koordinatenaxen des beweglichen
Systems, dals heilst, die dvei Hauptaxcn der Polhodiekurve zu Doppet-
linien hat. Ilieraus folgt, dals dic von dem Impulspol in dem dreh-
baren Korper beschriebene Kurve, wir wollen sie nach dem Vorgange
von Klein und Sommerfeld!) als dic Impulskurve bezeichnen,
ebenso wie die Polhodiekurve einen Zweig einer Rawmkurve vierler
Ordnung bildet, welche die Koordinatenebenen des beweglichen Systems
zu Symmetrieebenen hat, und dals sie ferner in zwei ebene Kurven
zerfiillt, deren Bbenen durch die Axe des mittleren Hauptirigheits-
moments hindurchgehen, sobald dies bei der zugehdrigen Polhodiekurve
eintrith.

Die Gleichungen der Impulskurve erhilt man, wemn man in
den @leichungen (1) und (9) der Polhodiekurve fiir die Koordinaten
p, ¢, v des Drehpols ihre Werte
(63) P=§, QZ%I‘) r:%’
ausgedriickt in den Koordinaten L, M, N des Impulspols, substituiert,
wodurch sich die Gleichungen ergeben:

L e V2 .
Ex LA Y)

(64) Tt EtT
und
(65) L*4- M® 4 N? = (3,

welche zeigen, dals die Impulskurve eine sphirische Kurve ist, die
aus der Kugel (65) durch das mit ihr konzentrische Ellipsnid (64)

1) Klein-Sommerfeld 8. 123, Vgl ferner: Maxwell, On a Dynamical |
Top, for exhibiting the phenomena of the motion of a system of invariable form
about a fixed point, with some suggestions as to the Farth's motion. Transactions
of the Royal Soviety of Edinburgh. Vol 21. Part. IV. 1857. (Scientific Papers.
Vol 1. Cambridge. 1890. 8. 248.)
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ausgeschnitten wird. Hieraus ergiebt sich inshesondere, dafs die beiden
ebenen Kurven, aus denen sich die zerfallende Impulskurve zusammensetet,
swei grifste Halbkveise der Kugel (63) sind.

Fiir den vorliegenden Zweck gentigt es, den ,, Impulskegel®, das
heilst, den Kegel zu betrachten, der die Impulskurve zur Leitkurve
und den Drehpunkt des Korpers zum Scheitel hat, und welcher also
den geometrischen Ort der Impulsaxe bildet. Seine Gleichung findet
man, wenn man aus den Gleichungen (64) und (65) der Impulskurve
durch lineare Verkniipfung eine in I, M, N homogene quadratische
Gleichung ableitet. Dadurch ergiebt sich fiir den Impulskegel die
Gleichung:

©6) (AT + (5 B+ (G - O)yr=0.

Sie zeigt, dals der Impulskegel ebenso wie der IDolhodiekegel ein
Kegel zweiter Ordnung ist, woraus noch folgt, dals die Impuls-
kurve als ein sph#rischer Kegelschnitt bezeichnet werden darf.

Um die Lage des Impulskegels gegen den Tolhodiekegel zu
ermitteln, dessen Gleichung lautete:

an 4( — A)p* B(“ — B)g? + ¢ (————C)r =0,

hat man wieder die beiden oben behandelten Hauptfille (a) und (b)
und den Grenzfall der trennenden Polhodie von einander zu unter-
scheiden. Die beiden Hauptfiille (a) und {(b) waren dadurch charak-
terisiert, dals in dem einen Falle

(a) A / o < B<<C uwnd 6>0,
in dem andern Falle dagegen
(b) A< B < ST; < und F§<b  war

In dem ersteren Falle (a), in welchem, wie oben (vgl. 8. 28f)
gezeigh ist, der Polhodiekegel die z-Axe umschlielst, schneide man die
beiden Kegel mit einer zur yz-Ebene parallelen Ebene, welche von
Y dieser den Abstand 1 hat, deren Gleichung also laubet:

67 L=1 oder p=1.
Die Koordinaten M, N und ¢, » der beiden Schuittkurven geniigen
dann den Gleichungen:

(68) A A =p(B o) Ho— G
Al )Gl G
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Die Ebene (67) schueidet also den Impulskegel sowohl wie den Polhodic-
kegel in einer Ellipse; und zwar besitzen deren Halbaxen b, ¢, und

bp, ¢, die Werte: e - ]
o par "4 V1 /e 4
T Ay e YT 4, e
~ 9 '~
und
e, B
Cp azn 4 . A2 4
T TG = o et
» By, G ? c,_ ¢
2h 2R

Zwischen den entsprechenden Halbaxen der beiden Fllipsen hbestehen
daher die Bezichungen:

B
T

[
izchy

b b,, ¢

aus denen wegen . << B < C die Ungleichungen folgen:
(70) b, >b,, >¢,.
Diese aber liefern das Ergebnis:
In dem Falle (a) wnschliefst der Impulskegel den Polhodickegel.

s liegt also die Impulsaxe, das heifst, die Axe des Herpolhodiekeyels
wihrend der ganzen Bewegung des Kirpers aufserhalb des Polhodickegels.

Da nun aber ferner nuch S. 41 dem Falle (a) ein epicykloidisches
Abrollen des Polhodiekegels entspricht, und andererseits die epieykloi-
dische Bewegungsform auch nur in dem Falle (a) auftritt, so kann
man noch hinzufiigen:

Beim kraftfreien starren Korper ist das epicykloidische
Abrollen des Polhodiekegels auf dem Ierpolhodiekegel stets
von solecher Art, dals die Axe des Herpolhodiekegels, ein-
schliefslich ihrer Verlingerung iiber den Drehpunkt des
Kdrpers hinaus, ganz auflserhalb des Polhodiekegels liegt.?)

In dem zweiten Falle (b), in welchem, wie oben (vgl. 8. 28 f)
gezeigt ist, der Polhodiekegel die z-Axe umschlieflst, schneide man dic
beiden Kegel durch eine zur zy-Ebene parallele Ebene, weleche von
dieser den Abstand 1 hat, deren Gleichung also lautet:

(7 N=1 oder #»=1.

1) Danach wire z. B. eine Bewegungsform, wie sie in dem Buche von Klein
und Sommerfeld auf 8. 53 durch die Figur 9 veranschaulicht wird, fiir den
Fall cines krafifreien starren Korpers ausgeschlossen.
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Von Hermaxy Grassvavw. 45

Die Koordineten I, M und p, ¢ der heiden Schuittkurven geniigen
dann den Gleichungen

A s e 8)
w A el eecfe-5)

Die Ebene (71) schneidet also wiederwm sowokl den Impulskegel wie der
Polhodiekegel in emer Ellipse; und zwar besitzen dic Hulbaxen dicser
beiden Ellipsen, sie migen heifsen ¢, §; und ¢, §,, die Werte:

g
T W?é o .\ 'Gz
4% 8% e
o= c G y Bi= =
2h 8h
und
el e
) v
B c’ . )
=V aw_ o B/ e
9h Ern

Zwischen den entsprechenden Halbaxen der beiden Ellipsen herrschen
daher die Beziehungen:

A B
G = G %> B, = Cﬁp’

ans denen wegen A << B < (' die Ungleichungen folgen:
(74) o < Oy B, < ﬁp .

Diese aber liefern das Ergebnis:

In dem Falle (b) wird der Impuiskegel vonr dem Polhodiekegel wmn-
sehlossen.  Die Impulsaxe, das heifst die Axe des Herpolhodiekegels,
licgt somit wiihvend der gomzen Dewegung des Korpers innerhall des
Polhodickegels.

Schliefslich bleibt noch die Bewegung in dem Grenzfall der
trennenden Polhodie zu untersnchen. Fir diesen Fall war nach S. 181

(19 S =B wmd (30) o-b;

die Gleiehung (66) des Impulskegels verwandelt sich daher in:

LB L (BN =0,
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46  Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt.
woflir man wegen 4 < B < ' besser sehreiben wird:

. 1 1

(75) A(B~A)L"’—~C;(C——B)Z\¢2 =0 oder

Py

Der Impulskegel zerfallt also, wie oben schon angedeutet wurde,
in ein reelles Ebenenpaar, dessen Ebenen durch die Axe des mitt
leren Hauptirigheitsmomentes hindurchgehen und mit der zy-Ebene,
das heilst, mit der Ebene des kleinsten und mittleren Haupttrigheits-
momentes, zwei entgegengesetzt gleiche Neigungswinkel eingchliefsen,
die sich aus der Gleichung

 1/0B—4
(1) wr=X) 303
ergeben. Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung
(32) ‘ tgi=t /224

fiir die Neigungswinkel 1, welche die Ehenen der trcmnenden Polhodie
mit der zy-Ebene bilden, so crgiebt sich zwischen den Neigungs-
winkeln 1 und », welche die Khenenpaare des zerfallenden Polhodie- und
Impulskegels mit der Ebene des kleinsten und mittleren Haupttriigheits-
momentes bilden, die Beziehung

amn tgw = te,
oder wegen (27)
) ey~ Gitgd,

die man auch durch die Proportion ersetzen kann:

(79) tgvitgd — a?: e

und multipliziert man diese Proportion mit der Proportion (36):

(306) tgi:tgu —cin,

so erhiilt man die neue Proportion

(80) tgvitgu —a:e,

welche zeigt, dafs die Neigungswinkel v, welche die Tbenen des zer-
fallenden Impulskegels mit der xy-Fbene bilden s den Neigungs-
winkeln p, unter denen die Kreisschnitle des Ellipsoids der lebendigen

Kraft gegen diese Blene geneigt sind, in derselben Bezichung  stehen,
wie die Winkel w zu den Neigungswinkeln 1, welche die Fbenen des
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zerfallenden. Polhodickegels mit der xy-Ebene einschliefsen (vgl. 8. 20 ).
Man erhéilt daher den folgenden Satz:

Verzeichnet man in der lbene der grifsten oder kleinsten
Halbaxe des Ellipsoids der lebendigen Kraft aulser der
Ellipse

(37> 7‘|‘i'= 1)

weleche diese Kbene aus dem Ellipsoide naussechneidet, die
Spuren der beiden Ebenen des werfallenden Impulskegels,
so sind die Winkel, die diese Spuren mit der grofsen Axe

Fig. 6.

jener Ellipse einschliefsen, die exzentrischen Anomalieen der
Punkte, in denen dic Ellipse von den beiden IMauptkreis-
schnitten des Ellipsoids getroffen wird.

Ist also wieder K einer der vier Punkte, welche die beiden Haupt-
kreigschnitte aus der Ellipse (37) ausschneiden (vgl Fig. 6), und zieht
man durch K die Parallele zur kleinen Axe der Ellipse bis zum
Schnittpunkt ¥ mit demjenigen Kreise, welcher diese Kllipse in den
Endpunkten der grolsen Axe beriihrt, so ist OV die Spur einer von
den beiden Ebenen des zerfallenden Impulskegels.

Ilat man bereits den Punkt 7' konstruiert, in dem dic Ellipse (37)
von der Ebene der tremnenden Polhodie geschnitten wird, die jener
Ebene des Impulskegels entspricht, so kaon man natiirlich die Spur
jener Ebene des zerfallenden Impulskegels auch dadurch finden, dals
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48 Die Drehung eines kraftfreien starren Korpers um einen festen Punkt.

man im Punkte 7’ an die Ellipse dic Tangente legt und auf diese vom
Punkte O aus das Lot OF fillt. Dann muls dieses Lot OI" der
Geraden OV angehGren.

Aus der Lage der ,Impulsebenen® gegen die ,Polhodieebenen®
kann man insbesondere die Folgerung zichen:

Beim Abrollen einer Halbellipse der trennenden Polhodie
auf der Herpolhodieebene liegt dic Axe des Herpolhodie-
kegels stets in demjenigen von den vier Winkelrdumen des
zerfallenden Polhodiekegels, welcher dic Axe des grilsten
Tragheitsmomentes enthilt und zugleich der rollenden Halb-
ellipse anliegt.

Beriihrt die Halbellipse schliefslich mit einem Emdpunkte ihrer
kleinen Axe die Herpolhodiechene, so fillt die Axe des Herpolhodie-
kegels mit dieser Axe der Hulbellipse, das heifst, mit der Doppcllinic
des zerfallenden Polhodiekegels, zusammen.

Mit ein paar Worten mdge hier endlich noch der bisher von der
Betrachtnng ausgeschlossene Full gestreitt werden, wo zwei Haupt.
triigheitsmomente einander gleich sind, wo also das Trigheitsellipsoid
und somit auch das Ellipsvid der lebendigen Kraft ein abgeplattetes oder
ein gestrecktes Rotationsellipsoid ist.

Denkt man sich fiir den Fall cines abgeplatteten Rotationsellipsoids,
dessen Figurenaxe durch die z-Axe gebildet werden mag, in eciner
Meridianebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, etwa in der z2-Ebeue,
die Konstruktion der Spuren des Ebenenpaares der trennenden Polhodie
wirklich ausgefithtt (vgl. die Konstruktion auf 8. 211, und die Figur 2),
so fillt der Punkt 7' auf den Punkt 4; die beiden Ebenen des Ebenen-
paares der trennenden Polhodie fallen also mit der Aquatorebene des
abgeplatteten Rotationsellipsoids zusammen. Hieraus folgh:

Die Bewegung eines kraftfreien starren Kérpers um einen
festen Punkt ist stets pericykloidisch, sobuld sein Trigheits-
ellipsoid ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ist.

Denn auch der Fall, wo die Bewegung um eine natiirliche Drehaxe
des Korpers erfolgt, nimlich entweder um die Figuremaxe oder um
einen Durchmesser des Aquatorkreises, kann noch als Grenzfall eimer
pericykloidischen Bewegung aufgefalst werden.

Fihrt man andererseits fiir den Full cines gestreckten Rotations-
ellipsoids, dessen Figurenaxe mit der x-Axe zusammenfallt, inner-
halb einer Meridianebene des Ellipsoids der lebendigen Kraft, etwa in
der zz-Ebene, dic Konstruktion der Spuren des Ebenenpaaves dex
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trennenden Polhodie wirklich aus (vgl. Fig. 2), so kommt der Punkt 7
auf den Punkt ¢ zu liegen; die beiden Ebenen des Ebenenpaares der
trennenden Polhodie fallen also wieder mit der Aquatorebene des
Rotationsellipsoids zusammen. Da aber diese Ebene in diesem Falle
die Ebene der beiden kleinsten Ilalbaxen ist, so hut man den Satz:

Diec Bewegung eines kraftireien starren Korpers um einen
festen Punkt ist stets epicykloidisch, sobald sein Trigheits-
ellipsoid ein gestrecktes Rotationsellipsoid ist.

Denn auch hier kann die Bewegung um eine natiirliche Drehaxe
noch als Grenzfall einer epicykloidischen Bewegung angesehen werden.?)

Elfter Abschnitt.
Die Konstanten der drei Apparate.

Betrachtet man in den Gleichungen (1) und (9) fir das Elipsoid
der lebendigen Kraft und der Flivhen die Haupttrigheitsmomente 4,
B, C als unhenannte Grilsen, denkt sich aber die Koordivaten p, ¢, »
des Drehpols in em ausgedriickt, so hat man sich den konstanten
Wert 7 der lebendigen Kraft in gem und die Stirke G des Impuls-
monientes in em gegeben zu denken.

Nun gehoren alle drei Apparate einem und demselben Triigheits-
ellipsoide zu, welches den Haupttrigheitsmomenten

; (81) 4- 1 ! 0

1
i B= o060

0,014
entspricht. Aber auch die lebendige Kraft ist fiir alle drei Apparate
gleich grofs angenowmen und besitst den Wert

(82) h = 5000 gem.

Infolgedessen liegen die drei Polhodickurven auch auf demselben Kllipsoide
der lebendigen Kraft, auf dem Ellipsoide niimlich, dessen Halbaxen den
Gleichungen (26) zufolge die Werte aufweisen:

2} &

¢= ) F=12em

(83) o= V{Zh =20em, b=

1) Es mag an dieser Stelle noch bemerkt werden, dafs die in den Vor-
lesungen iber Dynamik von H. v. Helmholtz gegebene Darstellung der Drebung
eines kraftfreien starren Korpers eine Verwechselung von Iapulspol und Drehpol
enthilt, infolge deren die sonst schone Behandlung des Gegenstandes za falschen
Ergebnissen gefiihrt hat. Vgl H. v. Helmholtz, Vorlesungen iiber theoretische
Physik, Bd. I, Abt. 2, Die Dynumil diskreter Massenpunkte, herausgogeben von
Krigar-Menzel. Leipuig, 1898. S. 827f Auch die auf S. 326 gegebenen Figuren
hediirfen einer Berichtigung.

4
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Die Bewegungen, welche durch die drei Apparate dargestellt werden,
unterscheiden sich also von einander nur durch den Wert der Stirke (+
des Impulsmomentes.

Bei dem Apparat fiir die epicykloidische Bewegung des Polhodie-
Fegels (Apparat 1) ist das Quadrat des Impulsmomentes

G* = 436600 qem
gewithlt, sodafs der Abstand 0 des Drehpunktes von der Herpolhodie-
ehene mit Riicksicht anf (16)
(85) 8 =2t — 151515 em

wird.

Bei dem Apparnt fiir die pericykloidische Bewegung des Polhodie-
kegels (Appurat 2) ist
(86) G?= 595240 qem

angenommen.’) Es wird somit hier
PP, 2h B
(80 0 — == 12,961 em.

Fiir die Bewegung der trennenden Polhodie (Apparat 3) endlich
ist das Quadrat des Impulsmomentes

(88) G*=2] . B = 510204 gem.
Also wird in diesem Falle

2h 2k
% Y@ B

(89) = L

Die Malse der vier Figuren 1, 2, 3 und 6 entsprechen genau denen
der drei Apparate; nur sind alle Liugen im Verhiiltnis 187 : 1000 vor-
kleinert. Bei den Figuren 1 und 3 sind ferner die zur Zeichenebene

senkrechten Geraden in der Verkiirzung 1:2 und mit der Neigung :

gegen die von rechts nach links laufende Gerade dargestellt.

1) Es ist derjenige Wert von & gewihlt, fiir welchen bei der pericykloidischen

Bewegung des Polhodiekegels der kleinste Leitstrahl der Herpolhodickurve sein
Maximumin hat. Dies tritt nach W. ITefs (Dissertation, 8. 16) cin, wenn

[z S

= VBC

ist.
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