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§ 1. Die Kreisverwandtschaft, auch » Transformation durch
reziproke Radien® oder ,Inversion®, genannt, lifit sich durch
Mechanismen verwirklichen, die man ,Inversoren® nennt. Der
ilteste bekunnte Inversor ist von Peaucellier angegeben worden:
Man verbinde zwei Gegenecken I, L¢ einer Raute von der Seite ]
durch Stibe von der Linge 1 mit einem festen Punkte O (Fig. 1);
alsdann liegen die beiden anderen Gegenecken P und Q mit O in
einer Geraden, und es ist das Produkt ihrer Abstinde von O konstant,

OP-0Q =(1—p)(1+4p) =12—pt

Beschreibt man also mit P irgendeine Figur, wihrend der
Punkt O auf der Zeichenfliche festgehalten wird, so heschreibt Q
die zu ihr ,inverse® Figur, wobei O das Inversionszentrum und
1*—p? die , Potenz® der Inversion ist. Diese ist positiv oder nega-
tiv, d. h. P und Q liegen auf derselben Seite oder auf entgegen~
gesetzten Seiten von O, je nachdem 1>>p (Fig. 1) oder 1< p (Fig. 2)
ist. Beschreibt P insbesondere einen Kreis, so auch Q; geht einer
von beiden durch O, so artet der andere in eine Gerade aus. Der
Inversor kann also dazn dienen, eine genaue Geradfiihrung oder
eine Kreisfihrung um einen unerreichbaren Mittelpunkt durch einen
Gelenkmechanismus zu verwirklichen. Bisher ist er jedoch in der
Technils unseres Wissens nicht angewandt worden, weil die an-
geniherten Geradfithrungen, z. B. das Wattsche Parallelogramm,
ibm infolge der geringeren Anzahl ihrer Gelenke iiberlegen sind.

§ 2. Folgende Verallgemeinerung der Anordnung von Peau-
cellier ist ohne weiteres verstindlich (Fig. 8, 4): Man setze an
Stelle der Raute ein Trapez mit den Seiten ILP=1Q=p, I'P=
L'Q=7p’ und verbinde L, L’ durch Stibe von solchen Liingen 1, 1
mit einem festen Punkte O, daf 1'®—p‘? = I* — p? wird. Diese
GiroBe ist alsdann die Potenz der Inversion; auch hier liegen P, Q
stiindig mit O in einer Geraden, und nach dem Potenzsatz am Kreise
ist OP-0Q die Potenz des Punktes O in bezug auf den Kreis um
L durch P und Q, also konstant, weil die Entfernung OL=1 des
Punktes O vom Mittelpunkt und der Halbmesser p des Kreises es
sind. Es kommt hierbei der Satz zur Anwendung, daf die Dia-
gonalen eines Gelenkvierecks stiindig zueinander lotrecht sind, wenn
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dio Summen der Quadrate der Gegenseiten, hier 12 4 p‘® und 1°--p*,
einander gleich sind. Der Beweis dieses Satzes ergibt sich un-
mittelbar aus der Figur und ihrer Konstruktion.

§ B. Anscheinend auf ganz anderen Bezichungen beruht der
Inversor von Hart. Auf den Seiten LM, LM‘, I'M eines ,Anti-
parallelogramms®, d.h. eines iiberschlagenen Gelenkvierecks mit
paarweise gleichen Gegenseiten (LM =I1/M‘, I'M = LM’, Fig. 5),
werden die Punkte O, P, Q derart gewiihlt, daB sie auf einer zur
Diagonale MM parallelen Geraden liegen; es soll also die Proportion
bestehen:

(1) LO: OM = LP: PM‘ = L‘Q: QM.

Alsdann liegen bei allen Stellungen des Mechanismus O, P, Q
in einer Geraden, und es ist OP-0Q = PL- QM — OL- OM, also
konstant. Der Beweis wird sich aus den nachfolgenden Betrach-
tungen ergeben.

§ 4. Sylvester und Kempe haben den Inversor von Harf
zu einem , Drehinversor® verallgemeinert, der die Inversion mift einer
Drehung durch einen festen Winkel verbindet. Beziehen wir die
Proportionen (1) auf die Absolutbetrige, so miissen wir noch hin-
zusetzen, da die Teilung in allen drei Britchen zugleich eine innere
oder #ufiere, also
D) Winkel LOM = LPM/ = L/'QM,
und zwar 0 oder 7 sein soll. Geben wir diesen Zusatz zu (2) auf,
verlangen also nur die Aehnlichkeit der Dreiecke LOM, LPM’, L‘QM
in der angegebenen Reihenfolge der Ecken, so dak die Punkte O,
P, Q zwar noch starr mit den Geraden LM, LM‘, I'M verbunden,
aber nicht mehr auf ihnen selbst gelegen sind, so bleibt be-
stehen, daf OP - 0Q = PL-QM — OL- OM, dagegen wird nunmehr
Winkel POQ gleich LOM oder seinem Supplement, je nachdem in
der letzten Formel rechts das megative oder (wie in Fig. 5, 6) das
positive Vorzeichen auftritt.

Deutet man die Strecken OL, OM, LP, MQ usw. als komplexe
GroBen, so ist die Forderung (2) schon in (1) enthalten.

Wir wollen diese Inversoren auf einen einfacheren Mechanis-
mus zuriiekfithren, der uns zugleich eine Fiille von neuen Inversoren
liefern wird.

§ 5. Hs sei O ein Aehnlichkeitszentrum zweier Kreise (P)
und (Q) mit den Halbmessern p und q und den Mittelpunkten L
und M; setzen wir OL=1, OM =m, dann gilt (vgl. Figur 7):
(3) I:m=p:q.

Wir schliefien sogleich den Trivialfall aus, daf (P), (Q) sich in O
berithren. Hs soll also nicht 1=p und entsprechend m = q sein.



Ziehen wir durch einen Punkt Q auf (Q) die Gerade 0Q, so
trifft sie (P) in zwei Punkten, P, P’. Einer von beiden, es sei dies
P*, entspricht dem Q durch Aehnlichkeit. Es ist also, wenn Q sich
auf (Q) bewegt, stindig OP’ = x’ zu 0Q = y proportional. Anderer-
seits ist OP = x zu x* umgekehrt proportional, weil nach dem Potenz-
satz am Kreise (P): xx’ =1°—p® Danach ist auch y zu x umgekehrt
proportional, und zwar wird mit Ritcksicht auf (3):

xy=Im—pq=8.

Unsere beiden Kreise werden sonach auf doppelte Weise auf-
einander abgebildet: einmal unter Erhaltung des Umlaufsinnes
durch Aehnlichkeit; zum andern unter Umke hr des Umlauf-
sinnes durch Inversion. Diese, als unmittelbarster und einfachster
Zugang zu einer elementaren Begriindung der Kreisverwandtschaft
wohl hinreichend bekannte Ueberlegung liefert uns sogleich einen
Mechanismus zu ihrer zeichnerischen Ausfiihrung (Fig. 8).

§ 6. Wir stellen die Strecke OLM durch einen geraden Stab
mit drei Bohrungen in O, L, M dar und befesligen in L, M ge-
lenkig zwei Kurbeln LP, MQ von den Liingen p, q. Thre freien
Enden P, Q zwingen wir alsdann mittels einer geschlitzten Platte,
mit O in gerader Linie zu bleiben. Diese Platte denken wir uns
in O gelenkig befestigt; es wiirde gentigen, daf O ebenso wie P, Q
lediglich in dem Schlitz gefithrt wiirde. Doch erhielte dadurch die
Schlitzplatte einen tiberflissigen Freiheitsgrad, und ein Anlenken
derselben in P oder Q wiirde die Symmetrie der Anordnung stiren.

Unser Mechanismus besitzt einen inneren Freiheitsgrad; be-
festigen wir O gelenkig auf der Zeichenebene, so tritt ein Guberer
Freiheitsgrad hinzu, indem der Apparat sich als Ganzes um O
drehen kann. Die Punkte P und Q vermdgen alsdann das Innere
je eines Kreisringes von den Halbmessern 1— p, 14 p und m — g,
m+q zu befahren. Diese Ringgebiete werden wiederum doppelt,
durch Aehnlichkeit und durch Inversion, auf einander abgebildet.
Unser Apparat vermittelt beide Abbildungen; die erste in der
»pantographischen® Einstellung, bei der LP’ (vgl. Fig. 7, 8)
zu MQ parallel liegt. Die ,Pantographische Konstante®,
d. h. das Verhiltnis der Mafstiibe, ist hierbei gleich
5) s=l:m=piq.

Bei der zweiten, der ,inversorischen* Einstellung des Ap-
parates (OP in Fig. 7, 8) liegen die Geraden LP und MQ spiegelig
in bezug auf das Mittellot von P und Q; sie bilden mit dem Schlitz
OPQ entgegengesetste Winkel.

§ 7. Die von P und Q beschriebenen Ringgebiete kinnen
tibereinandergreifen, was in Fig. 8 nicht der Fall ist. Sie konnen
sich sogar villig decken, wenn niimlich die pantographische Kon-
stante gleich 1, also 1 =m und p = q ist. Fiir die ,inverso-
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rische Konstante“ oder Potenz erhalten wir aus dem Ent-
sprechen der Rénder der Ringgebiete noch die beiden Darstellungen:
(6) S = (I—p)m+ q) = (+p)(m —q),

die wegen (3, 5) mit dem in (4) berechneten Wert tibereinstimmen.
Im Falle s =1 ist der ,Pantograph® offenbar trivial, wihrend
der Inversor seine einfachste Gestalt erhiilf.

Da die Enden P, Q der Kurbeln LP, MQ in Schlitzen ge-
schoben werden, nennen wir sie kiinftig die ,Sehubkurbeln®.
Der Stab OLM stellt zwei in einer Geraden starr verbundene Kurbeln
dar und soll daher die ,Doppelkurbel® heifen. Das vierte
Element unseres Mechanismus hat bereits den Namen ,Sechlitz-
platte* erhalten.

§ 8. In den bisherigen Figuren sind beide Arme OL, OM der
Doppelkurbel als gleichgerichtet angenommen. Sie konnen aber
auch entgegengesetzt sein. In diesem Falle milssen wir 1 und m
mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen. Welche von beiden
Lingen dabei positiv genommen wird, ist belanglos. Soll alsdann
die Proportion (3) oder (5) weiterbestehen, so miissen auch p und g
entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. Alsdann erweist sich die
Darstellung von S durch (4) oder (6) als unter allen Umstinden
giiltig.

%ﬁ[ﬂn wird vielleicht fragen, was bei Strecken von verschie-
dener Richtung, wie p, q, ein Vorzeichen zu bedeuten habe. Ent-
sinmen wir uns aber, daB die Geraden LP, MQ spiegelig zum
Mittellot von P und Q liegen, so erkennen wir sogleich, daf die
Richtung von q zum Spiegelbild der Richtung von p je
nach dem Vorzeichen gleich oder entgegengesetzt ist. Bei der
pantographischen Anordnung ist die Bedeutung des Vorzeichens
ohne weiteres klar, da hier die Geraden LP, MQ parallel sind.

§ 9. Den Fig.7, 8 liegt ferner die Annahme zugrunde, daB 1
absolut genommen grofier als p ist. Da der Fall 1 =+p als
Trivialfall ausgeschlossen worden ist, bleibt noch zu untersuchen,
wie sich unser Mechanismus im Falle 1 < p gestaltet. Alsdann liegt
0 im Innern der beiden Kreise (P), (Q), und ein stetiger Ueber-
gang aus der pantographischen in die inversorische Einstellung ist
nicht mehr moglich. Die Verzweigungs- oder ,Totlage®, in der
die Schubkurbeln zom Schlitz senkrecht stehen, wird imaginir.

§ 10. Indem wir nunmehr die beiden Fallunterscheidungen
miteinander verbinden, erhalten wir vier verschiedene Typen unseres
Inversors, die sich am einfachsten nach den Vorzeichen der beiden
Konstanten s und S klassifizieren lassen. Geben wir 1 und p das
positive Vorzeichen, so stellen sie sich folgendermafen dar, wobei
wir die besonderen, fiir den pantographischen Gebrauch trivialen
Werte s = +1 hervorheben:



S nosice. | A) spositiv, 1>p; a) s=+1, 1=+
BOFE) B) snegativ, 1<p; b) s=—1, l=—m<p=—q.
1=
(e

| Al

C) s.positiv, 1<p; ¢) s=-41,
D) s negativ, 1>p; d) s=—1, l=—-m>p=—q.

Diese acht Typen sind in den Figuren 9 bis 16 dargestellt.
Wir beschriinken uns im folgenden auf diejenigen von positiver
Potenz 8, also auf A, B, a, b, da negative Potenzen nichts wesent-
lich Neues bieten, die zugehtrigen Mechanismen dagegen, wie schon
die Figuren zeigen, mehr Platz beanspruchen, ohne darum fiber-
sichtlicher oder gar geschlossener ausznfallen.

§ 11. Wenn uns ein solcher Inversor von der Potenz S und
auberdem ein Punktepaar P, Q gegeben ist, fir das OP-0Q = S,
so kionnen wir fragen, auf wieviele Arten sich der Inversor auf
dieses Punktepaar einstellen lift. Da ist zuntichst klar, daf ans
Jjeder moglichen Lage sich eine zweite durch Spiegelung am Schlitz
OPQ gewinnen liBt. Beide Lagen lassen sich ibrigens stetig in-
einander fiberfilhren, wenn nicht die technische Ausfiihrung des
Instrumentes seine Bewegungsfreiheit iiher die rein geometrisch
bedingten Grenzen hinaus einengt.

§ 12. Die Figuren 17—20 zeigen fiir die Typen A, B eine
weitere Moglichkeit, anf gegebene Punkte einzustellen; sie entsteht
ohne weiteres aus der Bemerkung, daf die Inversion eine involuto-
rische Beziehung ist, d. h. daf P und Q vertauschbare Rollen spielen.
Liegt daher P innerhalb des zu Q gehirigen Ringhereiches, was
wir jetzt voraussetzen, so kann man das Schlitzende der Schub-
kurbel ¢ auf P einstellen, wobei sich das Ende der andern um-
gekehrt auf ) einstellen mub.

- Mit den in §§ 11, 12 angegebenen Fallen sind alle Einstellungs-
miglichkeiten ersechipft; es gibt deren also vier, von denen in
Sonderfillen je zwei zusammenfallen kinnen.

Bei den Typen a, b, ¢, d ist jedoch zn beachten, dab die Ver-
tauschung der Rollen von P und Q infolge der Symmetrie 1 = m,
p = q nichts wesentlich Nenes bringen kann; in der Tat entsteht
geometrisch keine andere Figur als die Ausgangslage und ihr
Spiegelbild an OPQ.

§ 13. Im Anschlusse daran kann noch die Frage erdrtert
werden, ob die beiden soeben beschriebenen Lagen stetig ineinander
iibergefithrt werden konnen. Dies setzt zuniichst voraus, daf die
zu P und Q gehorigen Ringgebiete einen gemeinsamen Teil be-
sitzen, und die notwendige und hinreichende Bedingung hierfiir
lautet, wie wir ohne Beweis angeben: Von den Absoluthetriigen
der Lingen 1, m, p, q darf der grofite nicht grofier sein, als die
Summe der ibrigen. Ist er ihr gleich, so fallen die inneren Riinder
der Ringgebiete zusammen, die einzige und triviale Lage, in der die

S nezativ, {
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Vertauschung von P mit Q rein geometrisch moglich ist, existiert
also auf diesem Innenrand.

§ 14. Wenn die soeben aufgestellte Bedingung erfullt ist, so
ist zuniichst an den Typen C, D mit negativer Potenz die stetige
Ueberfithrung leicht zu verifizieren: Man bringe die Entfernung OP
auf die Linge y, so wird die Entfernung OQ die Liinge x annehmen.
Indem man nunmehr das Instrument um O durch einen gestreckten
Winkel dreht, gelangen P, Q in die Ausgangslagen von Q und P.

Bei den Typen A, B ergibt sich eine Schwierigkeit daraus,
dak hier P und Q im gleichen Schlitz gefiihrt sind, und sich in
diesem begegnen. Man kann dem aber dadurch abhelfen, daf man
zwei starr verbundene iibereinanderliegende Platten verwendet und
die Schubkurbeln so anbringt, daf die Doppelkurbel samt den beiden
Schlitzplatten zwischen ihnen liegt.

§ 15. Obwohl es sich nun bei diesen verschiedenen Anord-
nungen um zwei verschiedene Lagen des gleichen Instrumentes
handelt, wollen wir dennoch aus ZweckmiBigkeitsgriinden der ver-
tauschten Lage einen neuen Inversor mit den Abmessungen (vgl.
Fig. 17, 18)

(7 I'=m m'=l p'=q, q'=p,

zuordnen. Die Gleichungen (4 5) bestitigen, daf er die gleichen
Konstanten S und s besitzt, wie der urspriingliche. Erneut kommt
dabei zum Ausdruck, dag tur die Typen a, b, ¢, d die Substitution (7)
trivial wird, da bei ihnen bereits 1=m und p = q ist.

§ 16. Der Anblick der Formeln (4, 5) legt nun zwei weitere
Substitutionen nahe, die einen Inversor in einen anderen {iberfithren:

(8) =p, m=gq p'=1 ¢=m,
(9)‘ V=1 mt=—mipl=piig =—q
Bei beiden wird 8 = — 8, bei der ersten auBerdem s‘=s, bei der

zweiten s’ = —s. Die erste fihrt also die Typen A, B, C, D tiber
in C, D, A, B, die zweite in D, C, B, A. Ganz ebenso vertauschen
sich die Sondertypen a, b, ¢, d

Da wir nur Typen von positiver Potenz betrachten wollen,
sind die Substitutionen (8, 9) fiir uns von untergeordnetem Inter-
esse. Dagegen ist ihr Produkt:
(10) I'=p, m'=—q, p’=1 ¢=—m,
darum von Bedeutung, weil es S unverindert lifit, also die hier
bevorzugten Typen A und B, ebenso natiirlich auch aund b, C und D,
¢ und d miteinander vertauscht. Dabei geht s in s’ = —s fiber.

Wir nennen zwei Inversoren, die durch die Substitution (10)
auseinander hervorgehen, ,konjugiert®.

§ 17. Die geometrische Deutung der Substitution (10) ist die
folgende: Man spiegele die Dreiecke OPL und OQM nach OPL’
und OQM’, und zwar das eine axial, also am Mittellot, das andere



zentral, also am Mittelpunkt seiner beiden erstgenannten,
miteinander zu vertauschenden Ecken. Dann sind I’ und M’ wieder
mit O in gerader Linie und bilden die Endpunkte der konjugierten
Doppelkurbel.

Die Figurenpaare 9 und 10, 11 and 12, 138 und 14, 15 und 16
stellen solche konjugierten Inversoren dar. Ferner sind die In-
versoren 19, 20 zu 17, 18 konjugiert, jedoch zwecks Raumersparnis
aufierdem noch #hnlich verkleinert. Sie sollen illustrieren, daf die
Substitutionen (7) und (10) vertausehbar sind. Man kann iibrigens
aus den Formeln selbst unmittelbar die Vertauschbarkeit simtlicher
Substitutionen (7) bis (10) entnehmen, wenn man beachtet, daf ein
Vorzeichenwechsel aller vier Grofen 1, m, p, q fir unsere Be-
trachtungsweise geometrisch bedeutungslos, also der identisehen
Substitution gleich zu erachten ist.

§ 18. Unsere Mechanismen sind infolge der Verwendung von
Schlitzplatten keine Gelenkmechanismen im engeren Sinne. Ins-
besondere fiir die Verwendung als Geradfithrungen werden sie da-
durch zuniichst bedeutungslos, weil sie in Gestalt der Schlitzfibrungen
selber Geradfithrungen enthalten. Zudem nimmt ihnen die starke
Reibung in den Schlitzen, besonders in der Nihe der Totlagen bei
den Typen A, B, a, b, jede praktische Bedeutung.

Indessen konnen wir das Grundibel der Schlitzfiihrung leicht
beseitigen, indem wir zwei unserer Inversoren miteinander koppeln.
Weil wir sie dergestalt als Elemente oder Bausteine zum Aufbau
weiterer Mechanismen verwenden, werden wir sie als , Elementar-
Inversoren* oder kiirzer als ,Elemente* schlechthin bezeichnen.

Wir koppeln zwei Elemente von gleicher Potenz 8 mit den
Gelenken O, P, L, Q, M und O, P, I/, Q*, M* derart, daf wir O
mit 0’ und P mit P’ gelenkig verbinden, etwa indem wir sie auf
gemeinsame Achsenzapfen aufsetzen oder die Zapfen durchbohren
und Stifte hindurchstecken. Dann werden bei allen Bewegungen
des Mechanismus sich die Punkte Q und Q’ decken. Wir tun da-
her der Bewegungsfreiheit des Systems keinerlei Abbruch, wenn
wir auch Q mit Q‘ verbinden, erhalten aber andererseits dadurch
einen zweifach ,libergeschlossenen Mechanismus, da die
Forderung Q = Q‘ zwei (linearen) Gleichungen gleichwertig ist.
Infolgedessen kbnnen wir zwei andere Bedingungen beseitigen, ohne
die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems zu vermehren, und als
solche Bedingungen bieten sich unmittelbar die beiden,
je eine lineare Gleichung darstellenden Schlitz-
fiihrungen dar. Nach ihrer Entfernung bleibt nun ein reiner
Gelenkmechanismus iibrig.
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§ 19. Die Betrachtung der Figur 21, die den Vorgang zu
veranschaulichen sucht, zeigt uns in der Tat, daf der neue Gelenk-
mechanismus wieder zwei Freiheitsgrade besitzt. Der eine, #ufiere,
besteht in der Drehbarkeit um O. Der Mechanismus als Ganzes
aber ist ein Gelenkviereck OLPL‘, an das in den Punkten M, M’
mit den Stiben MQ, M’Q ein weiterer Punkt Q angelenkt ist. Ein
@elenkviereck besitzt nun genau einen inneren Freiheitsgrad, und
das Anlenken eines Punktes verringert die Anzahl der Freiheits-
grade eines Systems nicht, wenn nicht gerade ein sogenanntes
singuliires Fachwerk dadurch entsteht. Dies tritt aber, wie eine
leichte Ueberlegung zeigt, hier nicht ein, sofern wir nur dafiir
gesorgt haben, daB die Ringgebiete der Punkte P und P’ einen
flichenhaften Teil gemein haben. Wenn sie sich tiberhaupt nicht
iiberdecken, so mifilingt bereits die Koppelung von P und P‘, und
wenn sie nur einen Randkreis gemein haben, so gelingt sie nur
in einer Totlage, was wir nattirlich ausschlieken. Die Formulierung
dieses Ausschlusses in Ungleichungen zwischen den Liingen 1, m,
P, q I m% p’, q’ kann dem Leser itberlassen bleiben.

§ 20. Analog konnen wir anch zwei unserer Elemente mit
gleichen pantographischen Konstanten s und s’ koppeln und
werden alsdann zu einem Pantographen gefithrt, der ein reiner
Gelenkmechanismus ohne Schlitzfithrung ist. Wir haben diese Mecha-
nismen, die einfache Verallgemeinerungen des bekannten Storch-
schnabels darstellen, nicht figiirlich wiederzugeben fiir nitig gehalten.
Doch kommen sie insofern nebenbei in Betracht, als die Frage
nicht ohne Interesse ist, bei welchen unserer Gelenk-Inversoren die
Eigenschaft unserer Elementar-Inversoren erhalten bleibt, gleich-
zeitig Tnversor und Pantograph sein zu konnen.

Beachten wir, daB nach (5) 1 =sm, p = sq ist, so wird 8 =
Im — pq = s(m®— q®), analog fiir ein zweites Element 8’= s’(m"*— q‘?),
also im Falle 5 =8, s’=s: m*— ¢ =m’? — q'%, und ebenso:
12— p? =1’ — p*?, was nach § 2 bedeutet, daf die Diagonalen der
Vierecke OMQM’ und OLPL‘ aufeinander senkrecht stehen. Nun
fallen die Diagonalen OP und OQ in dieselbe Gerade. Es sind
also LL‘ und MM’ zueinander parallel (vgl. Fig. 24), woraus wir
die Doppeleigenschaft unseres ,pantographischen Inversors®
leicht entnehmen. Die Gelenkvierecke OLPL’ und OMQM’ sind bei
einem solchen ihnlich und bleiben es bei der pantographischen
Einstellung. Dagegen wird bei der inversorischen Hinstellung das
eine von beiden in die zweite Lage gebracht, die nach Festlegung
von O und den beiden benachbarten Ecken noch miglich ist. Wir
werden in der Folge noch mehreren dieser pantographischen In-
versoren begegnen,

§ 21. Wir kehren nun wieder zu den allgemeinen Gelenk-



Inversoren zuriick und beachten, dafi wir fiir positive und filr ne-
gative Potenz je drei Typen erhalten, die wir nach den Typen der
zusammengesetzten Elemente mit AA, AB, BB (S > 0) und CC,
CD, DD (8 < 0) bezeichnen. Analog werden wir fiir Pantographen
die sechs Typen AA, AC, CC (s > 0) und BB, BD, DD (s < 0)
erhalten, woraus hervorgeht, dafi pantographische Inversoren nur
den vier Typen AA, BB, CC, DD angehtren kinnen. Durch Spezia-
lisierung entstehen noch ,gemischte* Typen von den Formen
Aa, Ab usw., an denen wir jedoch keine bemerkenswerten Eigen-
schaften feststellen konnten, und endlich die vollspezialisierten aa,
ab, bb usw., unter denen aa, bb, ce, dd, jedenfalls pantographiseh
sind, da bei den beiden ersten (letzten) s =s’=-+41 (—1)ist. Sind
sie also inversorisch, so stellen sie pantographische Inversoren dar,
deren pantographische Eigenschaft allerdings trivial ist.

Die Typen AA, AB, BB sind in den Fig. 21, 22, 23, zu-
niichst in ihrer allgemeinsten Form, dargestellt. Der Typus aa ist
der verallgemeinerte ,Peaucellier® der Fig. 3, 4; ab und bb sehen
wir in Fig, 27 und 25. Die Struktur dieser Mechanismen, ihr
Aufbau ans einem Gelenkviereck OLPL/ mit einem angelenkten
Punkt Q, oder auch aus zwei Gelenkvierecken OLPL/, OMQM/,
deren von O ausgehende Seiten starr miteinander verbunden sind,
kommt in diesen Figuren klar zum Ausdruck. Dagegen sind die
besonderen Blﬂingungen, denen ihre Abmessungen unterliegen:

Iim=p:g=s; I''m’=p‘:q' =5 lm—pq=1'm’—p'g’ =8,
nicht ohne weiteres anschaulich zu erfassen; dadurch fehlt diesen
allgemeinen Anordnungen ein anschauliches, unmittelbar tiberzeugen-
des, ,einpriigsames“ Moment, Diesem Mangel kinnen wir durch
Spezialisierung der Abmessungen abhelfen.

§ 22, Als solche Spezialisierung ist bereits die in § 20 be-
sprochene pantographische Eigenschaft anzusehen. Aber einmal
ist sie nur fiir die Typen AA, BB, CC, DD, nicht aber fur AB,
CD durchfiihrbar, und zum andern scheint sie uns fiir den Typus
BB, ja selbst fiir den einfachsten Fall bb (Fig. 25) nicht weit genug
zu gehen, withrend die pantographischen Typen AA (Fig. 24) und
aa (Fig. 3, 4) allerdings an Klarheit nichts zu wiinschen lassen.
Der Unterschied liegt wahrscheinlich an dem tberschlagenen oder
einspringenden Viereck in BB, bb.

Zu besonders einfachen Formen gelangen wir dagegen, wenn
wir ein Element mit einem zn ihm kongruenten oder kon-
jugierten koppeln. Diese Koppelung kann noch auf verschiedene
Weise erfolgen, indem wir die Spiegelung (§ 11) oder die Um-
legung (§ 12) zu Hilfe nehmen. Letztere ist bei den Typen aa,
bb gegenstandslos (§ 12). Den aus spiegeligen Elementen auf-
gebauten Inversor bb zeigt Fig. 26; der spiegelige Inversor aa ist




mit dem gemeinen ,Peaucellier* Fig. 1 identisch, wihrend Fig. 2
den spiegeligen Inversor cc (vgl. Fig. 15) darstellt.

§ 23. Auf eine besondere Darstellung der spiegeligen Typen
AA, BB glauben wir verzichten zu kbnnen, zumal sie in den
Fig. 30, 31, 32 angedeutet vorkommen. Dagegen sind diejenigen
Formen beachtenswert, die aus zwei kongruenten, aber nach
§ 12 gegeneinander umgelegten Elementen bestehen. Sie sind in
Fig. 30, 31 gezeichnet und lassen sich in zwei wesentlich ver-
schiedenen Formen auf gegebene Punkte auflegen; die zweite Form
ist punktiert eingetragen.

§ 24. Koppeln wir endlich zwei konjugierte Elemente, so ent-
steht der Mechanismus der Fig. 32. Die Gelenkvierecke OLPL?,
OMQM’ sind hier éihnliche Parallelogramme, von denen eines konves,
das andere durchgeschlagen ist. Im Sonderfalle ba sind sie iiber-
dies kongruent (Fig. 28, 29). Dieser Apparat bildet zusammen mit
dem gemeinen ,Peaucellier® (Fig. 1) und dem spiegeligen Typus
bb (Fig. 26) das Tripel der einfachsten und gedrungensten Formen.

Im allgemeinen Falle AB konjugierter Elemente entsteht noch
eine weitere Anordnung dadurch, daf das eine Element vor der
Koppelung umgelegt wird (§ 12). Der zunichst uniibersichtlich
erscheinende Mechanismus (Fig. 33) besteht ans zwei kongruenten
Gelenkvierecken OLPL’ und QM‘OM, deren Seiten in der ange-
gebenen Reihenfolge der Ecken die Lingen 1, p, m, q besitzen;
das eine von beiden ist bei der dargestellten Lage konvex, das
andere itberschlagen. Im Sonderfall des Typus ba geht auch diese
Form in diejenige der Fig. 28 ilber.

§ 25. Von dem Inversor der Fig. 28 fiihrt eine einfache
Briicke zum Inversor von Hart, die durch das auftretende Anti-
parallelogramm wohl ausreichend gekennzeichnet ist, so daB wir sie
hier nicht aufzubanen brauchen. Zudem wiire sie trotz ihres ele-
mentargeometrischen Charakters noch immer ein Umweg gegeniiber
der folgenden Zuriickfithrung des Inversors von Hart auf unseren
Elementar-Inversor (Fig. 84):

Wir spiegeln einen Elementar-Inversor (vom Typus B, um aunf
die iibliche Darstellung des Har tschen Inversors zu kommen) an
dem Mittellot von P und Q. Dabei entstehen zwei neue Punkte,
die Spiegelbilder L‘, M’ von L, M. Man sieht nun ohne weiteres,
daf diese auf den Stiiben MQ, LP feste Lagen und fiberdies die
feste Entfernung LM besitzen. Verbindet man sie daher (im Falle
unserer Figur pach vorheriger Verlingerung der Stibe LP, MQ)
durch einen starren Stab von der Linge LM, so entsteht wieder
ein iibergeschlossener Mechanismus, aus dem man nunmehr die

\
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Schlitzplatte entfernen kann. Damit ist bereits der Inversor von
Hart gewonnen.

Das Verfahren ist insofern einfacher, als das zum ,Peaucel-
lier® fithrende, als nur ein Element und nur eine iiberziihlige,
(hier allerdings quadratische) Bedingung benutzt wird. Dafiir ist der
Grundgedanke, die Spiegelung, mehr kunstgrifflicher Art, vnd das
Endergebnis nicht so reichhaltig, wie bei unserer ersten Methode.
Auch in der nachfolgenden Verallgemeinerung auf Drehinversoren
wird der gleiche Unterschied zutage treten.

§ 26. Wenn wir in einem Element vom Typus A das Drei-
eck OMQ um O durch einen festen Winkel w drehen (vgl. Fig. 9
und 35), so bilden die Punkte O, I, M in der neuen Lage ein
starres Dreieck, das wir durch eine Platte mit Bohrungen in den
Teken zur Aufnahme von Gelenken dargestellt denken. An Stelle
des geradlinigen Schlitzes tritt alsdann eine Sehlitzplatte mit zwei
in O unter dem Winkel w einlaufenden Schlitzen, in denen die
Enden P, Q der in I, M anzulenkenden Stiibe von den Lingen I, p
gefiihrt werden.

Wiihlen wir w =0, so erhalten wir den bisherigen Typus A;
fiir ® = = dagegen entsteht der bisherige Typus D. Wir fassen
daher beide in den verallgemeinerten Typus A zusammen.

Ftihren wir die gleiche Drehung an einem Element vom Typus
B aus (Fig. 10, 36), so entsteht an der Eeke O des Dreiecks OLM
der Winkel ©@ —w, withrend die Schlitze wie zuvor den Winkel o
bilden. Fir @ =0 erhalten wir den bisherigen Typus B, firw=m
den Typus C. Beide sind also Sonderfille des verallgemeinerten
Typus B.

§ 27. Hiermit sind nun die Vorzeichenfragen auf den Winkel
abgeschoben, so daf wir 1, m, p, q als absolute, positive Grifen
ansehen konnen, zwischen denen wieder die Proportion

Lim=pig=3s
besteht. Fassen wir auch die Potenz S als positiv auf, so entsteht
folgende einfache Einteilung der Elemente in zwei Typen:
A) 1>p, m>gq S=Im—pg, Winkel LOM = w,
B) l<p, m<q, S=pq—Im, Winkel LOM ==+ w.

Dabei ist w als der Winkel POQ unter Beachtung des
Drehsinnes definiert. Dieser ist in unseren Figuren stets
positiv im Sinne des Uhrzeigers, der Winkel w selber spitz oder
als ein Rechter gewiihlt. Die Beachtung des Drehsinnes. erklirt,
warum beim Typus B der Winkel LOM als ©+ © und nicht © — w
angegeben ist. Der letztere Wert kommt in unseren Figuren dem
Winkel MOL zu.
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Dem Werte s = 1 entsprechen wieder besonders einfache Typen,
die wir a, b nennen.

§ 28, Em gegebenes Element kann auf zwei Arten auf ge-
gebene Punkte O, P, Q aufgelegt werden. Aus einer von ihnen
erhalten wir die zweite, indem wir die Dreiecke OLP und OMQ an
den Seiten OP und OQ nach OL‘P und OM‘Q spiegeln; dann ist
OL‘M’ die zweite Lage der Doppelkurbel OLM. Auf diese Art ent-
sprechen sich die Fig. 35 und 88, 37 und 89, 36 und 40, end-
lich die beiden in 41 gekoppelten Elemente. Ein stetiger Ueher-
gang aus der einen Lage in die andere ist geometrisch moglich
unter der Bedingung des § 13.

§ 29. Weil die Drehinversion nicht mehr involutorisch ist,
lassen sich die Rollen von P und Q nicht mehr vertaunschen; bringt
man P an Stelle von Q, so gelangt Q nicht in die Ausgangslage
von P. Eine ,Umlegung* als Verallgemeinerung der Substitution
(7) des § 15 scheint also auf den ersten Blick ebensowenig mog-
lich, wie eine Spiegelung des Elementes als Ganzen, da letztere
den Drehsinn von w umkehrt. Da diese Umkehrung des Drehsinnes
aber auch bei der Vertauschung der Rollen von P und Q auftritt,
sieht man sogleich, dafi eine Vereinigung von Umlegung und Spie-
gelung einen neuen Inversor von gleicher Potenz und gleichem
Drehwinkel liefern wird, In der Tat braucht man nur das Instrument
umgewendet auf die Zeichenfliche zu legen und nunmehr das bis-
herige Ende Q der Schubkurbel q auf P zu stellen; dann wird sich
das Ende der Schubkurbel p auf Q einstellen. Dieser Inversor, der
durch die Substitution
(11) F=mimi=T"pl=q. qg'=m
aus einem gegebenen entsteht, ist insofern kein ,neues® Element,
als er durch Umwenden des gegebenen erhalten werden kann. Je-
doch ist ohne diese Umwendung, also eine rdumliche Hilfe, die
Vertauschung (11) nicht stetig ausfihrbar.

Durch diese Umlegung entstehen aus den Elementen der
Fig. 35, 38 diejenigen der Fig. 37, 39; chenso aus Fig. 36, 40
die beiden in Fig. 41 gekoppelten Elemente. Auch in den Fig. 42,
43 sind umgelegte Elemente miteinander gekoppelt.

Fir die Typen a, b wird die Umlegung wie schon frither
gegenstandslos, weil bereits 1 =m und p = q ist.

§ 30. Genan wie frither sind wieder je zwei ,konjugierte
Elemente der Typen A und B durch die Substitution
(12) Y=p, m'=gq p'=] qg'=m,
zu erkliren. Die geometrische Deuntung stimmt wortlich mit der-
jenigen des § 17 tiberein. Von unseren Figuren sind 36, 40 zu 35, 38
konjugiert, ferner die beiden in 41 gekoppelten Elemente zu 37, 39.
Endlich sind die in den Fig, 44 und 48 gekoppelten Elemente konjugiert.
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Die in Fig. 45 gekoppelten Elemente sind ebenfalls konju-
giert, doch ist vor der Koppelung das eine von ihnen umgelegt
worden. Hierbei entsteht, wie in Fig. 33 (vgl. § 24), ein aus zwei
kongruenten Gelenkvierecken OLPL/ und QM‘OM aufgebanter Me-
chanismus, in dem wieder die Seiten OL, OM und OL‘, OM’ starr
verbunden sind, jedoch nicht geradlinig, sondern unter den Winkeln
© und © + w, hier insbesondere rechten Winkeln von entgegen-
gesetztem Drehsinn. Die Bezeichnung der Seiten mit 1, m, p, q
weicht in Fig. 45 in nebensichlicher Weise von derjenigen in Fig. 33
ab zugunsten des Zusammenhanges mit den Fig. 42, 43, 44.

§ 8L. Die Beseitigung der Schlitzfithrung geschieht wortlich
wie in § 18 durch Koppelung zweier Elemente, was schematisch
in Fig. 41 angedeutet ist. Die hier gekoppelten Elemente sind
kongruent gemiifs § 28; der entstehende Gelenk-Inversor ist daher
pantographisch; die Gelenkvierecke OLPL{, OMQM’ sind ahnliche
Trapeze, von denen das eine konvex, das andere einspringend an-
geordnet ist. Bei gleichartiger Anordnung entsteht ein Drehpanto-
graph. Doch ist diese Anordnung bei den in der Figur gewiihlten
Typen B nicht durch stetigen Uebergang ans der inversorischen
Einstellung zu gewinnen (vgl. § 9).

Auf die Darstellung des Typus AA aus zwei kongruenten Ele-
menten konnte verzichtet werden. Auch die aus beliebigen
Elementen gleicher Potenz aufgebauten allgemeinen Typen sind
nicht gezeichnet, weil die am Schlusse des § 21 vorgebrachten
Mingel dsthetischer Art hier naturgemiifi noch stirker zutage treten.
In den weiteren Darstellungen 42 bis 48 ist zunichst durchgehends
w als rechter Winkel gewiihlt; die zugrundeliegenden Elemente
gehen in Fig. 42 bis 45 und ebenso in 46 bis 48 aus einem von
ihnen durch die Substitutionen (11), (12) hervor. Die Inversoren
aa und bb sind pantographiseh, auch wenn sie nicht, wie in Fig. 46,
47 aus kongruenten Elementen bestehen.

§ 82. In den Punkten O, L, M, P, Q des Inversors von Syl-
vester und Kempe (Fig. 6) erkennen wir nunmehr ohne weiteres
einen elementaren Drehinversor, und zwar bei der in Fig. 6 ge-
wiihlten Anordnung einen solchen vom Typus B. Die Entfernung
der Schlitzplatte ist wiederum dadurch ermdglicht, daf zwei mit den
Kurbeln starr verbundene Punkte L, M’ existieren, welche bei den
Bewegungen des Mechanismus einen konstanten Abstand einhalten,
also eine iiberziihlige Bedingung zulassen. Thre Lage ist durch die
bereits in § 2 angegebene Aebnlichkeit von Dreiecken bestimmt,

Indem wir aber versuchen, die Lage dieser Punkte durch Ver-
allgemeinerung des in § 25 angewandten Gedankens aufzufinden,




e

kommt uns das kunstgriffliche jener Betrachtungsweise zum klaren
Bewubitsein. Die dort angewandte Spiegelung kann hier nimlich
nur umstindlich und nur bei vorheriger Kenntnis des Ergebnisses
sum Ziele fihren, weil es in Wahrheit anf gleichsinnige Aehn-
lichkeit ankommt, die Spiegelung aber den Umlaufsinn umkehrt.

§ 33, Immerhin scheint sich der elementare Beweis der Eigen-
schaft des betrachteten Inversors etwas zu vereinfachen, wenn wir
von dem zugehirigen Element ausgehen. Es seien zu diesem die
mit den Schubkurbeln fest verbundenen Punkte L‘, M‘ durch die
gleichsinnige Aehnlichkeit der Dreiecke LOM, LPM/, L‘QM defi-
niert (Fig. 6). Dann ist zu zeigen, daf I'M = LM’, was sofort aus
1:m = p:q folgt (die Dreiecke LPM’ und 1/QM werden kongruent),
und duf LM = L/M’. Letzteres wird bewiesen sein, wenn wir zeigen,
daf LL’ zu MM’ parallel ist. Nun ergibt die gleichsinnige Aehn-
tichkeit von OLM und PLM’ in bekannter Weise diejenige von
OLP und MLM’, wonach die Winkel LMM’ und LOP gleich sind.
Ebenso ist Winkel MLL! gleich MOQ. Andererseits ergeben LoP
und MOQ in dem hier betrachteten Falle des Typus B (Fig. 6) zu-
sammen einen gestreckten, weil dies von LOM und POQ auf Grund
der Bigenschaften unseres Elementar-Inversors zutrifft. Damit ist
die Behauptung erwiesen. Die Umstellung des Beweises fiir den
Fall des Typus A bietet keine Schwierigkeit.

§ 34, Gegeniiber dem Sylvester-Kemp eschen Inversor
besitzen unsere aus zwei Elementen gekoppelten Mechanismen den
Vorzg, daf nur zwei Dreiecke auftreten, und dafi diese nicht fibn-
lich zu sein brauchen (vgl. Fig. 85, 36)'). Die Rolle der Gleich-
sinnigkeit in der Theorie des ersteren verrit zugleich, daf trotz
seines engen Zusammenhanges mit unserem Elementar- Inversor
dieser nicht den eigentlichen Kern der Figur 6 darstellt. Damit
sind die Grenzen der Tragweite unserer elementargeometrischen
Betrachtungsweise abgesteckt. Ihre Ergiebigkeit fiir den Inversor
von Peaucellier steht in einem auffallenden und lehrreichen
Gegensatz zu ihrem Versagen am Inversor von Hart.

§ 35. Gleichwohl halte ich diese Untersuchungen, die seit
gber 10 Jahren ein beschauliches Dasein in meinem Schreibtisch
geftibrt haben, heute fiir der Verdffentlichung nicht mehr unwert.
Denn unseren Lehramtskandidaten, die die Mehrheit unserer Mathe-
matik-Beflissenen darstellen, bleibt heute unter der erhihten Berufs-
belastung und bei einem moglichst kurz gehaltenen, durch Neben-
erwerb eingeengten Studium vielfach nicht mehr die Zeit, sich im
Gebiet der Lioheren Mathematik bis zu selbstindiger wissenschaft-

1) Daf in den Fig. 42—48 dhnliche (zum Teil jedoch ungleichsinnig

ibnliche) Dreiecke auftreten, liegt an der besonderen Wahl der gekoppelten
Mechanismen und des Winkels .
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licher Arbeit hindurchzuringen und dabei doch den Kontakt mit
dem ,Schulpensum® zu wahren. Darum sollte unseres Erachtens
den ohnehin und schon vor dem Kriege iiber Gebithr vernachlissigten
elementaren Methoden mehr Aufmerksamkeit im Unterricht gewid-
met werden. Sie verlangen weniger an Vorkenntnissen und an
Geistesgymnastik, stehen aber dafir dem Gegenstand des Schul-
unterrichtes um so niiher und ermiglichen es auch dem ,Minder-
bemittelten®, als Lehrer immer noch etwas mehr zu wissen, als
seine begabteren Schiiler, — was nicht fiir die Wahrung der Au-
toritiit allein von Wichtigkeit ist.

§ 86. Die hier vorgetragene Theorie soll nur ein Beispiel
dafir abgeben, wie weit elementare Betrachtungen tragen ktnuen,
und wie sie zwischendurch und an den Grenzen ihrer Leistungsfihig-
keit Anschliisse an tiefere Gedanken (wie Substitutionen, Gruppen,
Kinematik starrer und #hnlich-verinderlicher Systeme) darbieten.
Was insbesondere die Transformation durch reziproke Radien be-
trifft, so hat ihre vielfach allzu einseitige rein analytische Be-
handlung, dazn meist nur unter dem Gesichtspunkt der konformen
Abbildung, den Nachteil, daf derart hitbsche Mechanismen, wie die
Inversoren, vollig aufierhalb des theoretischen Zusammenhanges
stehen bleiben. Wenn sie dann tiberhaupt einer Erwihnung fiir
wiirdig erachtet werden, so belasten sie lediglich das Gedichtnis
des Lernenden, ohne seinen geometrischen Formensinn zu schulen.

§ 87. Im Anschluf an diesen pidagogischen Exkurs mbge
noch einiges @iber unsere Figuren und die ihnen in der Tdee zu-
grundeliegenden Modelle gesagt werden.

Eine Ausfithrung von Modellen hatte in liebenswitrdiger Weise
Herr Kollege H. Wiener durch seine Darmstidter Werkstatt vor-
gesehen. Der Krieg hat einen Strich durch den Plan gemacht.
Mittels einer Heftzange amerikanischer Herkunft habe ich aus
starker Pappe, sogenanntem , Prefispahn®, eine Reihe von Modellen
angefertigh, die sich in der geometrischen Sammlung der Tech-
nischen Hochschule Breslan befinden. Die Zange !) ist mit einer
Lochstanze kombiniert. In die von dieser gestanzten Locher von
5 mm Durchmesser werden sodann Metallosen eingeprefit, wie
sie auch die Schuhmacher an den Schniirléchern der Schuhe ver-
wenden, Man darf sie nur nicht zu fest einpressen, damit das

') Sie scheint im Handel noch nicht wieder erhiiltlich zu sein. Von
awei deutschen Nachahmungen ist die eine fir unseren Zweck villig un-
brauchbar, weil das Stanzloch fir die Oesen zu klein ist. An der anderen
fehlt, auBier der Exaktheit der Stanze und der Vernickelung, die Riffelung
der Griffe, wodurch die Handhabung unsicher und tiberaus ermiidend wird,
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dergestalt hergestellte Gelenk nicht seine Beweglichkeit verliert.
Die Koppelung solcher Oesengelenke ist besonders einfach mittels
durchgesteckter Stifte zn bewirken.

§ 88. Bei der Anfertigung solcher Modelle sind nun die hier
gegebenen Figuren mit Vorsicht zu verwenden. Die einzelnen Stibe
und Platten liegen dabei in verschiedenen Ebenen, aber die Gelenke
durchsetzen mindestens zwei und oft mehrere dieser Ebenen, wo-
durch Kollisionen und geometrisch nicht vorgesehene Bewegungs-
grenzen entstehen konnen. Auf diese ist in den Fig. 1 bis 29
und 34 bis 40 keine Riicksicht genommen, vielmehr sind hier stets die
Schubkurbeln vom Beschauer aus gesehen tiber die Doppelkurbeln
gelegt. Infolgedessen vermogen z. B. die Inversoren Fig. 28, 29
gewisse Totlagen nicht zn passieren und auch, soviel ich sehe, nicht
stetig ineinander tberzugehen. Bei den Fig. 80 bis 33 und 41
bis 48 habe ich mich bemiiht, groBtmbgliche Bewegungsfreiheit zu
erzielen; da ich sie jedoch bei weitem nicht alle durch Modelle
verwirklichen konnte, ist es sehr wohl miglich, daf sich auch
hier noch unzweckmiifiige Anordnungen vorfinden.

§ 89. Die Anbringung von Kreisplatten verschiedener Grife
in den Gelenken ist bei linearen Stiben ein rein zeichnerischer
Luxus. Fiir diese Bestandteile 1Bt man sich vom Buchbinder den
Prefispahn in Streifen von 1 bis 2 cm Breite schneiden und trennt
sich von diesen nach Bedarf Stiicke ab. Dreieckige Platten da-
gegen, wie sie bei den Drehinversoren auftreten, muf man sich
selber ausschneiden, was besser, wenn auch langsamer als mit einem
(sehr starken) Messer mit einem scharfen, gut gehiirteten Meifiel
(Stechbeitel) geschieht. Hier wird man nun die Kanten der Platte
nach dem geometrischen Vorbild abstechen, muf dann aber in den
Ecken zar Aunbringung der Gelenke solche Platten stehen lassen,
wie sie in unseren Figuren zu sehen sind.

Auf Bestellong ist auch die Werkstiitte der Tiibinger Studenten-
hilfe in der Lage, solche Modelle herzustellen.

Tiibingen, im November 1923.






