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Zusammenfassung 

Neben den Amplituden bzw. Effektivwerten eines Messsignals liefert die Phase einen 

weiteren wichtigen Zugang zum Verständnis elektrophysiologischer Systeme. Aus der 

Bewertung der Phasen und deren zeitlichen Verlauf lassen sich physiologische und pa-

thologische Erkenntnisse ableiten, die zur Funktions- und Differentialdiagnostik einen 

entscheidenden Beitrag liefern. Bei vielen bekannten Methoden zur Phasenbestimmung 

ist allerdings die Ermittlung des temporalen Verlaufs der Phase nur mit sehr vielen Ein-

schränkungen möglich, oder muss mit entsprechend hohem Rechenaufwand erkauft 

werden. Bei dem hier vorgestellten Verfahren wird die visuelle Übertragungsstrecke in 

einem Zustandsbeobachter abgebildet, dessen Zustandsgröße die gesuchte Phase dar-

stellt. Der Entwurf des Beobachters erfolgt nach stochastischen Kriterien im Zeitbe-

reich. Im Gegensatz zum realen System steht die Phase unmittelbar messtechnisch zur 

Verfügung. In der einfachsten Ausführung des Zustandsbeobachters wird die Phase mit 

hoher temporaler Auflösung verfolgt. Dabei sind die Ergebnisse der Phasenschätzung 

bezüglich stochastischer Kriterien identisch mit den Resultaten der besten bisher be-

kannten Verfahren zur Ermittlung der Phase elektrophysiologischer Signale. Gleichzei-

tig ist der Rechenaufwand wesentlich geringer als bei anderen Methoden. In einer wei-

teren Ausführung liefert der beschriebene Phasenschätzer Ergebnisse, die um eine Grö-

ßenordnung besser sind als die besten bisher bekannten Schätzer. Angewandt wird das 

Verfahren zur Bestimmung der Phase visuell evozierter steady-state Potentiale. Aus der 

Kenntnis der Phasenverläufe und der Stimulationsparameter kann man somit auf Akti-

vierungszustände des visuellen Systems schließen. Mit den Ergebnissen des Beobach-

ters lassen sich ebenso Laufzeiten zwischen den Ableitorten des EEG bestimmen. Nach 

einer Variation im Beobachter ist es weiterhin möglich, eine Detektion harmonischer 

Signalkomponenten im EEG durchzuführen. Die verschiedenen Ansätze werden aus-

giebig mit simulierten und realen Daten getestet. 
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Abstract 

Besides the amplitudes of a measurement signal, the phase provides an additional im-

portant access point for understanding electrophysiological systems. With evaluation of 

the phase values and their temporal behaviour, physiological and pathological insights 

can be gained providing driving contributions for the functional and differential diagno-

sis. Many conventional phase estimation methods used to determine the temporal be-

haviour need high calculation capacities or lead to a lot of restrictions. The presented 

method reproduces the visual transfer function in a state observer where the state vari-

able represents the phase of the physiological signal to be analysed. The observer was 

designed in the time domain relating to stochastic criterions. In contrast to real physio-

logical systems the phase values of the state observer are measurable immediately. The 

simplest realization of the observer tracks the phase with high temporal resolution. The 

results of the phase estimation regarding stochastic criteria are identical to those of 

known best practices for phase determination of electrophysiological signals. At the 

same time the calculation effort is much less strenuous compared with conventional 

methods. In an enhanced realization the phase estimator provides results more accurate 

by an order of magnitude. The new method will be used to investigate phase values of 

visual evoked steady-state potentials. From the range and course of phase values and the 

knowledge of stimulation parameters, the activation states of the visual system can be 

suggested. With the results of the observer, the time differences between regions of the 

visual cortex can also be calculated. Furthermore, after a small variation of the observer, 

it is possible to detect harmonic signal components in the electroencephalogram (EEG). 

The approaches described are tested in detail with simulated and real EEG-data. 
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Zielstellung 

Es ist ein Verfahren zur Bestimmung der Phase visuell evozierter steady-state Potentiale 

zu entwickeln, das selbst bei ungünstigem Signal-Rausch-Verhältnis die Phase ermittelt. 

Die Bestimmung der Phase soll hinreichend schnell durchgeführt werden können, so 

dass die für die physiologische Auswertung notwendige temporale Auflösung gegeben 

ist. Im Vergleich mit den besten bisher bekannten Verfahren zur Ermittlung der Pha-

senwerte elektrophysiologischer Signale muss das Verfahren bei gleicher Lei-

stungsfähigkeit entweder wesentlich einfacher umzusetzen sein, oder es muss bei min-

destens gleichem Realisierungsaufwand eine geringere Varianz im Ergebnis aufweisen. 
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Liste der verwendeten Formelzeichen 

A  Systemmatrix (n×n) 
A(t)  zeitveränderliche Systemmatrix 
Ae(t)  zeitveränderliche Systemmatrix zum Beobachtungsfehlersystem 

Ai, i

~A   Parametermatrix eines AR-Modells 
Az  Systemmatrix Störmodell 
Ai(k)  zeitveränderliche Koeffizienten eines adaptiven Modells 
a  Systemvariable des Phasenschätzers 
ae  Systemvariable des Beobachterfehlers 
B  Eingangs- oder Steuermatrix (n×p) 
B(t)  zeitveränderliche Eingangs- oder Steuermatrix 
B(f1,f2)  Bispektrum 
Bic(f1,f2) Bikohärenz 
C  Ausgangsmatrix (q×n) 
C(t)  zeitveränderliche Ausgangsmatrix 
Cz  Ausgangsmatrix Störmodell 
cove(·)  Kovarianzmatrix des Beobachterfehlers e(t) 
cove, ∞(·) stationäre Kovarianzmatrix des Beobachterfehlers e(t) 
covr(t1, t2) Kovarianzmatrix der vektoriellen Rauschgröße r(t) 

)t,t( 21rp
cov  Kovarianzmatrix des Prozess- bzw. Messrauschens rp(t) 

covre(t1,t2) Kreuzkovarianzmatrix von r(t1) und e(t2) 
)t,t( 21rr sp

cov  Kreuzkovarianzmatrix von rp(t1) und rs(t2) 

)t,t( 21rs
cov  Kovarianzmatrix des System- bzw. Eingangsrauschens rs(t) 

)t,t( 21rr ps
cov  Kreuzkovarianzmatrix von rs(t1) und rp(t2) 

C(t)  zeitveränderliches Ausgangsskalar des Phasenschätzers 
C(i,j)  Kumulant dritter Ordnung 
Cl  Ausgangsskalar des Phasenschätzers nach Linearisierung 
c  Adaptionskonstante 
cove(t)  Kovarianz des Beobachterfehlers 
cove0  Anfangswert der Kovarianz des Beobachtungsfehlers zum Zeitpunkt t=0 
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cove,∞  Endwert der Kovarianz des Beobachtungsfehlers für t→∞ 
covr(t1,t2) Kovarianz eines stationären, zufälligen Prozesses r(t) 
covre(t)  Kreuzkovarianz von r(t) und e(t) 
D  Durchgangsmatrix (q×p) 
D(t)  zeitveränderliche Durchgangsmatrix 
d  Dämpfung einer harmonischen Schwingung 
E(z)  z-Transformierte des diskreten Schätzfehlervektors e(k) 
e(t)  Beobachtungsfehlervektor, Schätzfehlervektor 
e(k)  diskretes Eingangsrauschen; diskreter Schätzfehler 
ez(t)  Beobachtungsfehlervektor Störbeobachter 
e0, e(t0) Beobachtungsfehlervektor zum Anfangszeitpunkt 
E{·}  Erwartungswert eines stochastischen Prozesses 
E(fm)  fm-te Frequenzkomponenten des Schätzfehlers e(t) 
e(t)  Beobachtungsfehler, Schätzfehler 
ei(k)  diskrete Komponente des Schätzfehlers e(k) 
ei(t)  Komponente des Beobachtungsfehlervektors 
exp(·)  Exponentialfunktion 
{}⋅ℑ   Fourier-Transformation 

F(s)  Übertragungsmatrix stationärer Kalman-Beobachter im Laplace-Bereich 
f(·)  vektorielles Funktionssymbol 
FR, FR(s) Übertragungsfunktion Regler 
FS, FS(s) Übertragungsfunktion Regelstrecke 
FSZ, FSZ(s) Übertragungsfunktion Steuerglied 
FZ, FZ(s) Übertragungsfunktion Störgrößenaufschaltung 
f  Frequenz 
f(·)  skalares Funktionssymbol 
fa  Abtastfrequenz 
fB  Frequenz des verstimmten Beobachters 
fd  Abweichung der Beobachterfrequenz vom Istwert 
fi(·)  Komponente einer vektoriellen Funktion 
fm  Frequenzkomponente in einem Spektrum mit M Frequenzlinien 
g(·)  vektorielles Funktionssymbol 
gj(·)  Komponente einer vektoriellen Funktion 
H  Beispielmatrix zur Definition "positiv definiter Matrizen" 
H(f)  Fourier-Transformierte der Impulsantwort h(t) eines adaptiven Filters  
HGCC(f) Produktübertragungsfunktion "Generalized Cross Correlator" 
H(fm)  fm-te Frequenzkomponenten der Impulsantwort h(t) 
Hi(f)  Fourier-Transformierte der Impulsantwort hi(t) 
Hi

*(f)  konjugiert komplexe Fourier-Transformierte der Impulsantwort hi(t) 
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H(s)  Übertragungsfunktion 
Ho(jω)  Frequenzgang des Wiener-Optimalfilters 
h(t)  Impulsantwort eines adaptiven Filters 
hi(t)  Impulsantwort eines Vorfilters 
hij  Element der Beispielmatrix H 
ho(t)  Impulsantwort des Wienerschen Optimalfilters 
I  Einheitsmatrix 
i  Index, Laufvariable 
j  Index, Laufvariable; imaginäre Einheit 
K  Korrekturmatrix des Zustandsbeobachters 
K(t)  zeitveränderliche Kalman-Korrekturmatrix 
KBz  Korrekturmatrix des Störbeobachters 
Kopt(t)  optimale Korrekturmatrix des Kalman-Beobachters 
K∞  stationäre Korrekturmatrix des Kalman-Beobachters 
K  stationärer Korrekturfaktor des Zustandsbeobachters 
K(t)  zeitveränderlicher Korrekturfaktor des Zustandsbeobachters 
Kl  stationärer Korrekturfaktor des Zustandsbeobachters nach Linearisierung 
Kl(t)  zeitveränd. Korrekturfaktor des Zustandsbeobachters nach Linearisierung 
Kl,opt(t)  optimaler Korrekturfaktor des Kalman-Beobachters nach Linearisierung 
Kl,∞  stationärer Korrekturfaktor im eingeschwungenem Zustand (t→∞) 
Kopt(t)  optimaler Korrekturfaktor des Kalman-Beobachters 
k  Index, Laufvariable 
k1, k2  Faktoren, Sicherstellung gleichbleibende Varianz Simulationssignal 
L(t)  Wichtungsmatrix für linearen Kalman-Filterentwurf 
L  Anzahl der Epochen eines Zeitsignals 
L(t)  Wichtungsfaktor für linearen Kalman-Filterentwurf 
lo(·)  Linearisierungsterm der Ausgangsgleichung des Phasenschätzers 
M  stationäre Eingangsmatrix für Systemrauschen rs(t) 
M(t)  zeitveränderliche Eingangsmatrix für Systemrauschen rs(t) 
M  Anzahl von Frequenzlinien in einem Spektrum 
m  Anzahl der Störeingänge 
N  gesendete Nachricht 
N’  gestörte Nachricht 
n  Systemgrad, Systemordnung; Grad des Taylor-Polynoms 
n(t), ni(t) Störsignal 
p  Anzahl der Systemeingänge 
pr(ρ1, t1,ρ2, t2) zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 
q  Anzahl der Systemausgänge 
R(·)  Regelungsmatrix 
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Rp  stationäre Leistungskenngröße des vektoriellen Geräusches rp(t) 
Rp(t1)  Leistungskenngröße des vektoriellen Geräusches rp(t) 
Rps(t)  Leistungskenngröße aus dem Produkterwartungswert von rp(t) und rs(t) 
Rr(t1)  Leistungskenngröße des vektoriellen Geräusches r(t) 
Rs  stationäre Leistungskenngröße des vektoriellen Geräusches rs(t) 
Rs(t1)  Leistungskenngröße des vektoriellen Geräusches rs(t) 
Rsp(t)  Leistungskenngröße aus dem Produkterwartungswert von rs(t) und rp(t) 
r(t), r(ti) vektorielle Rauschgröße 
rp(t)  Störgrößenvektor für Prozess- bzw. Messrauschen im Zustandsraum 
rs(t)  Störgrößenvektor für System- bzw. Eingangsrauschen im Zustandsraum 
R(ω,t), R0(t) Spektrum eines zeitveränderlichen weißen Prozesses zum Zeitpunkt t 
Rp  stationäre Leistungskenngröße des Geräusches rp(t) 
Rp(t)  Leistungskenngröße des Geräusches rp(t) 
Rr  stationäre Leistungskenngröße eines stationären weißen Prozesses r(t) 
Rr(t1)  Leistungskenngröße des Geräusches r(t) 
Rs  stationäre Leistungskenngröße des Geräusches rs(t) 
Rs(t)  Leistungskenngröße des Geräusches rs(t) 
r(t)  Störgröße 
r(ti)  stationärer, zufälliger Prozess 
ris(t)  Element i des Störgrößenvektors rs(t) 
rp(t)  Störgröße für Prozess- bzw. Messrauschen 
rs(t)  Störgröße für System- bzw. Eingangsrauschen 
rsi(t)  Störgrößen 
S  Störmatrix (n×m) 
s(k)  Nutzsignalvektor eines zeitdiskreten Signalmodells 
SNR  Signal-Rausch-Verhältnis 
s  komplexe Frequenzvariable s=σ+jω, Variable d. Laplace-Transformation 
s(t)  Nutzsignal 

)t(ŝ   Schätzgröße für das Nutzsignal s(t) 
si  Lösung der charakteristischen Gleichung 
∆s  Abstand zweier Elektroden auf dem Kortex 
spur[·]  Spurbildung einer Matrix 
(·)T  Transponierte eines Vektors/einer Matrix 
T  Periodendauer; Zeitkonstante 
Tn(x)  Taylor-Polynom 
T∞  Zeitkonstante für den eingeschwungenen Zustand des Phasenschätzers 
t  kontinuierliche Zeitvariable 
ti  Zeitpunkt i 
t0  Anfangszeitpunkt, Startzeitpunkt 
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∆t  Zeitdifferenz 
∆tSiA1  Zeitdifferenz zwischen Elektrode Si und A1 
u(t)  Eingangsgrößenvektor 
ub(t)  Eingangssteuergrößenvektor 
ur(t)  Stellvektor der Zustandsregelung 
us(t)  Eingangsstörgrößenvektor 
V  Vorfilter 
v  Integrationsvariable zum Wiener-Optimalfilter 
vi  Substitutionsvariable 
vs(t)  Ausbreitungsgeschwindigkeit des Stimulus auf dem Kortex 
vs,SiA1(t) Ausbreitungsgeschwindigkeit zwischen Elektrode Si und A1 
w(t)  Führungsgrößenvektor 
W(s)  Laplace-Transformierte der Führungsgröße 
w(t)  Führungsgröße 
XB(s)  Laplace-Transformierte des Zustandsgrößenvektors xB(t) 
x(t)  Zustandsgrößenvektor 
xB(t)  Zustandsgrößenvektor Beobachter 
xB(t0)  Zustandsgrößenvektor Beobachter zum Anfangszeitpunkt t0 
xBz(t)  Zustandsstörgrößenvektor Störbeobachter 
xz(t)  Zustandsstörgrößenvektor Störmodell 
x0, x(t0) Zustandsgrößenvektor zum Anfangszeitpunkt t0 

)t(x̂   Schätzgröße für Zustandsvektor x(t) 
xi, xi(t)  Komponente des Zustandsgrößenvektors 
xzi(t)  Komponente des Zustandsstörgrößenvektors 
xo  Entwicklungspunkt des Taylor-Polynoms 
Y(s)  Laplace-Transformierte des Ausgangsgrößenvektors y(t) 
Y(z)  z-Transformierte des diskreten Ausgangsgrößenvektors y(k) 
y(k)  Ausgangsgrößenvektor eines zeitdiskreten Signalmodells 
y(t)  Ausgangsgrößenvektor 
yB(t)  Ausgangsgrößenvektor Beobachter 

)k(ŷ   diskreter Schätzvektor des Ausgangsgrößenvektors y(k) 
Y(s)  Laplace-Transformierte der Ausgangsgröße bzw. Regelgröße 
Yi(f)  Fourier-Transformierte der Ausgangsgröße yi(t) 
Yi(fm)  fm-te Frequenzkomponenten der Ausgangsgröße yi(t) 
y(t)  Ausgangsgröße des Systems, Regelgröße 
yB(t)  Ausgangsgröße des Beobachters 
yi, yi(t)  Komponente des Ausgangsgrößenvektors; Zeitsignale 
yi(k)  zeitdiskrete Komponenten des Ausgangssignalvektors y(k) 
yl(·)  linearer Anteil des Ausgangssignals im Systemmodell 
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yM(t)  Zeitsignal des Elektromyogramms 
ys(t)  nichtlinearer Anteil des Ausgangssignals im Systemmodell 
ŷ   Scheitelwert einer harmonischen Schwingung 

)k(ŷ i   Schätzwert der diskreten Ausgangsgröße yi(k) 
z(t)  Störgrößenvektor 
zB(t)  Störgrößenvektor Störbeobachter 
Z(s)  Laplace-Transformierte der Störgröße 
z  komplexe Frequenzvariable; Variable der diskreten z-Transformation 
z(t)  Störgröße 
α  Dämpfungsfaktor 
χ2(f)  Kohärenz 
Γ  linearer Operator zur Herleitung des Orthogonalitätsprinzips 
δ  Symbol für partielle Ableitung 
δ(t), δ(·) Dirac-Impulsfunktion 
ε  Fehlervektor 
η  statistische Variable 
Θ(t), Θ(·) Übergangsmatrix, Fundamentalmatrix 
Θe(·)  Übergangsmatrix/Fundamentalmatrix des Beobachterfehlersystems 
Θe(t)  Übergangsfunktion des Beobachterfehlersystems 
µ  Laufvariable 
ν  Laufvariable 
ξi  Nullstellen des Nennerpolynoms bei einer Partialbruchzerlegung 
π  ludolphsche Zahl Pi 
ρ1, ρ2  Realisierung der Zufallsvariablen r(t1), r(t2) 
σ  Realteil von s, Dämpfung 
τ  Zeitvariable; Zeitdifferenz; Laufzeit 

)(
pr
⋅Φ   Autokorrelationsmatrix des Prozessrauschvektors rp(t) 

)(
sr
⋅Φ   Autokorrelationsmatrix des Systemrauschvektors rs(t) 

Φ(s)  Laplace-Transformierte der Phase ϕ(t) 
ΦB(s)  Laplace-Transformierte der Phase ϕB(t) 
Φn(t)  Autokorrelationsfunktion des Störsignals n(t) 
Φr(t1,t2) Autokorrelationsfunktion eines weißen, instationären Rauschprozesses 
Φs(t)  Autokorrelationsfunktion des Nutzsignals s(t) 
Φy1y2(τ) Kreuzkorrelationsfunktion zur Laufzeitbestimmung zw. y1(t) und y2(t) 

)(
2y1y τΦ

)
 Kreuzkorrelationsfunktion eines "Generalized Cross Correlators" 

ϕ  konstanter Phasenwert 
ϕ(·)  Phase einer harmonischen Schwingung 
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ϕB(·)  Zustandsvariable des Kalman-Beobachters zur Phasenschätzung 
)t(Bϕ&   mittlerer Anstieg der geschätzten Phase 

ϕBi(t)  geschätzte Phase an der Elektrode i des Kortex 
ϕi(t)  Phase an der Elektrode i des Kortex 
ϕo(t)  Entwicklungspunkt/Betriebspunkt des Phasenschätzers 
∆ϕ(t)  Phasendifferenz zwischen zwei Ableitorten des Kortex 
∆ϕB(t)  geschätzte Phasendifferenz zwischen zwei Ableitorten des Kortex 
∆ϕB,SiA1(t) geschätzte Phasendifferenz zwischen Elektrode Si und A1 
Ψee(f)  Spektralmatrix des Schätzfehlervektors e(k) 
Ψyy(f)  Spektralmatrix des Ausgangsgrößenvektors y(k) 
Ψss(f)  Autoleistungsspektrum des Nutzsignals s(t) 
Ψyy(f)  Autoleistungsspektrum des Ausgangssignals y(t) 
Ψyiyj(f)  Kreuzleistungsspektrum zwischen den Zeitsignalen yi(t) und yj(t) 

)f(
2y1yΨ

)
 Kreuzleistungsspektrum aus "Generalized Cross Correlator" 

ω, ω0  reelle Frequenzvariable, Kreisfrequenz 
ωB  Kreisfrequenz des verstimmten Beobachters 
ωd  Abweichung der Beobachterkreisfrequenz vom Istwert 
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1 Einführung 

Die Entwicklung und Anwendung mathematischer Verfahren zur Auswertung des Elek-

troenzephalogramms (EEG) gehört mit zu den schwierigsten Aufgabenstellungen in der 

Signal- und Systemtheorie, da die abgeleiteten Zeitsignale im hohen Maße instationäres 

Verhalten zeigen. Zudem erzeugen die komplexen physiologischen Prozesse unter sig-

naltheoretischen Aspekten nichtlineare Zusammenhänge, was zu Schwierigkeiten in der 

Modellierung der zugrundeliegenden Systeme und in der Interpretation der Ergebnisse 

führen kann. In der Praxis werden diese Probleme oftmals umgangen, indem vereinfa-

chende Voraussetzungen wie beispielsweise stationäre Verhältnisse für kurze Signalab-

schnitte getroffen werden. Diese Epochen werden mit herkömmlichen Analysemetho-

den wie der blockweisen Fourier-Transformation untersucht, wobei man oftmals an 

spektraler und/oder temporaler Auflösung im Ergebnis verliert. Trotz dieser Vereinfa-

chungen ist die Untersuchung der Aktivierungszustände des Kortex mit Hilfe des EEGs 

in der klinischen Praxis und in der medizinischen und psychophysiologischen For-

schung anerkannt [Sil82a]. Das EEG unterstützt bei der Diagnose und der Lokalisierung 

von neuronalen Anfallsleiden, hilft bei der Abschätzung der Narkosetiefe oder zur Klas-

sifizierung psychischer Störungen, um nur einige wenige Anwendungen zu nennen. Ein 

weiteres wichtiges Einsatzgebiet des EEGs ist die Untersuchung ereigniskorrelierter 

Hirnpotentiale, die Aufschluss über die neuronale Informationsverarbeitung des Kortex 

und der beteiligten Funktionseinheiten geben. Als ereigniskorrelierte Potentiale werden 

alle elektrokortikalen Potentiale bezeichnet, die vor, während oder nach einem sensori-

schen, motorischen oder psychischen Ereignis im EEG messbar sind [Bir91; Sil82b]. Evo-

zierte Potentiale sind eine spezielle Form ereigniskorrelierter Potentiale, die durch eine 

somatosensorische, akustische oder visuelle Stimulation in den zugeordneten kortikalen 

Arealen entstehen [Sch97]. Ihr Einsatz zeichnet sich dadurch aus, dass durch eine Viel-

zahl von Parametern unterschiedlichster Einfluss auf den Aktivierungszustand des Kor-
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tex ausgeübt werden kann, um damit weitreichende Informationen über die Signalverar-

beitung der betroffenen Nervenleitungen zu erhalten. Diese Verfahren werden in der 

Forschung ebenso eingesetzt wie in der klinischen Diagnostik, um eine objektive Beur-

teilung der involvierten neuronalen Funktionseinheiten zu erhalten. 

Bei der Untersuchung der visuellen Übertragungsstrecke werden bezüglich der Struktur 

zwei Arten visuell evozierter Potentiale (VEP) unterschieden: Musterumkehrevozierte 

Potentiale, wie sie sich beispielsweise bei Schachbrettmustern auf einem Monitor mit 

Hell-Dunkeltausch der Felder entwickeln, und blitzevozierte Potentiale, wie sie durch 

Lichtblitze einer punktförmigen Lichtquelle entstehen. Die erstgenannte Stimulations-

methode hat den Vorteil, dass die mittlere Leuchtdichte konstant bleiben kann und sich 

nur die Bildstruktur ändert [Bir91], während bei der letztgenannten Stimulationsmethode 

die örtliche Verteilung der Reizantwort wiedergegeben werden kann [Hus97]. Evozierte 

Potentiale sind charakterisiert durch eine bestimmte Latenz, Amplitude, Polarität und 

Topographie [Low99]. Aus der Abweichung zu den Vergleichsgrößen von gesunden Pro-

banden lässt sich auf die pathologischen Veränderungen bei Patienten schließen. We-

sentlich für die qualitative und quantitative Einschätzung der Reizantwort und damit für 

die Klassifizierung des Ergebnisses ist die Parametrisierung der Stimulationsquelle. Bei 

großflächigen Mustern lässt sich die Leuchtdichte, der Kontrast, die Farbe, die Struktur 

und Größe des Musters und die Frequenz der Stimulation verändern. Bei nahezu punkt-

förmiger Stimulation sind vor allem der Ort der Stimulation und die Reizfrequenz von 

entscheidender Bedeutung. 

Lichtblitze mit einer Wieder-

holrate zwischen 0,5Hz und 2 

Hz erzeugen ein transientes 

Potential. Lichtblitze mit ei-

ner Frequenz größer als ca. 

3,5Hz erzeugen beim gesun-

den Probanden eine sinus-

förmige Reizantwort, das 

sogenannte steady-state visuell evozierte Potential [Cel82; Low99]. Den schematischen 

Aufbau zur Ableitung blitzstimulierter evozierter Potentiale zeigt Bild 1.1. In der Halbku-

gel befinden sich Leuchtdioden hoher Leuchtdichte, die von einem Rechner angesteuert 

Bild 1.1: Perimeterapparatur, schematisiert 

 

Computer 
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werden. Der Kopf des Probanden wird in Bezug auf die Halbkugel fixiert, ebenso wie 

die Blickrichtung, die durch einen Fixationspunkt im Inneren der Halbkugel vorgegeben 

wird. Dadurch wird die Möglichkeit der örtlichen Zuordnung der Stimulation zu der 

Reizantwort sicher gestellt. Die Ableitung des EEGs wird am Sehzentrum des Kortex, 

dem okzipitalen Bereich, vorgenommen. 
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Bild 1.2: Beispiel für eine steady-state visuell evozierte Reizantwort 

 

Ein Beispiel für ein steady-state visuell evoziertes Potential zeigt Bild 1.2. Die Stimulati-

on erfolgte mit einer Wiederholrate von ca. 8Hz, wobei in der ersten Hälfte der Auf-

nahme das Spontan-EEG ohne externe Sti-

mulation wiedergeben ist. Die zweite Hälf-

te zeigt die durch die Lichtblitze induzierte 

Reizantwort des Kortex. 

Mit Hilfe visuell evozierter Potentiale las-

sen sich zahlreiche Störungen entlang der 

visuellen Übertragungsstrecke, wie sie ver-

einfacht in Bild 1.3 dargestellt ist, besser di-

agnostizieren. Celesia gibt eine eindrucks-

volle Übersicht möglicher diagnostischer 

Ansätze [Cel82]. So ist es möglich, Trübung 

der brechenden Medien festzustellen. Auch 

Amblyopie, Störungen des Farbsinns, Ge-

sichtsfeldeffekte und Entzündung oder 

Kompression der optischen Nerven lassen sich mit visuell evozierten Potentialen unter-

suchen. Insbesondere kann man auch dann Nachweise führen, wenn andere klinische 

Bild 1.3: Schematische Darstellung der 
visuellen Übertragungsstrecke [Sch97] 
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Symptome der Beeinträchtigung des visuellen Systems fehlen [Cel82]. Allerdings gehen 

die für die Auswertung relevanten evozierten Signalmuster aufgrund ihrer geringen 

Amplitude in der spontanen Gehirntätigkeit oftmals unter. Das gilt besonders für punkt-

förmige Stimulationen durch Lichtblitze, deren Reizantwort auf einer kleinen dezidier-

ten Fläche des Kortex mit entsprechend kleiner Amplitude entsteht [Hus97]. Zudem ist 

die Überlagerung des Spontan-EEGs unter Umständen entgegen dem Beispiel von Bild 

1.2 so stark, dass der Amplitudenverlauf der evozierten Potentiale im Signalgemisch 

völlig verschwindet. Nachdem die Hintergrundaktivität des Kortex zufällig verteilt ist, 

werden Mittelungsverfahren eingesetzt, die evozierte Potentialverläufe gleicher Form 

und Phase hervorheben und das zufällig erscheinende Spontan-EEG unterdrücken. Al-

lerdings sind prinzipiell Auswerteverfahren gefragt, die das dynamische Verhalten der 

Reizantwort trotz ungünstigem Signal-Rausch-Verhältnis und nichtstationärem Verhal-

ten des Spontan-EEGs verfolgen können, was durch Mittelungsoperationen bei über die 

Mittelungszeit variablen Eigenschaften des Übertagungssystems und damit veränderli-

chen Reizantworten nicht mehr gegeben ist. 

Die vorliegende Arbeit stellt ein Verfahren vor, das auch bei sehr ungünstigen Signal-

Rausch-Verhältnissen noch in der Lage ist, eine konsistente Schätzung der gesuchten 

Parameter und hier speziell der Phase visuell evozierter steady-state Potentiale durchzu-

führen. Die Phase erscheint für die Auswertung von evozierten Signalkomponenten 

besonders interessant, da sie im Vergleich zu amplitudenbezogenen Verfahren wesent-

lich resistenter gegenüber Störgrößen ist. Außerdem lassen sich aus ihr die tangential 

auf den Kortex projizierten Laufzeiten und Ausbreitungsgeschwindigkeiten zwischen 

interessierenden Ableitorten ermitteln. Mit einer weiteren hier dokumentierten Variante 

des Verfahrens kann man auch die Detektion von steady-state evozierten Potentialen 

realisieren. 

Ausgehend vom Stand der Technik zur Auswertung der Phase evozierter Potentiale 

werden die prinzipiellen Nachteile bestehender Verfahren aufgezeigt, die es zu beseiti-

gen gilt. Nach der ausführlichen Herleitung des Phasenschätzers auf der Basis eines 

Zustandsbeobachters werden Ergebnisse von simulierten und realen Daten präsentiert. 

Am Ende der Dokumentation sind die Ergebnisse der wichtigsten im Stand der Technik 

genannten Verfahren mit den Ergebnissen des neuen Verfahrens in Bezug auf Erwar-

tungstreue und Varianz der Schätzung gegenüber gestellt. 
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2 Ermittlung der Phase physiologischer Signale 

In der Fachliteratur werden einige Verfahren zur Bestimmung von Phasenwerten ein-

zelner elektrophysiologischer Signale und zur Ermittlung der Zeitdifferenzen zwischen 

unterschiedlichen Signalen beschrieben. So findet die Analyse der Latenzen evozierter 

Potentiale aufgrund ihrer Bedeutung in der klinischen Diagnostik und in der Forschung 

entsprechende Beachtung. Als Latenz wird die Zeitdauer definiert, die zwischen dem 

Stimulus und dem Erscheinen der durch die Stimulation herbeigeführten Reizantwort 

verstreicht. Diamond [Dia77a] vergleicht in seinem Artikel zwei grundlegende Ansätze 

zur Bestimmung der Latenz, basierend auf der Berechnung der Phasenwerte und der 

Ermittlung der Zeitverschiebung charakteristischer Amplitudenwerte der Reizantwort in 

Bezug auf die visuelle steady-state Stimulation. Beim amplitudenbezogenen Verfahren 

wird im Kurvenverlauf der Reizantwort ein Referenzpunkt fixiert und der Zeitpunkt 

seines Erscheinens zu dem entsprechenden Zeitpunkt der Stimulation in Relation ge-

setzt. Als Referenzpunkt kann dabei der Scheitelwert des evozierten Kurvenverlaufes 

dienen. Belegt wird die Methode mit simulierten Daten. Die zweite im Artikel genannte 

Methode stützt sich auf die Phase des evozierten Signals, wie sie beispielsweise mittels 

Fourier-Transformation gewonnen wird. Hier gibt Diamond die Gruppenlaufzeit als 

Größe für die Bestimmung der Latenz an. Die Gruppenlaufzeit lässt sich aus dem Pha-

senspektrum der Reizantwort unmittelbar berechnen. Allerdings wird für die Berech-

nung ein lineares System vorausgesetzt [Kam92, Lük90], was für die visuelle Übertragungs-

strecke des Kortex nicht zutrifft. Die Bestimmung der Latenz über ausgewählte Refe-

renzpunkte der Reizantwort ist dagegen auch für nichtlineare Systeme praktikabel, 

wenngleich die Detektion des Referenzpunktes im evozierten Potential durch die Über-

lagerung mit dem Spontan-EEG oftmals schwierig ist. Burr untersucht in [Bur76] die 

Antworten des visuellen Kortex bei steady-state Stimulation für Reizfrequenzen zwi-

schen 1Hz und 26Hz und stellt aus dem Amplitudenverlauf des evozierten Potentials 
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fest, dass die Reizrate mit der Latenz der Antwort korreliert. Dieser Ansatz zur Bestim-

mung von Zeitdifferenzen ist weit verbreitet, wie zahlreiche vergleichbare Verfahren in 

der Literatur zeigen [Dia77b; Had97; Kir81; Moh89; Par77; Reg72; Spe66]. Darüber hinaus wird in 

der Praxis der pragmatische Ansatz gepflegt, Phasenbeziehungen bzw. Zeitdifferenzen 

elektrophysiologischer Signale über exponierte Referenzpunkte im Signal auszumessen. 

Junker untersucht in [Jun85] mit Hilfe der Fourier-Transformation die Betrags- und Pha-

senspektren des visuellen Übertragungssystems bei transienter und steady-state Stimula-

tion. Für die unterschiedlichen Stimuli und den daraus resultierenden Reizantworten 

wird das Übertragungsverhalten des visuellen Systems nach Betrag und Phase bestimmt 

und miteinander verglichen. Junker zeigt auf, dass die Ergebnisse unabhängig von der 

eingesetzten Stimulation sehr ähnlich sind und schließt daraus, dass ein einfaches linea-

res Modell zur Beschreibung des visuellen Übertragungssystems trotz des vorauszuset-

zenden nichtlinearen Systemverhaltens die wichtigsten Zusammenhänge zwischen Sti-

mulation und Reizantwort erfasst. Die steady-state Stimulation wird moduliert durch die 

Summation von 10 Frequenzen zwischen 6,25Hz und 21,75Hz. Die transiente Stimula-

tion erfolgt durch Pulse vergleichbarer Leistung innerhalb des selben Frequenzberei-

ches. Die Bestimmung der Phasenwerte elektrophysiologischer Signale mit Hilfe der 

Fourier-Transformation wird in der Literatur ausgiebig angewandt und diskutiert [Ana79; 

Ara97; Art95; Bur00; Cos92; Dob94; Dum77; Fri84; Goe97; Gre85; Har94b; Leu84; Mic88; Mic97; Pap71; Ros80a; 

Ros80b; Sta87; Str88; Thi95; Vic95; Zha91]. Strasburger stellt in [Str88] an gesunden Probanden 

umfangreiche Untersuchungen zu Amplituden- und Phasencharakteristika von visuell 

evozierten Potentialen an, um Vergleichsergebnisse zu klinischen Daten zu erhalten. 

Der Autor hebt hervor, wie wichtig beispielsweise die Untersuchung der Latenz bei 

transient visuell evozierten Potentialen für die Diagnose von Multiple Sklerose ist. 

Auch bei Patienten mit Problemen in der Verarbeitung von Reizen oberhalb der Wahr-

nehmungsschwelle sind visuell evozierte Potentiale ein wichtiges diagnostisches Hilfs-

mittel. In dem vorliegenden Artikel wird beschrieben, inwieweit die visuelle Wahrneh-

mung durch räumliche und zeitliche Variabilität des Stimulus durch das Amplituden- 

und Phasenverhalten von VEPs bewertet werden kann. Die steady-state Stimulation 

wird dabei im Versuch der transienten Stimulation aufgrund der größeren Variations-

möglichkeiten der Stimulationsparameter vorgezogen. Die Stimulation erfolgt durch 

zeitlich und örtlich modulierte vertikale Streifen mit unterschiedlichem Kontrast auf 

einem Monitor. Die aus zahlreichen Versuchen mit Hilfe der Fourier-Transformation 
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gewonnenen Phasenspektren zeigen auf, dass die Phasenwerte mit zunehmender räum-

licher Stimulationsfrequenz größer werden. Wird der Kontrast der Darstellung erhöht, 

nehmen die Phasenwerte ab. Außerdem kann aus einer Fehlerbetrachtung der ermittel-

ten Phasenwerte nachgewiesen werden, dass die Ergebnisse der Phase sehr zuverlässig 

sind, oftmals auch dann, wenn die Amplituden des evozierten Potentials sehr klein sind. 

Strasburger leitet daraus ab, dass die Analyse der Phasenverläufe grundsätzlich von 

größter Bedeutung für die Bewertung der Ergebnisse von steady-state evozierten Poten-

tialen ist. 

Die Phasenbeziehungen zwischen evozierten Potentialen werden auch mit Hilfe des aus 

der Kreuzkorrelationsfunktion gewonnenen Leistungsspektrums ermittelt. Damit kann 

man unmittelbar Zeitdifferenzen zwischen unterschiedlichen Ableitorten des Kortex 

und Latenzen von evozierten Potentialen berechnen. Die Zusammenhänge lassen sich in 

Analogie zu dem oftmals in der Literatur herangezogenen Grundsatzartikel von Piersol 

[Pie81] mit folgendem Signalmodell herleiten: 
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Glg. 2.1 
In (Glg. 2.1) stellt s(t) den deterministischen Signalanteil dar, n1(t) und n2(t) sind Rausch-

größen, die im Idealfall weder miteinander, noch mit s(t) korreliert sind. Mit ∆t wird die 

Laufzeit bezeichnet, die es zu ermitteln gilt. Die Variable α gibt die Veränderung der 

Amplitude des zeitlich verschobenen Signals zum Ursprungssignal s(t) wieder. Unter 

den genannten Voraussetzungen ergibt sich die Kreuzkorrelationsfunktion von y1(t) und 

y2(t) zu 
 

 { } ).t()t(y)t(yE)( ss212y1y ∆−τΦ⋅α=τ+⋅=τΦ    (Glg. 2.2) 

Glg. 2.2 
)(ss τΦ  beschreibt die Autokorrelationsfunktion des Signals s(t). Bereits an dieser Stelle 

lässt sich durch Vergleich mit einem Schwellwert das Hauptmaximum der Kreuzkorre-

lierten bei τ=∆t detektieren und daraus die Zeitverschiebung ableiten. Einige Autoren 

bestimmen auf diese Weise Zeitdifferenzen zwischen elektrophysiologischen Signalen 

[Bra72a; Bra72b; Coo75; Dum77; Har97; Jan95; Pol81; Sha72; Sil89]. Führt man ausgehend von dem 

Ergebnis von (Glg. 2.2) eine Fourier-Transformation durch, erhält man das Kreuzleis-

tungsspektrum gemäß 
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 { } ).tf2jexp()t()f( ssss2y1y ∆π−⋅Ψ⋅α=∆−τΦℑ⋅α=Ψ   (Glg. 2.3) 

Glg. 2.3 
Nachdem die Autokorrelationsfunktion von s(t) eine gerade reelle Funktion darstellt, ist 

das Spektrum Ψss(f) reellwertig. Die Phaseninformation ergibt sich demnach unmittel-

bar aus dem Phasenspektrum von (Glg. 2.3): 
 

 .tf2)f( ∆⋅⋅π⋅−=ϕ  

 
Durch einfaches Umstellen der Gleichung erhält man die gesuchte Laufzeit: 
 

 .
f2

)f(t
⋅π⋅

ϕ
−=∆        (Glg. 2.4) 

Glg. 2.4 
Brazier leistete Pionierarbeit für die Auswertung des EEGs mit Hilfe von Korrelations-

funktionen und weist in [Bra52] darauf hin, inwieweit generell die Auswertung elektro-

physiologischer Signale durch die Anwendung von Methoden der Nachrichtentechnik 

profitiert, in der sich zu dieser Zeit der Korrelationsansatz zur Laufzeitbestimmung bzw. 

Phasenmessung bereits etabliert hat. Brazier platziert jeweils eine Elektrode auf dem 

Temporalkortex der beiden Hemisphären und beschäftigt den Probanden mit Kopfrech-

nen. Aus den aufgezeichneten Potentialverläufen lässt sich eine Phasenverschiebung 

von 180° vermuten, die sich im Ergebnis der Kreuzkorrelation der beiden Signale mit 

einer negativen Korrelationsspitze bei τ=0 bestätigt. Die Phasendifferenz zwischen den 

beiden Signalen wird zusätzlich aus der Fourier-Transformation der Kreuzkorrelierten 

bestimmt. Außerdem weist Brazier darauf hin, dass mit Hilfe des Korrelationsansatzes 

insbesondere auch evozierte Signalkomponenten am visuellen Kortex nachgewiesen 

werden können, wenngleich diese Signalanteile mit ihrer oftmals kleinen Amplitude im 

Spontan-EEG verschwinden. Zahlreiche weitere Veröffentlichungen nutzen den glei-

chen Ansatz, um elektrophysiologische Daten in ihrer Phase auszuwerten [Ade63; Bea79; 

Bla95; Bla99; Bra72a; Bra72b; Bro85; Dum77; Dum91; Fei88; Gia79; Got80; Got83; Grö89; Kto91; Lie87; Man97; 

Sil78; Sil89; Suz74; Tak89; Tim98; Tur86; Vos75]. Gotman beschreibt zunächst die Schwierigkeit, 

kleine Zeitdifferenzen im EEG zu messen, da im Gegensatz zu gemittelten evozierten 

Potentialen kein Bezugspunkt bzw. keine ausgeprägte Wellenform vorhanden ist und 

begründet darin auch die geringe Anzahl von Veröffentlichungen auf diesem Gebiet 

[Got83]. Er wendet das Verfahren zur Untersuchung der Ausbreitung von epileptischen 
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Anfällen an [Got83]. Dabei versucht er, ausgehend von den ermittelten Zeitdifferenzen 

zwischen unterschiedlichen EEG-Kanälen auf das Zentrum des Anfalls zu schließen. 

Das zu untersuchende Zeitintervall wird in Abschnitte von 512 Abtastwerten eingeteilt, 

die sich zur Hälfte überlappen. Von jedem Zeitabschnitt wird die Fourier-

Transformierte gebildet und die so gewonnenen Spektren gemittelt. Anschließend wird 

die Phase aus dem Kreuzleistungsspektrum und die Kohärenz zwischen zwei EEG-

Kanälen berechnet. Der Wert für die Kohärenz )f(2γ  variiert zwischen Null und Eins 

und ist ein Maß für die lineare Korrelation zwischen zwei Signalen in Abhängigkeit von 

der Frequenz f: 
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Glg. 2.5 
Die Autoleistungsspektren von y1(t) und y2(t) werden mit )f(

1y1yΨ  und )f(
2y2yΨ  be-

zeichnet. Laut Gotman sind die Phasenwerte nur dann von diagnostischer Bedeutung, 

wenn die Kohärenz signifikant von Null verschieden ist. In Frequenzintervallen mit 

hoher Kohärenz wird das Phasenspektrum betrachtet und über eine lineare Regression 

die Steigung der Regressionsgeraden bestimmt. Aus dem Anstieg lässt sich dann unmit-

telbar die mittlere Laufzeit zwischen den beiden untersuchten Ableitorten in Anlehnung 

an (Glg. 2.4) ermitteln. Gotman weist damit während eines epileptischen Anfalls kleine 

andauernde Zeitdifferenzen bis ca. 50ms zwischen unterschiedlichen EEG-Kanälen 

nach und leitet daraus die Quelle des Anfalls ab, indem er davon ausgeht, dass die Sig-

nale des Zentrums insbesondere zu Beginn eines Anfalls vor den anderen Signalen füh-

ren. Da von Gotman keine ausführliche Untersuchung hinsichtlich statistischer Fehler 

angestellt wurde, erweitert Ktonas die Grundlagen durch die theoretische Varianzanaly-

se der Zeitverschiebung [Kto91]. Ktonas zeigt in formellen Zusammenhängen auf, wie die 

Varianz der Schätzung der Zeitverschiebung mit abnehmender Kohärenz der zu unter-

suchenden Signale größer wird. Außerdem wird gezeigt, dass mit abnehmender Breite 

des untersuchten Frequenzbandes die Varianz ebenfalls zunimmt und welchen Einfluss 

die Anzahl der Epochen für die Fourier-Transformation auf die Varianz des Ergebnisses 

hat. Ktonas überprüft die Zusammenhänge mit Hilfe von computergenerierten Daten 

und stellt fest, dass die theoretisch berechnete Varianz bei etwa 60% bis 90% des mit 

Hilfe der Simulation ermittelten Varianzwertes liegt und damit die theoretisch ermittel-
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ten Werte der Varianz die Varianz der simulierten Signale unterschätzen. Reale Daten 

bleiben bei den Untersuchungen unberücksichtigt. Der Nachteil dieses auf der Fourier-

Transformation aufbauenden Verfahrens ist, dass schnelle Änderungen unter Umstän-

den herausgemittelt werden. 

Prahlad geht in [Pra96] ebenfalls den Weg über die Korrelation. Er beschreibt in seinem 

Artikel einen "Generalized Cross Correlator" (GCC) zur Schätzung von Latenzunter-

schieden bei evozierten Potentialen. Prahlad weist darauf hin, dass die Detektion evo-

zierter Potentiale und die Bestimmung ihrer Latenzen einen wichtigen Zugang zur Beur-

teilung des neurologischen Systems liefert, das das evozierte Potential generiert und 

weiterleitet. Angewandt wird das Verfahren auf die Messung der Latenzen somatosen-

sorisch evozierter Potentiale, die durch stoßförmige Beschleunigung von Kopf und Na-

ckenbereich abgeleitet werden können. Das Wirkprinzip des Verfahrens ist in Bild 2.1 

dargestellt. Bevor die einzelnen Signale 

y1(t) und y2(t) von (Glg. 2.1) dem Korrela-

tor zugeführt werden, werden sie mit der 

Impulsantwort h1(t) und h2(t) der vorge-

schalteten Filter gewichtet. Dadurch wird 

sicher gestellt, dass die Rauschanteile in 

den beiden Signalen unkorreliert sind 

und damit ein besseres Signal-Rausch-Verhältnis für die Detektion des Hauptmaxi-

mums der Kreuzkorrelierten entsteht. Das Kreuzleistungsspektrum )(
2y1y τΨ

)
 ergibt  
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     (Glg. 2.6) 

Glg. 2.6 
wobei H1(f) die Fourier-Transformierte der Impulsantwort h1(t) und )f(H*

2  die konju-

giert komplexe Fourier-Transformierte der Impulsantwort h2(t) darstellt. Aus der inver-

sen Fourier-Transformation ergibt sich dann unmittelbar die Kreuzkorrelationsfunktion: 
 

 { } { })f()f()f(H)(
2y1y

1

2y1yGCC

1

2y1y Ψℑ=Ψ⋅ℑ=τΦ −−
))

   (Glg. 2.7) 

Glg. 2.7 
mit )f(H)f(H)f(H *

21GCC ⋅= . Nachdem HGCC(f) zu einer reellwertigen Funktion führt, ist 

die Zeitdifferenz zwischen den beiden Kanälen ausschließlich in der Phaseninformation 

von )(
2y1y τΨ

)
 enthalten. Es gibt verschiedene Ansätze, die Vorfilter h1(t) und h2(t) zu 

Bild 2.1: Wirkprinzip "Generalized Cross Correlator" 
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entwerfen. Hassab [Has79] und Knapp [Kna76] haben in ihren Aufsätzen einige Ansätze 

allgemein ohne Bezug zur Biosignalverarbeitung diskutiert. Prahlad verwendet ein Vor-

filter, das auf die Kohärenz von (Glg. 2.5) zurückgeht: 
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=      (Glg. 2.8) 

Glg. 2.8 
Thierry benutzt in [Thi92] diesen Ansatz ebenfalls, um Laufzeiten von simulierten evo-

zierten Potentialen zu untersuchen und bewertet dabei verschiedene Vorfilter in ihrer 

Wirkung auf das Ergebnis. 

Harris vergleicht in [Har94a] unterschiedliche Ansätze zur Schätzung von Phasen bzw. 

Zeitdifferenzen miteinander. Neben Korrelationsansätzen und Berechnung von Zeitdif-

ferenzen aus der Fourier-Transformation werden auch autoregressive und adaptive An-

sätze in Bezug auf ihre Leistungsfähigkeit betrachtet. Die Methoden werden mit simu-

lierten und realen Multikanal-EEG-Daten bei einem fokal induzierten und ganzheitlich 

wirkenden epileptischen Anfall getestet. Dabei sind im Tierversuch die Elektroden im-

plantiert, um Informationen über die räumliche Fortpflanzung des Anfalls zu erhalten. 

Harris beschreibt nach einer kurzen Vorstellung des herkömmlichen Korrelationsansat-

zes und der GCC-Methode, dass der wesentliche Freiheitsgrad bei GCC in der Ermitt-

lung der Übertragungsfunktionen der Vorfilter besteht. Demnach wird in aller Regel 

unter Berücksichtigung der zu untersuchenden Signale nach bestimmten Algorithmen 

im Spektralbereich eine geeignete Vorfilterung HGCC(f) ermittelt. Die Rücktransforma-

tion in den Zeitbereich liefert eine Korrelationsfunktion mit ausgeprägter Spitze zum 

korrekten Zeitpunkt. Ebenso wie bei der Bestimmung des Phasenspektrums aus der her-

kömmlichen Kreuzkorrelation werden bei Fourier-basierten Ansätzen die Daten block-

weise verarbeitet. Allerdings ist bei der Verarbeitung zufälliger Signale eine Mittelung 

notwendig, um die Varianz im Ergebnis zu minimieren. Wenn dazu noch nur ein kurzes 

quasistationäres Datensegment zur Auswertung zur Verfügung steht, wird zwangsläufig 

die Auflösung reduziert. Als einen möglichen Ausweg nennt Harris den Einsatz von 

autoregressiven und adaptiven Methoden. Bei dem autoregressiven Ansatz wird ein 

Modell durch eine bestimmte Anzahl von Parametern beschrieben, die sich aus den ge-

messenen EEG-Daten nach einem Gütefunktional entwickeln lassen. Dazu betrachtet 

man den Signalvektor y(k) einer l-kanaligen EEG-Ableitung 
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l21 L=y      (Glg. 2.9) 
Glg. 2.9 
Der multikanale EEG-Prozess lässt sich durch nachfolgendes autoregressives Modell 

abbilden, bei dem man die Größe y(k) als eine gewichtete Summe der vergangenen 

EEG-Messwerte darstellt: 
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      (Glg. 2.10) 

Glg. 2.10 
Mit AR-Modellen lassen sich aber auch spektrale Größen wie beispielsweise die Leis-

tungsdichte der EEG-Signale als Funktion dieser Parameter gewinnen [Jon74; Mos00]. Die 

Variable q in (Glg. 2.10) gibt die Ordnung des Prozesses wieder. Die l×l-Matrizen Ai stel-

len die Parametermatrizen des Modells dar. Überlagert ist der Wert von y(k) mit einem 

unkorrelierten Zufallsvektor e(k)=[e1(k)  e2(k)  ···  el(k)]T, der als Eingangsrauschen oder 

als Schätzfehler interpretiert werden kann, den es zu minimieren gilt. Durch Umstellung 

von (Glg. 2.10) ergibt sich 
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      (Glg. 2.11) 

Glg. 2.11 
wobei mit 
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Glg. 2.12 
der geschätzte Wert für den Signalvektor y(k) angegeben ist. Setzt man der besseren 

Übersichtlichkeit wegen ii

~AA =− , dann erhält man die z-Transformierte von (Glg. 2.11) 

unter Anwendung des Verschiebungssatzes der z-Transformation und mit :~
0 IA =  
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Glg. 2.13 
Unter Berücksichtigung von (Glg. 2.13) und Rücktransformation in den Frequenzbereich 

mit z-1=exp(-j2πf∆t) resultiert für die Spektralmatrix 
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Glg. 2.14 
Die Diagonale der Spektralmatrix Ψyy(f) gibt die Autospektren von y(k) wieder. Außer-

halb der Diagonalen sind die Kreuzspektren zu finden. Ψee(f) stellt die Spektralmatrix 

des Eingangsprozesses bzw. des Schätzfehlers e(k) dar. 

Es gibt die verschiedensten Anwendungen von AR-Modellen in Verbindung mit der 

Auswertung elektrophysiologischer Signale, die die Modellparameter bzw. die Koeffi-

zienten der Matrix Ai auf unterschiedlichste Weise bestimmen, z.B. [And98; Dum91; Fra85; 

Ger70; Har94a; Isa81; Kob92; Kob94; Pan99; Rap74; Zha91]. Harris greift auf den Ansatz von Dickin-

son [Dic79] zurück, der auf einer Cholesky-Zerlegung basiert und ermittelt daran an-

schließend die Phasen bzw. Laufzeiten des epileptischen EEGs aus den Ergebnissen von 

(Glg. 2.14) [Har94a]. Auch Kobayashi geht diesen Weg, um zwischen primär und sekundär 

bilateraler Epilepsie über die Bestimmung von Zeitdifferenzen im EEG zu unterschei-

den [Kob92] und vergleicht den AR-Ansatz mit herkömmlichen Fourier-basierenden Me-

thoden. Panzica untersucht die EEG-Aktivität, die beim Patienten mit infantilen Spas-

men einher geht [Pan99]. Unter anderem wird von ihm das EEG auch hinsichtlich der 

Phasen bzw. Laufzeiten mit Hilfe von autoregressiven Modellen analysiert, wobei die 

Ergebnisse auf einen kortikalen Ursprung der Spasmen hindeuten. Vergleicht man die 

AR-Ansätze mit herkömmlichen Fourier-basierten Methoden, so zeichnen sich die auto-

regressiven Verfahren durch die geringeren statistischen Schwankungen im Ergebnis 

und die höhere spektrale Auflösung aus. Dadurch ist es möglich, für die nach wie vor 

blockweise Auswertung der EEG-Signale kleinere Datensegmente zu verwenden und 

damit eine höhere temporale Auflösung zu erzielen [Fra85]. Dadurch ist zumindest an-

satzweise dem instationären Charakter des EEGs Rechnung getragen, da für die Aus-

wertung kurze quasistationäre Datensegmente herangezogen werden können, die immer 

noch eine ausreichend hohe spektrale Auflösung im Ergebnis sicher stellen. Harris gibt 

an [Har94a], dass in Fortführung der guten Eigenschaften autoregressiver Modelle Instati-

onaritäten im EEG-Signal durch den Einsatz adaptiver Schätzverfahren a-priori berück-

sichtigt werden können und damit die Effizienz der Auswertung noch deutlich zu stei-

gern ist. Angelehnt an den autoregressiven Ansatz von (Glg. 2.10) bzw. (Glg. 2.12) erhält 

man für die Bestimmung der Zeitdifferenz zwischen zwei EEG-Kanälen den skalaren 
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adaptiven Modellansatz zu 
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Glg. 2.15 
bei der die Messgröße y2(k) aus einer gewichteten Summe der aktuellen und vergange-

nen Messwerte y1(k) zu schätzen ist. Da die Koeffizienten Ai(k) von der Zeit abhängen, 

lässt sich das Modell an die dynamischen Veränderungen bzw. an nichtstationäre Antei-

le im EEG-Signal anpassen, indem für jeden neuen Zeitschritt k jeweils neue Modellpa-

rameter Ai(k) berechnet werden. Die Koeffizienten Ai(k) werden beispielsweise nach 

dem kleinsten Fehlerquadrat rekursiv berechnet, so dass der Schätzfehler minimal wird: 
 

 ( ){ }.)i(ŷ)i(ymin)k(A
i

2

22i ∑ −=      (Glg. 2.16) 

Glg. 2.16 
Die Parameter Ai(k) lassen sich als zeitveränderliche Koeffizienten eines nichtrekursi-

ven Filters q-ter Ordnung betrachten. Aus den Koeffizienten ergeben sich unmittelbar 

die Zeitdifferenzen zwischen zwei EEG-Signalen durch die Bestimmung des Phasen-

spektrums der Filterimpulsantwort zum Zeitschritt k. Harris zeigt auf, dass der mittlere 

quadratische Fehler beim adaptiven Ansatz im Vergleich zu autoregressiven Ansätzen, 

Fourier-basierten Ansätzen und zur GCC-Methode sowohl bei simulierten, als auch bei 

realen epileptischen EEG-Signalen am geringsten ist. Fourier-basierte Daten zeigen den 

größten Fehler, auch wenn die Schätzung bei den Frequenzen mit hoher Kohärenz 

durchgeführt wird. Bei simulierten Daten liefert die GCC-Methode mit den unterschied-

lichsten Filtern gute Ergebnisse, bei realen EEG-Daten treten aber teilweise hohe Ne-

benmaxima auf, so dass Fehler in der Schätzung der Zeitdifferenzen entstehen und da-

mit die Methode nicht robust genug für die Praxis ist. Außerdem stellt Harris fest, dass 

die Ergebnisse der GCC-Methode sich kaum von dem Ergebnis des herkömmlichen 

Korrelationsansatzes unterscheiden. Autoregressive Verfahren zeigen bei simulierten 

Daten noch gute Ergebnisse, wobei der adaptive Ansatz auch hier einen noch kleineren 

Fehler liefert. Mit realen Daten zeigt der zeitinvariante AR-Ansatz allerdings einen 

deutlich größeren mittleren quadratischen Schätzfehler als der adaptive Ansatz. Im di-

rekten Vergleich aller Methoden folgert Harris die Präferenz für adaptive Verfahren. 

Für die sachgerechte Auswertung kleiner Datensegmente bzw. instationärer EEG-

Signale liefern adaptive Verfahren die höchste Genauigkeit in der Schätzung und eine 
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schnelle Konvergenz auf den gesuchten tatsächlichen Wert [Har94a]. Kong stellt in sei-

nem Aufsatz einen adaptiven Ansatz vor, um zeitveränderliche Latenzen in evozierten 

Potentialen qualitativ und quantitativ zu ermitteln [Kon99]. Daraus sollen Rückschlüsse 

auf mögliche Erkrankungen oder Störungen des Nervensystems angestellt werden. Das 

Wirkprinzip zeigt Bild 2.2.  
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Bild 2.2: Adaptiver Ansatz zur Bestimmung zeitveränderlicher Latenzen [Kon99] 

 

Eingesetzt wird das Verfahren bei somatosensorisch evozierten Potentialen, die durch 

stoßförmige Beschleunigung von Kopf- und Nackenbereich und bei Sauerstoffmangel 

im EEG gemessen werden können. Dabei werden herkömmliche Untersuchungsmetho-

den von Kong wie die Mittelung über ein Ensemble von evozierten Potentialen oder die 

Auswertung mittels Korrelationsfunktionen ausgeschlossen. Die Mittelung über evo-

zierte Potentiale ignoriert die Tatsache, dass die evozierten Potentiale zeitvariant sind. 

Der Korrelationsansatz ist nicht brauchbar, wenn der Rauschanteil im Signal sehr hoch 

ist. Deshalb bevorzugt Kong ein adaptives Filter, dessen Parameter sich automatisch 

nach einem bestimmten Gütefunktional an die Signale anpassen und damit optimale 

Ergebnisse für die Schätzung von Laufzeiten liefert. Ausgegangen wird von einem Sig-
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nalmodell nach (Glg. 2.1). Das EEG-Signal y2(t) ergibt sich nach Kong aus einem linearen 

System, dass von y1(t) angeregt wird, so dass im Spektralbereich folgende Gleichung 

aufgestellt werden kann: 
 

 ).f(Y)f(H)f(Y 12 ⋅=        (Glg. 2.17) 
Glg. 2.17 
Das Übertragungsverhalten des linearen Systems von (Glg. 2.17) lässt sich auch aus den 

Leistungsspektren berechnen: 
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Glg. 2.18 
Das Phasenspektrum von H(f) ist identisch mit dem Phasenspektrum von Ψy1y2(f), 

nachdem das Autospektrum eine reellwertige Funktion ist. Damit lässt sich in Analogie 

zu (Glg. 2.3) aus der Übertagungsfunktion des linearen Systems unmittelbar die Zeitdiffe-

renz zwischen Stimulus und evoziertem Potential ermitteln. Der Unterschied zu (Glg. 2.3) 

besteht darin, dass sich die Übertragungsfunktion des adaptiven Filters in jedem neuen 

Berechnungsschritt an das Systemverhalten anpasst, so dass man zu jedem neuen Zeit-

punkt eine aktuelle Schätzung des Phasenspektrums der Kreuzkorrelierten zwischen den 

EEG-Signalen y1(t) und y2(t) erhält. Für die einzelnen Spektralkomponenten bei einer 

M-Punkte-FFT erhält man somit für das i-te evozierte Potential 
 

 .1M.....1,0ffür)f(Y)f(H)f(Y mmi1mimai −=⋅=   (Glg. 2.19) 
Glg. 2.19 
Der Fehler der Schätzung für die fm-te Frequenzkomponente und das i-te evozierte Po-

tential ergibt sich damit zu 
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Glg. 2.20 
Daraus lässt sich die rekursive Berechnungsvorschrift für die fm-te Frequenzkomponen-

te der Übertragungsfunktion angeben: 
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Glg. 2.21 

Der Faktor c legt die Geschwindigkeit der Adaption fest. Mit dem Ergebnis kann man 

zu jedem neuen evozierten Potential die aktuelle Laufzeit zwischen den beiden betrach-
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teten Signalen bestimmen. Kong zeigt in seiner Veröffentlichung, dass der entwickelte 

adaptive Ansatz sowohl in der theoretischen Analyse, als auch in der Simulation bessere 

Ergebnisse liefert als die Ermittlung der Phasen bzw. Zeitdifferenzen mit Hilfe von her-

kömmlichen Methoden. Dabei kann die Einstellung des Filters sowohl im Zeit- als auch 

im Frequenzbereich durchgeführt werden, wobei von Kong aufgrund der größeren Effi-

zienz der Frequenzbereich bevorzugt wird. In der praktischen Anwendung der somato-

sensorisch evozierten Potentiale ergeben sich verlässliche Ergebnisse, die mit unabhän-

gigen klinischen Bewertungen übereinstimmen. Schack verwendet einen adaptiven An-

satz zur Phasenschätzung und zur Kohärenzanalyse, um die funktionelle Beziehung 

unterschiedlicher kortikaler Areale zu untersuchen [Sch99a]. Sie zeigt auf, dass Kohärenz 

und Phase eng miteinander verbunden sind, indem die Höhe der Kohärenz ein Anzei-

chen für die Stabilität der Phasenbeziehung zwischen zwei EEG-Signalen darstellt. 

Während die Kohärenz den Informationsaustausch zwischen unterschiedlichen kortika-

len Arealen beschreibt, weist die zugehörige Phasenbeziehung auf die Richtung des 

Informationstransfers und auf die Laufzeit zwischen diesen Arealen hin. Die vorgestell-

te Methode wird angewandt für die Untersuchung höherer kognitiver Prozesse, die von 

kurzer Dauer sein können und deren Kopplung zwischen unterschiedlichen Arealen mit 

hoher Dynamik versehen ist. Somit ist die Anwendung von Analyseverfahren mit hoher 

temporaler Auflösung von großer Bedeutung. Es gibt weitere Veröffentlichungen, die 

vergleichbare adaptive Ansätze zur Beurteilung elektrophysiologischer Signale im All-

gemeinen und zur Schätzung der Phase bzw. Laufzeit solcher Signale im Besonderen 

beschreiben [Kon91; Kon92; Kon96; McG77; Qui97; Sch95; Sch03; Ste78; Ste83; Tha95; Tua87; Vaz89; Yu83; 

Zhu97]. 

Einen anderen Beitrag zur Untersuchung von Phasenbeziehungen elektrophysiologi-

scher Signale liefern Statistiken höherer Ordnung. Viele Verfahren der Signalauswer-

tung gehen davon aus, dass die Signalanteile innerhalb eines definierten Frequenzberei-

ches unabhängig voneinander sind und dass das gesamte Informationssignal aus der 

linearen Überlagerung der Signalanteile entsteht. Wie oben beschrieben ist, wird bei der 

Auswertung von EEG-Daten beispielsweise das Zeitsignal in einzelne stationäre Ab-

schnitte unterteilt und anschließend in der Annahme eines linearen Signalmodells mit 

Hilfe der Fourier-Transformation analysiert. Zeitvariante Ansätze zur Untersuchung von 

EEG-Signalen sind zwar in der Lage, instationäre Signalanteile bei der Auswertung zu 
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berücksichtigen, allerdings behält das Superpositionsprinzip für die einzelnen Signal-

komponenten weiterhin seine Gültigkeit. Insbesondere bei der Analyse von EEG-Daten 

bietet es sich an, Analysemethoden wie das Bispektrum einzusetzen, um die Wechsel-

wirkungen bzw. Kopplungen zwischen unterschiedlichen EEG-Generatoren erkennen 

zu können und die Abhängigkeiten der Signalkomponenten untereinander aufzuzeigen. 

Sigl [Sig94] gibt in seinem Artikel eine Einführung in das Bispektrum zur Untersuchung 

quadratischer Phasenkopplungen im EEG. Nach der Definition besteht dann zwischen 

einer Signalkomponente mit der Frequenz f1 und einer Signalkomponente mit der Fre-

quenz f2 eine quadratische Phasenkopplung, wenn weitere Signalkomponenten zum 

Beispiel mit der Frequenz f2+f1 oder f2-f1, oder andere Verknüpfungen von Harmoni-

schen von f1 und f2 existieren. Zusätzlich müssen sich die Phasenbeziehungen der Fre-

quenzen ϕ1 und ϕ2 genauso verhalten wie die zugehörigen Frequenzen, also ϕ2+ϕ1 oder 

ϕ2-ϕ1 bzw. entsprechend der Verknüpfung der Harmonischen. Formal lässt sich das 

Bispektrum direkt aus den Fourier-Transformierten einzelner Abschnitte mit anschlie-

ßender Mittelung über alle L Epochen berechnen: 
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bzw. indirekt aus den Kumulanten dritter Ordnung 
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mit anschließender zweidimensionaler Fourier-Transformation. Sigl weist darauf hin, 

dass alle biologischen Systeme nichtlineares Verhalten zeigen, das sich als Phasenkopp-

lung zwischen den analysierten Signalen offenbart. Das Bispektrum ist ein Verfahren, 

um solche Phasenkopplung zu detektieren, für lineare und nichtlineare Beziehungen zu 

quantifizieren und damit das dynamische Verhalten des EEGs zu verstehen. Physiologi-

sche Zustände des zentralen Nervensystems, die mit quadratischen Nichtlinearitäten 

einhergehen, lassen sich im Gegensatz zum Leistungsspektrum mit dem Bispektrum 

unmittelbar beobachten. So korrelieren beispielsweise die durch Ischämie, Hypothermie 

oder Narkotika herbeigeführten nichtlinearen Änderungen neuronaler Aktivität im EEG 

mit dem Ergebnis aus der Bispektralanalyse. Sigl demonstriert ausführlich die theoreti-

schen Grundlagen der Bispektrumanalyse und zeigt seine Anwendung bei einem unter 
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Narkose gesetzten Probanden, wobei das EEG vor und kurz nach der Narkose aufge-

zeichnet und untersucht wird. Sigl bedient sich dabei der Bikohärenz, die die Phasen-

kopplung unabhängig von Amplitudenwerten im EEG ermittelt und damit ein Maß für 

die quantitative Stärke der Wechselwirkungen beschreibt: 
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Mit Ψyy(fi) wird das Leistungsspektrum bei der Frequenz fi bezeichnet. Die Bikohärenz 

Bic(f1,f2) nimmt Werte zwischen Null und Eins an. Die Untersuchungen von Sigl zeigen 

im Ergebnis deutliche Unterschiede in der Bikohärenz zwischen den beiden Zuständen. 

Im Gegensatz zu den ebenfalls berechneten Leistungsspektren des EEGs vor und nach 

der Narkose wird mit Hilfe der Bikohärenz sichtbar, dass während der Narkose deutlich 

mehr und stärkere quadratische Phasenkopplungen im tiefen Frequenzbereich des EEGs 

vorhanden sind, als dies vor der Narkose der Fall war. Außerdem sind die Phasenkopp-

lungen einiger höherer Frequenzen stärker geworden im Vergleich zum EEG vor der 

Narkose. Sigl folgert daraus im direkten Vergleich mit den Ergebnissen des Leistungs-

spektrums einen deutlichen Informationsgewinn in der Analyse des Bispektrums bzw. 

der Bikohärenz. Schmidt unterteilt in [Sch99b] die Berechnung des Bispektrums in zwei 

Kategorien: Parametrische und nichtparametrische Methoden. Nichtparametrische Ver-

fahren basieren auf der Fourier-Transformation, wobei das Bispektrum entweder direkt 

aus den Fourier-Transformierten der Zeitintervalle oder aus der Transformation der 

Kumulanten gewonnen wird. Parametrische Verfahren sind durch die Anpassung eines 

AR- oder (auto-regressive moving average-) ARMA-Modells und dem anschließenden 

Schätzen des Bispektrums des Modells definiert. Der Artikel vergleicht die unterschied-

lichen Ansätze zur Detektion quadratischer Phasenkopplungen unter Verwendung von 

verschiedenen simulierten Daten und Burst-Muster sedierter, intensivüberwachter Pati-

enten. In den Ergebnissen zeigt sich, dass die Schätzung des Bispektrums über einen 

AR-Ansatz im Vergleich zu nichtparametrischen Methoden zu sehr schmalbandigen 

und damit besser abzugrenzenden Spitzen im Bispektrum führt. Damit lassen sich die 

Kopplungen auch bei realen Daten eindeutiger detektieren. Ademoglu untersucht in 

[Ade92] das Spontan-EEG und akustisch evozierte Potentiale vom gesunden Probanden 

mit Hilfe des Bispektrums und der Bikohärenz und vergleicht die Ergebnisse ebenfalls 
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mit den Resultaten des Leistungsspektrums. Dabei geht er davon aus, dass nichtlineare 

Mechanismen bei der Generierung ereigniskorrelierter evozierter Potentiale zugrunde 

liegen und weist darauf hin, dass bisher bei der Untersuchung elektrophysiologischer 

Signale hauptsächlich statistische Methoden erster und zweiter Ordnung basierend auf 

einem linearen Signalmodell angewandt wurden. Obwohl offensichtlich im Signal Ei-

genschaften höherer statistischer Ordnung vorhanden sind, ist die Bispektralanalyse 

nach Ademoglu bisher hauptsächlich wegen des hohen Rechenaufwandes und der 

schwierigen Interpretation der Ergebnisse in der Praxis selten eingesetzt worden. Im 

Versuch zeigt Ademoglu die Resultate von Leistungsspektrum und Bispektrum bzw. 

Bikohärenz für das Pre-Stimulus-Spontan-EEG, wobei sich bereits einige Kopplungen 

im tiefen Frequenzbereich des Bispektrums offenbaren, die im Leistungsspektrum nur 

als Frequenzlinien sichtbar sind. Dieser Eindruck setzt sich bei der Untersuchung akus-

tisch evozierter Potentiale fort, wobei die Anzahl der Kopplungen größer ist als beim 

Spontan-EEG. Ademoglu leitet aus der Gegenüberstellung mit dem Leistungsspektrum 

ebenfalls die Wichtigkeit für die Untersuchung nichtlinearer Zusammenhänge elektro-

physiologischer Signale ab. Über die hier genannten Artikel hinaus gibt es eine Vielzahl 

weiterer Veröffentlichungen mit ähnlichen Ansätzen zur Untersuchung der Wechselbe-

ziehungen elektrophysiologischer Signale auf der Basis von Phasenkopplungen [Bar71; 

Dum71; Edl95; Gre99; Hus97; Mut97; Nes66; Nin88a; Nin88b; Nin89; Nin90; Nin98; Sam93; Sha96; Sil78; Ver95; 

Wat96], wenngleich die spezifischen Phasenwerte der untersuchten Frequenzkomponen-

ten für die Detektion und Quantifizierung der wechselseitigen Interaktionen im EEG 

keine Rolle spielen. Mit zusätzlichem Rechenaufwand lassen sich allerdings einzelne 

Phasenwerte aus den Statistiken höherer Ordnung gewinnen, wie einige Aufsätze ohne 

Bezug zur Auswertung elektrophysiologischer Daten zeigen [Bar84; Mat84; Tos84]. 

 

Die zitierten Aufsätze zeigen, dass zahlreiche Verfahren zur Ermittlung von Phasenwer-

ten bzw. Laufzeiten auf der blockweisen Fourier-Transformation beruhen. Diese Ver-

fahren sind insbesondere dann, wenn das dynamische Verhalten der Phase beobachtet 

werden soll, unzureichend, da bei der notwendigen spektralen Auflösung die Fourier-

Transformation über hinreichend lange Zeitabschnitte von wenigstens einigen Sekunden 

berechnet werden muss [Sch99a]. Die temporale Auflösung geht dabei zwangsläufig ver-

loren. Transformationen über kurze Datensegmente können die zeitliche Auflösung 
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zwar verbessern, allerdings muss dieser Umstand mit einer hohen Varianz im Ergebnis 

und einer entsprechend schlechten Auflösung im Spektralbereich erkauft werden. Das 

trifft auch auf die aus den Kreuzkorrelationsfunktionen gewonnenen Leistungsspektren 

und deren Phasenverlauf zu. Bei den Statistiken höherer Ordnung kommt noch hinzu, 

dass der Rechenaufwand zur Bestimmung des Bispektrums sehr hoch ist und die Be-

stimmung von dezidierten Phasenwerten aus dem Bispektrum noch zusätzlichen Auf-

wands bedarf. Die Bestimmung von Laufzeiten aus amplitudenbezogenen Werten des 

Zeitsignals wird sehr stark durch Störsignale, bzw. in dem hier interessierenden Fall, 

durch das Spontan-EEG verfälscht. Bei dem eingangs erwähnten Verfahren zur Latenz-

bestimmung aus exponierten Werten des evozierten Potentials lässt sich leicht erkennen, 

das additive Störsignale im evozierten Potential zur Detektion des falschen Referenz-

punktes führen können und dadurch Fehler in der Bestimmung der Laufzeit a-priori 

gegeben sind. Das Gleiche trifft bei der Auswertung von Korrelationsfunktionen im 

Zeitbereich zu. Ist der Störanteil zu groß, können Nebenmaxima über eine voreingestell-

te Detektionsschwelle treten bzw. kann sich das Hauptmaximum der Korrelationsfunk-

tion durch die Störgrößen verringern und das Maximum als solches nicht mehr klar er-

kennbar sein, so dass auch hier Fehler in der Laufzeit vorgegeben sind. Um schnelle 

Veränderungen im Phasenverlauf qualitativ und quantitativ zu erfassen, werden auto-

regressive Verfahren eingesetzt. Adaptive Verfahren eignen sich darüber hinaus auch 

noch für die Untersuchung instationärer Signalverläufe, wie dies bei elektrophysiologi-

schen Signalen der Fall ist. Allerdings ist der Rechenaufwand teilweise sehr hoch und 

oftmals mit der Fourier-Transformation der ermittelten Modellparameter verbunden, um 

die gesuchten Größen zu erhalten. 

 

Aus der Kenntnis der Nachteile bisher eingesetzter Verfahren zur Bestimmung von Pha-

senwerten und Laufzeiten elektrophysiologischer Signale wird im nachfolgenden Kapi-

tel eine Methode entwickelt, die in Echtzeit die Phasenwerte mit einer hohen tempora-

len Auflösung ermittelt. Der Entwurf erfolgt vollständig im Zeitbereich, wobei von An-

fang an Störgrößen berücksichtigt werden. Die Basis für die dargestellte Methode bildet 

ein Zustandsbeobachter, der nach dem Kalman-Entwurfprinzip entwickelt wird. Die 

Eingangsgröße des Zustandsbeobachters ergibt sich aus der evozierten Reizantwort des 

Kortex. Die Zustandsgröße des Beobachters entspricht der Phase, die nach einem vor-
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gegebenen Gütekriterium der Phase des evozierten Potentials nachgeführt wird und im 

Gegensatz zu der Phase der Reizantwort unmittelbar als Messgröße zur Verfügung 

steht. Das resultierende System ist in seiner einfachsten Ausführung mit deutlich gerin-

gerem Aufwand zu realisieren als die im Stand der Technik genannten adaptiven Ansät-

ze bei vergleichbarer Genauigkeit im erzielten Ergebnis. In einer weiteren Realisierung 

der entwickelten Methode mit entsprechend höherem Aufwand im Entwurf sind die 

erzielten Ergebnisse in ihrer Varianz um eine Größenordnung besser als die beschriebe-

nen adaptiven Verfahren, die aufgrund ihrer hohen Dynamik und ihrer Erwartungstreue 

in der Schätzung der Phase als Referenz für die hier entwickelte Methode betrachtet 

werden können. 

Einige wenige Aufsätze in der fachbezogenen Literatur bauen ebenfalls auf Zustands-

beobachter zur Untersuchung elektrophysiologischer Signale auf [Bar82; Bar83; Gül92; Jan78; 

Nas86; Spr88]. Jedoch differiert die Zielstellung dieser Ansätze von der hier gestellten 

Aufgabe der Phasenbestimmung. Bartoli beschreibt in [Bar82] ein Kalman-Filter, mit 

dem der von EMG-Artefakten und nicht-physiologischen Störgrößen überlagerte EEG-

Signalverlauf geschätzt wird. Ein vereinfachtes Blockschaltbild zeigt Bild 2.3. 
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Bild 2.3: Kalman-Filter zur Ermittlung einer Schätzgröße yB(t) des ungestörten EEG-Verlaufes y1(t) 

 

Die EMG-Artefakte werden im Blockschaltbild mit yM(t) bezeichnet, das ungestörte 

EEG-Signal entspricht dem Symbol y1(t). Beide Signale y1(t) und yM(t) entwickeln sich 

im Ansatz aus den Systemrauschgrößen rs1(t) und rs2(t) und sind nicht unmittelbar 

messbar. Zusätzlich ist den Signalen eine Messrauschgröße rp(t) überlagert, die beim 

Kalman-Filterentwurf a-priori berücksichtigt wird. Für die Auswertung des EEG-

Signals steht nur das Summensignal y(t) zur Verfügung. Bertoli führt aus, dass mit Hilfe 
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eines herkömmlichen Filters das Summensignal y(t) nicht mehr in seine einzelnen Sig-

nalkomponenten zerlegt werden kann, da sich die spektralen Bandbreiten der Kompo-

nenten teilweise überlappen. Deswegen wird ein Kalman-Filter eingesetzt, das die 

EMG-Artefakte und die Messrauschgröße in ihrem Einfluss optimal reduziert und eine 

Schätzung yB(t) des tatsächlichen EEG-Verlaufes y1(t) vornimmt. Das so ermittelte 

Ausgangssignal des Kalman-Filters kann dann entsprechend weiter verarbeitet und die 

interessierenden Parameter des EEG-Signals daraus entwickelt werden. Gülcür wendet 

in [Gül92] einen vergleichbaren Ansatz an, um den Signalverlauf eines evozierten Poten-

tials im Spontan-EEG zu schätzen. Der Vollständigkeit wegen seien an dieser Stelle 

auch einige vereinzelte Veröffentlichungen genannt, die basierend auf Optimalfilter 

nach Wiener wie die zitierten Verfahren nach Kalman ebenfalls den Verlauf elektrophy-

siologischer Signale schätzen, ohne allerdings auf die Ermittlung von Phasenwerten 

einzugehen [Dob90; Nog73; Wee78]. Der Wiener-Ansatz stellt eine unter vereinfachten An-

nahmen für das zu untersuchende System getroffene Verarbeitungsmethode dar, die sich 

als Sonderfall aus dem Kalman-Verfahren entwickeln lässt und dessen Entwurf im Fre-

quenzbereich stattfindet. 

Die bezüglich des Kalman-Verfahrens bzw. Optimalfilteransatzes genannten Aufsätze 

behandeln nicht die Ermittlung von Phasenwerten elektrophysiologischer Signale. 

Vielmehr müsste für die von den Störeinflüssen befreiten Nutzsignale Verfahren ange-

wandt werden, die mit zusätzlichem Rechenaufwand die Phase aus dem Signal extrahie-

ren. Im Gegensatz dazu ist der im nächsten Kapitel beschriebene Zustandsbeobachter 

von Beginn des Entwurfes an auf die Ermittlung der Phase steady-state evozierter Po-

tentiale optimiert, so dass im Vergleich zu bekannten und oben beschriebenen Metho-

den zur Ermittlung der Phase elektrophysiologischer Signale eine deutliche Verbesse-

rung im Ergebnis resultiert. 
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3 Ermittlung der Phase über Beobachteransatz 

3.1 Grundlagen des Systementwurfs 

In vielen Bereichen der Systemtheorie erfolgt die Analyse und Synthese komplexer 

Prozesse auf der Basis der in den sechziger Jahren federführend von Rudolf Kalman∗ 

eingeführten Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme. Der zu untersuchende Pro-

zess muss dabei durch ein mathematisches Modell abgebildet werden, das die dominie-

renden oder interessierenden Eigenschaften des Systems möglichst genau beschreibt. 

Die verschiedenen Ansätze für die Modellbildung sind dabei sehr unterschiedlich. Sie 

können sich beispielsweise auf die physikalischen Gesetzmäßigkeiten stützen, die den 

Prozess in seinem Verhalten charakterisieren. Das Prozessmodell lässt sich unter Um-

ständen auch aus der messtechnischen Ermittlung der wichtigen Prozessparameter ent-

wickeln, oder, wenn möglich, auf die wesentlichen mathematischen Relationen, die den 

Prozess beschreiben, reduzieren. Der letztgenannte Ansatz der Modellbildung wird spä-

ter bei der Schätzung der mit Störsignalen überlagerten Phase einer definierten Fre-

quenzkomponente im visuell evozierten Potential verfolgt. 

Unabhängig von dem Ursprung der Systembeschreibung müssen die Zusammenhänge 

mit Hilfe von gewöhnlichen Gleichungen und Differentialgleichungen bzw. Differen-

zengleichungen in eine bestimmte formale Beziehung gebracht werden. Häufig sind 

diese Beziehungen linear und zeitinvariant oder können zumindest vereinfachend unter 

Berücksichtigung von gültigen Randbedingungen als linear und zeitinvariant angesehen 

werden. Damit kann man prinzipiell auch die bekannten Transformationsansätze zur 

Untersuchung des Prozessverhaltens heranziehen. Allerdings ist im Gegensatz zu den 

                                                 

∗ Kalman, R.E.: On the General Theory of Control Systems. Proceedings 1st International Congress on Automatic 
Control 1960. Butterworths, London, 1961. Band 1, S. 481-492. 
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Lösungsansätzen über die Fourier-, Laplace- oder z-Transformation, bei denen das Dif-

ferentialgleichungssystem des Zeitbereiches in ein gewöhnliches Gleichungssystem der 

komplexen Ebene umgewandelt wird, im Zustandsraum die gegebene Aufgabenstellung 

ohne einen Transformationsansatz direkt im Zeitbereich lösbar. Dies bringt insbesonde-

re für die hier diskutierte Phasenbestimmung visuell evozierter Potentiale einige Vortei-

le im Vergleich zu bestehenden Verfahren mit sich, was an anderer Stelle noch einge-

hend diskutiert wird. 

Bei der Zustandsbeschreibung ist es im Gegensatz zu den Transformationsansätzen zu-

sätzlich möglich, eine geschlossene Darstellung für nichtlineare und zeitvariante Pro-

zesse aufzustellen [Kro88]. Dieser Umstand ist für den Entwurf adaptiver Systeme ein 

bedeutendes Kriterium, da unabhängig von der Struktur des vorliegenden Prozesses die 

Synthese des kompletten adaptiven Systems in die Zustandsraumbeschreibung einge-

gliedert bzw. auf eine bestehende Zustandsraumbeschreibung aufgebaut werden kann. 

Auch dieser Zusammenhang war von Anfang an für den Entwurf des vorliegenden Pha-

senschätzers von Bedeutung, zumal sich weiterführend auf der hier vorgestellten signal-

adaptiven Methode zukünftig Ansätze für systemadaptive Konzepte entwickeln lassen, 

die beispielsweise das System auf den zeitveränderlichen Einfluss von Störungen mit 

wechselnder Störleistung optimal anpassen. Da die Komplexität eines dynamischen 

Systems beim Hinzufügen adaptiver Prozesse wächst, sind grundsätzlich gültige Ent-

wurfsgleichungen mit einer für die Problemlösung allgemein anwendbaren und fundiert 

aufgebauten Beschreibung von großer Bedeutung. Dies ist beispielsweise bei den Ent-

wurfsmethoden nach Lyapunov oder Popov deutlich erkennbar, deren Ansätze unmit-

telbar aus der Zustandsbeschreibung des Systems zu entwickeln sind und damit auch für 

den vorgestellten Phasenschätzer noch genügend Entwicklungspotential für die Zukunft 

liefern [Böc86; Par81; Pec96]. 

Aufgrund des hier ausführlich beschriebenen und allgemein gültigen Ansatzes zur Pha-

senschätzung lässt sich über die vielseitigen Untersuchungsmöglichkeiten visuell evo-

zierter Potentiale hinaus die vorgestellte Methode sehr leicht problemübergreifend auch 

bei der Untersuchung der Phase anderer physiologischer Signale einsetzen. 

An dieser Stelle erfolgt zunächst die einführende Darstellung der wesentlichen system-

theoretischen Zusammenhänge der Zustandsbeschreibung. Der Einsatz eines Zustands-

beobachters zur Untersuchung der Phase visuell evozierter Potentiale ist der grundle-
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gende Ansatzpunkt, da die gesuchte Phase nicht unmittelbar als Messgröße zur Verfü-

gung steht. Es muss also ein Hilfskonstrukt in Form eines Beobachters gebildet werden, 

dessen Zustandsgröße die Phase darstellt, die sich wiederum aus dem über Elektroden 

aufgenommenen und als einzige Messgröße zur Verfügung stehenden EEG-Signal 

bestimmen lässt. Aus dem allgemein gültigen Entwurf eines Zustandsbeobachters kann 

der Phasenschätzer im weiteren Verlauf der Dokumentation mathematisch hergeleitet 

werden. Am Ende von Kapitel 3 wird die Leistungsfähigkeit des Phasenschätzers an-

hand von simulierten und realen Daten im VEP aufgezeigt. Außerdem werden Ansätze 

vorgestellt, den Phasenschätzer zur Bestimmung von Laufzeiten und zur Detektion evo-

zierter Signale zu verwenden. Die Wirksamkeit dieser Ansätze wird ebenfalls mit simu-

lierten Daten und mit realen Messdaten belegt und ausgiebig diskutiert. 

3.1.1 Zustandsbeschreibung dynamischer Systeme 

Die folgende Darstellung geht der Einfachheit halber von einem linearen und zeitinvari-

anten System aus, dessen formale 

Zusammenhänge das folgende 

Blockschaltbild (Bild 3.1) [Föl90] zeigt. 

Wie bereits erwähnt lassen sich die 

Beziehungen auch auf zeitvariante 

und nichtlineare Systeme übertra-

gen. Um die Transparenz der Dar-

stellung zu wahren, werden auch 

sonst zunächst idealisierte Bedingungen angenommen, was nicht notwendigerweise eine 

Voraussetzung für die Einführung von Zustandsgrößen ist. So bleiben vorerst aus Grün-

den einer übersichtlichen Darstellung die in realen Systemen immer auftretenden Stör-

größen ohne Beachtung. Der Einfluss von Störgrößen auf ein gegebenes System und 

ihre Berücksichtigung in der Zustandsbeschreibung spielt allerdings beim Entwurf des 

Phasenschätzers eine entscheidende Rolle und findet dementsprechend im Verlaufe der 

Dokumentation noch die notwendige Würdigung. Unter anderem zeigt sich in dem von 

Anfang an in den Entwurf einbezogenen stochastischen Einfluss auf den Phasenverlauf 

ein Vorzug des vorgestellten Ansatzes im Vergleich zu bereits bestehenden Methoden 

Bild 3.1: Zustandsbeschreibung eines linearen und zeitinvarianten 
Systems 
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der Phasenbestimmung bei visuell evozierten Potentialen. 

Die zugrundeliegenden Überlegungen können im übrigen auch Anwendung bei einigen 

von den von Grießbach in [Gri94] eingeführten Controllern der rekursiven Schätzalgo-

rithmen finden, indem man den Wert bzw. den Verlauf des Controllers an die Rausch-

leistung in der gezeigten Weise anpasst. 

Aus dem Blockschaltbild (Bild 3.1) lässt sich unmittelbar die formale Zustandsbeschrei-

bung, bestehend aus Zustandsdifferentialgleichung (Glg. 3.1) und Ausgangsgleichung (Glg. 

3.2), angeben. Dabei wurde ganz allgemein von einem sogenannten Mehrgrößensystem 

ausgegangen, bei dem Eingangs- und Ausgangsgrößen als Vektoren auftreten [Hip85]. 
 

)t()0(
)t()t()t(

0xx
uBxAx

=
⋅+⋅=&

      (Glg. 3.1) 

Glg. 3.1 

)t()t()t( uDxCy ⋅+⋅=       (Glg. 3.2) 

Glg. 3.2 

Das wesentliche Element der Zustandsdifferentialgleichung ist die Systemmatrix A, die 

die Ordnung n und die innere Struktur durch die Verknüpfung der Zustandsgrößen des 

Systems x1(t),..., xn(t) mit deren Ableitungen angibt. Die Eingangsmatrix B beschreibt 

den Einfluss der Eingangsgröße u(t) auf das gesamte System. 

Zusätzlich zur Zustandsdifferentialgleichung ist die Ausgangsgleichung gegeben, in der 

sich der Ausgangsvektor y(t) aus einer Linearkombination von nicht notwendig allen 

Zustandsgrößen zusammensetzt. Den Einfluss der vorhandenen Zustandsgrößen zum 

Ausgangssignal legt die Ausgangsmatrix C fest. In den seltensten Fällen wird die Aus-

gangsgröße unmittelbar durch den Eingang u(t) beeinflusst, so dass man die Durch-

gangsmatrix D oftmals als Nullmatrix ansetzen kann [Kro88]. 

Um eine eindeutig bestimmte Lösung für das in der Zustandsbeschreibung enthaltene 

Differentialgleichungssystem zu finden, müssen die Anfangswerte der Komponenten 

x1(t), ...., xn(t) des Zustandsvektors x(t) zum Zeitpunkt t0 vorgegeben sein. Erst dann 

kann das Verhalten des Systems und der weitere Prozessverlauf für t>t0 mit allen inte-

ressierenden Signalkomponenten bestimmt werden. Deshalb ist zur Zustandsdifferenti-

algleichung die Anfangsbelegung des Zustandsvektors x(t) zum Startzeitpunkt t0 mit 

x(t0) angegeben. 

In der Praxis sind die Anfangswerte der Zustandsgrößen in der Regel unbekannt, so 
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dass man sie auf einen beliebigen Punkt des Zustandsraumes legen muss, um eine ein-

deutige Lösung für das System zu erhalten. In diesem Zusammenhang spricht man auch 

oft von der Anfangsstörung x(t0). 

Die Aufgabe bei der Umformung eines Systems in die vorgegebene Struktur des Zu-

standsraumes besteht nun darin, das gewöhnliche Differentialgleichungssystem, mit 

dem das zu untersuchende System allgemein beschrieben ist, in ein System von Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung umzuwandeln*. Die anschließende Auflösung der 

einzelnen Differentialgleichungen nach ihren zeitlich abgeleiteten Zustandsgrößen lie-

fert die Zustandsbeschreibung in der gewünschten Form von (Glg. 3.3): 
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    (Glg. 3.3) 

Glg. 3.3 

Die angegebenen Beziehungen stellen bereits die allgemeine Form der Zustandsbe-

schreibung dar und schließen demnach durch den Parameter t im Argument der Funkti-

onen fi(·) und gj(·) zeitvariante Systeme im Sinne von zeitveränderlichen Matrizen A(t), 

B(t), C(t), und D(t) mit ein. Außerdem können die durch die Symbole fi(·) und gj(·) an-

gegebenen Beziehungen allgemein als nichtlineare Zusammenhänge interpretiert wer-

den [Föl90; Kre90; Lof90a; Sch90]. 

Aufgrund der Umwandlung des durch das vorgegebene System bestimmten Differenti-

algleichungssystems in die spezielle Form der Zustandsdarstellung liegt eine Form der 

Beschreibung vor, die für eine weitere Behandlung für sehr viele Problemstellungen 

besonders zweckmäßig ist. Es lassen sich hiermit oftmals bessere Einsichten in das In-

nere des Systemverhaltens und in den Verlauf wesentlicher Signalkomponenten des 

Systems erzielen als mit herkömmlichen Methoden. Außerdem sind klassische Ent-

wurfsmethoden auf Eingrößensysteme beschränkt, also auf Systeme mit einem Eingang 

und einem Ausgang. Mehrgrößensysteme müssen dabei sehr umständlich auf Eingrö-

                                                 
* siehe dazu auch: Föllinger, Otto: Regelungstechnik. 6. vollst. überarb. Aufl. Heidelberg: Hüthig, 1990. 387ff. 
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ßensysteme zurückgeführt werden, wo ihr Verhalten entkoppelt voneinander zu unter-

suchen ist. Im Gegensatz dazu liegt ein wesentlicher Vorteil der Zustandsbeschreibung 

in der möglichen geschlossenen Behandlung beim Auftreten mehrerer Eingänge und 

Ausgänge eines Systems. Ein weiterer wichtiger Aspekt für die Problembehandlung mit 

der Zustandsdarstellung liegt darin, dass sich eine verhältnismäßig rationelle Form der 

Prozessbeschreibung ergibt [Föl90; Hip85; Unb95]. 

Auch dieser Punkt hat beim entworfenen Phasenschätzer eine sehr große Bedeutung, da 

sich nach einem relativ komplexen Entwurf schlussendlich sehr einfache Beziehungen 

für die Phasenbestimmung mit einer einfachen Systemstruktur ableiten lassen, die sich 

darüber hinaus auch noch sehr leicht hinsichtlich bestimmter Anforderungen wie z. B. 

an die Dynamik der Phasenbestimmung erweitern oder verändern lässt. 

3.1.2 Einsatz eines Beobachters zur Zustandsschätzung 

Bereits im Jahre 1949 hat Shannon in seinem Grundsatzartikel The Mathematical Theo-

ry of Communication eine einfache Struktur mit einem Beobachter für die Übertragung 

von Informationen in einem Nachrichtenkanal vorgestellt [Sha49]. 

Trotz vieler Ansätze, die exis-

tieren, um eine Nachricht mög-

lichst rauschresistent auf einen 

gestörten Übertragungskanal zu 

geben, ist es prinzipiell nicht 

möglich, das übertragene Sig-

nal mit Sicherheit im Empfän-

ger fehlerfrei zurück zu gewin-

nen. Shannon gibt in seinem Artikel erstmals eine Struktur an, die es ermöglicht, mit 

Hilfe eines Beobachters den Informationsverlust bei der Übertragung einer Nachricht 

über einen Kanal zu bestimmen bzw. den Informationsverlust zu kompensieren. Die 

Struktur ist im Bild 3.2 wiedergegeben. Der Beobachter hat Kenntnis von der gesendeten 

Nachricht N und überwacht gleichzeitig die empfangene und gestörte Nachricht N'. Aus 

der Abweichung lassen sich die Fehler in der empfangenen gestörten Nachricht nach-

Bild 3.2: Beobachtereinsatz nach Shannon 

 

Quelle Sender Empfänger Korrektur 

Beobachter 

Korrekturvektor 

N NN' 
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weisen und die ursprünglich gesendeten Informationen N mit Hilfe eines Korrekturglie-

des auf der Empfängerseite rekonstruieren. Damit wurden die grundlegenden Denkan-

sätze für den Einsatz von Beobachtern geschaffen, die von Luenberger∗ aufgenommen 

und in das Gebiet der Regelungstechnik in Form von Zustandsbeobachtern übertragen 

wurden. 

Bei Regelvorgängen kann es von großer Bedeutung sein, auf innere Systemgrößen für 

den Aufbau eines Regelkreises zurückzugreifen und Zustandsgrößen einzusetzen. Al-

lerdings stehen in den wenigsten Fällen a-priori alle notwendigen Zustandsgrößen mess-

technisch zur Verfügung, so dass man sich mit einem Zustandsbeobachter bzw. Luen-

berger-Beobachter behelfen muss, der die interessierenden Zustandsgrößen abschätzt 

und zur Verfügung stellt. 

Bei diesem Regelansatz erweitert sich das Blockschaltbild der Zustandsbeschreibung 

um den zusätzlichen Stellvektor 
 

)t),t(()t(r xRu = ,       (Glg. 3.4) 

Glg. 3.4 

wobei (Glg. 3.4) wieder die allgemeine nichtlineare und zeitvariante Zustandsrückführung 

einschließt und R(·) eine beliebige Matrixfunktion darstellt, die die gemessenen oder 

über den Zustandsbeobachter geschätzten Zustandsgrößen in geeigneter Weise mitein-

ander zu einem Stellvektor verknüpft. Man bezeichnet die Struktur von (Glg. 3.4) als Zu-

standsregler [Föl90; Hip85; Unb95]. 

Für die Zustandsregelung 

ergibt sich demnach das 

rechte Blockschaltbild, in 

dem wie in der überwie-

genden Mehrzahl realer 

Systeme die Durchgangs-

matrix D als Nullmatrix 

angenommen wurde. 

Die Struktur von Bild 3.3 ist in der Lage, bei geeigneter Auslegung von R den Einfluss 

                                                 
∗ siehe auch Luenberger, D.G.: Observing the State of a Linear System. IEEE Transactions on Military Electronics 8 

(1964), 74-80. 

Bild 3.3: Zustandsregelung 
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der Anfangsstörung zu beseitigen, womit eine wesentliche Anforderung an das System 

erfüllt ist. Die klassische Anforderung an ein solches System besteht jedoch in der Auf-

gabe, der Ausgangsgröße y(t) durch die vorgegebene Führungsgröße w(t) einen ge-

wünschten Verlauf aufzuprägen. Dazu sind einfache formale Zusammenhänge gegeben, 

aus denen sich bei bekannter Regelungsmatrix R das im allgemeinen konstante Vorfilter 

V so konfigurieren lässt, dass sich das Ausgangssignal des Systems abhängig von der 

Eingangsgröße in der gewünschten Weise verhält. Diese Methoden setzen die Stabilität 

der Zustandsregelung voraus, die mit der geeigneten Bestimmung der Matrix R erreicht 

werden kann [Föl90; Sch93]. 

Für die Phasenbestimmung in visuell evozierten Signalen ist aufgrund der für die Prob-

lemstellung speziell angepassten Modellstruktur eine Auslegung des Regelungskonzep-

tes unter der Berücksichtigung der Reaktion auf eine externe Führungsgröße nicht not-

wendig. Durch den entwickelten und an die Aufgabenstellung angepassten mathemati-

schen Ansatz sind externe deterministische Führungsgrößen von vorne herein im Mo-

dell ausgeschlossen, so dass sich die Frage nach dem Führungsverhalten des Systems im 

Ansatz gar nicht stellt. 

 

Bei der Zustandsregelung müssen die Zustandsgrößen ständig erfasst und über die Re-

gelungsmatrix zurückgeführt werden. Wie bereits erwähnt stehen aber in vielen Fällen 

die notwendigen Zustandsgrößen messtechnisch nicht zur Verfügung und können auch 

nicht aus den bekannten Größen z.B. durch Differentiation aufgrund der immer auftre-

tenden additiven stochastischen Störeinflüsse und den damit verbundenen unerwünsch-

ten Auswirkungen für die so ermittelte Größe zurückgewonnen werden. Deshalb wird 

ein Zustandsbeobachter nach Luenberger eingesetzt, der die im vorhandenen realen Sys-

tem auftretenden aber dort nicht direkt messbaren Zustandsgrößen fortlaufend schätzt 

und als Ersatzgrößen für die angestrebte Zustandsregelung bereit stellt. Der Zustands-

beobachter wird dabei als Parallelmodell zur realen Strecke betrieben, das mit der glei-

chen Eingangsgröße angeregt wird wie das reale System. 

Die Einbettung eines Zustandsbeobachters in die Struktur von Bild 3.3 zeigt nachfolgen-

des Bild 3.4 [Bra94; Föl90; Hip85; Sch93; Unb95; Unb97]. 
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Bild 3.4: Blockschaltbild einer Zustandsregelung mit Beobachter 

 
Im Bild ist die parallele Anordnung des Beobachters zur realen Strecke deutlich er-

kennbar. Das negative Vorzeichen in der Rückführung von ur(t) auf den Eingang wurde 

in Anlehnung an die klassischen Regelschleifen konventioneller Regelkreise ebenso wie 

im Bild 3.3 beibehalten. Darüber hinaus wurde im Bild der Vollständigkeit wegen die 

Führungsgröße w(t) belassen, obwohl sie für den Ansatz des Phasenschätzers nicht 

mehr benötigt wird. Der Bedeutung für den Phasenschätzer angemessen ist ihre Wir-

kungslinie nur punktiert dargestellt. Da die für die Phasenbestimmung notwendigen 

Regelmechanismen zur Korrektur der geschätzten Phasen bei auftretenden Störern im 

Entwurf des Phasenschätzers und des darin integrierten Zustandsbeobachters schon ent-

halten sind, verhält es sich ebenso mit dem Zustandsregler bzw. der Rückführung der 

geschätzten Zustandsgrößen über die Regelungsmatrix R auf den Eingang des Systems. 

Damit entfällt im Ansatz Dank der geschickten Wahl des Systemmodells auch die Aus-

legung der Matrix R mit den zugehörigen Stabilitätsbetrachtungen, wodurch der Ent-

wurf und die Funktion des Systems weniger fehleranfällig wird. 

Die Anfangszustände des Systems unterscheiden sich in der Regel von den unbekannten 

Startbedingungen des realen Systems. Deshalb muss in einer Regelschleife dafür Sorge 

getragen werden, dass sich der Beobachter bzw. der Zustandsvektor des Beobachters 

trotz der vorhandenen Störung fehlerfrei an das Originalsystem anpasst. Dazu wird die 

Ausgangsgröße y(t) des realen Systems, die unmittelbar messtechnisch erfasst werden 

kann, mit der Ausgangsgröße yB(t) des Beobachters verglichen. Die Differenz dieses 

Vergleichs wird über eine Korrekturmatrix K auf den Beobachter zurückgeführt. Auf-
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grund der so erhaltenen zusätzlichen Stellgröße kann auf die Zustandsgrößen xB(t) der 

für die korrekte Anpassung notwendige Einfluss ausgeübt werden. Die Art des Einflus-

ses wird nach einer bestimmten Strategie festgelegt, die sich z.B. hinsichtlich der Forde-

rung an die Dynamik des Anpassungsvorganges ausrichten lässt [Sch93]. Erst durch den 

Vergleich der Ausgangsgrößen und die darauf aufbauende Überprüfung des Parallelmo-

dells entsprechen die geschätzten Zustandsgrößen xB(t) tatsächlich den im realen Sys-

tem zumindest teilweise verborgenen Zustandsgrößen x(t). 

Die formalen Beziehungen des Beobachters lassen sich unmittelbar aus Bild 3.4 ablesen. 

Dementsprechend ergibt sich für die Zustandsvektordifferentialgleichung des Beobach-

ters 
 

[ ].)t()t()t()t()t( BBB yyKuBxAx −⋅+⋅+⋅=&    (Glg. 3.5) 

Glg. 3.5 

Die Ausgangsgrößen lassen sich gemäß 
 

)t()t( BB xCy ⋅=        (Glg. 3.6) 

Glg. 3.6 

über eine Vektorgleichung zusammenfassen. Insgesamt erhält man damit nach einigen 

Umstellungen für die Zustandsvektordifferentialgleichung des Beobachters die Bezie-

hung 
 

(t),)t()t()()t( BB yKuBxKCAx ⋅+⋅+⋅−=&     (Glg. 3.7) 

Glg. 3.7 

aus der die Dynamik des Einschwingverhaltens und die Stabilität abhängig von der Kor-

rekturmatrix K durch die Systemmatrix des Beobachters (A-KC) sehr einfach bestimmt 

werden kann [Föl90]. Maßgeblich verantwortlich hierfür sind die Nullstellen der soge-

nannten charakteristischen Gleichung 
 

[ ]{ } ,0-sdet =⋅−⋅ CKAI       (Glg. 3.8) 

Glg. 3.8 

die sich aus der Laplace-Transformation von (Glg. 3.7) und geeigneter Umstellung nach 

dem interessierenden Ein-/Ausgangsverhalten ergeben. Die Nullstellen der charakteris-

tischen Gleichung sind gleichbedeutend mit den Polstellen der Übertragungsmatrix des 

Beobachters und legen aufgrund ihrer Positionen in der komplexen Ebene s=σ+jω die 

Dynamik bzw. generell die Stabilität des Systems bei unterschiedlichen Signaleinflüs-
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sen fest. Aus der Gleichung wird sofort ersichtlich, dass über die Korrekturmatrix K ein 

deterministischer Einfluss auf das Verhalten des Systems ausgeübt werden kann, dessen 

theoretische Zusammenhänge sich nach bekannten Gesetzmäßigkeiten entwickeln las-

sen. 

Aufgrund der unterschiedlichen Anfangsbedingungen der beiden Teilsysteme ergeben 

sich zunächst unterschiedliche Zustandsvektoren, aus deren Differenz sich der soge-

nannten Beobachtungsfehler ermitteln lässt [Föl90; Hip85; Sch93; Unb95]: 
 

).t()t()t( Bxxe −=        (Glg. 3.9) 

Glg. 3.9 

Ohne an dieser Stelle näher auf die in der Praxis von außen auf das System einwirken-

den Störgrößen einzugehen, stellt sich an den Beobachter die Forderung, den Beobach-

tungsfehler für beliebige Anfangswerte x0 im Laufe der Zeit zu minimieren. Es muss 

also gelten: 
 

.tfür)t( ∞→= 0e        (Glg. 3.10) 

Glg. 3.10 

Dies tritt genau dann ein, wenn die beiden Zustandsvektoren von Beobachter und rea-

lem System identisch sind. Erreicht wird der gegen Null strebende Beobachtungsfehler 

durch die Rückführung der Differenz beider Ausgangsvektoren über die Korrekturmat-

rix K. Die Korrekturmatrix sorgt für die Angleichung des Zustandsvektors xB(t) an den 

im realen System befindlichen Zustandsvektor x(t) nach einer geeigneten Strategie. Die 

Dynamik und Stabilität der Anpassung lässt sich über die Differentialgleichung des Be-

obachtungsfehlers 
 

)t()t()t( Bxxe &&& −=        (Glg. 3.11) 

Glg. 3.11 

bestimmen, indem die jeweiligen Zustandsdifferentialgleichungen vom Modell des rea-

len Systems und Beobachter in (Glg. 3.11) eingesetzt werden. Es ergibt sich nach einigen 

Umformungen [Föl90; Hip85; Sch93] 
 

),t()()t( eCKAe ⋅⋅−=&       (Glg. 3.12) 

Glg. 3.12 

wobei man auch hier wieder Einblicke in das Anpassungsverhalten des Beobachters bei 

gegebener Korrekturmatrix gewinnt. Aus (Glg. 3.12) lässt sich unmittelbar erkennen, dass 
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zum Startzeitpunkt t0 der durch die unterschiedlichen Anfangsbedingungen hervorgeru-

fene Beobachtungsfehler 
 

)t()t()t( 0Bo0 xxe −=        (Glg. 3.13) 

Glg. 3.13 

genau dann gegen Null strebt, wenn die mit (Glg. 3.8) identische charakteristische Glei-

chung aus der Differentialgleichung des Beobachtungsfehlers nur Lösungen si in der 

linken s-Halbebene besitzt. Man spricht dann auch von einem stabilen System, da die 

Lösung e(t) der homogenen Zustandsvektordifferentialgleichung (Glg. 3.12) für t→∞ aus 

jedem beliebigen Anfangspunkt e0 gegen Null strebt bzw. allgemein im Zusammenhang 

mit der in der Zustandsbeschreibung definierten Phasenebene einen Ruhepunkt ein-

nimmt [Böc86; Par81]. Dieser Umstand ist sehr leicht bei der Einführung der sogenannten 

Fundmentalmatrix [Föl90] 
 

)t)exp(((t) ⋅⋅−= CKAΘ       (Glg. 3.14) 

Glg. 3.14 

für die obige Vektordifferentialgleichung zu erkennen. Die auf die Anfangsstörung zu-

rückgehende sogenannte freie Bewegung 
 

)t()t,t()t( 00 eΘe ⋅=        (Glg. 3.15) 

Glg. 3.15 

als Lösung der homogenen Differentialgleichung strebt für Eigenwerte mit negativem 

Realteil der Systemmatrix (A-K·C) aufgrund der negativen Exponenten der exp-

Funktion für t→∞ gegen Null. Damit verschwindet der Beobachtungsfehler e(t) für be-

liebige Anfangswerte e(t0). 

Es lassen sich bei gegebener Ausgangsmatrix C und Systemmatrix A viele Realisierun-

gen der Korrekturmatrix K finden, die die aufgestellte Forderung nach Nullstellen der 

charakteristischen Gleichung bzw. Eigenwerten der untersuchten Systemmatrix mit ne-

gativem Realteil erfüllen. Allerdings lassen sich auch durch spezielle Anforderungen an 

das Verhalten des Beobachters die für die Bestimmung der Korrekturmatrix notwendi-

gen Freiheitsgrade finden, so dass sich die Anpassung des Zustandsvektors im Beobach-

ter an den Zustandsvektor des realen Systems hinsichtlich bestimmter Kriterien noch 

verändern lässt, wie im Falle zusätzlicher von außen auf das reale System einwirkender 

stochastischer Störgrößen noch gezeigt wird. 
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Im Idealfall, d.h. bei gleichen Anfangsbedingungen und ohne zusätzliche externe Stör-

größen, erhält man aus der gleichzeitigen Ansteuerung von realem System und System-

beobachter durch die Eingangsgröße u(t) jeweils identische Ausgangsgrößen y(t) und 

yB(t). Dann müssen durch die Rückführung über die Korrekturmatrix K auf den Beob-

achter die geschätzten Zustandsgrößen nicht mehr angepasst werden. In diesem Fall 

sind die geschätzten und die dem realen System zuzuordnenden Zustandsgrößen iden-

tisch. Sobald sich eine Abweichung der beiden Zustandsvektoren einstellt, werden sich 

unterschiedliche Ausgangsvektoren ergeben, deren Differenz vom Nullvektor abweicht 

und somit dem Beobachtungsfehler in geeigneter Weise korrigierend durch Anpassen 

von xB(t) entgegenwirkt. Die Differenz der beiden Ausgangsvektoren kann damit als ein 

Gütemaß angesehen werden, das als zusätzliche Stellgröße auf den Beobachter wirkt 

und mit dessen Hilfe über die geschlossene Wirkungsschleife auf die Qualität der 

Schätzung über K Einfluss genommen wird. 

3.1.3 Einfluss von Störgrößen auf die Zustandsschätzung 

In den bisherigen Überlegungen sind Störgrößen nur in Form der sogenannten Anfangs-

störungen berücksichtigt worden, die aufgrund der unbekannten Anfangsbedingungen 

des Systems entstehen. Solche Anfangsstörungen lassen sich in den Ansätzen zur Zu-

standsregelung bei passender Auslegung der Matrix R im Rückführungszweig sehr 

leicht in ihrem Einfluss auf das gesamte Systemverhalten unterdrücken. Auch durch die 

Schätzung der Zustandsgrößen durch einen parallel zum realen System angebrachten 

Beobachter führen die Anfangsstörungen aufgrund der sich unterscheidenden Anfangs-

bedingungen von realem System und Beobachter grundsätzlich zu Fehleinstellungen, 

die sich durch eine Rückführung der Ausgangsgrößen von Beobachter und System wie-

der kompensieren lassen, wie ausführlich oben beschrieben wurde. Mathematisch be-

trachtet würde eine fehlende Rückführung bei gleichzeitiger Anregung von Beobachter 

und System zu unterschiedlichen Lösungstrajektorien der zugehörigen Zustandsdiffe-

rentialgleichungen in der Phasenebene führen, so dass zu einen beliebigen Zeitpunkt t 

die momentan geschätzten Zustandsgrößen nicht mit den wahren Zustandsgrößen über-

einstimmen. Es muss also, wie bereits ausgeführt, ein Vergleich der aus den Zustands-

größen entwickelten Ausgangsvektoren y(t) und yB(t) über eine Korrekturmatrix ein 
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entsprechender Einfluss auf den Beobachter ausgeübt werden, so dass der durch die 

unbekannten Anfangsbedingungen des realen Systems hervorgerufene Fehler der Schät-

zung beseitigt wird. 

Über die Anfangsstörungen hinaus wirken in der Praxis auch noch zusätzliche Störgrö-

ßen, die im Gegensatz zu den Anfangsstörungen andauernd auf das reale System Ein-

fluss nehmen. Es werden Beobachtungsfehler angeregt, wodurch die geschätzten Zu-

standsgrößen nicht mehr mit den tatsäch-

lichen Zustandsgrößen übereinstimmen, 

wenn nicht besondere Maßnahmen zur 

Minimierung bzw. Beseitigung des Feh-

lers getroffen werden. In der Zustandsbe-

schreibung lässt sich der andauernde 

Störeinfluss durch eine auf das reale Sys-

tem wirkende und über eine konstante 

Störmatrix S eingespeiste Störgröße z(t) berücksichtigen, wie es Bild 3.5 zeigt [Föl90]. 

Die Zustandsvektordifferentialgleichung ergibt sich dann für das reale System zu 
 

).t()t()t()t( zSuBxAx ⋅+⋅+⋅=&      (Glg. 3.16) 

Glg. 3.16 

Um den Einfluss der zusätzlichen Störgröße auf den Beobachtungsfehler zu ermitteln, 

wird die mit der externen Störgröße beaufschlagte Vektordifferentialgleichung der Zu-

standsgröße mit der unveränderten gültigen Differentialgleichung des parallelen Mo-

dells in Relation gesetzt. Man erhält somit für die Vektordifferentialgleichung des Beo-

bachtungsfehlers 
 

( ) ).t()t()t()t((t) B zSeCKAxxe ⋅+⋅⋅−=−= &&&    (Glg. 3.17) 

Glg. 3.17 

Es wird davon ausgegangen, dass der durch die Anfangsstörung verursachte Beobach-

tungsfehler aufgrund der Stabilitätsbetrachtung der Systemmatrix (A-K·C) mit der Zeit 

abklingt. Darüber hinaus ist aus dieser Differentialgleichung unmittelbar erkennbar, 

dass durch eine andauernde Störgröße z(t) ein Beobachtungsfehler entsteht, der letzt-

endlich auch zu Abweichungen in der geschätzten Zustandsgröße führt. Um den Ein-

fluss solcher Störgrößen auf die Qualität der Schätzung zu minimieren, müssen geeigne-

Bild 3.5: Berücksichtigung externer Störgrößen 
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te Maßnahmen ergriffen werden. Dazu werden prinzipiell zwei unterschiedliche Mög-

lichkeiten betrachtet, die auch im vorliegenden Fall der Phasenschätzung bei visuell 

evozierten Potentialen entweder getrennt oder in Kombination berücksichtigt werden 

müssen. 

 

Gerade bei dieser Anwendung sind aufgrund des stochastischen Signalcharakters be-

sondere Maßnahmen zu treffen, um den gesuchten Signalparameter aus der speziellen 

visuell evozierten Signalkomponente zu bestimmen, da abgesehen von dem in jedem 

System auftretenden Messrauschen die im EEG vorhandene sonstige Aktivität sich un-

ter Umständen sehr stark mit der evozierten Signalkomponente überlagert. Eine wesent-

liche Forderung für die zugrundeliegende Aufgabenstellung besteht also darin, bei der 

Bestimmung der Phase dem im EEG auftretenden stochastischen Signalcharakter Rech-

nung zu tragen und trotz der Störeinflüsse, die das SNR deutlich verkleinern, eine kon-

sistente Schätzung für die gesuchte Phase der evozierten Signalkomponenten durchzu-

führen. 

Aus diesen Gründen müssen, wie bereits erwähnt, die auf das reale Messverfahren wir-

kenden Störgrößen genau analysiert und ihrer Bedeutung entsprechend berücksichtigt 

werden. 

3.1.3.1 Berücksichtigung deterministischer Störgrößen 

Zunächst wird davon ausgegangen, dass sich eine auf das System wirkende Störgröße 

z(t) komplett messtechnisch erfassen lässt. Dies ist sicherlich in der Praxis eine wenig 

realistische Annahme oder ist nur mit einem sehr großen Aufwand zu realisieren und 

bleibt damit auf Spezialfälle beschränkt. Dennoch soll hier der Vollständigkeit wegen 

diese Möglichkeit behandelt werden, da es sich um eine sehr wirkungsvolle Methode 

zur Unterdrückung von Störsignalen handelt. 

Derartige Problemstellungen sind bereits unter dem Stichwort Störgrößenaufschaltung 

hinlänglich bekannt [Föl90; Hip85; Unb97]. Dabei wird z.B. einem Grundregelkreis eine 

Steuerung mit einem noch zu bestimmenden Übertragungsverhalten Fsz überlagert, um 

die auf das System einwirkende Störgröße z(t) zu kompensieren und damit eine von der 

Störung unbeeinflusste Regelgröße y(t) zu erhalten. Im Bild 3.6 sind beispielhaft die 
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Verhältnisse an einem einfachen Re-

gelkreis im Laplace-Bereich mit ska-

laren Übertragungsfunktionen darge-

stellt. Darin wird die Übertragungs-

funktion Fsz des Steuergliedes so aus-

gelegt, dass der über Fz auf den Kreis 

einwirkende Einfluss der Störgröße 

z(t) verschwindet. In dem gezeigten 

Beispiel ergibt sich für die Übertragungsfunktion des zur Kompensation eingesetzten 

Steuergliedes 

 

.
)s(F
)s(F)s(F

S

z
sz =         (Glg. 3.18) 

Glg. 3.18 

Über die in Bild 3.6 gezeigte Anordnung zur Störgrößenkompensation in Eingrößensys-

temen hinaus gibt es noch weitere Grundstrukturen, mit denen sich Störeinflüsse kom-

pensieren lassen*. 

Diese Strukturen können prinzipiell auch auf die hier diskutierte Zustandsbeschreibung 

angewendet werden. Allerdings ist dabei zu beachten, dass die interessierenden Über-

tragungsfunktionen oftmals mehrdimensional sind und dementsprechend die mathema-

tischen Besonderheiten im Umgang mit matrixförmigen Übertragungsgliedern einflie-

ßen. 

Geht man von der Zustandsdifferentialgleichung bei auftretenden Störgrößen nach (Glg. 

3.16) aus, so kann man den Eingangsgrößenvektor u(t) rein formal in einen Eingangs-

steuergrößenvektor und einen Eingangsstörgrößenvektor aufspalten [Föl90]: 

 

).t()t()t( sb uuu +=        (Glg. 3.19) 

Glg. 3.19 

Dabei steht der Anteil ub(t) des Eingangsgrößenvektors für die direkt über die Steuer-

matrix B wirkende Größe, die den Platz des Eingangsgrößenvektors u(t) in der Zu-

standsdifferentialgleichung einnimmt und damit in der bekannten Weise z.B. in die Be-

                                                 
* siehe auch Unbehauen, Rolf: Regelungstechnik I. Braunschweig/Wiesbaden: Vieweg, 1997. 341-352 

Bild 3.6: Störgrößenaufschaltung im Regelkreis 
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stimmung eines Zustandsbeobachters ohne Berücksichtigung externer Störgrößen ein-

geht. Zu diesem Anteil kommt noch der zweite Term us(t), der ausschließlich der Kom-

pensation des über die Störmatrix S einwirkenden Störgrößenvektors z(t) in Form einer 

Störgrößenaufschaltung dient. Dazu werden die in der leicht modifizierten Zustandsdif-

ferentialgleichung 

 

( ))t()t()t()t()t( sb zSuBuBxAx ⋅+⋅+⋅+⋅=&    (Glg. 3.20) 

Glg. 3.20 

auftretenden Störgrößen zusammengefasst und im Ansatz zu Null gesetzt: 

 

 .)t()t(s 0zSuB =⋅+⋅        (Glg. 3.21) 

Glg. 3.21 

Aus dieser Gleichung ergeben sich zur Bestimmung der Störgrößenaufschaltung us(t) 

aufgrund der Zeilenzahl von B insgesamt n Gleichungen, wobei der gesuchte Eingangs-

störgrößenvektor us(t) insgesamt p≤n Komponenten besitzt. 

Für den einfachen Fall, dass p=n gilt, ist die Eingangsmatrix B (n×n)-quadratisch. Setzt 

man weiterhin Regularität von B voraus, lässt sich (Glg. 3.21) leicht nach us(t) auflösen. 

Man erhält damit 

 

 ).t()t( 1

s zSBu ⋅⋅−= −        (Glg. 3.22) 

Glg. 3.22 

In diesem Fall kann man durch eine Aufschaltung mit us(t) wie bei der klassischen 

Störgrößenaufschaltung im oben beschriebenen einfachen Fall für Eingrößensysteme 

den Einfluss der Störgröße z(t) vollständig eliminieren [Unb95]. 

Oftmals ist jedoch die Spaltendimension der Eingangsmatrix B kleiner als ihre Zeilen-

dimension, also p<n. Für diesen Fall resultieren für die p Komponenten des Eingangs-

störgrößenvektors us(t) n verschiedene Gleichungen, womit das Gleichungssystem von 

(Glg. 3.21) überbestimmt ist und damit im Allgemeinen keine eindeutige Lösung hat. Um 

dennoch zumindest annähernd eine Lösung für die Störgrößengleichung (Glg. 3.21) 

bestimmen zu können, wendet man die von C. F. Gauß eingeführte Methode der kleins-

ten Quadrate an [Föl90, Mey90]. Damit wird für us(t) bei gegebener Eingangsmatrix B, 

gegebener Störmatrix S und gemessener Störgröße z(t) ein Vektor gesucht, der für (Glg. 

3.21) eine "im quadratischen Mittel beste" oder "ausgleichende" Lösung darstellt [Mey90]. 
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Man bestimmt also den Eingangsstörgrößenvektor us(t) so, dass gilt: 
 

 εzSuB =⋅+⋅ )t()t(s        (Glg. 3.23) 
Glg. 3.23 

mit .T2 0εεε →⋅=        (Glg. 3.24) 

Glg. 3.24 

Durch Einsetzen von (Glg. 3.23) in (Glg. 3.24) ergibt sich für das Betragsquadrat des Fehler-

vektors ε nach einigen Umstellungen und unter Berücksichtigung der Gesetzmäßigkei-

ten transponierter Matrizen [Bur89] 
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Glg. 3.25 

Aus der Differentiation von (Glg. 3.25) nach us(t) und Nullsetzen der Ableitung folgt die 

Berechnungsvorschrift für den Eingangsstörgrößenvektor us(t), mit dem der Einfluss der 

auf das System wirkenden Störung z(t) mit minimalem Fehler korrigiert wird. 

Durch 
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Glg. 3.26 

ergibt sich für den Eingangsstörgrößenvektor bei regulärer (p×p)-Matrix BT·B [Föl90] 

 

( ) ).t()t( T1T

s zSBBBu ⋅⋅⋅⋅−= −      (Glg. 3.27) 

Glg. 3.27 

Tatsächlich wird mit der Lösung von (Glg. 3.27) ein relatives Minimum des Betragsquad-

rates des Fehlervektors ε geliefert, da die Matrix der zweiten Ableitung von (Glg. 3.25) 
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  (Glg. 3.28) 

Glg. 3.28 

durch die symmetrische und als regulär angenommene (p×p)-Matrix BT·B positiv definit 

ist*. 

Die auf diese Weise gewonnene Kompensation für gemessene Störgrößen z(t) lässt sich 

                                                 
* eine Matrix H = (hij)n×n mit H=HT ist positiv definit, wenn für 1 ≤ i ≤ n   hii > 0 gilt. [Mey90, S.352] 
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wie ein zusätzlicher Eingangsvektor in die vorgestellte Struktur von Bild 3.5 einbauen: 
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Bild 3.7: Kompensation gemessener Störgrößen 

 
Aus der Störgrößenaufschaltung erhält man analog zur veränderten Zustandsdifferenti-

algleichung des realen Systems (Glg. 3.20) auch eine dementsprechend modifizierte Zu-

standsdifferentialgleichung des Beobachters: 
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  (Glg. 3.29) 

Glg. 3.29 

Wie bereits erwähnt lassen sich derartige Maßnahmen aus messtechnischer Sicht in der 

Praxis sehr selten realisieren. Im Normalfall kann die Störgröße nicht oder nur mit ei-

nem sehr großen Aufwand direkt erfasst und dem System zur Kompensation der uner-

wünschten Einflüsse wieder zugeführt werden. Deshalb müssen beim Auftreten deter-

ministischer Störgrößen oftmals weiterführende Wege beschritten werden, um den Feh-

ler für die gestellte Regel- bzw. Beobachteraufgabe möglichst gering zu halten. 

Wenn in vielen technischen Systemen die Störungen auch nicht messtechnisch zur Ver-

fügung stehen, so ist doch manchmal die Form bzw. der Verlauf der auftretenden Stör-

größen wenigstens teilweise bekannt und kann dementsprechend auch mathematisch 

beschrieben werden. Auf der Basis dieser mathematischen Beschreibung lässt sich ähn-

lich wie für messbare Störgrößen eine Kompensation des Störeinflusses auf das System 

durchführen. Für die Kompensation tritt in der Systemstruktur anstelle der gemessenen 

Störgröße die mit Hilfe eines parallel zum System betriebenen speziellen Störbeobach-

ters rekonstruierte Störgröße, die zur Signalaufschaltung gemäß (Glg. 3.27) hergenommen 
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wird. Dadurch ist auch hier sichergestellt, dass sich nicht wie beim Einsatz von Fre-

quenzfiltern die Beseitigung der Störeinflüsse unterdrückend auf die Nutzsignalleistung 

auswirkt. 

Eine besondere Rolle spielen hierbei sinusförmige Störsignale, wenngleich man natür-

lich das Wirkprinzip auch auf andere deterministische Signalformen problemlos über-

tragen kann. Der Einfachheit halber werden hier aber exemplarisch nur sinusförmige 

Störer betrachtet, die beispielsweise durch das sogenannte Netzbrummen in der Mess-

anordnung ihre hohe praktische Relevanz finden. 

Eine sinusförmige Störgröße der Form z(t)=cos(ω0·t) lässt sich ausgehend von der ho-

mogenen Differentialgleichung einer nicht erzwungenen bzw. freien gedämpften 

Schwingung [Fel87] 
 

 0)t(z)t(zd2)t(z 2
0 =⋅ω+⋅⋅+ &&&       (Glg. 3.30) 

Glg. 3.30 

bei verschwindender geschwindigkeitsproportionaler Dämpfung d=0 und der Substitu-

tion 
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Glg. 3.31 

in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung 
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Glg. 3.32 

überführen [Föl90; Unb95], woraus sich unmittelbar die Zustandsbeschreibung für ein 

Störmodell der ungedämpften harmonischen Schwingung in der Form  
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ableiten lässt. Nachdem die im System wirkende Störgröße z(t) nicht messbar ist, muss 

ein Störbeobachter mit Hilfe eines Fehlerkriteriums in der bekannten Weise die Stör-

größe rekonstruieren. Die Struktur des Störbeobachters entspricht der des Modells, wo-

bei die Zustandsgröße mit xBz(t) und das rekonstruierte Störsignal mit zB(t) gekenn-

zeichnet ist [Hip85]: 
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    (Glg. 3.34) 

Glg. 3.34 

Aus (Glg. 3.33) ist sofort ersichtlich, dass es sich bei der Zustandsdifferentialgleichung des 

Störmodells um eine homogene Differentialgleichung handelt und somit die Störung 

nicht durch eine Eingangsgröße, sondern ausschließlich durch die Anfangsbedingung 

der Differentialgleichung angeregt wird. Nachdem die Anfangsbedingungen dem Zufall 

unterliegen, besteht die Aufgabe des Störbeobachters darin, den Zustandsvektor xBz(t) 

im Beobachter den realen Störverhältnissen in der Strecke geeignet nachzubilden und 

somit in endlicher Zeit einen Ersatz für die Störung z(t) in Form von zB(t) zu schaffen. 

Mit Hilfe des Ausgangssignals zB(t) des Störbeobachters lässt sich dann die Störgrößen-

aufschaltung durchführen, um den durch den Störeinfluss herbeigeführten Fehler in der 

Schätzung der Zustandsgrößen x(t) des realen Systems zu minimieren. 

In der Darstellung von Bild 3.8 

sind zunächst Systemmodell 

und Störmodell zu einem 

gemeinsamen Modell zu-

sammengefasst worden. Die-

ses erweiterte Modell dient 

als Grundlage des parallel 

zum realen System aufge-

bauten Beobachters, in dem 

die zusätzlichen Störgrößen als weitere Zustandsgrößen xz(t) zusammen mit den Zu-

standsgrößen x(t) des realen Systems rekonstruiert werden müssen. Die gesamte Struk-

tur lässt sich demnach auch rein formal in einer kombinierten Zustandsbeschreibung zu 

einer neuen vektoriellen Zustandsdifferentialgleichung und einer neuen vektoriellen 

Bild 3.8: Kombination von Strecken- und Störmodell 
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Ausgangsgleichung zusammenfassen [Föl90], wie aus (Glg. 3.35) und (Glg. 3.36) ersichtlich 

ist: 
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Glg. 3.35 
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Glg. 3.36 

Die Herleitung des Störbeobachters erfolgt, ausgehend von dem entworfenen Modell für 

die einwirkenden deterministischen Störgrößen, nach dem gleichem Prinzip, wie dies 

bereits für den Zustandsbeobachter des ungestörten Systems weiter oben gezeigt wurde. 

Wesentlicher Bestandteil im Ansatz ist die Korrekturmatrix KBz, über die man die Dif-

ferenz der Ausgangssignale y(t) und yB(t) auf den Störbeobachter zur Angleichung des 

geschätzten Störvektors an die realen Störgrößen zurückführt. Für die Zustandsdifferen-

tialgleichung des Störbeobachters resultiert dementsprechend [Unb95] 
 

 ( ).)t()t()t()t( BBzBzzBz yyKxAx −⋅+⋅=&     (Glg. 3.37) 

Glg. 3.37 

Das dynamische Verhalten des Störbeobachters lässt sich über die Differentialgleichung 

des zugehörigen Fehlers bestimmen: 
 

 ).t()t()t( Bzzz xxe &&& −=        (Glg. 3.38) 

Glg. 3.38 

In dem Vektor xz(t) werden gemäß (Glg. 3.31) die Zustandsgrößen zusammengefasst, aus 

denen sich im realen Störsystem die Störgröße z(t) ableiten lässt. Daraus folgt dann: 
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   (Glg. 3.39) 

Glg. 3.39 

Nachdem in die Vektordifferentialgleichung des Beobachtungsfehlers (Glg. 3.17) der von 

dem Störbeobachter rekonstruierte Störvektor zB(t) anstatt des tatsächlich vorhandenen 

bzw. gemessenen Störvektors z(t) eingeht, folgt aus 
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unter Berücksichtigung von 
 

 )t()t()t( Bzzz xxe −=        (Glg. 3.41) 

Glg. 3.41 

und Multiplikation von (Glg. 3.41) mit Cz unmittelbar nach Einsetzen der Ausgangsglei-

chungen von (Glg. 3.33) und (Glg. 3.34) [Unb95] 
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Damit der rekonstruierte Störvektor zB(t) gegen den Störvektor z(t) und der rekon-

struierte Zustandsvektor xB(t) gegen den tatsächlichen Zustandsvektor x(t) konvergiert, 

müssen die beiden Bedingungen [Unb95] 
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erfüllt sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn für das kombinierte Beobachterfehler-

system 
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Glg. 3.44 

die Rückführmatrizen KBz und K so gewählt werden können, dass das System stabil ist 

[Föl90]. Den daraus resultierenden Beobachter zeigt nachfolgendes Blockschaltbild. 

In Bild 3.9 wurde davon ausgegangen, dass alle Elemente zBi(t) des Störgrößenvektors 

zB(t) über den Störbeobachter erzeugt werden müssen. Natürlich können messbare Ele-

mente davon abweichend auch direkt über eine Störgrößenaufschaltung zur Kompensa-

tion eingesetzt werden, so dass man diese Elemente nicht im Störbeobachter berück-

sichtigen muss. 

Die Kompensation des Störeinflusses geht auf die unter (Glg. 3.27) entwickelte Auf-

schaltmatrix zurück, die natürlich sowohl für gemessene, als auch für rekonstruierte 
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Störgrößen gleichermaßen gilt (Bild 3.7; Bild 3.9). Die Störgröße z(t) bzw. zB(t) würde sonst 

wie eine zum vorhandenen Eingangssteuervektor u(t) zusätzlich wirkende Eingangs-

größe den zu ermittelnden Zustandsvektor des Systems beeinflussen. Durch die Kom-

pensation ist es möglich, eine optimale Schätzung der Zustandsgrößen im realen System 

ohne den verfälschenden Einfluss von Störgrößen durchzuführen um damit weitrei-

chende und zuverlässige Informationen über den tatsächlichen Zustand des zu untersu-

chenden Systems zu erhalten. Dabei wird natürlich immer davon ausgegangen, dass 

Struktur- und Parameterunsicherheiten in den Modellen nicht vorhanden sind und somit 

über die Robustheit des Entwurfes keine gesonderten Überlegungen anzustellen sind 

[Unb95]. 
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Bild 3.9: Rekonstruktion und Kompensation der Störgrößen 

 

Aufgrund der entworfenen und später noch beschriebenen Systemstruktur für die Pha-

senbestimmung und die zu erwartende Signalcharakteristik in visuell evozierten Poten-
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tialen müssen bei den vorliegenden Messungen keine besonderen Vorkehrungen zur 

Beseitigung spezieller deterministischer Störgrößen getroffen werden. Dabei ist der 

Phasenschätzer so ausgelegt, dass z.B. harmonische Störgrößen im VEP aufgrund der 

Modellierung des Übertragungsverhaltens des visuellen Systems von vorne herein die 

Schätzung in ihrer Qualität nicht einschränken. Damit sind insbesondere die von der 

Reizfrequenz abweichenden harmonischen Schwingungen oder die durch die Netzfre-

quenz der Spannungsversorgung verursachten Überlagerungen gemeint. Es lässt sich 

demnach nur ein akademisches Beispiel konstruieren, dass ohne den notwendige Pra-

xisbezug zu einer Fehlinterpretation der geschätzten Phase führen kann. Diese Konstel-

lation hat aber mit dem praktischen Einsatz bei der Messung der Phasen von visuell 

evozierten Potentialen bzw. bei der Detektion visuell evozierter Potentiale nichts mehr 

gemein und wird deshalb im Kapitel 4 bei der Diskussion der Vor- und Nachteile der 

entwickelten Methode nur kurz umrissen. 

Davon unberührt sollten aber dennoch die Methoden zur Bekämpfung deterministischer 

und messbarer Störgrößen über eine Signalaufschaltung aufgezeigt werden, um die viel-

fältigen grundsätzlichen Möglichkeiten des Ansatzes zur Phasenbestimmung aufzuzei-

gen und die Übertragbarkeit auf andere physiologische Einsatzgebiete bzw. auf andere 

mögliche Messumgebungen und Signalverhalten darzustellen. Außerdem ist durch den 

Entwurf eines Prozessmodells von Anfang an die selbst auferlegte Zielstellung erfüllt 

worden, einen für die Untersuchung der Phasenbeziehungen von physiologischen Sig-

nalen generell gültigen Ansatz zu entwerfen, auf dem aufbauend weitere Untersuchun-

gen anderer Signalklassen bzw. weitere eventuell notwendige Veränderungen in der 

Systemstruktur durchgeführt werden können. Dies schließt auch die Kenntnis über die 

Erweiterung des entwickelten Phasenschätzers hinsichtlich dann neu zu stellenden und 

neu zu formulierenden Forderung z.B. auch in Bezug auf die Unterdrückung determinis-

tischer Störsignale ein. 

Im Gegensatz dazu müssen allerdings vergleichsweise hohe Anforderungen an die Un-

terdrückung von stochastischen Störgrößen bei der Phasenbestimmung im VEP gestellt 

und umgesetzt werden. Dementsprechend ausführlich sind im nachfolgenden Kapitel 

die notwendigen Ansätze dargestellt, bevor dann darauf aufbauend der Phasenschätzer 

für visuell evozierte Potentiale entwickelt wird. 
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3.1.3.2 Berücksichtigung stochastischer Störgrößen 

Die in der Praxis vorkommenden Systeme stehen abgesehen von ihrer deterministischen 

Erregung in den allermeisten Fällen unter zusätzlichen stochastischen Störeinflüssen. Je 

nach auftretender Störleistung müssen Maßnahmen ergriffen werden, um diesen Ein-

fluss auf das System zu minimieren und optimale Ergebnisse zu erzielen. In Verbindung 

mit der für den Ansatz wichtigen Beobachteraufgabe spricht man von einem stochasti-

schen Filterproblem [Bra86; Bra94; Wrz73], sobald für die Schätzung der wichtigen und nicht 

zugänglichen Zustandsgrößen eines Systems die stochastischen Störgrößen und sto-

chastischen Messfehler Berücksichtigung finden. Aus der Kenntnis der statistischen 

Eigenschaften dieser Störungen lassen sich bessere bzw. optimale Schätzwerte für die 

gesuchten Größen generieren. Im Gegensatz dazu spricht man von einer Ausgleichs-

rechnung bzw. deterministischen Beobachtung, wenn zufällige Signaleinflüsse unbe-

rücksichtigt bleiben mit der Konsequenz, dass im Verhältnis zu der auftretenden Stör-

leistung die interessierenden Größen fehlerbehaftet ermittelt werden [Bra86; Bra94]. 

Bei der Kennzeichnung eines Systems durch seine Zustandsbeschreibung erfolgt die 

Darstellung der Signale vollends im Zeitbereich. Wie bereits zu Beginn von Kapitel 3 

erwähnt wurde, ergeben sich gerade aus diesem Ansatz einige Vorteile für den Entwurf 

komplexer adaptiver Verfahren. Allerdings kann der Zeitverlauf zufälliger Signale nicht 

mehr deterministisch erfasst werden. Um reproduzierbare Aussagen über das System-

verhalten zu erlangen, werden im Modell stochastische Einflüsse auf bestimmte Zufalls-

signaltypen reduziert und durch bestimmte Größen aus der Wahrscheinlichkeitsrech-

nung dargestellt. Im Modellansatz greift man hierbei auf annähernd weißes Rauschen 

zurück, das gekennzeichnet ist durch eine weitgehend konstante spektrale Leistungs-

dichte mit einer in Bezug auf das zu untersuchende System hinreichend großen Eckfre-

quenz. Die statistischen Kennfunktionen werden in Form von Erwartungswerten ver-

schiedener Ordnung, z.B. auch als Korrelations- und Kovarianzfunktionen und deren 

spektralen Pendants, vorgegeben [Hän01]. Im allgemeinsten Fall unter der Annahme von 

instationären Prozessen erfolgt die mathematisch idealisierte Bestimmung der zugrun-

deliegenden stochastischen Gesetzmäßigkeiten rein formal quer zum Prozess über ein 

Ensemble verschiedener Realisierungen einer Funktion zu einem festen Zeitpunkt t. In 

der Praxis versucht man allerdings, einen vereinfachten Ansatz für die stochastischen 

Einflüsse vorzugeben und beschränkt sich in den meisten Fällen auf die Statistik erster 
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und zweiter Ordnung für die Beschreibung des Prozesses. Dabei kann meistens davon 

ausgegangen werden, dass der stochastische Charakter aufgrund der Signaleigenschaf-

ten in den Prozess eingeht. Die Systeme können demgegenüber überwiegend als deter-

ministisch beschreibbar angesehen werden [Hän01; Sch93]. Wesentlich hierbei ist, dass die 

bei dynamischen Systemen interessierenden Einschwingvorgänge mit Hilfe der sto-

chastischen Kennfunktionen beschrieben werden können. 

Vereinfachungen im Ansatz erhält man, wenn man von der verschärften Annahme in-

stationärer Prozesse abweicht und von zeitinvarianten und ergodischen Verhältnissen 

ausgeht. Setzt man dann noch Gauß-verteiltes weißes Rauschen voraus, dann lassen sich 

die Eigenschaften linearer Systeme mit Kenngrößen von Erwartungswerten bis zur 

zweiten Ordnung eindeutig beschreiben. Darüber hinaus erfahren Gauß-verteilte Signale 

durch lineare Systeme keine Veränderung in ihrem Verteilungscharakter [Hän01; Bra86]. 

Wiener und Kolmogorov sind unabhängig voneinander um 1940 erstmals den Weg über 

einen Optimalfilteransatz gegangen, um stationäre stochastische Signale in zeitinvarian-

ten Systemen über unendlich lange Beobachtungszeiträume zu berücksichtigen und da-

mit die Störeinflüsse zu beseitigen [Bra94; Kro88; Sor70]. Der Ansatz besteht in der Suche 

der Impulsantwort eines Filters, die den aus der Problemstellung abgeleiteten mittleren 

quadratischen Fehler minimiert und damit die Güte der Schätzung möglichst groß wer-

den lässt. Wiener entwickelte den nachfolgend kurz dargestellten Formalismus, bei dem 

die der Optimierung zugrundeliegende Ergebnisgleichung in den Frequenzbereich trans-

formiert und die Impulsantwort des gesuchten Filters durch eine spezielle Produktzerle-

gung der Spektraldichten bestimmt wird [Bra94; Kro88; Sor70]. 

Die verrauschte Messgröße wird folgendermaßen angegeben: 
 

 ),t(n)t(s)t(y +=        (Glg. 3.45) 

Glg. 3.45 

wobei sich vereinbarungsgemäß die Erwartungswerte erster und zweiter Ordnung über 

die Zeit nicht ändern und die interessierenden Autokorrelationsfunktionen nur von Zeit-

differenzen abhängen: 
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Die Größe s(t) stellt das Nutzsignal dar und n(t) entspricht einem stationären stochasti-

schen weißen Prozess mit 
 

 { } .0)t(nE =         (Glg. 3.47) 

Glg. 3.47 

Die durch ein lineares Optimalfilter mit der Impulsantwort ho(t) gewonnene Schätzgrö-

ße für s(t) ergibt sich aus dem Faltungsintegral [Kro99; Sch74; Wrz73] 
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Glg. 3.48 

Es wird dabei davon ausgegangen, dass s(t) und n(t) nicht miteinander korreliert sind. 

Dem Optimierungsprozess für die Impulsantwort des Filters liegt die Minimierung des 

quadratischen Mittelwertes 
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Glg. 3.49 

zugrunde. Daraus lässt die nach einigen Umformungen die wichtige Wiener-Hopfsche 

Intergralgleichung bestimmen [Hän01; Kro88; Sch91; Wrz73]: 
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Glg. 3.50 

Die Autokorrelationsfunktionen Φs(τ) und Φn(τ) werden als gegeben vorausgesetzt. 

Durch Transformation in den Frequenzbereich und Umstellung der Gleichung erhält 

man einen einfachen Zusammenhang für den Frequenzgang H0(jω) des Optimalfilters in 

Abhängigkeit der beteiligten Leistungsdichtespektren. Bei der anschließenden Rück-

transformation in den Zeitbereich muss man darauf achten, dass sich das System mit der 

resultierenden Impulsantwort im Zeitbereich realisieren lässt. Dementsprechend ist das 

Ergebnis für H0(jω) so umzuordnen, dass nicht-kausale Anteile bei der Rücktransforma-

tion unberücksichtigt bleiben und so eine umsetzbare weil kausale Impulsantwort ho(t) 

mit der gewünschten Wirkung für das Optimalfilter entsteht [Bra94; Kro88; Sch91; Sch93; 

Win77]. 

Der Aufbau ist in Bild 3.10 dargestellt. Das im System verborgene und gesuchte Nutz-
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signal s(t) steht nur in Form der ver-

rauschten Messgröße y(t) zur Verfügung, 

die wiederum als Eingangssignal des Op-

timalfilters dient. Der Ausgang )t(ŝ  des 

Optimalfilters stellt eine Schätzung des 

Nutzsignals s(t) nach der beschriebenen 

Methode dar. Allerdings lässt sich das Verfahren aufgrund seiner großen Komplexität, 

die durch die Suche und der Abspaltung nicht-kausaler Anteile entsteht, nur sehr schwer 

in die Praxis umsetzen. Außerdem stellt sich das Problem der technischen Realisierung 

der berechneten Impulsantwort, da in den häufigsten Fällen nur Näherungen für die er-

mittelte Filtercharakteristik umgesetzt werden können und das erzielte Ergebnis somit 

von der optimalen Filterung abweichen kann. Dazu kommt noch, dass bei einer Vielzahl 

technischer Systeme a-priori eben nicht von stationären stochastischen Prozessen und 

zeitinvarianten Systemen ausgegangen werden kann [Kro88; Schl89]. 

In der Folgezeit haben deshalb verschiedene Autoren versucht, die für die Praxis ein-

schränkenden Voraussetzungen wie die Anwendung auf zeitinvariante Systeme, auf 

stochastische Prozesse mit stationärem Verhalten und auf unendliche Beobachtungszeit 

im einzelnen zu beseitigen, um damit ein größeres Anwendungsfeld zu erschließen 

[Bra94]. Ein entscheidender Durchbruch konnte allerdings erst um 1960 durch die Arbei-

ten von Kalman und Bucy erzielt werden. Kalman hat im Jahre 1960 ein Verfahren zur 

Berücksichtigung und Minimierung stochastischer Störeinflüsse vorgestellt, mit dem 

auch zeitvariante und instationäre Prozesse über beliebig lange Beobachtungszeitdauern 

behandelt werden konnten [Bra94; Sor70]. War der erste Ansatz von Kalman noch in dis-

kreter Zeit, so wurde im Folgejahr von Kalman und Bucy der Ansatz auf den kontinu-

ierlichen Zeitbereich ausgedehnt [Bra94]. Wesentliches Merkmal der beiden Verfahren ist 

der Umstand, dass die Beschreibung des Systems im Zustandsraum in vektorieller Form 

stattfindet, indem eine matrixwertige, zeitvariable Variante der Wiener-Hopfschen In-

tegralgleichung entwickelt und in ein System von entsprechenden Differentialgleichun-

gen umgewandelt wurde [Bra94; Sch91; Sor70]. Aufgrund der gewählten Zustandsdarstel-

lung war auch keine Notwendigkeit mehr geboten, den bei Wiener aufgrund der im Lö-

sungsansatz verwendeten Leistungsdichtespektren geforderten Anspruch auf Stationari-

tät der beteiligten Signale aufrecht zu erhalten, wodurch auch instationäre Prozesse für 

Bild 3.10: Einsatz eines Optimalfilters 
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die Filterung zugelassen werden können. Damit ließen sich bei bekannten Anfangsbe-

dingungen mit den eingeführten Kenngrößen der stochastischen Signale Einschwing-

vorgänge beschreiben, woraus beispielsweise unmittelbar auf das Systemverhalten bei 

stochastischer Erregung zu schließen ist. Neben dem bereits erwähnten Vorteil des 

Kalman/Bucy-Entwurfes im Vergleich zu dem Wiener-Ansatz, dass neben zeitinvarian-

ten und stationären Prozessen nun auch zeitvariante und instationäre Prozesse berück-

sichtigt werden können, zeichnet sich das Kalman-Verfahren durch seinen modellge-

stützten systematischen Ansatz aus. Damit wurde im Vergleich zu Wiener eine wesent-

liche Hürde für den Einsatz optimaler Filter zur Beseitigung stochastischer Störeinflüsse 

in der Praxis genommen. Darüber hinaus liefert das Kalman-Filter schon während des 

Einschwingvorganges optimale Schätzwerte, da bestimmte statistische a-priori Kennt-

nisse des Anfangszustandes in die Berechnung einfließen [Bra94]. Dies wird später an 

einigen Beispielen zur Phasenschätzung noch gezeigt [Sch89]. Mit dem Ansatz nach 

Kalman und Bucy wurde die Filteraufgabe für stochastische Signaleinflüsse umfassend 

gelöst [Bra94]. 

Es gibt unterschiedliche Ansätze, die auf die für den Kalman-Filterentwurf wichtigen 

Gleichungen führen. Der hier vorgestellte Ansatz geht aus von der Zustandsraumdar-

stellung eines zeitvarianten, linearen Systems unter Berücksichtigung instationärer sto-

chastischer Störeinflüsse. Damit wird die vektorielle Zustandsdifferentialgleichung zu 
[Hän01; Kro88; Ruy88; Sch74; Sch89] 
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Glg. 3.51 

und die vektorielle Ausgangsgleichung des Systems zu 
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Glg. 3.52 

Der in der Zustandsdifferentialgleichung übliche Ansteuerungsterm u(t)·B(t) von (Glg. 

3.1) bleibt nicht zuletzt zugunsten einer größeren Transparenz in der Darstellung ohne 

Einschränkung auf die Allgemeingültigkeit des Ergebnisses unberücksichtigt. Er hat für 

die Herleitung des Kalman-Filters keinerlei Bedeutung. Darüber hinaus ist bei den we-

nigsten Systemen ein direkter Durchgriff vom Eingangssignal u(t) auf das Ausgangs-

signal y(t) gegeben, sodass die zeitveränderliche Durchgangsmatrix D(t) von (Glg. 3.2) 
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vereinfachend als Nullmatrix vorausgesetzt werden kann. Die Matrix M(t) in (Glg. 3.51) 

legt den zeitveränderlichen Einfluss des Systemrauschens bzw. den Einfluss der zeitver-

änderlichen stochastischen Erregung rs(t) auf die Anordnung fest. 

Der Vollständigkeit halber sei an dieser Stelle noch erwähnt, dass im Vergleich zum 

Wiener-Ansatz in der Ausgangsgleichung (Glg. 3.52) das Nutzsignal s(t) durch das Pro-

dukt aus der zeitveränderlichen Ausgangsmatrix C(t) und dem Zustandsgrößenvektor 

x(t) ersetzt wird. Damit ist die Struktur des für das Optimalfilter notwendigen Eingangs-

signals y(t) von (Glg. 3.45) bzw. y(t) von (Glg. 3.52) grundsätzlich gleich. Allerdings erfolgt 

beim Kalman-Filter die Optimalfilterung auf der Basis der Optimierung von Zustands-

größen eines Systemmodells im Zeitbereich. Der prinzipielle Aufbau der Filteranord-

nung, im Bild 3.10 anhand eines Wiener-Filters gezeigt, ist demnach identisch, wenn-

gleich sich der Vorgang der Optimierung selbst und der Typ der beteiligten Störgeräu-

sche unterscheiden. Es wird sich später noch zeigen lassen, dass das Wiener-Filter unter 

bestimmten vereinfachenden Voraussetzungen durch den Kalman-Entwurf abgebildet 

werden kann [Sch74]. 

Das durch die Zustandsgleichungen (Glg. 3.51) und (Glg. 3.52) beschriebene System mit dem 

in Serie geschalteten Kalman-Filter zeigt Bild 3.11 [Sch93]. 
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Für die weitere Signalverarbeitung steht nur der mit der weißen Störung rp(t) überlager-

te Ausgangsvektor y(t) zur Verfügung, aber nicht der für die Beschreibung des Systems 

wichtige Zustandsvektor x(t). Die Aufgabe des Kalman-Filters besteht darin, aus dem 

verrauschten Ausgangssignal den Zustandsgrößenvektor x(t) optimal in Gestalt von 

Bild 3.11: Systemmodell mit Kalman-Filter 
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(t)x̂  zu schätzen, um damit z.B. bei gegebener Ausgangsmatrix C(t) ein unverrauschtes 

Ausgangssignal zu erhalten bzw. durch die Kenntnis des wahren Zustandsvektors weit-

reichende Aufschlüsse über das tatsächliche Systemverhalten zu erhalten. 

Der gesamte stochastische Einfluss auf das System wird durch das System- bzw. Ein-

gangsrauschen rs(t) und das Prozess- bzw. Messrauschen rp(t) beschrieben. Dabei wird 

davon ausgegangen, dass es sich jeweils um ein mittelwertfreies, im allgemeinsten Fall 

instationäres weißes Geräusch handelt [Böc86; Föl90; Sch89] 
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Glg. 3.53 

dessen Autokovarianzmatrix aufgrund der Bedingung von (Glg. 3.53) der Autokorrelati-

onsmatrix entspricht [Böc86; Kro88; Sch74; Wrz73]: 
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Glg. 3.54 

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass sich die mathematische Funk-

tion der Erwartungswertbildung im allgemeinen Fall instationärer Prozesse nicht auf 

einen Zeitparameter bezieht, sondern entsprechend der Forderung quer zum Prozess 

berechnet wird. Die Erwartungswertbildung ist damit an die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungen der zugrundeliegenden stochastischen Prozesse gebunden. Einige Autoren (z.B. 

[Hän01; Ruy88; Sch93]) würdigen diesen Umstand mit der Kennzeichnung stochastischer 

Prozesse durch zwei unabhängige Variable t und η, wobei neben der Zeitvariable t die 

Variable η den zufällige Charakter kennzeichnet. Entsprechend stellt x(η,t1) eine Zu-

fallsvariable quer zum Prozess zum Zeitpunkt t1 dar. Hier soll allerdings auf diese aus-

führliche Schreibweise verzichtet werden unter der Bedingung, der Leser bezieht die 

Erwartungswertbildung auf die nicht explizit mitgeschriebene statistische Variable η. 

Die Kovarianzmatrix ergibt sich z.B. für das Systemrauschen rs(t) der Dimension m×1 
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Glg. 3.55 

nach (Glg. 3.54) zu 
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 (Glg. 3.56) 

Glg. 3.56 

Die Elemente außerhalb der Diagonalen der Matrix sind vereinbarungsgemäß Null auf-

grund der Unkorreliertheit weißer Störprozesse. Entsprechend der Voraussetzung für 

weißes Rauschen sind beliebig eng benachbarte Werte von rs(t) ebenfalls nicht mitein-

ander korreliert. Demnach kann sich nur für den Fall t1=t2 in der Diagonalen der Matrix 

ein Erwartungswert von Null verschieden ergeben, wobei die Größe des Erwartungs-

wertes durch die Leistung der Komponente rsi(t) des Systemrauschvektors bestimmt 

wird. Ebenso verhält es sich mit dem Prozessrauschen rp(t) und dessen Kovarianzmatrix 

)t,t( 21rp
cov . Insgesamt ergibt sich demnach [Föl90; Kro88; Sch74; Wrz73]: 
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Glg. 3.57 

Die Elemente in der Diagonalen der Matrix Rs(t1) und Rp(t1) stellen jeweils anteilig die 

Leistung der Elemente des weißen Störvektors rs(t) bzw. rp(t) dar. 

Aus (Glg. 3.57) lässt sich der instationäre Charakter der vorhandenen Rauschprozesse indi-

rekt ablesen. Bei stationären Prozessen sind die Verteilungsgesetze invariant gegenüber 

einer Zeitverschiebung. Bei der Bestimmung von Produkterwartungswerten, wie dies 

bei der skalaren Kovarianzberechnung in der Form [Böc86; Sch88; Sch93] 
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Glg. 3.58 

der Fall ist, drückt sich die Stationarität in der Zeitabhängigkeit der zweidimensionalen 

Verteilungsdichtefunktion aus [Sch93]: 
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 .ttundttmit),,(p)t,;t,(p 121221r2211r >−=ττρρ=ρρ  (Glg. 3.59) 

Glg. 3.59 

Die Autokovarianzfunktion hängt demnach im stationären Fall nur von der Differenz 

der beiden Zeitpunkte t1 und t2 ab, nicht aber von den Zeiten selbst: 
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Glg. 3.60 

Bei instationären Prozessen hingegen hängt der Produkterwartungswert nicht mehr nur 

von einer Zeitdifferenz ab, sondern ist aufgrund der Abhängigkeit gegenüber zeitlichen 

Verschiebungen eine Funktion von zwei unterschiedlichen Zeitpunkten t1 und t2, wie 

aus (Glg. 3.57) für vektorielle Größen ersichtlich ist. 

Für die angesetzten Zufallsprozesse werden in der Regel Gauß-Verteilungen vorausge-

setzt. Entsprechend sind durch die Erwartungswerte erster und zweiter Ordnung die 

stochastischen Einflüsse auf das gegebene System vollständig beschrieben [Bra86; Hän01]. 

Weiterhin wird der Allgemeingültigkeit des Ansatzes wegen Korreliertheit zwischen 

System- und Prozessrauschen angenommen, so dass für die Kreuzkovarianzmatrizen 

gilt: 
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Glg. 3.61 

Das Ergebnis für die Kreuzkovarianzmatrizen wird an geeigneter Stelle in Anlehnung 

an (Glg. 3.57) noch genauer betrachtet. Hier genügt die Feststellung der Korreliertheit der 

beteiligten Rauschvektoren, bevor im Zuge weiterer Vereinfachungen die Korreliertheit 

wieder aufgegeben wird. 

Im nächsten Schritt der Herleitung zur Bestimmung eines möglichst guten Schätzvek-

tors (t)x̂  für den im System zumindest teilweise nicht zugänglichen Zustandsvektor x(t) 

stellt man die Differentialgleichung des Kalman-Filters auf und definiert die Bedingun-

gen für eine optimale Schätzung der gesuchten Größe. Es wird dabei davon ausgegan-

gen, dass sich die zeitliche Änderung des Zustandsvektors (t)x̂  aus einer Linearkombi-

nation des Messvektors y(t) und des Schätzwertes selbst in der Form 
 

 )t()t()t(ˆ)t((t)ˆ yKxLx ⋅+⋅=&       (Glg. 3.62) 
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Glg. 3.62 

zusammensetzt [Kro88; Sch74; Sch89]. Die zunächst unbekannten Wichtungen in Gestalt der 

Matrizen L(t) und K(t) legen sowohl die Struktur des Filters als auch den Vorgang der 

Anpassung in der Art fest, dass der Schätzfehler (Glg. 3.9) 
 

 )t(ˆ-(t))t( xxe =        (Glg. 3.63) 

Glg. 3.63 

einen linearen und erwartungstreuen Schätzwert (t)x̂  für den Zustandsvektor x(t) mit 

minimaler Varianz liefert. Dazu muss folgende Bedingung erfüllt sein [Sch89; Lof90b]: 
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Glg. 3.64 

Bringt man die linearen Zustandsdifferentialgleichungen aus dem Filteransatz nach (Glg. 

3.62) und dem Systemmodell nach (Glg. 3.51) in Relation, so ergibt sich die Differential-

gleichung des Schätzfehlers zu 
 

 ).t()t()t(ˆ)t()t()t()t()t((t) s yKxLrMxAe ⋅−⋅−⋅+⋅=&   (Glg. 3.65) 

Glg. 3.65 

Setzt man in (Glg. 3.65) die Ausgangsgleichung y(t) und die nach x(t) aufgelöste Glei-

chung für den Schätzfehler (Glg. 3.63) ein, so ergibt sich nach wenigen Zwischenschritten 
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Glg. 3.66 

Für die weitere Betrachtung wird der Erwartungswert von (Glg. 3.66) gebildet, um die 

Bedingung für die Erwartungstreue der Schätzung zu erhalten. Mit den Voraus-

setzungen von (Glg. 3.64) für die Erwartungswerte resultiert bei mittelwertfreien Rausch-

prozessen [Kro88; Sch89] 
 

 ).t()t()t()t( CKAL ⋅−=       (Glg. 3.67) 

Glg. 3.67 

Damit ist die Struktur des Kalman-Filters festgelegt. Setzt man das Ergebnis für die 

Matrix L(t) in (Glg. 3.62) ein, ergibt sich die Differentialgleichung des Kalman-Filters mit 

)t()t(ˆ Bxx = zu 
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 [ ],)t()t()t()t()t()t()t( BBB xCyKxAx ⋅−⋅+⋅=&    (Glg. 3.68) 

Glg. 3.68 

bei der nur noch die Matrix K(t) zu bestimmen ist [Föl90; Sch89]. Die (Glg. 3.68) zeigt bereits 

die grundsätzliche Wirkung des Aufbaus: Je größer der Unterschied zwischen den bei-

den Ausgangssignalen von realem System und parallelem Modell ist, desto größer ist 

die Änderung des geschätzten Zustandsgrößenvektors im Parallelmodell. In Anlehnung 

zu dem in Kapitel 3.1.2 vorgestellten Beobachter und im Sinne der Kontinuität im For-

malismus wird der Schätzwert (t)x̂  für den Zustandsgrößenvektor des Systemmodells in 

(Glg. 3.68) als xB(t) bezeichnet, da es sich bei dem hergeleiteten Kalman-Filter offensicht-

lich um einen Beobachter handelt. Dies ist unmittelbar auch aus Bild 3.12 ersichtlich, in 

dem das Filter die gleiche Grundstruktur aufweist wie das beschriebene Systemmodell 

und zudem noch über eine Regelschleife Einfluss auf die Anpassung der Zustandsgrö-

ßen im Kalman-Filter bzw. im Kalman-Beobachter genommen wird. Dabei sorgt die 

noch unbekannte Matrix K(t) dafür, dass die Differenz aus dem Ausgang des Systems 

und dem Ausgang des Beobachters mit einer angemessenen Gewichtung auf den Ein-

gang des Beobachters zurückgeführt wird. 
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Bild 3.12: Kalman-Filter als Beobachter zur Schätzung verrauschter Zustandsgrößen 

 

Zur Vervollständigung des Zwischenergebnisses wird noch (Glg. 3.67) zur Bestimmung 
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des Schätzfehlers bzw. des Beobachtungsfehlers in (Glg. 3.66) eingesetzt. Man erhält so-

mit [Sch89]: 
 

 [ ] ).t()t()t()t()t()t()t()t((t) sp rMrKeCKAe ⋅+⋅−⋅⋅−=&   (Glg. 3.69) 

Glg. 3.69 

Auch diese lineare Differentialgleichung für den Beobachtungsfehler kann als ein Sys-

tem erster Ordnung angesehen werden, das durch den vektoriellen Störprozess in der 

Form 
 

 )t()t()t()t((t) ps rKrMr ⋅−⋅=      (Glg. 3.70) 

Glg. 3.70 

angeregt wird und somit zu einem Beobachtungsfehler führt, der mit Hilfe der noch 

unbekannten Korrekturmatrix K(t) beseitigt werden muss. Mit den bekannten Verfahren 

der Störgrößenkompensation kann allerdings hier im Gegensatz zu der Vorgehensweise 

bei deterministischen Störgrößen nicht vorgegangen werden, da sich die Störgrößenvek-

toren im Zeitbereich nicht deterministisch erfassen lassen. Die Problemstellung der Mi-

nimierung des Beobachtungsfehlers muss vielmehr mit Größen aus der Wahrscheinlich-

keitstheorie beschrieben werden. Hierzu führt man im weiteren Verlauf des Kalman-

Ansatzes die Kovarianzmatrix cove(t1,t2) des Beobachterfehlers e(t) ein. Da nur der 

Zeitpunkt t1=t2=t interessiert, resultiert somit für den nach wie vor mittelwertfreien Pro-

zess e(t): 
 

 [ ].)t()t(E)t( Teecove ⋅=       (Glg. 3.71) 

Glg. 3.71 

Um im Folgenden die Darstellung der mathematischen Zusammenhänge übersichtlich 

zu halten und dennoch einen Bezug zur Systemmatrix des Beobachtungsfehlers herzu-

stellen, wird folgende Abkürzung verwendet: 
 

 ).t()t()t()t()t( CKALAe ⋅−==      (Glg. 3.72) 

Glg. 3.72 

Die sogenannte Entwicklungsgleichung für die Fehlerkovarianz als wichtige Grundlage 

zur Bestimmung der Korrekturmatrix K(t) und damit zur Bestimmung des Optimalfil-

ters nach Kalman ergibt sich aus der zeitlichen Ableitung von (Glg. 3.71) unter Berück-

sichtigung von (Glg. 3.69), (Glg. 3.70) und (Glg. 3.72) [Sch74]: 
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(Glg. 3.73) 

Die Erwartungswertbildungen von (Glg. 3.73) beziehen sich quer zu den stochastischen 

Prozessen und nicht entlang der Zeitlinie. Dementsprechend werden nicht stochastische 

Anteile aus der Erwartungswertbildung ausgeklammert und man erhält unter Berück-

sichtigung von (Glg. 3.71) 
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(Glg. 3.74) 

Für den Ansatz muss in einer Zwischenrechnung die Kreuzkovarianzmatrix zwischen 

dem Beobachterfehler e(t) und dem mittelwertfreien Geräuschvektor r(t) nach (Glg. 3.70) 

genauer untersucht werden. Dazu ist die Fehlerdifferentialgleichung (Glg. 3.69) mit (Glg. 

3.70) zu bestimmen, deren allgemeine Lösung mit folgendem Ausdruck angegeben wer-

den kann [Sch74] 
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Glg. 3.75 

Die Matrix Θ(t,t0) stellt die Fundamentalmatrix des Systems von (Glg. 3.69) dar. Mit e(t0) 

wird der Anfangszustand des Systems gekennzeichnet. Setzt man diese Gleichung in die 

Bezeichnung für die gesuchten Kreuzkovarianzmatrizen ein, so erhält man bei ver-

schwindender Anfangsbedingung für den Beobachtungsfehler 
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Glg. 3.76 

dessen Ergebnis näher untersucht werden soll. Das Ergebnis der zweiten Kreuzkovari-

anzmatrix in (Glg. 3.74) lässt sich daraus leicht ableiten. An dieser Stelle sei nochmals 

darauf hingewiesen, dass es sich hierbei immer noch um den allgemeinen Fall instatio-

närer Geräusche handelt. 

Nachdem der Faktor r(t1) für das Integral in (Glg. 3.76) in Bezug auf die Integrationsvari-

able als Konstante angesehen werden kann, kann er ebenso in das Integral mit aufge-
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nommen werden. Ebenso lässt sich die Erwartungswertbildung in das Integral einbezie-

hen, da es sich auch hier wieder um eine Erwartungswertbildung quer zum Prozess han-

delt. Demgegenüber können die in Hinblick auf die Erwartungswertbildung konstanten 

Größen aus der Erwartungswertbildung ausgeklammert werden. Man erhält so 
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Glg. 3.77 

In Anlehnung an die Gleichungen der Kovarianzmatrizen weißer, mittelwertfreier insta-

tionärer Geräusche von (Glg. 3.57) erhält man für die Kovarianzmatrix von r(t) [Föl90] 
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Glg. 3.78 

Die Matrix Rr(t) enthält wieder, wie bei den anderen Ergebnissen bereits erwähnt, antei-

lig die Leistung der Elemente des weißen Geräuschvektors r(t). Setzt man das Ergebnis 

von (Glg. 3.78) in (Glg. 3.77) ein, resultiert für die Kreuzkovarianzmatrix covre(t1,t2) auf-

grund der Ausblendeigenschaft der δ-Funktion [Bra86] 
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  (Glg. 3.79) 

Glg. 3.79 

Für den hier interessierenden Fall t1=t2=t ergibt sich somit: 
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1)(t rre Rcov ⋅=        (Glg. 3.80) 

Glg. 3.80 

Wie sich anhand dieses Beispieles leicht nachvollziehen lässt, ergibt sich für die Kreuz-

kovarianzmatrix cover(t1,t2) das gleiche Ergebnis, so dass man insgesamt für die Ent-

wicklungsgleichung der Fehlerkovarianzmatrix bekommt 
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Glg. 3.81 

Das Ergebnis wird erst dann transparent, wenn der Einfluss der Korrelation zwischen 

System- und Prozessrauschen abgeschätzt werden kann. Dazu muss der letzte Summand 

aus (Glg. 3.81) noch etwas genauer untersucht werden. Ausführlich erhält man in Analogie 

zu (Glg. 3.78) und unter Berücksichtigung von (Glg. 3.70) die Kovarianzmatrix von r(t) 
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(Glg. 3.82) 

Auch hier werden wieder aufgrund der nicht vorhandenen Ergodizität der beteiligten 

stochastischen Prozesse die Erwartungswerte quer zu den Prozessen gebildet, und nicht 

entlang der Zeitachse. Demzufolge kann der bezüglich der Erwartungswertbildung kon-

stante Anteil vor die Erwartungswertbildung gezogen werden. Nach wenigen Zwischen-

schritten ergibt sich [Sch89] 
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(Glg. 3.83) 

Für die Erwartungswerte lassen sich die jeweiligen Kovarianzmatrizen einsetzen, so 

dass man 
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(Glg. 3.84) 

erhält. Die Kovarianzmatrizen können durch ihre Ergebnisgleichungen in Analogie z.B. 

zu (Glg. 3.78) ersetzt werden. Es gilt [Sch89]: 
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  (Glg. 3.85) 

Glg. 3.85 

bzw. für den interessierenden Zeitpunkt t1=t2=t: 
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Glg. 3.86 

Daraus resultiert abschließend für die Entwicklungsgleichung der Fehlerkovarianz-

matrix (Glg. 3.81) für den allgemeinen Fall korrelierter Geräusche und t1=t2=t: 
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  (Glg. 3.87) 

Glg. 3.87 

In der Regel geht man allerdings von nicht korrelierten Geräuschvektoren aus, so dass 

die Kreuzterme zu Nullmatrizen werden und man vereinfachend ansetzen kann: 
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Glg. 3.88 

Damit wurde die Voraussetzung geschaffen, neben der bereits erfüllten Forderung der 

Erwartungstreue der Schätzung durch geeignete Wahl von L(t) die Optimierungsaufga-

be auch hinsichtlich der zweiten statistischen Forderung minimaler Fehlervarianz zu 

lösen. Dabei muss abhängig von der sogenannten Korrekturmatrix K(t) die Varianz des 

Beobachterfehlers e(t) minimiert werden. Es gilt [Sch89]: 
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Glg. 3.89 

Der Erwartungswert steht in einem einfachen Verhältnis zur Kovarianzmatrix des Beo-

bachtungsfehlers (Glg. 3.71). Demnach gilt [Kro88] 
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Glg. 3.90 

Die Berechnung der Spur der Matrix und die Erwartungswertbildung kann vertauscht 

werden [Sch89]: 
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 [ ]{ } { }[ ] [ ].))t(,t(spur)t()t(Espur)t()t(spurE TT Kcoveeee e=⋅=⋅  (Glg. 3.91) 

Glg. 3.91 

Die Bedingung von (Glg. 3.89) und die daraus resultierende Ableitung des Ergebnisses 

von (Glg. 3.91) nach der Korrekturmatrix K(t) 
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Glg. 3.92 

kann nicht unmittelbar ausgeführt werden, da die Kovarianzmatrix cove(t,K(t)) des Be-

obachtungsfehlers explizit nicht bekannt ist, sondern nur in Gestalt ihrer Differential-

gleichung (Glg. 3.87) bzw. (Glg. 3.88) vorliegt. Vielmehr muss die Spurbildung anhand der 

Kovarianzdifferentialgleichung des Beobachtungsfehlers durchgeführt werden [Sch89]. 

Prinzipiell erhält man bei der Ableitung der von der Korrekturmatrix K(t) und der Zeit t 

abhängigen Kovarianzmatrix cove(t,K(t)) des Beobachtungsfehlers nach der Zeit t 
[Sch92] 
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Glg. 3.93 

Die Ableitung von (Glg. 3.93) nach der Korrekturmatrix K(t) ergibt in Folge [Sch92]: 
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Glg. 3.94 

Vertauscht man andererseits die Reihenfolge der Ableitungen, dann erhält man [Sch92]: 
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(Glg. 3.95) 

Der Vergleich der beiden Ergebnisse von (Glg. 3.94) und (Glg. 3.95) zeigt unmittelbar die 

Vertauschbarkeit der beiden Ableitungen ohne Beeinflussung des Endergebnisses: 
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Glg. 3.96 

Dieses Zwischenergebnis lässt sich auch auf die Spurbildung anwenden [Sch92]: 
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Glg. 3.97 

Die in (Glg. 3.92) aufgestellte Bedingung zur Minimierung des Beobachtungsfehlers ist 

somit in Form der Gleichung 
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Glg. 3.98 

und damit auf die bekannte Differentialgleichung (Glg. 3.87) bzw. (Glg. 3.88) anzuwenden 

[Sch89]. Der Einfachheit wegen wird bei der nachfolgenden Herleitung von unkorrelier-

ten Geräuschvektoren ausgegangen. Mit der zuvor durchgeführten Substitution Ae(t) 

von (Glg. 3.72) ergibt sich demnach (Glg. 3.88) nach einigen einfachen Umformungen zu 
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Wie sich leicht nachvollziehen lässt, gelten für die Anwendung der Spurbildung auf (Glg. 

3.99) mit anschließender Ableitung der entstehenden Gleichung nach der Korrekturmat-

rix K(t) gemäß (Glg. 3.98) folgende Gesetzmäßigkeiten [Sch89]: 
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Glg. 3.100 

Die Zusammenfassung in der letzten Gleichung von (Glg. 3.100) ergibt sich aufgrund der 
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Spiegelsymmetrie der Matrix Rp(t) bezüglich ihrer Diagonalen. Die Ableitungen der 

restlichen Terme, bei denen die Matrix K(t) nicht vorkommt, werden Null. Damit erhält 

man aus der Differentialgleichung der Fehlerkovarianzmatrix die Bestimmungsglei-

chung für die optimale Korrekturmatrix Kopt(t) in der Form: 
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Glg. 3.101 

Aufgrund der Spiegelsymmetrie der Fehlerkovarianzmatrix cove(t) (siehe (Glg. 3.90)) gilt 

demnach [Kro88; Sch74]: 
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Glg. 3.102 

Als letzter Schritt wird noch das Ergebnis von (Glg. 3.102) in (Glg. 3.99) eingesetzt. Es ergibt 

sich die sogenannte Riccati-Differentialgleichung [Kro88], deren Lösung zur Bestimmung 

der optimalen Rückführmatrix von (Glg. 3.102) benötigt wird [Chu99; Hon93, Sch74]. 
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Glg. 3.103 

Auch hier gilt wieder Spiegelsymmetrie bezüglich der Diagonalen für die Matrix Rp(t) 

und für die Kovarianzmatrix cove(t) des Beobachterfehlers, so dass sich das Ergebnis zu 

(Glg. 3.103) vereinfachen lässt. Damit geht die ursprünglich lineare Entwicklungsglei-

chung (Glg. 3.88) in die in Bezug auf die Kovarianzmatrix des Beobachterfehlers cove(t) 

quadratische und damit nichtlineare Riccati-Gleichung (Glg. 3.103) des Filterproblems 

über. 

In der konkreten Anwendung muss eine an die Problemstellung angepasste Vorgehens-

weise zur Lösung der Riccati-Differentialgleichung gefunden werden [Mer95], so dass die 

daraus gewonnene Kovarianzmatrix cove(t) des Beobachtungsfehlers fortwährend in die 

Bestimmung der optimalen Rückführmatrix Kopt(t) des Kalman-Beobachters einfließen 

kann. Dies kann bei aufwendigen Grundsystemen durchaus zu erheblichen Schwierig-

keiten in der Realisierung führen, da der Berechnungsaufwand mit zunehmender Sys-

temordnung steigt und eine Verarbeitung der anfallenden Daten im für den Beobachter-

ansatz geforderten Echtzeit-Modus immer schwieriger wird. Demgegenüber ändert sich 
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am prinzipiellen Aufbau der Entwurfsgleichungen und in der Berechnungsmethode 

selbst bei zunehmender Systemordnung nichts, so dass der Systementwurf die gleiche 

Transparenz besitzt wie bei Systemen niedriger Ordnung. 

Eine erhebliche Vereinfachung kann in diesem Zusammenhang beim Entwurf der Glei-

chungen erreicht werden, wenn auf eine dynamische Rückführmatrix Kopt(t) verzichtet 

und eine eingeschwungene Korrekturmatrix Kopt(t→∞)=K∞ eingesetzt wird. Der Ansatz 

beschränkt sich dann auf zeitinvariante Systeme, die häufig mit stationären Rauschpro-

zessen verknüpft sind. Dementsprechend ergibt sich für die Zustandsdifferentialglei-

chung des Beobachters 
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Glg. 3.104 

Für die stationäre Rückführmatrix K∞ folgt unmittelbar aus (Glg. 3.102) 
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Glg. 3.105 

wobei für die Ableitung der Fehlerkovarianzmatrix [Sch93] 
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Glg. 3.106 

gilt und somit beispielhaft für den Fall unkorrelierter Geräusche die Fehlerkovarianz-

matrix die nichtlineare Riccati-Differentialgleichung 
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Glg. 3.107 

erfüllen muss. Die Übertragungsmatrix des Kalman-Beobachters mit y(t) als Eingang 

und xB(t) als Ausgang des Beobachtersystems ergibt sich nach geeigneter Umstellung 

von (Glg. 3.104) und Transformation in den Laplace-Bereich bei verschwindenden An-

fangsbedingungen zu [Sch93] 
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Glg. 3.108 

Prinzipiell nähert man sich hier dem Wiener-Ansatz wieder an [Sch74], allerdings mit 
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dem entscheidenden Vorteil eines systematischen und transparenten Entwurfes, bei dem 

die stochastischen Kenngrößen der stationären Rauschprozesse einfließen. Grundsätz-

lich basieren beide Ansätze auf dem sogenannten Orthogonalitätsprinzip: Eine Größe 

x(t) wird mit Hilfe von y(t) über einen linearen Operator Γ mit dem Ansatz 
 

 (t))t(B yΓx o=        (Glg. 3.109) 

Glg. 3.109 

so geschätzt, dass der Erwartungswert [Sch74; Sch93] 
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Glg. 3.110 

und damit die Varianz des Schätzfehlers in Abhängigkeit des linearen Operators Γ mi-

nimal wird. Dabei bestimmt sich Γ aus der Orthogonalitätsforderung [Kro88; Sch74; Sch93] 
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Glg. 3.111 

d.h. der Vektor des Beobachtungsfehlers x(t)-xB(t) und der Ausgangsvektor y(t) sind 

orthogonal zueinander. Auch die Gleichungen zum Wiener-Filter (Glg. 3.48) bis (Glg. 3.50) 

von Kapitel 3.1.3.2 sind nach diesem Prinzip hergeleitet worden. 

Mit (Glg. 3.102) zeigt sich wieder der Unterschied zum Luenberger-Beobachter aus der 

Beschreibung von Kapitel 3.1.2 in der Bestimmung der Verstärkungsmatrix im Rück-

führzweig. Beim Luenberger-Beobachter werden zunächst unbekannte Zustandsgrößen 

durch ein zum realen System parallel angeordnetes System geschätzt. Die Struktur der 

Zustandsdifferentialgleichung des Kalman-Beobachters ist identisch mit der des Beob-

achters nach Luenberger. Stochastische Signale bleiben allerdings beim Luenberger-

Beobachter für die Bestimmung von K unberücksichtigt. Während dort die zeitinvarian-

te Rückführmatrix zur Verringerung des Beobachterfehlers nach deterministischen Kri-

terien in Gestalt der gewünschten Beobachterdynamik basierend auf (Glg. 3.8) ausgelegt 

wird, erfolgt die Bestimmung der Rückführmatrix Kopt(t) beim Kalman-Beobachter 

nach einem stochastischen Kriterium, nämlich der Reduzierung der Varianz des Schätz-

fehlers (Glg. 3.89) der Anordnung. Damit fließen in die Berechnung der optimalen Rück-

führverstärkung Kopt(t) die stochastischen Kennwerte von Systemrauschen rs(t) und 

Prozessrauschen rp(t) wunschgemäß mit ein. Andererseits lässt sich der Kalman-

Beobachter, wie oben gezeigt wurde, unter Berücksichtigung stochastischer Störungen 



3 Ermittlung der Phase über Beobachteransatz 

89 

durch die Vorgabe einer stationären Verstärkungsmatrix K∞ leicht in den Luenberger-

Beobachter überführen, was im praktischen Einsatz durchaus aufgrund der deutlichen 

Reduzierung des Berechnungsaufwandes von Vorteil sein kann. Beiden Ansätzen ist 

gemeinsam, Schätzwerte für die Zustandsgrößen des Systems mit Hilfe einer problem-

angepassten Korrekturvorrichtung zu ermitteln, um so einen Einblick in das Systemver-

halten bzw. Größen für eine optimale Regelung eines Systems zu erhalten. Grundsätz-

lich gilt bei stationären Rückführverstärkungen K sowohl beim Luenberger-Beobachter 

wie auch beim stationären Kalman-Beobachter, dass eine höhere Dynamik immer mit 

einer größeren Varianz im Ergebnis erkauft werden muss bzw. eine kleinere Varianz im 

Ergebnis zu einer geringeren Dynamik in der Schätzung führt, wenngleich die Systeme 

mit stationärer Verstärkung wesentlich einfacher zu bestimmen und zu realisieren sind. 

Auch das wird sich später noch in den Beispielen von Kapitel 3.3 zeigen lassen. 

Zum Abschluss dieses Kapitels werden die einzelnen Berechnungsschritte für den Ent-

wurf eines Kalman-Beobachters in einer Grafik nochmals übersichtlich zusammen ge-

stellt (Bild 3.13). Die Herleitung für korrelierte Rauschprozesse rs(t) und rp(t) der optima-

len Rückführmatrix nach 5 und der Riccati-Differentialgleichung nach 6 von Bild 3.13 

lässt sich leicht herleiten. Der linke Zweig mit korrelierten Geräuschen beinhaltet als 

Sonderfall die Ergebnisse des rechten Zweiges mit unkorrelierten Geräuschen, da in 

diesem Fall Rsp(t) und Rps(t) Nullmatrizen sind und die korrespondierenden Gleichun-

gen ineinander überführt werden können. Die beiden im Entwurf geforderten statisti-

schen Eigenschaften der Erwartungstreue und der minimalen Varianz des Schätz- bzw. 

Beobachterfehlers legen die Struktur fest und sorgen letztendlich dafür, des der Kal-

man-Filterentwurf zu optimalen Schätzwerten bei linearen Systemen führt, die von wei-

ßen, Gauß-verteilten Prozessen gestört werden. 

Wenn stationäre Rauschprozesse und zeitinvariante Systeme in der Gestalt einer zeit-

unabhängigen Systemmatrix A und einer zeitunabhängigen Ausgangsmatrix C vorlie-

gen, lässt sich die dynamische Korrekturmatrix in eine statische Verstärkungsmatrix 

überführen. Dementsprechend verlieren alle Matrizen in Bild 3.13 ihre Zeitabhängigkeit 

und die zeitliche Ableitung der Fehlerkovarianzmatrix wird zu einer Nullmatrix. 

Unabhängig von der Gestalt der vorliegenden Rauschprozesse bzw. vom Zeitverhalten 

der beteiligten Matrizen muss nach der Aufstellung der Riccati-Differentialgleichung 

diese geeignet gelöst werden. 
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 Ansatz lineare Differentialgleichung für Schätzvektor
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Bild 3.13: Bearbeitungsschritte nach Kalman für korrelierte und unkorrelierte Rauschprozesse rs(t) und rp(t) 

 

Die daraus resultierende Fehlerkovarianzmatrix ist zur Bestimmung der Kalman-

Korrekturmatrix erforderlich, die wiederum die Differenz der Ausgangsgrößen von Sys-
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tem und Beobachter verstärkt. Dabei führt beispielsweise eine geringe Fehlerkovarianz 

und ein hohes Prozessrauschen unter der vereinfachenden Annahme eines zeitinvarian-

ten Systems und unkorrelierter Rauschvektoren gemäß (Glg. 3.105) mit konstanter Aus-

gangsmatrix C zu einer betragsmäßig kleinen Gewichtung der Differenz der beiden 

Ausgangsgrößen und damit zu einer schwachen Korrektur der Zustandsvariablen im 

Beobachter. Damit wird eine starke Beeinträchtigung der Schätzung durch das Prozess-

rauschen verhindert. Demgegenüber führt eine hohe Fehlerkovarianz und eine damit 

verbundene große Abweichung der Schätzung und ein gleichzeitig geringes Prozessrau-

schen zu einer starken Gewichtung der Differenz der Ausgangsgrößen, so dass eine 

schnelle Anpassung der Zustandsgrößen im Beobachter gegeben ist. Grundsätzlich gel-

ten diese Einflüsse auch für zeitvariante Systeme, allerdings ist dann das zeitliche Ver-

halten der Ausgangsmatrix C(t) in die Überlegungen mit einzubeziehen. 

Auch an dieser Stelle zeigt sich wieder ein entscheidender Unterschied zum Wiener-

Ansatz. Während sich dort unter der Voraussetzung zeitinvarianter Systeme und zusätz-

lich stationärer Rauschprozesse eine über die Zeit konstante Gewichtung ergeben wür-

de, führt die Annahme zeitinvarianter System und stationärer Geräusche beim Kalman-

Ansatz auf eine zeitveränderliche Verstärkung Kopt(t) der Differenz der Ausgangssigna-

le von System und Beobachter. Damit liefert der Kalman-Entwurf bereits während des 

Einschwingens optimale Schätzwerte für die gesuchte Zustandsvariablen. 

Die in der Herleitung angenommenen Rauschprozesse in Gestalt des System- und Pro-

zessrauschens müssen nicht zwangsläufig als weißer Prozess vorausgesetzt werden. 

Auch nicht-weiße Rauschprozesse können in der Herleitung berücksichtigt werden, so 

sie denn auftreten und sich nachweisen lassen. Allerdings lassen sich solche Prozesse 

als Ausgang eines linearen Systems, dessen Eingangsgröße ein weißer Prozess ist, auf 

weiße Rauschprozesse zurückführen. Das hat den Vorteil, dass zwei lineare Systeme in 

Reihe geschaltet sind, die zusammengefasst werden können und rein formal zu den 

gleichen Ergebnissen führen, wie sie oben hergeleitet wurden [Wrz73]. 

Mit diesen Betrachtungen und den Gleichungen von Bild 3.13 unter der Berücksichtigung 

aller möglicher Derivate hinsichtlich Zeitinvarianz des zugrundeliegenden Systems, 

stationärer Rauschprozesse, korrelierter Geräusche oder stationärer Verstärkung K∞ ist 

der allgemeine Kalman-Filterentwurf abgeschlossen. 
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3.2 Entwurf eines Beobachters zur Phasenschätzung 

Wie in der Einführung erwähnt wurde, gehen evozierte Potentiale trotz Mehrfachrei-

zung mit anschließender Mittelung im Spontan-EEG oftmals unter. Dadurch sind sie 

nur schwierig oder gar nicht zu detektieren, obwohl ein physiologischer Zusammenhang 

zwischen der Reizung und den Ableitorten besteht. Gerade in den letzten Jahren hat sich 

deshalb die Erkenntnis durchgesetzt, dass sich die Phaseninformation neben den Ampli-

tudenwerten bzw. neben amplitudenbezogenen Parametern im EEG als ein weiterer 

wichtiger und vor allem zuverlässiger Indikator für eine ereigniskorrelierte Reaktion im 

Kortex darstellt. Im Vergleich zu amplitudenbezogenen Parametern ist die Phasenin-

formation oftmals der bessere Ansatz, da sich eine funktionelle Kopplung zwischen 

Hirnarealen nicht zwangsläufig in einer erhöhten amplitudenbezogenen Aktivität in den 

kortikalen Arealen widerspiegelt. Außerdem bleiben Schwankungen in der Amplitude 

bei der Auswertung der Phaseninformation unberücksichtigt. Die physiologische Rele-

vanz der Phaseninformation beruht auf der These, dass die durch einen Reiz hervorgeru-

fene Veränderung im EEG in der Phase nicht mehr frei variiert bzw. in ihrer Verteilung 

deutlich eingeschränkt ist. Die funktionelle Kopplung von Hirnarealen ist physiologisch 

so zu erklären, dass sich der Informationsaustausch über die axonalen Verbindungen der 

Areale vollzieht, wobei die axonalen Transmissionszeiten für die Phasenverschiebung 

der Kopplung verantwortlich sind. Die Transmissionszeiten für ein gegebenes Neuro-

nenpaar verändern sich nur gering. Damit bleiben auch die gemessenen Phasen bzw. die 

Phasendifferenzen über die Zeit relativ konstant [Goe97]. 

Wie im Kapitel 2 ausgeführt wurde, gibt es einige Ansätze zur Phasenschätzung im 

EEG, die hauptsächlich auf der Fourier-Transformation beruhen. Die vorliegende Me-

thode baut auf ein Zustandsmodell auf, das die mathematischen Zusammenhänge der 

Phasenbeziehungen im Kortex und hier speziell der visuellen Übertragungsstrecke in 

einem einfachen Ansatz beschreibt. Da auf die Phase als Argument einer harmonischen 

Schwingung messtechnisch nicht unmittelbar zugegriffen werden kann, wird ein Zu-

standsbeobachter aufgebaut, dessen Zustandsgröße die gesuchte Phase nachbildet. Da-

mit werden Untersuchungen der Phase von steady-state visuell evozierten Potentialen 

durchgeführt. Die Phase von steady-state VEPs hat bisher in der Literatur vergleichs-

weise wenig Beachtung gefunden. Unter der Berücksichtigung von stochastischen Ein-
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flüssen auf das Messsignal lässt sich mit der hier vorgestellten Methode die Phase und 

deren dynamisches Verhalten über die Zeit sehr gut beobachten bzw. rekonstruieren, 

wie Analysen mit simulierten und gemessenen realen Daten deutlich zeigen. Darüber 

hinaus ergeben sich mit der Methode noch weitere Vorteile im Vergleich zu bestehen-

den Verfahren, insbesondere im Hinblick auf die einfache Struktur, auf die Echtzeit-

Fähigkeit und dem durch ihren speziellen Aufbau möglichen weiteren Entwicklungspo-

tential hinsichtlich systemadaptiver Ansätze. 

Ausgehend von der allgemeinen Herleitung eines Kalman-Beobachters im vorherge-

henden Kapitel 3.1.3.2 erfolgt anschließend der Entwurf eines Beobachters für die Pha-

se von steady-state visuell evozierten Potentialen. Dabei wird immer wieder Bezug auf 

die Entwicklungsgleichungen von oben genommen, um die Systematik im Entwurf auf-

zuzeigen und die Transparenz zu wahren. Darauf aufbauend werden die mathemati-

schen Zusammenhänge für eine Laufzeitmessung zwischen unterschiedlichen Ableitor-

ten des Kortex zusammen gestellt. Im letzten Kapitel dieses Unterabschnittes wird ein 

Derivat des Phasenschätzers auf der Basis des entwickelten Zustandsbeobachters herge-

leitet, das zur Detektion visuell evozierter Potentiale dient. 

3.2.1 Systemtheoretische Zusammenhänge zur Phasenschätzung 

Die Modellierung des zugrundeliegenden Prozesses im Zustandsraum ist eine Haupt-

aufgabe bei der Lösung des Schätzproblems. Im vorliegendem Fall entwickelt sich die 

Zustandsgröße gemäß (Glg. 3.51) und entsprechend dem für den Filterentwurf üblichen 

Ansatz aus dem weißen, Gauß-verteilten Systemrauschen rs(t) [Bram94; Föl90; Hän01; Kro88; 

Lof90; Sch89; Sch92; Wrz73], so dass sich für die Zustandsdifferentialgleichung des System-

modells folgender linearer Zusammenhang ergibt: 
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     (Glg. 3.112) 

Glg. 3.112 

Die Systemmatrix ist in dem hier vorliegenden skalaren Fall durch die zeitunabhängige 

Systemvariable a beschrieben. Den Anfangszustand des Systems kennzeichnet ϕ(0). 

Bei der verwendeten steady-state-Reizung geht man von einer harmonischen Reizant-
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wort y(t) mit der Phase ϕ(t) aus. Die Reizantwort ist im Modellansatz mit weißem, 

Gauß-verteiltem Rauschen rp(t) gestört. Die Periode der visuellen Reizung wird durch 

die Kreisfrequenz ω=2·π·f vorgegeben. Dementsprechend erhält man für die Reizant-

wort bzw. für das Ausgangssignal des zu modellierenden Systems 
 

 ).t(r)t(y)t(r))t(tsin(ŷ)t(y psp +=+ϕ+ω⋅=    (Glg. 3.113) 

Glg. 3.113 

Im Hinblick auf die Bedeutung für den Ansatz wird der nichtlineare Anteil der Aus-

gangsgleichung gesondert mit ys(t) bezeichnet. Das nachfolgende Blockschaltbild (Bild 

3.14) fasst die Zustandsdifferentialgleichung und die Ausgangsgleichung zum System-

modell zusammen. Im Ansatz wird angenommen, dass Prozessrauschen rp(t) und Sys-

temrauschen rs(t) unkorreliert und mittelwertfrei sind. Außerdem wird im Blockschalt-

bild der Beobachter für die Bestimmung der gesuchten Phase in Anlehnung an Bild 3.11 

wiedergegeben. Damit ist es möglich, die als Argument einer sinusförmigen Funktion 

messtechnisch verborgene Phase ϕ(t) der harmonischen Reizantwort unmittelbar in 

Form der Zustandsvariablen ϕB(t) zu schätzen, wenngleich für die Auswertung zunächst 

nur das mit dem Prozessrauschen rp(t) gestörte Signal y(t) zur Verfügung steht. 
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Bild 3.14: Signalmodell mit Beobachteransatz 

 

Der Signalanteil ys(t) von (Glg. 3.113) liefert keinen linearen Zusammenhang zwischen der 

Zustandsgröße ϕ(t) und der Ausgangsgröße y(t) des Systemmodells, wie dies bei der 

allgemein gültigen vektoriellen Ausgangsgleichung (Glg. 3.52) des Kalman-Filterentwurfs 

der Fall ist. Ein linearer Zusammenhang wird allerdings für den Entwurf eines Kalman-

Beobachters vorgesehen, so dass der nichtlineare Anteil ys(t) über eine Taylor-

Approximation der Sinusschwingung mit Abbruch der Reihe nach ihrem linearen Anteil 

ersetzt werden muss. Generell erhält man für ein Taylor-Polynom Tn(x), das die Funkti-
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on f(x) in einer Umgebung des Entwicklungspunktes xo annähert [Fel87; Mey90]: 
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 (Glg. 3.114) 

Glg. 3.114 

Die Anwendung der Approximation auf den nichtlinearen Anteil der Ausgangsglei-

chung ys(ϕ(t),t) in einer Umgebung von ϕo(t) und Abbruch der Reihe vor dem quadrati-

schen Glied ergibt das folgende lineare Polynom. 
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Glg. 3.115 

Damit ist der Zugang zum Kalman-Filterentwurf geschaffen. In der Ausgangsgleichung 

y(t) von (Glg. 3.113) lässt sich nach wenigen Zwischenschritten angeben: 
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Glg. 3.116 

In Analogie zu (Glg. 3.52) ergibt sich so der gewünschte lineare Zusammenhang zwischen 

der Ausgangsgröße yl(t) und der Phase ϕ(t) zunächst in der Form 
 

 )t),t((l)t()t(C)t),t((y ool ϕ+ϕ⋅=ϕ      (Glg. 3.117) 

Glg. 3.117 

mit dem Ausgangsskalar 
 

 ( ))t(tcosŷ)t(C oϕ+ω⋅=       (Glg. 3.118) 

Glg. 3.118 

und dem Zusatzterm 
 

 )).t(tcos(ŷ)t())t(tsin(ŷ)t),t((l ooooo ϕ+ω⋅⋅ϕ−ϕ+ω⋅=ϕ  (Glg. 3.119) 

Glg. 3.119 

Der Einfachheit halber wird in den Gleichungen anstelle des durch die Linearisierung 

hervorgerufenen Ungleichheitszeichen das Gleichheitszeichen verwendet. Der durch 



3 Ermittlung der Phase über Beobachteransatz 

96 

den Abbruch des Taylor-Polynoms für n≥2 entstehende Fehler bleibt damit unberück-

sichtigt. Die später dokumentierten Ergebnisse mit simulierten Daten belegen, dass die 

Näherung durch die ersten beiden Glieder der Taylor-Reihe mit hinreichender statisti-

scher Genauigkeit berechtigt ist. 

Mit der Linearisierung lassen sich unter Anwendung von (Glg. 3.62) und in Analogie zu 

Schritt 1 und 2 von Bild 3.13 die Zustandsgleichungen des Beobachters angeben. Über-

trägt man die lineare Differentialgleichung von (Glg. 3.62) auf die hier gültigen Größen, 

erhält man den Ansatz für die Differentialgleichung der geschätzten Phase zu 
 

 ).t(y)t(K)t()t(L)t( BB ⋅+ϕ⋅=ϕ&      (Glg. 3.120) 

Glg. 3.120 

Für die zeitliche Ableitung des Schätz- bzw. Beobachterfehlers gilt nach (Glg. 3.63) in 

Verbindung mit (Glg. 3.112) und unter Berücksichtigung der Taylor-Approximation nach 

(Glg. 3.116) für den linearen Ansatz: 
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Glg. 3.121 

Die rechte Seite der obigen Differentialgleichung wird mit dem Term 
 

)t(y)t(K)t(y)t(K)t(a)t(a BBBB ⋅−⋅+ϕ⋅−ϕ⋅    (Glg. 3.122) 

Glg. 3.122 

erweitert, wobei yB(t) die Ausgangsgleichung des Beobachters darstellt. Aufgrund der 

Strukturgleichheit von System und parallelem Beobachter lässt sich die Ausgangsglei-

chung des Parallelsystems aus (Glg. 3.117) unmittelbar angeben: 
 

 ).t),t((l)t()t(C)t),t((y)t(y ooBBlB ϕ+ϕ⋅=ϕ=    (Glg. 3.123) 

Glg. 3.123 

Man erhält damit für die Differentialgleichung des Beobachterfehlers 
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Fasst man die Glieder der Differentialgleichung geeignet zusammen und ersetzt die Dif-

ferenz der Phasen durch den Beobachterfehler des zu entwerfenden Phasenschätzers 
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 ),t()t()t(e Bϕ−ϕ=        (Glg. 3.124) 

Glg. 3.124 

resultiert nach wenigen Zwischenschritten mit (Glg. 3.123): 
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Mit der genannten Voraussetzung der Mittelwertfreiheit von System- und Prozessrau-

schen wird die Bedingung von (Glg. 3.64) genau dann erfüllt, wenn gilt: 
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  (Glg. 3.125) 

Glg. 3.125 

Aufgrund der geeigneten Wahl der Erweiterung von (Glg. 3.122) ist der Term L(t)·ϕB(t) 

nicht mehr von der Phase ϕ(t) des realen Systems abhängig, so dass man zusammenfas-

send die Zustandsdifferentialgleichung des Beobachters entsprechend Schritt 3 von Bild 

3.13 unter Berücksichtigung von (Glg. 3.120) mit 
 

 ( ))t(y)t(y)t(K)t(a)t( BBB −⋅+ϕ⋅−=ϕ&     (Glg. 3.126) 

Glg. 3.126 

angeben kann. Das Blockschaltbild von Modell und Beobachter zeigt Bild 3.15: 
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Bild 3.15: Systemmodell und Zustandsbeobachter zur Schätzung der Phase eines steady-state VEPs 
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Damit ist durch den Faktor L(t) die erste der beiden statistischen Entwurfsbedingung 

der erwartungstreuen Schätzung von ϕB(t) erfüllt und gleichzeitig die Struktur des Be-

obachters festgelegt worden. Die zweite Bedingung der minimalen Fehlervarianz der 

Schätzung wird noch durch die geeignete Wahl des Faktors K(t) zu erfüllen sein. 

Mit (Glg. 3.126) und der Ausgangsgleichung (Glg. 3.123) ist die Grundlage für den systemati-

schen Entwurf des Beobachters gegeben. 

Prinzipiell lässt sich der hier zu entwickelnde Phasenschätzer sowohl als Luenberger-, 

als auch als Kalman-Beobachter entwerfen, wobei beide Ansätze für sich genommen 

ihre Vorteile haben. Aufgrund der allgemeinen Gültigkeit des Kalman-Ansatzes für 

zeitvariante Grundsysteme und instationäre Rauschprozesse, und der Übertragbarkeit 

des Kalman-Ergebnisses auf die Struktur des Luenberger-Beobachters, erfolgt die Her-

leitung der Zusammenhänge auf der Basis des Kalman-Ansatzes. Das lässt sich bereits 

aus der Verwendung einer zeitveränderlichen Rückführverstärkung K(t) in (Glg. 3.120) 

erkennen. Somit ist auch die Grundlage geschaffen, das vorgestellte System hinsichtlich 

weiterführender adaptiver Prozesse leicht weiter zu entwickeln. 

Folgt man dem Ablaufplan von Bild 3.13, so muss im nächsten Schritt die Entwicklungs-

gleichung für die Fehlerkovarianz für den eingangs vereinbarten Fall unkorrelierter 

Rauschprozesse aufgestellt werden. Dazu erhält man zunächst für die Differentialglei-

chung des Beobachterfehlers (Glg. 3.121) unter Berücksichtigung des Faktors L(t) aus (Glg. 

3.125) 
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Setzt man in die Gleichung die linearisierten Ausgangsgleichungen von System und 

Beobachter nach (Glg. 3.117) und (Glg. 3.123) ein, ergibt sich nach einigen Zwischenschritten 

mit Bezug auf (Glg. 3.69) 
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Glg. 3.127 

Der durch die Rauschgrößen rs(t) und rp(t) bestimmte Anteil der Gleichung regt dem-

nach den Beobachterfehler im Gesamtsystem an, der mit Hilfe der skalaren Verstärkung 

K(t) zu beseitigen ist. Fasst man auch hier aus Gründen der einfacheren Schreibweise 

die Systemvariable des Beobachterfehlers zu 
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Glg. 3.128 

zusammen, resultiert mit 
 

 )t(r)t(K)t(r)t(r ps ⋅−=       (Glg. 3.129) 

Glg. 3.129 

für den interessierenden Fall t1=t2=t die skalare Entwicklungsgleichung der Kovarianz 

des Beobachterfehlers in Anlehnung an (Glg. 3.74) zu 
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Glg. 3.130 

Es sei an dieser Stelle nochmals angemerkt, dass auch hier wieder die Erwartungswerte 

quer zum Prozess gebildet werden. Für die Lösung der Entwicklungsgleichung für die 

Fehlerkovarianz muss der Produkterwartungswert zwischen der Störgröße r(t) und dem 

Beobachterfehler e(t) gelöst werden. Erweitert man die inhomogene Differentialglei-

chung (Glg. 3.127) unter Berücksichtigung von (Glg. 3.128) und (Glg. 3.129) mit dem Faktor 

exp(-ae·t), erhält man nach einer einfachen Umordnung der Elemente [Föl90] 
 

 ( ) ( ) ( ) ).t(rtaexp)t(eataexp)t(etaexp eeee ⋅⋅−=⋅⋅⋅−−⋅⋅− &  (Glg. 3.131) 

Glg. 3.131 

Nach der Produktregel der Differentialrechnung resultiert andererseits auch die Glei-

chung 
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so dass man insgesamt nach dem Vergleich der beiden Gleichungen zusammenfassend 

schreiben kann: 
 

 ( ) ).t(r)taexp()t(e)taexp(
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d
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Glg. 3.132 

Aus der Integration vom Startzeitpunkt t0 bis zum Zeitpunkt t ergibt sich nach einigen 

Zwischenschritten und Zusammenfassungen die Lösung der Differentialgleichung (Glg. 

3.127) für den Beobachterfehler [Föl90] 
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Glg. 3.133 

Dies entspricht (Glg. 3.75) mit ))tt(aexp()t,t( 0e0e −⋅=Θ . Damit erhält man in Analogie 

zu (Glg. 3.77) für den Produkterwartungswert aus (Glg. 3.130) für den allgemeinen Fall un-

terschiedlicher Zeitpunkte t1 und t2 und für verschwindende Anfangsbedingungen 
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Glg. 3.134 

mit der Kovarianz covr(t1,t2) für die weiße, mittelwertfreie instationäre Störfunktion r(t) 

gemäß (Glg. 3.78) 
 

 { } ).tt()t(R)t(r)t(rE)t,t(cov 211r2121r −∂⋅=⋅=    (Glg. 3.135) 

Glg. 3.135 

Die Größe Rr(t1) entwickelt sich aus der Betrachtung des Leistungsspektrums eines 

zeitveränderlichen weißen Prozesses, gekennzeichnet durch den im Spektrum zum Zeit-

punkt t über alle Frequenzen ω konstanten Wert R(ω,t)=R0(t). Aus der inversen Fourier-

Transformation erhält man für den idealen weißen instationären Rauschprozess die Au-

tokorrelationsfunktion Φr(t1,t2) 
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Glg. 3.136 

Aus der Korrelationsfunktion Φr(t1,t2) lässt sich unmittelbar die Autokovarianzfunktion 

covr(t1,t2) unter Berücksichtigung des Mittelwertes der Störfunktion r(t) ermitteln, der in 

den allermeisten Fällen zu Null gesetzt wird, so dass die Autokorrelationsfunktion iden-

tisch ist mit der Autokovarianzfunktion. Damit ist die Variable Rr(t1) proportional zu 

der spektralen Kenngröße R0(t1) des Rauschprozesses. 

Setzt man das Ergebnis von (Glg. 3.135) in (Glg. 3.134) ein, resultiert daraus für den hier inte-

ressierenden Fall t1=t2=t aufgrund der Ausblendeigenschaft der Deltafunktion (Glg. 3.79) 

in Analogie zu (Glg. 3.80): 
 



3 Ermittlung der Phase über Beobachteransatz 

101 

 ).t(R
2
1)t(cov rre ⋅=        (Glg. 3.137) 

Glg. 3.137 

Damit ergibt sich für die Entwicklungsgleichung der Fehlerkovarianz 
 

 ),t(R)t(cova2)t(voc reee +⋅⋅=&      (Glg. 3.138) 

Glg. 3.138 

und in der ausführlichen Schreibweise der Störfunktion r(t) von (Glg. 3.129) unter Zuhilfe-

nahme von (Glg. 3.82) bis (Glg. 3.87), übertragen auf skalare Verhältnisse für unkorrelierte 

Rauschprozesse rs(t) und rp(t) gemäß (Glg. 3.88) mit M(t)=1 und Schritt 4 von Bild 3.13: 
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Glg. 3.139 

Die Optimierungsaufgabe besteht nun darin, die Varianz des Beobachterfehlers in Ab-

hängigkeit von K(t) zu minimieren. Für den einfachen skalaren Fall gilt unter der Vor-

gabe eines mittelwertfreien Beobachterfehlers: 
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Glg. 3.140 

Wie bereits besprochen steht die Kovarianzfunktion des Beobachterfehlers nicht unmit-

telbar zur Verfügung, sondern nur deren zeitliche Ableitung, so dass die aus (Glg. 3.140) 

zu entwickelnde Bedingung 
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Glg. 3.141 

nicht aufgestellt werden kann. Vielmehr muss diese Bedingung in Anlehnung an (Glg. 

3.98) auf die Differentialgleichung der Fehlerkovarianz (Glg. 3.139) angewendet werden. In 

der ausführlichen Schreibweise für die Substitution ae (Glg. 3.128) resultiert für die Ablei-

tung nach K(t) 
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Glg. 3.142 

Daraus bekommt man für die optimale Verstärkung Kopt(t) unter der Voraussetzung 

unkorrelierter Geräusche nach 5 von Bild 3.13 
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Glg. 3.143 

was sich auch unmittelbar aus der vektoriellen Herleitung von (Glg. 3.102) ableiten lässt. 

Damit ist der zweite freie Parameter von (Glg. 3.120) festgelegt und die zweite statistische 

Bedingung einer Schätzung mit minimaler Varianz erfüllt. 

Für das Ausgangsskalar C(t) kann man den Zusammenhang nach (Glg. 3.118) einsetzen. 

Für die optimale Verstärkung des Beobachters ergibt sich dann 
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Glg. 3.144 

Damit erhält man für die Zustandsdifferentialgleichung des Beobachters (Glg. 3.126) unter 

Berücksichtigung von (Glg. 3.123) 
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(Glg. 3.145) 

Der Entwicklungspunkt der Taylor-Reihenentwicklung ϕo(t) wird mit der geschätzten 

Phase des Beobachters ϕB(t) gleichgesetzt, so dass für die obige Differentialgleichung 

des Beobachters folgender Zusammenhang folgt: 
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(Glg. 3.146) 

In Anbetracht der nichtlinearen Struktur des Systemmodells ergibt sich in der Rück-

führverstärkung Kopt(t) von (Glg. 3.144) ein oszillierender Anteil, der von der gesuchten 

Zustandsgröße ϕB(t) abhängig ist. Das herkömmliche Ergebnis der Rückführverstärkung 

eines Kalman-Beobachters enthält diese Abhängigkeit nicht. Vielmehr ist dort die Ver-

stärkung im Wesentlichen eine Funktion der Störgrößen mit exponentiellem Verlauf. 

Der Anteil in Gestalt der Cosinusfunktion hat hier in erster Linie eine demodulierende 

Wirkung für die harmonischen Signalanteile in (Glg. 3.146) und ist dementsprechend vom 

Ansatz her nicht dem gewöhnlichen Kalman-Faktor Kopt(t) zuzuordnen, sondern dem 
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Klammerausdruck in (Glg. 3.146). Diesem Umstand kann dadurch Rechnung getragen 

werden, indem (Glg. 3.144) nochmals aufgespaltet wird in 
 

 ))t(tcos()t(K)t(K oopt,lopt ϕ+ω⋅=      (Glg. 3.147) 

Glg. 3.147 

mit 
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Glg. 3.148 

In der Konsequenz daraus resultiert für das Ausgangsskalar C(t) nach (Glg. 3.118) die auf 

den linearen Ansatz angepasste Schreibweise 
 

 ( ) .ŷCmit)t(tcosC)t(C lol =ϕ+ω⋅=     (Glg. 3.149) 

Glg. 3.149 

Daraus lässt sich für den Beobachter das Blockschaltbild von Bild 3.16 ableiten. Wie aus 

(Glg. 3.146) bzw. aus Bild 3.16 ersichtlich ist, geht in die Schätzung des aktuellen Phasen-

wertes die Fehlerkovarianz cove(t) ein. Dazu muss die Differentialgleichung der Fehler-

kovarianz vom Riccati-Typ gelöst werden, was je nach zugrundeliegendem System mit 

einigem Aufwand verbunden sein kann und damit unter Umständen zu Schwierigkeiten 

in der Realisierung führt. 

Die skalare nichtlineare Differentialgleichung der Fehlerkovarianz vom Riccati-Typ 

erhält man im letzten Schritt 6 von Bild 3.13, indem man (Glg. 3.143) in (Glg. 3.139) einsetzt. 
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Bild 3.16: Zustandsbeobachter mit optimaler Verstärkung Kopt(t) 
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Mit (Glg. 3.128) ergibt sich: 
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Glg. 3.150 

Hier lässt sich eine Vereinfachung vornehmen und damit die Umsetzungshöhe des Ver-

fahrens reduzieren. Zunächst wird in (Glg. 3.150) der Zusammenhang des Ausgangsskalars 

C(t) von (Glg. 3.118) für den Entwicklungspunkt ϕo(t)=ϕB(t) eingesetzt: 
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(Glg. 3.151) 

Die Zweierpotenz der Cosinusfunktion lässt sich schreiben zu 
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Bleiben höhere Frequenzen für die Bestimmung der Fehlerkovarianz cove(t) unberück-

sichtigt, kann man (Glg. 3.151) entsprechend vereinfachen: 
 

 ).t(R)t(cov
)t(R2
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Glg. 3.152 

Ebenso lässt sich die Vereinfachung des Ansatzes auf die Zustandsdifferentialgleichung 

des Beobachters bei geeigneter Wahl des Systemparameters a und damit bei Unter-

drückung höherer Frequenzanteile übertragen. Das Grundsystem des Beobachters von 

Bild 3.16 entspricht bei negativer Rückkopplung einem Tiefpass, dessen Eckfrequenz 

durch den Parameter a bestimmt wird. Man erhält damit aus (Glg. 3.146) bei gewünschtem 

Tiefpassverhalten des Systems unter der Berücksichtigung der Produktregel für trigo-

nometrische Funktionen 
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Glg. 3.153 

so dass sich das Blockschaltbild (Bild 3.16) nochmals erheblich vereinfacht (Bild 3.17). 
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Bild 3.17: Vereinfachter Beobachter zur Phasenschätzung 

 

Damit ist die Herleitung des Beobachters zur Schätzung der Phase von visuell evozier-

ten steady-state Potentialen nach der allgemeinen Kalman-Entwurfsmethode von Bild 3.13 

abgeschlossen. In der weiteren Betrachtung wird davon ausgegangen, dass während der 

visuellen Stimulation stationäre Rauschprozesse vorliegen. Bei den bereits zu Beginn 

der Herleitung vorausgesetzten mittelwertfreien Störgrößen bedeutet dies auch eine 

konstante bzw. in erster Näherung nur unwesentlich zeitveränderliche Leistung der be-

teiligten Rauschprozesse rp(t) und rs(t) im Modell. Das Gesamtsystem wird dann hin-

sichtlich Lösung und Realisierung erheblich vereinfacht. Demzufolge wird aus der ur-

sprünglichen Differentialgleichung vom Riccati-Typ (Glg. 3.152) für stationäre Rausch-

prozesse eine elementar integrierbare Differentialgleichung erster Ordnung [Fel87; Mer95], 

deren Lösung sich nach (Glg. 3.152) mit Rs(t)=Rs und Rp(t)=Rp und der Substitution 
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Glg. 3.154 

durch Trennung der Veränderlichen und Integration über die Zeit [Mer95; Fel87] 
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Glg. 3.155 

ergibt. Für den Integranden der linken Seite wird eine Partialbruchzerlegung vorge-

nommen, so dass man nach einiger Zwischenrechnung schreiben kann: 
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Glg. 3.156 

Die Integration führt dann unter Berücksichtigung der Logarithmengesetze zu 
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Glg. 3.157 

wenn der Beginn der Betrachtungen mit t0=0 gesetzt und der Anfangswert der Fehler-

kovarianz cove(t=0) mit cove0 angegeben wird. Löst man (Glg. 3.157) nach der Fehlerkova-

rianz auf, ergibt sich 
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Glg. 3.158 

mit der Substitution 
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Glg. 3.159 

was unmittelbar in die Bestimmung der optimalen Rückführverstärkung Kopt(t) von (Glg. 

3.144) eingeht, mit den Nullstellen des Nennerpolynoms ξ1,2 von (Glg. 3.156) und der Sub-

stitution v1 von (Glg. 3.154). In Anlehnung an die Ausführungen von Seite 87 lässt sich der 

Ansatz aus der zuletzt gewonnenen Gleichung für die Fehlerkovarianz in ein Wiener-

Filter überführen. Dazu betrachtet man die Fehlerkovarianz cove,∞ für t→∞ 
 

 1,ecov ξ=∞  

 

und setzt das Ergebnis unter Berücksichtigung des stationären Prozessrauschens Rp in 

die Kalman-Verstärkung von (Glg. 3.148) ein. Man erhält somit 
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Glg. 3.160 

Dies führt zu einer weiteren deutlichen Vereinfachung des Ansatzes, da die Rückführ-

verstärkung Kl,∞ nicht fortlaufend berechnet werden muss. Die Zustanddifferentialglei-

chung des Beobachters ergibt sich mit der stationären Rückführverstärkung gemäß (Glg. 

3.153) zu 
 

( ) ).t(y)t(tcosK)t(a)t( B,lBB ⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ ∞&    (Glg. 3.161) 

Glg. 3.161 

Auf eine in ihrer Struktur identische Differentialgleichung gelangt man, wenn anstatt 

der stationären Verstärkung Kl,∞, die unter Berücksichtigung der das System beeinflus-

senden Rauschprozesse gewonnen wird, eine im Sinne eines Luenberger-Beobachters 

konstante Verstärkung Kl Verwendung findet. Der Wert für Kl wird vorgegeben durch 

die geforderte Beobachterdynamik und die noch vertretbare Varianz der Schätzung. 

Damit ist der Luenberger-Beobachter beschrieben durch 
 

 ( ) ).t(y)t(tcosK)t(a)t( BlBB ⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ&    (Glg. 3.162) 

Glg. 3.162 

Dies stellt die einfachste Realisierung des Phasenschätzers dar, bei dem die Rauschpro-

zesse keine quantitative Beachtung mehr finden. Der Wert für Kl wird als Kompromiss 

zwischen dem Einschwingverhalten der Schätzung und der damit verbundenen Varianz 

im Ergebnis ermittelt. 

Das durch (Glg. 3.112) und (Glg. 3.113) beschriebene Modell bildet somit die Grundlage für 

einen Beobachter der Phase von steady-state visuell evozierten Potentialen, der je nach 

Realisierung der Rückführverstärkung Kl(t) unterschiedliches Verhalten zeigt. Die Vor- 

und Nachteile der einzelnen Realisierungen werden im Kapitel 3.3.1.1 anhand von si-

mulierten Daten erläutert und der für die Anwendung geeignetste Ansatz aufgrund der 

erzielten Ergebnisse identifiziert. Allen Beobachtervarianten ist gemeinsam, dass sich 

ihr Ansatz aus einem Regelprozess entwickelt, der auf ein Gütefunktional in Gestalt des 

Beobachterfehlers aufbaut. Die durch die Störprozesse verursachten statistischen 

Schwankungen um den wahren Phasenwert, der im Sinne der Taylor-

Reihenentwicklung als Entwicklungs- oder Betriebspunkt angesehen werden kann, wer-
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den durch den Aufbau des Beobachters minimiert. Verändert sich die Phase bzw. der 

Betriebspunkt, dann stellt sich der Beobachter gemäß der vorhandenen Dynamik auf 

einen neuen Betriebspunkt bzw. einen neuen Phasenwert ein. Auf diese Weise lässt sich 

die Phase der Reizantwort im EEG direkt bestimmen, so dass sich daraus im Echtzeitbe-

trieb wertvolle Informationen für die physiologischen Verarbeitungsprozesse im Kortex 

ableiten lassen. Es lassen sich mit der Methode auch mehrere Ableitorte des Kortex 

gleichzeitig untersuchen und so die Interaktionen zwischen den unterschiedlichen Ab-

leitorten hinsichtlich der Phase darstellen und beobachten. Dieser Zusammenhang wird 

im nachfolgenden Abschnitt aufgezeigt. 

3.2.2 Bestimmung von Laufzeiten mit dem Phasenschätzer 

Jede Phasendifferenz zwischen zwei Ableitorten auf dem Kortex lässt sich in eine Lauf-

zeit der tangentialen Projektion der Reizantwort zwischen diesen beiden Orten umrech-

nen. Voraussetzung für eine genaue Laufzeitmessung ist eine möglichst konsistente 

Schätzung der Phasendifferenz zwischen den Ableitorten. Außerdem muss darauf ge-

achtet werden, dass keine 2π-Vielfachheit in der Phasenbeziehung vorhanden ist und die 

Laufzeitmessung damit eindeutig bleibt. Dies kann dadurch erreicht werden, wenn das 

Feld der Ableitelektroden im interessierenden Areal entsprechend eng appliziert wird. 

Nachdem die vorgestellte Methode die Phase in Echtzeit ermittelt, lässt sich über einen 

einfachen mathematischen Zusammenhang die Laufzeit und deren dynamisches Verhal-

ten über die Zeit beobachten. Demnach ergibt sich die Phasendifferenz zwischen zwei 

Elektroden unter der Voraussetzung entsprechend eng positionierter Elektroden auf dem 

Kortex zu 
 

 ( ) ,tf2ttf2)t()t()t( 2121 ∆⋅⋅π⋅=−⋅⋅π⋅=ϕ−ϕ=ϕ∆   (Glg. 3.163) 

Glg. 3.163 

wobei ϕ1(t) und ϕ2(t) jeweils die Phasen zum Zeitpunkt t an den entsprechenden Ableit-

orten darstellen. Die Frequenz f entspricht der Stimulationsfrequenz. Durch Umstellung 

von (Glg. 3.163) ergibt sich unmittelbar die Laufzeit zwischen den beiden Ableitorten: 
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Glg. 3.164 

Ebenso einfach kann man aus der Laufzeit und aus der Kenntnis des Abstandes ∆s zwi-

schen zwei Elektroden den zeitlichen Verlauf der tangential auf den Kortex projizierten 

Ausbreitungsgeschwindigkeit vs(t) der evozierten Signalkomponente ableiten: 
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Glg. 3.165 

Auf diese Weise lassen sich Geschwindigkeiten bzw. Laufzeiten der Stimulation farb-

lich codieren und als Map auf der Basis der Elektrodenverteilung darstellen und somit 

weiterführende physiologische Erkenntnisse erzielen. 

3.2.3 Detektion harmonischer Signale mit dem Phasenschätzer 

Der eben beschriebene Phasenschätzer lässt sich dahingehend modifizieren, dass er zur 

Detektion harmonischer Signale verwendet werden kann. Dies ist insbesondere dann 

vorteilhaft, wenn die Amplitude der gesuchten sinusförmigen Schwingung im Spontan-

EEG verschwindet, so dass sich aufgrund des Amplitudenverlaufes keine Aussage über 

die Präsenz der harmonischen Signalkomponente im gemessenen Signal anstellen lässt. 

Dazu muss allerdings der modifizierte Beobachter ein deutliches Merkmal generieren, 

das einen eindeutigen Rückschluss auf eine vorhandene Schwingung zulässt. Wird der 

Beobachter wie oben beschreiben als Phasenschätzer betrieben, ermittelt er zwar die 

Phase der Sinuskomponente relativ genau, im Bereich kleiner Phasenwerte lässt sich 

aber oftmals keine klare Angabe darüber anstellen, ob der geschätzte Phasenwert tat-

sächlich aus einer harmonischen Schwingung resultiert. Im Pre-Stimulus-Bereich ergibt 

sich aufgrund der Gleichverteilung der Phasen im Mittel der Wert Null. Somit kann 

man für kleine Phasenwerte die Absenz dieser harmonischen Schwingung nicht mehr 

von deren Präsenz unterscheiden. Einen prägnanten und leicht interpretierbaren Hinweis 

erhält man aber dann, wenn man vom Aufbau aus Bild 3.17 ausgeht und den Beobachter 

im nachrichtentechnischen Sinne in seiner Frequenz um den Anteil ωd verstimmt, so 

dass gilt: 
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 .dB ω−ω=ω         (Glg. 3.166) 

Glg. 3.166 

Für den Beobachter ergib sich dann folgendes Blockschaltbild, bei dem sich im Ver-

gleich zu Bild 3.17 die Grundfrequenz ω in ωB ändert. 
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Bild 3.18: Zustandsbeobachter zur Detektion harmonischer Signalkomponenten 

 

In Verallgemeinerung zu Bild 3.17 wird hier die Rückführverstärkung mit Kl(t) angege-

ben. Stellt man die Zustandsdifferentialgleichung des Beobachters auf, dann erhält man 

in Analogie zu (Glg. 3.153): 
 

 ).t(y))t(tcos()t(K)t(a)t( BBlBB ⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ&    (Glg. 3.167) 

Glg. 3.167 

Multipliziert man die einzelnen Terme miteinander und setzt die Systemvariable a auf 

Null, um nur den Gleichanteil der Phasenänderung von ϕB(t) für die Schätzung zu be-

rücksichtigen, ergibt sich nach einiger Zwischenrechnung bei vernachlässigtem Prozess-

rauschen 
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2
1)t( BBlB ϕ−ϕ+ω−ω⋅⋅⋅=ϕ&    (Glg. 3.168) 

Glg. 3.168 

Höherfrequente Signalanteile werden aufgrund der Wahl der Systemvariable a unter-

drückt. Mit der Verstimmung der Kreisfrequenz nach (Glg. 3.166) ergibt sich somit für die 

Zustandsdifferentialgleichung des Beobachters 
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Glg. 3.169 

Im eingeschwungenem Zustand wird für die stationäre Phase ϕ(t)=ϕ des Ausgangssig-

nals y(t) in Analogie zu den Ausführungen des Phasenschätzers das Argument der Si-

nusfunktion von (Glg. 3.169) zu Null. Für den Phasenverlauf des Beobachters ergibt sich 

damit 
 

 ,t)t( dB ϕ+ω=ϕ        (Glg. 3.170) 

Glg. 3.170 

bzw. für dessen zeitliche Ableitung 
 

 .)t( dB ω=ϕ&         (Glg. 3.171) 

Glg. 3.171 

Ist also im Verlauf der geschätzten Phase ϕB(t) ein Gradient enthalten, dessen Größe der 

Verstimmung der Kreisfrequenz des Beobachters entspricht, dann kann man daraus auf 

die Präsenz einer harmonischen Schwingung im Signalgemisch schließen. 

3.3 Ergebnisse des Phasenschätzers 

Nachfolgend wird die Funktionsweise des entwickelten Phasenschätzers anhand von 

simulierten Daten und realen visuell evozierten steady-state Potentialen untersucht. Mit 

den simulierten Signalen lässt sich aufgrund der einfachen Variationsmöglichkeiten die 

Arbeitsweise des Phasenschätzers sehr gut nachvollziehen und die Grenzen des entwi-

ckelten Systems auch in Bezug auf mögliche Störeinflüsse aufzeigen und diskutieren. 

Die Darstellung der Ergebnisse des Phasenschätzers mit simulierten Signalen hilft, die 

oben hergeleiteten theoretischen Zusammenhänge zu analysieren und aus den mit Hilfe 

der Simulation gewonnenen Erkenntnissen den geeigneten Systemansatz für die Unter-

suchung realer visuell evozierter steady-state Potentiale im darauffolgenden Unterkapi-

tel zu finden. Um dementsprechende Schlussfolgerungen ziehen zu können, wurde die 

Abtastfrequenz, die Signalfrequenz und die Zeitdauer der Simulationssignale so ge-

wählt, dass sie der Abtastung, der Stimulusfrequenz und der Beobachtungsdauer der 
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visuell evozierten steady-state Potentiale entsprechen. Darüber hinaus werden sowohl 

mit simulierten als auch mit realen Daten die Ergänzungen und Modifikationen des 

Phasenschätzers hinsichtlich der Laufzeitmessung und der Detektion einer harmoni-

schen Signalkomponente aufgezeigt und deren Funktionsweise besprochen. 

Den für die folgenden Untersuchungen verwendeten Aufbau zeigt nochmals Bild 3.19. 
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Bild 3.19: Phasenschätzer mit konstanter oder variabler Rückführverstärkung Kl(t) 

 

Die Rückführverstärkung Kl(t) soll dabei sowohl gemäß dem Kalman-Ansatz als zeit-

veränderliche Größe zu verstehen sein, als auch in Anlehnung an den Luenberger-

Beobachter als konstanter Wert betrachtet werden können. Beide mögliche Varianten 

des Beobachters werden hier untersucht. 

3.3.1 Auswertung von simulierten Daten 

Den Simulationsergebnissen liegt eine mittelwertfreie Sinusschwingung mit einer Fre-

quenz von f=8Hz und der Amplitude ŷ  zugrunde. Die Abtastfrequenz fa des Signals 

beträgt 250Hz. Der betrachtete Zeitabschnitt hat eine Länge von t=8 Sekunden. Die zu 

schätzende Anfangsphase wird mit ϕ(t) angegeben. Die Sinusschwingung ist mit wei-

ßem, normal verteiltem Rauschen unterschiedlicher Leistung beaufschlagt, um verglei-

chende Untersuchungen des Ansatzes bei verschiedenen Signal-Rausch-Verhältnissen 

SNR durchzuführen. Die Leistung bzw. die Varianz des mittelwertfreien Summensig-

nals von Sinusschwingung und weißem Störer soll für unterschiedliche SNR konstant 
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bleiben, damit das Signal-Rausch-Verhältnis die einzige veränderliche Einflussgröße 

bleibt. Um dies zu erreichen, wird das Summensignal mit den Faktoren k1 und k2 so 

angesetzt, dass über diese Variablen Einfluss auf die Amplitude und damit auf die Lei-

stung von Sinussignal und Störsignal genommen werden kann: 
 

 ).t(rk)t(yk)t(rk))t(tsin(ŷk)t(y p2s1p21 ⋅+⋅=⋅+ϕ+ω⋅⋅=  (Glg. 3.172) 

Glg. 3.172 

Die Faktoren k1 und k2 sorgen dafür, dass trotz unterschiedlich gewähltem SNR von 

Nutzsignal ys(t) und Störsignal rp(t) die Varianz des Summensignals konstant bleibt. Die 

mittlere Signalleistung von Nutzsignal, Störsignal und Gesamtsignal wird vorzugsweise 

auf Eins gesetzt. Es gilt also: 
 

 { } { } { } ..const1)t(rE)t(yE)t(yE 2
p

2
s

2 ====     (Glg. 3.173) 

Glg. 3.173 

Entsprechend der angesetzten mittleren Leistung beträgt die Amplitude der harmoni-

schen Schwingung 2ŷ = , wobei die Berechnung der Amplitude hier aufgrund der 

vorhandenen Ergodizität der Simulationssignale aus der Bestimmung des quadratischen 

Mittelwertes einer harmonischen Schwingung entlang der Zeitachse erfolgt [Kre90]: 
 

 { } ( ) .1dttsinŷ
T
1lim)t(yE

!T

0

22

T

2

s =⋅ϕ+ω⋅⋅= ∫∞→
    (Glg. 3.174) 

Glg. 3.174 

Bildet man von (Glg. 3.172) den quadratischen Mittelwert, erhält man unter der Berück-

sichtigung elementarer Gesetzmäßigkeiten der Erwartungswertbildung [Kre90; Müh88] 
 

 { } { } { } { } { }.)t(rEk)t(rE)t(yEkk2)t(yEk)t(yE 2
p

2
2ps21

2
s

2
1

2 ⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅=  (Glg. 3.175) 

Glg. 3.175 

Aufgrund der Mittelwertfreiheit von ys(t) und rp(t) werden die Erwartungswerte der Si-

nusschwingung ys(t) und des Störprozesses rp(t) Null, so dass für (Glg. 3.175) vereinba-

rungsgemäß folgendes Ergebnis resultiert: 
 

 .kk1 2
2

2
1 +=         (Glg. 3.176) 

Glg. 3.176 

Demgegenüber ergibt sich das Signal-Rausch-Verhältnis mit den Faktoren k1 und k2 bei 

gleichbleibender mittlerer Signalleistung der zugrundeliegenden Signale ys(t) und rp(t) 
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[Kam92; Moe76] 
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Glg. 3.177 

Diese Gleichung wird nach k1 aufgelöst: 
 

 .10kk 10
SNR

21 ⋅=        (Glg. 3.178) 

Glg. 3.178 

Setzt man das Ergebnis von (Glg. 3.178) in (Glg. 3.176) ein, erhält man für die Faktoren k1 

und k2 folgenden Zusammenhang: 
 

 .
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+

=
+

=     (Glg. 3.179) 

Glg. 3.179 

Damit ist die gleichbleibende mittlere Signalleistung des Summensignals y(t) bei verän-

derlichem SNR sicher gestellt, so dass die Ergebnisse ohne Einschränkung untereinan-

der verglichen werden können. 

3.3.1.1 Ermittlung der Phase simulierter Signale 

Zu Beginn der Darstellung der Ergebnisse der Phasenschätzung nach den oben hergelei-

teten Beobachterprinzipien wird ein ungestörtes sinusförmiges Signal betrachtet. Die 

nicht vorhandenen Rauschprozesse erübrigen die Berechnung einer zeitveränderlichen 

Rückführverstärkung Kl(t) von (Glg. 3.148) nach dem Kalman-Ansatz, bei dem die Kenn-

größen von System- und Prozessrauschen sonst mit einfließen. Vielmehr kann in diesem 

Fall von einer konstanten Verstärkung Kl(t)=Kl in Anlehnung an die Struktur des Luen-

berger-Beobachters ausgegangen werden. Die Größe der Rückführverstärkung hat dem-

entsprechend auch keinen Einfluss auf die von den Rauschprozessen verursachte Vari-

anz des Ergebnisses, sondern nur auf das Einschwingverhalten bzw. auf die Geschwin-

digkeit der Schätzung bis zum Erreichen ihres Sollwertes. Das nachfolgende Bild zeigt 

das Ergebnis des Phasenschätzers bei einer konstanten Anfangsphase von ϕ(t)=2rad. 

Um die Abhängigkeit des Einschwingverhaltens bei unterschiedlichen Rückführverstär-

kungen zu demonstrieren, wurden zwei verschiedene Werte für Kl gewählt. Die Rück-
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kopplung a des Phasenschätzers ist auf Null gesetzt. Damit wird nur der Gleichanteil 

der Phasenänderung berücksichtigt. 
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Bild 3.20: Phasenschätzung eines ungestörten Sinussignals mit unterschiedlichen Rückführverstärkungen Kl 

 

Bild 3.20(a) zeigt den Verlauf der Phasenschätzung für eine stationäre Rückführverstär-

kung von Kl=2. Es lässt sich erkennen, dass der wahre Phasenwert der harmonischen 

Schwingung erst ab ca. 5 Sekunden erreicht wird. Demgegenüber wird der Phasenwert 

im unteren Bild 3.20(b) mit der größeren Rückführverstärkung Kl=20 wesentlich schneller 

erreicht. Die Geschwindigkeit des Anstieges des geschätzten Phasenverlaufes lässt sich 

in erster Näherung über die Zeitkonstante T aus der Differentialgleichung des Beobach-

ters bestimmen. Dazu wird von der den Beobachter beschreibenden Differentialglei-

chung (Glg. 3.162) ausgegangen: 
 

 ( ) ).t(y)t(tcosK)t(a)t( BlBB ⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ&  
 

Die zu schätzende Phase ϕ(t) verbirgt sich in der harmonischen Schwingung y(t), die im 

ungestörten Fall angegeben werden kann als ))t(tsin(ŷ)t(y)t(y s ϕ+ω⋅== . Durch 

Multiplikation und Unterdrückung der harmonischen Signalanteile mit dem Setzen der 

Systemvariablen a=0 erhält man für obige Differentialgleichung 
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 ( ).)t()t(sin
2
ŷK)t( BlB ϕ−ϕ⋅⋅−=ϕ&      (Glg. 3.180) 

Glg. 3.180 

Bei kleinen Phasendifferenzen ϕB(t)-ϕ(t) kann man die Sinusfunktion näherungsweise 

durch ihr Argument ersetzen. Damit lässt sich (Glg. 3.180) in eine lineare Differentialglei-

chung überführen, so dass man letztendlich schreiben kann 
 

 ).t(
2
ŷK)t(

2
ŷK)t( lBlB ϕ⋅⋅=ϕ⋅⋅+ϕ&      (Glg. 3.181) 

Glg. 3.181 

Transformiert man die Gleichung bei verschwindenden Anfangsbedingungen in den 

Laplace-Bereich, ergibt sich die Übertragungsfunktion eines Verzögerungsgliedes erster 

Ordnung bzw. eines sogenannten P-T1-Gliedes 
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ŷK
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Φ
Φ

=      (Glg. 3.182) 

Glg. 3.182 

bei dem die Zeitkonstante gegeben ist durch 
 

 .
ŷK

2T
l ⋅

=         (Glg. 3.183) 

Glg. 3.183 

Für die oben in Bild 3.20 dokumentierten Beispiele liegt eine harmonische Schwingung 

mit der Amplitude 2ŷ =  zugrunde, so dass man für die Zeitkonstante T angeben 

kann: 
 

 .K
2T

l
=  

 

Die Reaktion des Beobachters auf einen neuen Phasenwert lässt sich mit (Glg. 3.182) über 

die Sprungantwort des Systems bestimmen. Wird der zu ermittelnde Phasenwert mit 

ϕ(t)=ϕ angegeben, dann ergibt sich bei einem entsprechend gewichteten Einheitssprung 

für den Systemausgang 
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Glg. 3.184 

wobei die Laplace-Gleichung im Zeitbereich mit 
 

 




 −⋅ϕ=ϕ

−
T

t

B exp1)t(       (Glg. 3.185) 

Glg. 3.185 

korrespondiert. Den Verlauf der Kurve von (Glg. 3.185) und einige markante Werte von 

ϕB(t) für t=T und t=3T sind im nachfolgendem Bild für einen Sprung der Höhe 

ϕ(t)=1rad und eine Zeitkonstante T=1s dargestellt. Die Tangente zum Zeitpunkt t=0 an 

die Sprungantwort erreicht 

den Wert ϕ genau bei t=T, da 

für die Steigung des Phasen-

verlaufes von (Glg. 3.185) zum 

Zeitpunkt t=0 und damit für 

die Steigung der Tangente 

gilt [Föl90]:  
 

          .
Tdt

)t(d
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B ϕ
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ϕ
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Die Zulässigkeit der Annah-

me für die Bestimmung von 

T wird natürlich durch den Fehler bestimmt, der bei der Vereinfachung von (Glg. 3.180) 

auf (Glg. 3.181) entsteht, und muss im Einzelfall in Anbetracht der sonstigen Annahmen 

bzw. Kenntnisse über das vorliegende Signal überprüft werden. Demnach können sich 

unter Umständen mit dieser Gleichung erste Abschätzungen für die Zeitkonstante und 

damit für die Schnelligkeit der Schätzung des Beobachters durchführen lassen. In der 

Phasenschätzung von Bild 3.20 resultiert nach (Glg. 3.183) für die gegebene Amplitude der 

Sinusschwingung eine rechnerische Zeitkonstante von T=0.71s für Kl=2 und T=0.071 

für Kl=20, so dass die Abweichung bei t=3·T vom tatsächlich gemessenen Wert der 

Kurve in beiden Fällen maximal 10% vom rechnerischen Wert ϕB(t)=0.95· ϕ(t) ab-

weicht. Das scheint für eine Abschätzung ein akzeptabler Fehler zu sein. 

Bild 3.21: Verlauf der Sprungantwort eines P-T1-Gliedes 
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Den Ergebnissen von Bild 3.20 ist gemeinsam, dass der erreichte Phasenwert mit der ge-

suchten Phase identisch ist und keinerlei Varianz aufweist. Letzteres ändert sich, wenn 

die Sinusschwingung mit einem Störsignal beaufschlagt wird. Bild 3.22 zeigt das Ergebnis 

der Phasenschätzung von einem Sinussignal, ebenfalls mit der Anfangsphase von 

ϕ=2rad, überlagert mit einem Störprozess bei einem SNR von 0dB. 
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Bild 3.22: Phasenschätzung eines mit SNR=0dB gestörten Sinussignals mit unterschiedlicher Verstärkungen Kl 

 

Es zeigt sich hier sehr deutlich, dass bei dem gestörten Sinussignal mit zunehmender 

Rückführverstärkung Kl die Varianz der Phasenschätzung größer wird. Demnach hat 

man bei dem in Anlehnung an den Luenberger-Beobachter entwickelten Ansatz immer 

zwei gegenläufige Forderungen: Die Schnelligkeit der Schätzung und die Varianz des 

Ergebnisses. Je nach Aufgabenstellung muss deshalb ein Kompromiss zwischen diesen 

beiden Anforderungen gefunden werden. Im eingeschwungenem Zustand ergibt sich im 

Mittel ein Phasenwert von ϕ≈2rad, und zwar auch für den Fall Kl=20 im Bild 3.22(b). 

Deshalb kann man auch hier von einer konsistenten Schätzung sprechen. Dies ist inso-

fern bewerkenswert, da trotz der einfachen Struktur des Aufbaus und der deutlich ge-

störten harmonischen Schwingung immer noch die Phase des deterministischen Signal-

anteils ermittelt werden kann. Einen Ausschnitt des mit dem weißen Rauschprozess 

gestörten Sinussignals zeigt Bild 3.23. Für die beiden Faktoren zur Bestimmung der Amp-
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lituden von Sinussignal und Störsignal bei gleichbleibender mittlerer Leistung und dem 

Signal-Rausch-Verhältnis SNR von 0dB des Summensignals gilt: k1=k2= .2/1  
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Bild 3.23: Ausschnitt des gestörten Sinussignals mit SNR=0dB 

 

Das gleiche gestörte Sinussignal mit demselben Signal-Rausch-Verhältnis SNR=0dB 

wird nun einem Kalman-Beobachter zugeführt, dessen Rückführverstärkung Kl(t) unter 

Einbeziehung der Rauschprozesse rp(t) und rs(t) berechnet wurde. Die Zustandsdifferen-

tialgleichung des Beobachters ergibt sich nach (Glg. 3.153) zu 
 

 ),t(y))t(tcos()t(K)t(a)t( Bopt,lBB ⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ&  

 

wobei die dynamische Rückführverstärkung Kl.opt in (Glg. 3.148) mit 
 

 
)t(R

)t(covŷ
)t(K

p

e
opt,l

⋅
=  

 

angegeben wurde. Der Wert für die Prozessrauschgröße Rp(t) ist in dem gewählten Bei-

spiel der Einfachheit halber über die Zeit konstant und wird bestimmt von der Leistung 

der gegebenen Störung. Nach der Definition von (Glg. 3.54) und (Glg. 3.57) ergibt sich für 

den hier interessierenden Fall t=t1=t2 und bei skalaren Größen Rp(t) die Kovarianzfunk-
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tion des mittelwertfreien Störers rp(t) zu 
 

 { } ),0()t(R)t(rE)t(cov p
2
prp

δ⋅==  

 

so dass der Zusammenhang zur Leistung des Signals auch formal hergestellt ist. Aller-

dings sei hier angemerkt, dass über die eingangs aufgestellte Forderung für die gleich-

bleibende Varianz des Summensignals aus harmonischer Schwingung ys(t) und Störsig-

nal rp(t) die Faktoren k1 und k2 noch zu berücksichtigen sind, so dass zusammenfassend 

für die optimale Rückführverstärkung Kl,opt bei einem weißen Rauschprozess rp(t) gilt: 
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⋅⋅
=       (Glg. 3.186) 

Glg. 3.186 

Der qualitative Verlauf der Rückführverstärkung wird demnach im Wesentlichen be-

stimmt durch den Zeitverlauf der Fehlerkovarianz cove(t). Die ergibt sich nach (Glg. 3.158) 

aus 
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Glg. 3.187 

mit den Substitutionen von (Glg. 3.154), (Glg. 3.156) und (Glg. 3.159) 
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Glg. 3.188 

Die Gleichungen für v1, v2 und ξ1,2 wurden bereits an die für das Beispiel vorliegenden 

Verhältnisse angepasst, d. h. die Größen Rp und Rs wurden wieder durch die Leistungen 

der hier stationären Rauschprozesse rp(t) und rs(t) ersetzt, und die Systemvariable a hat 

gemäß der Vereinbarung den Wert Null. Auch in diesen Gleichungen müssen die Fakto-

ren k1 und k2 zur Anpassung der Amplituden von ys(t) und rp(t) berücksichtigt werden, 

damit die Varianz des Summensignals unverändert bleibt. 

Die Gleichung zur Bestimmung der Rückführverstärkung enthält den unbekannten An-

fangswert der Fehlerkovarianz cove(t=0)=cove0 und die Leistung des Systemrauschens, 

die ebenfalls nicht ermittelt werden kann. Die Wahl der entsprechenden Werte ist einer 
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gewissen Willkür unterworfen, wobei natürlich auch hier die notwendige Sorgfalt auf-

zubringen ist. So wird durch die Festlegung der freien Parameter eine bestimmte Lö-

sung aus der Vielfachheit möglicher Lösungen herausgenommen. Insofern sollte der 

Einfluss der freien Parameter im Rahmen der sich bietenden Möglichkeiten abgeschätzt 

werden. 

Betrachtet man (Glg. 3.187), so erhält man die Fehlerkovarianz für den eingeschwungenen 

Zustand unter Berücksichtigung von (Glg. 3.188): 
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Glg. 3.189 

und mit den für den Simulationsansatz festgelegten Werten von 2ŷ =  und 

{ } 1)t(rE 2
p = : 
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Glg. 3.190 

Daraus ergibt sich die Rückführverstärkung für den eingeschwungenen Zustand: 
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Glg. 3.191 

Hier kann man erkennen, dass sich bei gegebener Prozessrauschleistung { } 1)t(rE 2

p =  

durch Vorgabe der Systemrauschleistung { })t(rE 2
s  die Größe des Verstärkungsfaktors 

Kl,opt(t) im eingeschwungenem Zustand bestimmen lässt. Die Verstärkung legt wieder-

um, wie bereits erwähnt, die Varianz der Schätzung bzw. die Zeitkonstante des Schätz-

vorganges im eingeschwungenem Zustand fest. In dem vorliegenden Fall resultiert in 

Anlehnung an (Glg. 3.183) mit den bekannten Parametern: 
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Glg. 3.192 

Für die Wahl der Systemrauschleistung müssen letztendlich zwei Fälle unterschieden 
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werden: Der erste Fall ist dadurch gekennzeichnet, dass der Wert für die Systemrausch-

leistung in (Glg. 3.191) { })t(rE 2
s  größer als die tatsächlich im realen System vorhandene 

Leistung gewählt wurde, so dass daraus eine höhere Verstärkung im Vergleich zu den 

realen Bedingungen resultiert. Betrachtet man sich dazu (Glg. 3.153) in der ausführlichen 

Schreibweise mit dem im Ausgangssignal y(t) enthaltenem Prozessrauschen rp(t) 
 

( ),)t(r))t(tsin(ŷ))t(tcos()t(K)t(a)t( pBopt,lBB +ϕ+ω⋅⋅ϕ+ω⋅+ϕ⋅−=ϕ&  

(Glg. 3.193) 

dann wird über die Verstärkung das Prozessrauschen stärker gewichtet. Das Prozessrau-

schen wird nicht optimal unterdrückt, die Schätzwerte bleiben zu verrauscht. Der zweite 

Fall ist dadurch charakterisiert, dass die Systemrauschleistung kleiner als die tatsächlich 

im realen System vorhandene Leistung gewählt wurde. Der Wert für die Zustandsvari-

able wird dadurch zu optimistisch eingeschätzt und der Fehler unterschätzt. Die Folge 

ist, dass die aktuellen Informationen aus den Messwerten schwächer gewichtet werden 

und die Dynamik der Phasenschätzung dementsprechend geringer ist. 

Sowohl die Rückführverstärkung Kl,∞, als auch die daraus abgeleitete Zeitkonstante des 

Beobachters für den eingeschwungenen Zustand T∞ sind unabhängig vom Anfangswert 

der Fehlerkovarianz cove0. Umso mehr beeinflusst dieser zweite neben der System-

rauschleistung freie Parameter den 

Verlauf der dynamischen Verstär-

kung zu Beginn der Schätzung. 

Prinzipiell ergibt sich für die Feh-

lerkovarianz cove(t) nach (Glg. 

3.187) bzw. für die dynamische 

Rückführverstärkung nach (Glg. 

3.186) ein exponentieller Verlauf, 

wie ihn Bild 3.24 zeigt. Für das Bild 

wurden zwei verschiedene An-

fangswerte für die Fehlerkovari-

anz ausgewählt. Für t→∞ folgt für 

die Rückführverstärkung der Wert .2K ,l =∞  Dem Ergebnis liegt ein Summensignal 

y(t) mit einer Varianz von Eins zugrunde, bei einem SNR von 0dB. Unter diesen Be-

Bild 3.24: Verlauf von Kl,opt(t) für verschiedene Anfangswerte 
der Fehlerkovarianz cove0 
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dingungen erhält man für die Gewichtungsfaktoren k1 und k2 jeweils den Wert .2/1  

Gibt man dazu noch eine Systemrauschleistung von { } 2/1)t(rE 2
s =  an, ergibt sich im 

eingeschwungenem Zustand der angegebene Wert für Kl,∞. 

Nach Bild 3.24 folgt für einen höheren Startwert für die Fehlerkovarianz cove0 eine stärke-

re Gewichtung des Beobachterfehlers zu Beginn der Schätzung durch die größere Rück-

führverstärkung Kl,opt(t) und damit zu einer schnelleren Korrektur der Zustandsgröße 

des Beobachters, wenngleich sich dadurch auch die Rauscheinflüsse auf das Ergebnis 

stärker auswirken. Durch den schnellen Abfall der Fehlerkovarianz im weiteren Verlauf 

wird der Einfluss der Störungen immer geringer. Im nachfolgenden Bild 3.25 zeigt sich 

das Verhalten des Beobachters für eine Phasenschätzung von ϕ(t)=2rad bei dynami-

scher Rückführverstärkung. 
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Bild 3.25: Kalman-Faktor (a) und Phasenverlauf (b) für SNR=0dB 

 

Für das Beispiel aus Bild 3.25 wurde die Leistung des Systemrauschens auf 0.005 gesetzt. 

Daraus folgt eine niedrige Verstärkung im eingeschwungenem Zustand und damit ein 

Verlauf der geschätzten Phase, der mit zunehmender Zeit durch das Prozessrauschen 

nur unwesentlich beeinflusst wird. Demgegenüber hat das System im eingeschwunge-

nem Zustand auch eine hohe Zeitkonstante, so dass einer Änderung des stationären Pha-
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senwertes nur sehr langsam nachgekommen wird. Der Anfangswert der Fehlerkovarianz 

cove0 wurde auf 3000 gesetzt. Dadurch erhält man zu Beginn der Schätzung eine sehr 

große Verstärkung, die zu einem schnellen Einschwingen auf den gesuchten Phasenwert 

führt. Das gewählte SNR von 0dB ergibt die Gewichtungsfaktoren k1=k2= 2/1  für die 

gegebenen Amplituden von ys(t) und rp(t). Besonders hervorzuheben ist bei der Phasen-

schätzung die Robustheit gegen Störungen und die hohe Dynamik im Einschwingver-

halten. Die Zustandsvariable hat in kürzester Zeit den tatsächlichen Phasenwert erreicht, 

und das trotz des stark verrauschten Eingangssignals. Für den eingeschwungenen Zu-

stand ergibt eine Abschätzung der Systemzeitkonstanten den Wert T∞≈140s. Dieser 

Wert ist zu hoch, wenn sich die Phase wie bei visuell evozierten Potentialen schnell 

ändert und der Phasenschätzer möglichst in Echtzeit auf diese Änderungen reagieren 

soll. Prinzipiell lässt sich über die Wahl der Systemrauschleistung die Zeitkonstante im 

eingeschwungenem Zustand beeinflussen, nur kann man dann auch a-priori auf eine 

statische Verstärkung zurückgreifen, da das schnelle Einschwingen auf die gesuchte 

Phase bei einer dynamischen Verstärkung den Aufwand für die fortlaufende Berech-

nung der Kovarianz nicht rechtfertigt. Der dynamische Ansatz ist dann von Vorteil, 

wenn aus den zu untersuchenden Signalen ein Kriterium abgeleitet werden kann, das es 

erlaubt, Phasensprünge grob zu detektieren. Dieses Kriterium könnte als Triggersignal 

für die Anwendung der Kalman-Verstärkung genutzt werden, damit bei jeder durch das 

"unscharfe" Kriterium ausgelösten Schätzung eine Feinjustierung auf den tatsächlichen 

Phasenwert durch einen Beobachter stattfinden kann. Dieser Ansatz führt allerdings hier 

zu weit und widerspricht der anfangs aufgestellten Forderung, ein einfaches System zu 

entwerfen, so dass in den nachfolgenden Untersuchungen mit realen Daten die statische 

Korrektur nach dem Luenberger-Prinzip bevorzugt wird. 

3.3.1.2 Ermittlung der Laufzeit simulierter Signale 

Aus den Phasenwerten der harmonischen Signale lassen sich unmittelbar die Laufzeiten 

bestimmen. An dieser Stelle wird ein Beispiel gezeigt, dass in Ergänzung zu den bishe-

rigen Beispielen das Verhalten des Beobachters bei Phasenänderungen im Signal de-

monstriert. Dem Sinussignal wurde ein weißes, normalverteiltes Störsignal überlagert, 

so dass ein SNR von +10dB entsteht. Entsprechend den Ausführungen von oben ergibt 
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sich somit für die Gewichtungsfaktoren von Signal- und Störamplitude k1=0.953 und 

k2=0.302. Für den Faktor der Rückführverstärkung wurde Kl=30 gewählt. Den vorgege-

benen Verlauf der Phasenwerte zweier Sinussignale zeigt Bild 3.26. 
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Bild 3.26: Vorgegebener idealer Verlauf der Phasen ϕ1(t) (a) und ϕ2(t) (b) und deren Differenzsignal ∆ϕ(t) (c) 
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Bild 3.27: Geschätzter Verlauf der Phasen ϕB1(t) (a) und ϕB2(t) (b) und deren Differenzsignal ∆ϕB(t) (c) 
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Die für das Beispiel verwendeten Signale zeigen jeweils eine Phasenänderung bei t=3s 

und t=6s (Bild 3.26). Das Ergebnis der Phasenschätzungen ϕB1(t) und ϕB2(t), insbesondere 

das dynamische Verhalten der Schätzung, und die daraus gewonnene Differenz ∆ϕB(t) 

zeigt Bild 3.27. Aufgrund der verhältnismäßig hohen Rückführverstärkung Kl werden die 

vorgegebenen Phasenwerte schnell erreicht. Um aus dem Ergebnis die Laufzeiten zu 

erhalten, sind dann nur noch die Werte der Differenzphase gemäß (Glg. 3.163) durch den 

Faktor 2·π·f zu dividieren, wobei für f die Frequenz einzusetzen ist, deren Phase gesucht 

wird. 

3.3.1.3 Detektion simulierter Signale 

Wie bereits ausgeführt wurde, kann der Phasenschätzer dahingehend modifiziert wer-

den, die Präsenz einer harmonischen Signalkomponente im Rauschen nachzuweisen. 

Dazu verstimmt man den Beobachter gemäß Bild 3.18 bzw. (Glg. 3.166) in seiner Kreisfre-

quenz ωB um den Betrag ωd. Die messbare Zustandsvariable ϕB(t) weist dann für eine 

sinusförmige Schwingung mit der Frequenz f=ω/(2·π) eine Steigung in der Höhe der 

Verstimmung ωd auf. 

Der Ansatz wird zunächst an einem einfachen unverrauschten harmonischen Signal ge-

testet. Die Frequenz des Testsignals bleibt über die Dauer von acht Sekunden unverän-

dert bei f=8Hz, mit einer Anfangsphase von ϕ=0rad. Der Zustandsbeobachter wird in 

den ersten vier Sekunden mit der Frequenz des Testsignals betrieben, so dass gilt: 

ω=ωB. Ab t=4s ändert sich die Betriebsfrequenz des Beobachters um fd=ωd/(2·π)=0.2Hz 

auf fB=f-fd=7.8Hz. 

Einen Ausschnitt des Signals im Bereich der sich verändernden Betriebsbedingungen 

des Zustandsbeobachters und den quantitativen Zeitverlauf der Beobachterfrequenz in 

diesem Bereich zeigt Bild 3.28. Dort ist in der oberen Hälfte des Bildes als gestrichelte 

Linie das harmonische Testsignal zu sehen, dessen Frequenz über den gesamten Zeitbe-

reich unverändert bei 8Hz bleibt. Ab t=4s verringert sich die Frequenz des Beobachters 

in der in Bild 3.28(b) gezeigten Weise, so dass die Schwingung dem Beobachtersignal wie 

im Bild 3.28(a) dargestellt hinterher eilt und damit der Winkel zwischen den beiden har-

monischen Signalen immer größer wird. 
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Bild 3.28: Ausschnitt Testsignal des Beobachters (a) und Verlauf der Beobachterfrequenz (b) 

 

Die Phasendifferenz zwischen dem harmonischen Testsignal und der Beobachterfre-

quenz nimmt kontinuierlich zu, so dass sich für die Zustandsgröße des verstimmten Be-

obachters der ansteigende Verlauf von Bild 3.29 ergibt. 
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Bild 3.29: Verlauf der Phase bei einer Verstimmung der Beobachterfrequenz fB ab t=4s 
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Aufgrund des nullphasigen Testsignals ist der vom Beobachter ermittelte Wert für die 

Phase im Bereich bis t=4s gleich Null. Danach sieht man deutlich den durch die Ver-

stimmung hervorgerufenen deterministischen Anstieg im Phasenverlauf. Aus zwei will-

kürlich gewählten Wertepaaren im Bereich t>4s ergibt sich der Gradient der Kurve zu 
 

 .s
rad26.1

s)58(
rad)18.4(

t
)t(

=
−
−

=
∆
ϕ∆  

 

Dieser Wert entspricht der rechnerischen Verstimmung des Beobachters in Bezug auf 

die Signalfrequenz 
 

ωd=2·π·fd=2·π·0.2Hz=1.26rad/s. 
 

Vergleichbare Ergebnisse erhält man auch bei gestörten Signalen. Im nächsten Beispiel 

wird eine harmonische Schwingung mit einem normalverteilten weißen Störsignal über-

lagert, so dass ein Signal-Rausch-Verhältnis SNR von 0dB entsteht (Bild 3.30). 
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Bild 3.30: Phasenverlauf bei verstimmtem Beobachter 

 

Im Bereich bis t=4s wird der Beobachter nur durch das Störgeräusch ohne überlagerte 

harmonische Schwingung angeregt. Die harmonische Schwingung setzt erst ab t=4s mit 
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einer Anfangsphase von ϕ=-π/2 ein. Der Beobachter ist über den gesamten Zeitbereich 

verstimmt. Der Wert für die Rückführverstärkung Kl(t) beträgt 20, für k1 und k2 ergibt 

sich bei einem SNR von 0dB jeweils wieder der Wert .21  

Im Bereich bis t=4s erhält man für die Phase 0rad, da nur das normalverteilte weiße 

Störsignal am Beobachter anliegt. Bei t=4s beginnt das harmonische und mit dem Störer 

überlagerte Testsignal. Zunächst nimmt die Zustandsvariable des Beobachters den Wert 

der Anfangsphase ϕ=-π/2 des harmonischen Signals an. Danach steigt der Phasenverlauf 

entsprechend der Verstimmung des Beobachters linear an. Trotz des Störeinflusses er-

hält man im Mittel die erwartete Steigung der geschätzten Phase von ca. 1.26rad/s. 

3.3.2 Auswertung von realen Daten 

Die Ergebnisse mit simulierten Daten haben gezeigt, dass der Zustandsbeobachter mit 

statischer Rückführverstärkung sehr zuverlässige Schätzungen vornimmt. Im Vergleich 

zur dynamischen Verstärkung nach dem Kalman-Ansatz zeigt er insbesondere dann 

Vorteile, wenn nach dem Einschwingvorgang weitere Phasenänderungen im System 

stattfinden. Aufgrund der im eingeschwungenem Zustand in aller Regel kleinen Werte 

für die dynamische Rückführverstärkung Kl,opt(t) hat der Beobachter eine sehr große 

Zeitkonstante, so dass er nur sehr langsam auf Änderung der Phase reagieren kann. Zu-

dem ist die andauernde Berechung der dynamischen Verstärkung durchaus mit Auf-

wand verbunden, da andauernd die aktuellen Werte der Fehlerkovarianz einfließen müs-

sen. Aus diesem Grunde erscheint der Aufbau mit statischer Verstärkung sehr praktika-

bel, auch wenn dadurch das Einschwingverhalten des Beobachters nicht so schnell von-

statten geht wie bei dynamischer Verstärkung und die Varianz des Ergebnisses größer 

ist. Dafür werden aber im eingeschwungenem Zustand neue Phasenwerte des Systems 

entsprechend schnell detektiert und der zeitliche Verlauf der Phase aufgezeigt. Zudem 

ist der Realisierungsaufwand der gesamten Anordnung deutlich reduziert, wovon man 

sich nach der Herleitung der unterschiedlichen Ansätze nach Kalman und Luenberger 

leicht überzeugen kann. Aus diesem Grunde erfolgt die Untersuchung realer Daten 

durchgehend auf der Basis der statischen Rückführverstärkung. 

In der elektrophysiologischen Diagnose des visuellen Systems werden die unterschied-
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lichsten optischen Stimuli verwendet, um geeignete Reizantworten im EEG messen zu 

können. Beispielsweise finden dafür in abgedunkelten Räumen auf einem Monitor prä-

sentierte Muster Anwendung oder das visuelle System wird mit Lichtreizen aus unter-

schiedlichen Winkeln des Gesichtsfeldes angeregt. Dabei spielt die zeitliche Abfolge 

der Stimulation eine wesentliche Rolle. Stimuli mit einer Frequenz kleiner als etwa 2Hz 

erzeugen transiente Reizantworten im okzipitalen Kortex. Hierbei sind die Amplituden 

und die Latenzen der Reizantwort von besonderem diagnostischem Wert. Eine verlän-

gerte Latenz weist beispielsweise auf eine funktionelle Störung des visuellen Systems 

hin. Allerdings sind aufgrund der sehr geringen Amplituden von ca. 0.1µV bis maximal 

10µV visuell evozierter Potentiale und dem geringen Signal-Rausch-Verhältnis von 

0dB bis –40dB Mehrfachreizungen mit anschließender Mittelung der Reizantworten 

obligatorisch, um ein in der Amplitude auswertbares Signal mit einem SNR von 10dB 

bis 30dB zu erhalten. Dabei lassen aber die gemittelten Reizantworten nur Aussagen 

über die mittlere Latenz des visuellen Systems zu. Auf das zeitliche Verhalten bzw. die 

zeitliche Entwicklung der Latenz während der EEG-Sitzung können keine Rückschlüsse 

angestellt werden. Optische Stimuli mit einer Frequenz von mehr als 6Hz erzeugen so-

genannte steady-state Reizantworten. Aufgrund der höheren Stimulationsfrequenz ist 

die Reizantwort des Kortex periodisch. Die Amplituden der Reizantworten sind unter 

Umständen noch geringer als die bei transienter Reizung. Allerdings lässt sich bei peri-

odischen Signalen die Phase der Reizantwort und deren zeitlicher Verlauf als weiterer 

wichtiger Parameter physiologischer Signale untersuchen. Die Phase als Informations-

träger ist wesentlich resistenter gegenüber Störungen als die Amplitude, wie man bei-

spielsweise aus den Ergebnissen mit simulierten Daten erkennen kann. Dort ließ sich 

die Phase immer noch detektieren, wenngleich der Amplitudenverlauf des zugrundelie-

genden Testsignals deutlich verändert war. Diese Erkenntnis lässt sich aber auch aus der 

Nachrichtenübertragung ableiten, bei der phasen- und frequenzmodulierte Übertra-

gungsverfahren oftmals wesentlich störresistenter arbeiten als amplitudenmodulierte 

Verfahren. Störungen der visuellen Übertragungsstrecke äußern sich in geringeren 

Amplituden, die demzufolge auch im Rauschen bzw. in der Hintergrundaktivität des 

EEGs teilweise verschwinden und dadurch nur schwer auszuwerten sind. Außerdem 

können sich Störungen bzw. Defekte des visuellen Systems auch in größeren Latenzen 

in der Reizantwort manifestieren, was man auch unmittelbar aus der Phaseninformation 
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ableiten kann. Demzufolge hat die Auswertung der Phase von steady-state evozierten 

Potentialen eine hohe diagnostische Relevanz, insbesondere dann, wenn wie in dem 

aufgezeigten Ansatz das zeitliche Verhalten der Phase beobachtet werden kann. 

Die Elektrodenverteilung für die hier zugrundeliegende Aufzeichnung von VEPs zeigt 

Bild 3.31. 

 

 

Bild 3.31: Elektrodenverteilung zur Aufzeichnung realer Daten 

 

Angelehnt an dem bekannten 10-20-System zur Elektrodenverteilung am Kortex wurde 

der visuelle Kortex nochmals nach Höhnecke unterteilt [Höh99], um eine möglichst hohe 

Signalleistung der visuell evozierten Potentiale zu erreichen. Das so entstandene im 

Bild gestrichelt dargestellte Kreuz wurde mit den Elektroden S1 bis S4 an den Enden 

des Kreuzes zur Aufzeichnung des EEGs herangezogen. Für die visuelle Stimulation 

wurde eine Folge von Lichtimpulsen mit einer Reizfrequenz von 8.057Hz über eine 

Dauer von 4.1 Sekunden verwendet. Die Leuchtdichte betrug 5000cd/m2 bei einer Wel-

lenlänge von 550nm. Die Pause zwischen den einzelnen Stimulationssequenzen war 

ebenfalls 4.1 Sekunden lang. Als Bezugselektrode der bipolaren Ableitung diente die 

Elektrode A1 in der Mitte des Elektrodenkreuzes. Die Elektrode A1 hingegen wurde 

unipolar gegen das linke Ohr T3 gemessen. In den nachfolgenden Kapiteln werden die 

Ergebnisse der jeweiligen Anwendung des Phasenschätzers gezeigt und interpretiert. 
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3.3.2.1 Ermittlung der Phase visuell evozierter Potentiale 

Die nachfolgenden Bilder stellen das Ergebnis einer visuellen Stimulation mit den oben 

angegebenen Parametern dar, wobei im oberen Teil der Bilder jeweils der Amplituden-

verlauf der Reizantwort abgebildet ist, und in der unteren Hälfte der Bilder der zugehö-

rige Phasenverlauf zu sehen ist. Die Stimulation erfolgt im zentralen Gesichtsfeld. 
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Bild 3.32: Amplitudenverlauf (a) und Phasenverlauf (b) der Reizantwort an Elektrodenposition S2 

 

Das Bild 3.32 zeigt den Amplitudenverlauf und den Verlauf der Phase an der Elektroden-

position S2. Der Signalabschnitt von t=0s bis t=4.1s von Bild 3.32(a) gibt das Spontan-

EEG wieder. Aufgrund der stochastisch gleichverteilten Phase in diesem Zeitsegment 

ergibt sich ein Phasenverlauf um den Wert Null. Bei t=4.1s beginnt die durch die visuel-

le Stimulation hervorgerufene Reizantwort, die im Vergleich zum Pre-Stimulus-Bereich 

aufgrund der höheren Amplitude und der erkennbaren Schwingung deutlich hervortritt. 

Wegen der niedrigen Amplitude der Reizantwort im µV-Bereich wurde die statische 

Verstärkung des Zustandsbeobachters mit Kl=3·106 entsprechend hoch gewählt. Dieser 

Wert stellt einen guten Kompromiss dar zwischen der Schnelligkeit der Phasenschät-

zung und der Varianz im Ergebnis. Geht man in Bild 3.32(a) von einer mittleren Amplitu-

de der Reizantwort von 2.5µV aus, dann erhält man in erster Näherung mit der gewähl-
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ten Verstärkung aus (Glg. 3.183) eine Zeitkostante des Phasenschätzers von T≈0.27s. Die 

Phase muss demnach gemäß den Überlegungen zu Bild 3.21 bei ca. t=5s ihren einge-

schwungenen Wert erreicht haben. Obwohl es sich hierbei tatsächlich nur um eine sehr 

grobe Abschätzung handelt, stimmt das Ergebnis der Phasenschätzung mit dem Ein-

schwingverhalten nach Bild 3.32(b) überein. Im weiteren Verlauf der Phasenschätzung 

kann ab t=6s eine langsame Abnahme der ermittelten Phase der Reizantwort festgestellt 

werden. 

Die Reaktionen auf den visuellen Reiz an der Elektrodenpositionen S3 zeigt Bild 3.33. 
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Bild 3.33: Amplitudenverlauf (a) und Phasenverlauf (b) der Reizantwort an Elektrodenposition S3 

 

Für Bild 3.33 gelten die gleichen Vorgaben wie für Bild 3.32. Auch hier zeigt sich im Stimu-

lus-Bereich eine mittlere Amplitude von ca. 2.5µV, sodass man für die Rückführver-

stärkung des Beobachters den gleichen Wert Kl=3·106 wählen kann. Die Reizantwort 

auf die visuelle Stimulation wird im Amplituden- und Phasenverlauf sehr deutlich, wo-

bei die Phasenwerte vom Betrag her offensichtlich etwas größer sind als die Phasenwer-

te im Bild 3.32(b). Außerdem fällt bei beiden Phasenverläufen von Bild 3.32 und Bild 3.33 auf, 

dass zwischen t=5s und t=6s die Werte nahezu konstant bleiben, bevor sie dann im Mit-

tel ab t=6s leicht abfallen. 
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Bild 3.34: Amplitudenverlauf (a) und Phasenverlauf (b) der Reizantwort an Elektrodenposition S4 

 

Ganz im Gegensatz zu den ersten beiden Ableitungen verhält sich die Reizantwort an 

der Elektrodenposition S4. Hier lässt sich im Amplitudenverlauf (Bild 3.34(a)) zwischen 

dem Pre-Stimulus-Bereich und dem Stimulus-Bereich kaum ein Unterschied erkennen. 

Soweit die Reizantwort überhaupt vorhanden ist, muss man auf eine wesentlich geringe-

re mittlere Amplitude im Vergleich zu den vorherigen evozierten Signalen schließen. 

Um dennoch vergleichbare Verhältnisse bei der Schätzung einer eventuell vorhandenen 

deterministischen Phase im Stimulationsintervall zu schaffen, wird die statische Rück-

führverstärkung Kl in ihrem Wert entsprechend angepasst. Geht man von einem halb so 

großen Scheitelwert der Amplitude der Reizantwort im Vergleich zu Bild 3.32 aus, erhält 

man bei gleicher Zeitkonstante die Verstärkung Kl=6·106. Den so ermittelten Phasenver-

lauf zeigt Bild 3.34(b). Der Verlauf weicht abschnittsweise von den bisher ermittelten Pha-

senverläufen evozierter Potential ab. Im Pre-Stimulus-Bereich ist eine deutliche Diffe-

renz zur Abszisse feststellbar, wobei die Werte um t=2s auf eine Phase von fast 1rad 

ansteigen. Aufgrund der großen Verstärkung wirken sich die stochastischen Einflüsse 

stärker auf die Phasenschätzung aus, so dass entsprechend große Abweichungen vom 

theoretischen Nullwert entstehen. Ab dem Zeitpunkt der visuellen Stimulation fällt der 

Phasenverlauf bis ca. t=5.5s sehr stark ab. Inwieweit dieser Phasenverlauf von sto-

chastischen Einflüssen geprägt ist und ob in diesem Zeitabschnitt eine messbare Reiz-
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antwort vorhanden ist, muss über den Detektionsansatz durch eine Verstimmung des 

Beobachters noch geprüft werden. Ab t=5.5s könnte man im Phasenverlauf einen de-

terministischen Anteil vermuten, der sich ab t=6s im Mittel in einem leichten Abfall der 

Phasenwerte äußert. Dabei ist der mittlere Gradient des Phasenabfalls ab t=6s mit 
∆ϕ/∆t=-0.5rad/s vergleichbar mit den Gradienten von Bild 3.32(b) und Bild 3.33(b), was auf 

einen deterministischen Charakter des Signals hinweisen kann. Inwieweit der Ansatz 

bei sehr ungünstigen SNR-Verhältnissen noch eine zuverlässige Schätzung der gesuch-

ten Größe vornehmen kann, wird unter anderem auch an diesem Beispiel im Kapitel 

3.3.2.3 zur Detektion visuell evozierter Potentiale untersucht. 

Die Reizantwort und den Phasenverlauf an der Elektrodenposition S1 zeigt Bild 3.35. 
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Bild 3.35: Amplitudenverlauf (a) und Phasenverlauf (b) der Reizantwort an Elektrodenposition S1 

 

Auch hier kann man aus dem Amplitudenverlauf der Reizantwort nicht klar erkennen, 

ob tatsächlich die Stimulation am visuellen Kortex angekommen ist. Offensichtlich fin-

det bei t=4.1s eine Reaktion auf dem Stimulus-Beginn statt. Allerdings kann man im 

weiteren Verlauf der Reizantwort keine Anzeichen für eine Stimulation erkennen. Es 

muss augenscheinlich genauso wie bei Bild 3.34 mit einer größeren Rückführverstärkung 

gearbeitet werden, da der Scheitelwert des deterministischen Anteils in dem sichtbaren 

Signalgemisch aus Reizantwort und Störsignal wenn überhaupt auf jeden Fall unter 
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2.5µV liegt. Für die Phasenschätzung wurde deshalb die statische Rückführverstärkung 

Kl=6·106 gewählt. Im Phasenverlauf ist im Pre-Stimulus-Bereich ab t=2s eine große 

Abweichung von der Nullphase zu erkennen. Auch an dieser Stelle muss über die Modi-

fikation des Phasenschätzers zum Phasendetektor noch untersucht werden, ob diese 

Abweichung durch die Phase der untersuchten Frequenz zustande kommt oder auf sto-

chastische Einflüsse zurückzuführen ist. Zu Beginn des Stimulus ist im Phasenverlauf 

eine Reaktion in Gestalt eines Phasensprunges zu erkennen. Ab t≈4.5s nehmen die Wer-

te der beobachteten Phase langsam ab, bis sie ab t≈7s deutlich ansteigen. Dieser Zeitab-

schnitt wird mit dem Phasendetektor noch genauer untersucht, um ein Urteil über sto-

chastische Einflüsse auf den Verlauf bilden zu können. 

Die bisherigen Reizantworten wurden gegen die Elektrode A1 im Zentrum des Elektro-

denkreuzes gemessen (Bild 3.31). Im nachfolgenden Bild wird das Ergebnis der gegen das 

linke Ohr unipolar gemessenen Elektrode A1 gezeigt. 
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Bild 3.36: Amplitudenverlauf (a) und Phasenverlauf (b) der Reizantwort an Elektrodenposition A1 

 

Der Amplitudenverlauf von Bild 3.36(a) zeigt während der visuellen Stimulation kaum 

eine Veränderung, ausgenommen des Amplitudensprunges zum Beginn der Reizung. 

Wendet man hier dementsprechend die größere der beiden gewählten statischen Ver-

stärkungen Kl=6·106 an, resultiert der verrauschte Phasenverlauf, wie ihn Bild 3.36(b) 
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zeigt. Dabei ergeben sich im Pre-Stimulus-Bereich wieder starke Abweichungen von 

der Abszisse. Demgegenüber werden die Unregelmäßigkeiten durch die Wahl der klei-

neren Rückführverstärkung Kl=3·106 stärker unterdrückt, wie aus Bild 3.37 unmittelbar 

ersichtlich ist. 
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Bild 3.37: Phasenverlauf an der Elektrodenposition A1 mit geringer Rückführverstärkung 

 

Das gilt auch für den Verlauf im Bereich der Stimulation, der mit der kleineren Verstär-

kung aufgrund der geringeren Dynamik geglättet wird. Vergleicht man die beiden resul-

tierenden Phasenverläufe an der Elektrode A1, wird der Einfluss der Verstärkung im 

Rückführzweig des Beobachters nochmals deutlich, wobei sich im Stimulus-Bereich die 

Werte aufgrund der unterschiedlichen Faktoren Kl nicht grundsätzlich unterscheiden. 

Inwieweit die unterschiedlichen Verläufe im Pre-Stimulus-Bereich auf deterministische 

Einflüsse zurückzuführen sind, wird im Kapitel 3.3.2.3 zur Detektion für dieses Elek-

trodenposition noch näher untersucht. 

3.3.2.2 Ermittlung der Laufzeit visuell evozierter Potentiale 

Wie bereits bei der Darstellung der Laufzeitergebnisse mit simulierten Daten erwähnt 

wurde, lassen sich die Laufzeiten aus den bekannten Phasen relativ einfach bestimmen. 

Für die Berechnung der Laufzeiten von realen visuell evozierten steady-state Potentia-

len werden hier aufgrund einer angestrebten kompakten Darstellung die Ergebnisse der 

Phasenschätzung aus obigem Kapitel verwendet und die Phasenverläufe ab t=5s der 

Elektroden S1 bis S4 zur Bezugselektroden A1 in Relation gesetzt. Die Ergebnisse sind 

im nachfolgendem Bild dargestellt. 
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Bild 3.38: Vergleich zwischen dem Phasenverlauf an A1 (···) und S1 (a), S2 (b), S3 (c) und S4 (d) () 

 

Man sieht sehr deutlich, dass die Phasenverläufe an den Elektroden S2 und A1 (Bild 

3.38(b)), und an den Elektroden S3 und A1 (Bild 3.38(c)) über die Zeit sehr synchron in je-

weils nahezu äquidistantem Abstand zueinander verlaufen. Darüber hinaus sind offen-

sichtlich die Laufzeiten zwischen den Elektroden S2 und A1 (Bild 3.38(b)), und zwischen 

den Elektroden S4 und A1 (Bild 3.38(d)) links und rechts der Bezugselektrode am größten, 

wobei zwischen den Paaren ein Vorzeichenwechsel in der Phasendifferenz vorhanden 

ist. Die Phasenverläufe der Elektroden S1 und A1 (Bild 3.38(a)) sind zwischen t=5s und 

t=7s nahezu identisch. Ab t=7s lässt sich eine deutliche Abweichung des Phasenverlau-

fes an der Elektrode S1 zu den Phasenverläufen aller anderen Elektroden feststellen. 

Wie bereits im Kapitel 3.3.2.1 zur Phasenschätzung besprochen wurde, muss über eine 
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Phasendetektion noch geprüft werden, ob die Phasenwerte der Elektrode S1 und auch 

der Elektrode S4 einen deterministischen Verlauf haben. 
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Bild 3.39: Lautzeiten ∆t zwischen den Elektroden S1-A1 (a), S2-A1 (b), S3-A1 (c) und S4-A1 (d) 

 

Aus den Phasenverläufen lassen sich die tangentialen Projektionen der Laufzeiten zwi-

schen den einzelnen Elektroden und der Bezugselektrode A1 ermitteln. Dabei ergeben 

sich die Laufzeiten, bezogen auf die Reizfrequenz f=8.057Hz, zu 
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Im Bild 3.39 sind die einzelnen Laufzeiten dargestellt. Nachdem der Abstand zwischen 

den Elektroden ca. 45mm beträgt, erhält man aufgrund der gemessenen Werte die tan-

gential auf den Kortex projizierte Ausbreitungsgeschwindigkeit nach (Glg. 3.165) zu 
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Auf diese Weise lassen sich Phasenwerte bzw. Laufzeiten von evozierten Potentialen 

sehr einfach bestimmen, wobei situativ der Nachweis zu führen ist, dass der ermittelte 

Verlauf tatsächlich auf einen deterministischen Einfluss zurückzuführen ist und kein 

zufälliges Ereignis darstellt. Im nächsten Unterkapitel wird ein Ansatz vorgestellt, der 

den Determinismus im Verlauf nachweist und ebenso zur Detektion evozierter Potentia-

le verwendet werden kann. 

3.3.2.3 Detektion visuell evozierter Potentiale 

Die Ergebnisse der Phasenschätzung realer Daten im Kapitel 3.3.2.1 an den Elektroden-

positionen S1 und S4 sollen dahingehend untersucht werden, ob die ermittelten Werte 

tatsächlich einer evozierten Antwort im visuellen Kortex zugeordnet werden können 

oder ob der Verlauf auf stochastische Einflüsse beruht. Um diesen Nachweis zu führen, 

wird der Beobachter leicht modifiziert und zur Detektion der Reizfrequenz eingesetzt. 

Dazu verstimmt man die Kreisfrequenz ωB des Beobachters um ωd. Eine harmonische 

Reizantwort mit gegebener Reizfrequenz führt dann auf einen Anstieg im Phasenverlauf 

in der Höhe der Verstimmung ωd. 

Zur Einschätzung der Ergebnisse wird jeweils die Fourier-Transformierte des betrachte-

ten EEG-Signals im Bild dargestellt. Aus der Reizfrequenz f=8.057Hz und der Ver-

stimmung fd=0.2Hz folgt die Arbeitsfrequenz des Beobachters f=7.857Hz. Für den An-

stieg der geschätzten Phase resultiert nach (Glg. 3.171) für den Fall, dass eine harmoni-

schen Reizantwort im EEG präsent ist: 
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Das Prinzip des Detektors wird zunächst für das Signal an der Elektrodenposition S2 
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demonstriert (Bild 3.40). Für die Rückführverstärkung wurde der gleiche Wert wie bei der 

Schätzung der Phase dieses Signals verwendet: Kl=3·106. 

Aus dem Verlauf des Zeitsignals ist zu erwarten, dass aufgrund der deutlich sichtbaren 

Reizantwort die Reizfrequenz im Amplitudenspektrum klar ausgeprägt ist (Bild 3.40(a)). 

Auch der Phasenverlauf von Bild 3.40(b) zeigt den bei der Verstimmung des Beobachters 

gültigen Anstieg. Werden zwei Wertepaare für t>5s betrachtet und die mittlere Steigung 

berechnet, ergibt sich: 
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Bild 3.40: Amplitudenspektrum (a) und Phasenverlauf des verstimmten Beobachters (b) für Position S2 

 

Der Phasenabfall von Bild 3.32 ab t=6s zeigt sich auch hier wieder, wenn man zwischen 

t=5s und t=6s eine Gerade mit der zu erwartenden Steigung einzeichnet und die Verlän-

gerung der Geraden mit dem realen Verlauf für t>6s vergleicht (Bild 3.41). 
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Bild 3.41: Vergleich evozierte Phase an S2 mit theoretischem Phasenanstieg bei Beobachterverstimmung 

 

Die Phasenschätzung an der Elektrodenposition S4 bei verstimmtem Beobachter und 

das zugehörige Amplitudenspektrum des Zeitsignals zeigt Bild 3.42. 
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Bild 3.42: Amplitudenspektrum (a) und Phasenverlauf des verstimmten Beobachters (b) für Position S4 

 

Im Amplitudenspektrum (Bild 3.42(a)) ist der evozierte Signalanteil bei der Reizfrequenz 
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noch sichtbar, im Vergleich zu Bild 3.40(a) allerdings mit einer etwa um den Faktor Zwei 

geringeren Magnitude. Dennoch zeigt sich ein eindeutiger Phasenanstieg im Stimulus-

Bereich ab t=4s in der gemäß der Verstimmung des Beobachters zu erwartenden Größe 

(Bild 3.42(b)). Im Gegensatz dazu lässt sich im Pre-Stimulus-Bereich kein Signalanstieg 

feststellen, der mit der Reizfrequenz korreliert. 

Betrachtet man den eingeschwungenen Bereich der visuellen Stimulation ab t=5s etwas 

genauer (Bild 3.43), dann zeigt sich bis etwa t=6s im Mittel der erwartete Anstieg im Pha-

senverlauf. Im weiteren Verlauf von Bild 3.43 ist der leichte Abfall der Phase im direkten 

Vergleich mit der berechneten idealen Steigung zu erkennen. 
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Bild 3.43: Vergleich evozierte Phase an S4 mit theoretischem Phasenanstieg bei Beobachterverstimmung 

 

Als nächstes Beispiel für die Detektion evozierter steady-state Potentiale wird das Sig-

nal von Elektrode S1 untersucht. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Amplituden-

spektren ist im Bild 3.44(a) kein deterministischer Anteil bei der Reizfrequenz zu erken-

nen. Dafür zeigt der Phasenverlauf im Bereich der Stimulation ab t=5s einen Anstieg, 

der im Mittel dem berechneten theoretischen Anstieg entspricht (Bild 3.45). Anders als bei 

den bisherigen Beispielen ändert sich allerdings der Verlauf der Phase, wenn andere 

Rückführverstärkungen Kl als die bei diesem Signal verwendete Verstärkung Kl=6·106 

verwendet werden, so dass man zwar von einer harmonischen Reizantwort im EEG-
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Signal ausgehen darf, die aber aufgrund der starken Störungen und der damit verbunde-

nen Änderungen im Verlauf nicht eindeutig einem deterministischen Verlauf zugeord-

net werden kann. 
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Bild 3.44: Amplitudenspektrum (a) und Phasenverlauf des verstimmten Beobachters (b) für Position S1 
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Bild 3.45: Vergleich evozierte Phase an S1 mit theoretischem Phasenanstieg bei Beobachterverstimmung 
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Damit muss der Verlauf zumindest ab t=6s in Frage gestellt werden, nachdem zwischen 

t=4s und t=6s der Anstieg des Phasenverlaufes auch bei unterschiedlichen Rückführver-

stärkungen nahezu unverändert bleibt. Im Pre-Stimulus-Bereich von Bild 3.44(b) variiert 

die Phase des verstimmten Beobachters erwartungsgemäß auch bei sich ändernden 

Rückführverstärkungen um die Nullphase nicht, so dass der Abfall der Phase in Bild 

3.35(b) zwischen t=2s und t=4s auf stochastische Einflüsse zurückzuführen ist. Die letzte 

Auswertung zeigt damit besonders gut auf, inwieweit der Aufbau trotz der im Amplitu-

denspektrum nicht mehr sichtbaren Reizantwort zwar die visuelle Stimulation im Kor-

tex erkennen lässt, die Auswertung der Phasenwerte allerdings aufgrund der vorhande-

nen Störeinflüsse zu keiner konsistenten Schätzung der Phase führt. Um eine belastbare 

Aussage für die Korrektheit der geschätzten Phasenwerte zu erhalten, ist es deshalb rat-

sam, in kritischen Fällen den modifizierten Beobachter für die Detektion der harmoni-

schen Reizantwort einzusetzen. Damit ist ein Kriterium gegeben, das es erlaubt, in sehr 

schwierigen Fällen mit sehr kleinem Signal-Rausch-Verhältnis eine belastbare Ein-

schätzung über visuell evozierte Potentiale zu geben. 

Der Vollständigkeit halber werden abschließend die von der Verstärkung Kl beeinfluss-

ten Phasenverläufe im Pre-Stimulus-Bereich der Reizantwort an A1 betrachtet. 
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Bild 3.46: Phasenverlauf des verstimmten Beobachters bei unterschiedlicher Verstärkung für die Position A1 
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Die Verstimmung des Beobachters für Bild 3.46 wird wie oben durchgeführt. Für die 

Rückführverstärkung werden die beiden Werte aus Bild 3.36(b) mit Kl=6·106 und Bild 3.37 

mit Kl=3·106 eingesetzt. Für diese statischen Rückführverstärkungen hat sich im Bild 

3.36(b) zwischen t=2s und t=6s ein abfallender Phasenverlauf ergeben, den es zu überprü-

fen gilt. Wie dem Bild 3.46 entnommen werden kann, ist bei verstimmten Beobachter in 

diesem Zeitabschnitt für die unterschiedlichen Kl kein Anstieg zu finden ist, so dass der 

Abfall im Phasenverlauf auf stochastische Einflüsse zurückzuführen ist. 

 

Damit sind die wichtigsten Ergebnisse des Phasenschätzers dokumentiert. Im nächsten 

Kapitel wird der entwickelte Phasenschätzer zu dem in Kapitel 2 vorgestellten Stand der 

Technik in Relation gesetzt. 
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4 Diskussion der Ergebnisse 

Um die Leistungsfähigkeit der hier vorgestellte Methode im Vergleich zu den im Kapi-

tel 2 beschriebenen und dem Stand der Technik zuzuordnenden Verfahren zu ermitteln, 

werden nachfolgend die Varianzen und Mittelwerte der Ergebnisse der wichtigsten Ver-

fahren für unterschiedliche Signal-Rausch-Verhältnisse SNR miteinander verglichen. 

Zusätzlich zu den eingangs genannten Methoden wird die Hilbert-Transformation als 

weiterer generell verwendeter Ansatz zur Phasenbestimmung in die Betrachtungen mit 

einbezogen. In der Gegenüberstellung der Ergebnisse sind die auf die simulierte sinus-

förmige Reizantwort wirkenden Störeinflüsse in ihrer Leistung so variiert, dass sich ein 

SNR zwischen –20dB und +10dB ergibt. Das Ergebnis der Phasenschätzung wurde 

halblogarithmisch aufgetragen. Bild 4.1 zeigt das Resultat für die so ermittelte Varianz. 
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Bild 4.1: Vergleich der Varianz unterschiedlicher Methoden zur Phasenbestimmung bei variablem SNR 
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Die Varianz der Ergebnisse wurde im eingeschwungenem Zustand bestimmt. Der Ver-

gleich basiert auf einer Sinusschwingung mit einer Frequenz von f=8Hz, deren Phase 

ϕ=2rad zu ermitteln ist. Die Abtastrate beträgt 512Hz. Die unterschiedlichen Signal-

Rausch-Verhältnisse wurden nach (Glg. 3.177) und (Glg. 3.179) so berechnet, dass die mittle-

re Leistung des resultierenden Signals unverändert bleibt. Die Zuordnung der Symbole 

zu den getesteten Verfahren gibt Tabelle 1 wieder: 

 

Tabelle 1: Definition der Symbole zu den Vergleichsmessungen 

∇ Phasenberechnung aus der Hilbert-Transformation über 512 Werte 

� Phasenberechnung über die Zeitverschiebung des Maximums einer Periode (=64 Abtastwerte) 

∗ Korrelation über 8 Perioden; Phasenberechnung aus der Zeitverschiebung der Korrelationsspitze 

 

 

Phasenspektrum aus der Fourier-Transformation über 512 Abtastwerte 

Phasenspektrum der Kreuzkorrelation über 512 Abtastwerte (Ergebnisse sind identisch) 

× Adaptives Verfahren nach [Kon99] über eine Fourier-Transformation von 512 Abtastwerten 

ο Phasenschätzer mit statischer Rückführverstärkung 

◊ Phasenschätzer mit dynamischer Rückführverstärkung 

 

Im direkten Vergleich zeigt sich, dass die Phasenberechnung nach der Hilberttransfor-

mation (∇) von allen dargestellten Verfahren die größte Varianz im Ergebnis besitzt. 

Eine ähnlich hohe Varianz erhält man, wenn man, wie beispielsweise bei Diamond 

[Dia77] vorgeschlagen, ausgehend von der zeitlichen Verschiebung des Signalmaximums 

zwischen Stimulus und Reizantwort die Phase ermittelt (�). Das funktioniert bei einem 

hohen SNR noch recht akzeptabel. Sobald die Störeinflüsse größer werden und das 

Störsignal zu einer Fehlinterpretation des tatsächlichen Maximums des evozierten Po-

tentials führt, wird die Varianz des Ergebnisses größer. 

Für kleine SNR sind die Resultate der Kreuzkorrelation zwischen Ursprungssignal und 

verrauschtem Signal und die Berechnung der Phase aus der zeitlichen Verschiebung der 

Korrelationsspitze nur unwesentlich besser (∗). Das liegt daran, dass die Korrelation 

eines sinusförmigen Signals keine besonders guten Korrelationseigenschaften im Sinne 

eines hohen Haupt-zu-Nebenmaxima-Verhältnisses aufweist. Dadurch können bei-
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spielsweise überlagerte Störsignale die Nebenmaxima über die Korrelationsspitze ragen 

lassen, so dass eine Fehlinterpretation in der Detektion des Hauptmaximums erfolgt und 

damit der falsche Bezug für die Ermittlung der zeitlichen Verschiebung hergestellt wird. 

Die Folge ist ein falscher Phasenwert, was sich unmittelbar auf eine erhöhte Varianz im 

Ergebnis niederschlägt. Zwangsläufig wird mit zunehmender Störleistung auch die Häu-

figkeit unzulässig anwachsender Nebenmaxima größer. 

Bessere Ergebnisse liefern die auf der Fourier-Transformation basierenden Methoden 

( ). Die Berechnung des Phasenspektrums über 512 Abtastwerte zeigt bei einem SNR 

von –20dB eine Varianz von einigen Zehnteln in der Phase. Allerdings liegt der Be-

rechnung ein Mittelungsprozess über eine Sekunde zugrunde, so dass das dynamische 

Verhalten der Phase nicht mehr ausreichend verfolgt werden kann. Das Streben nach 

einer besseren zeitlichen Auflösung geht aber bei diesem Ansatz immer einher mit einer 

Transformation über weniger Abtastwerte, was sich letztendlich in einer größeren Vari-

anz des Ergebniswertes und einer geringeren Auflösung im Spektralbereich widerspie-

gelt. Völlig deckungsgleich zu den Ergebnissen aus der Fourier-Transformation sind die 

Ergebnisse, die aus der Kreuzkorrelation der harmonischen Schwingung und dem ver-

rauschten Signal, und der anschließenden Berechnung des Phasenspektrums der Kreuz-

korrelierten (z.B. nach [Got83; Kto91; Suz74]) resultieren ( ). 

Um etwa eine Zehnerpotenz besser in der Varianz des Ergebnisses ist das von Kong 

vorgestellte adaptive Verfahren [Kon99] (×). Dabei wird die Phaseninformation des 

Kreuzspektrums mit Hilfe eines Gütekriteriums in einem adaptiv einstellbaren Filter 

geschätzt. Die Berechnung des Kreuzspektrums und damit der Phase erfolgt in jedem 

Abtastschritt neu, so dass schnelle Änderungen in der Phase entsprechend schnell er-

fasst werden können. Um die notwendige Auflösung des Phasenspektrums zu erhalten, 

muss die Fourier-Transformation über ausreichend viele Abtastwerte gebildet werden. 

Der Einfluss aktueller Abtastwerte des EEGs und die Geschwindigkeit der Schätzung 

kann über eine Adaptionskonstante gesteuert werden, die je nach Größe den aktuellen 

Signalwert des EEGs entsprechend gewichtet. 

Der hier präsentierte Phasenschätzer liefert vergleichbare Ergebnisse zu dem genannten 

adaptiven Ansatz nach Kong, wenn bei dem hier entwickelten Ansatz eine statische 

Verstärkung im Rückführzweig vorgegeben wird (ο). Allerdings ist Realisierungsauf-

wand des Phasenschätzers im Vergleich zum Kong-Ansatz wesentlich geringer. Der 
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Wert für die statische Rückführverstärkung des Phasenschätzers wurde für die Gegen-

überstellung mit dem Kong-Verfahren so gewählt, dass die Geschwindigkeit der Schät-

zung mit dem Einschwingverhalten der Kong-Methode übereinstimmt. 

Außer Konkurrenz steht das Einschwingverhalten des Phasenschätzers bei dynamischer 

Rückführverstärkung, das deutlich schneller ist und noch bessere Ergebnisse hinsicht-

lich der Varianz liefert, wie Bild 4.1 zeigt (◊). Die Varianz ist bei sehr kleinen Signal-

Rausch-Verhältnissen um mindestens eine Zehnerpotenz besser, wenngleich die höhere 

Genauigkeit in der Schätzung aufgrund des dynamisch an die Störleistung angepassten 

Verstärkungsfaktors und dessen fortlaufende Bestimmung mit einem größeren Rechen-

aufwand erkauft werden muss. 

Die Ergebnisse zeigen, dass die beim Entwurf des Kalman-Ansatzes aufgestellte statis-

tische Forderung nach minimaler Varianz der Schätzung erfüllt ist. Die zweite statisti-

sche Forderung des Entwurfes nach der Erwartungstreue der Schätzung wird im Bild 4.2 

wiedergegeben. Nicht-adaptive Methoden werden in der Betrachtung nicht berücksich-

tigt, da ihre Mittelwerte teilweise weit außerhalb der Darstellung liegen. Die Mittelwer-

te der berechneten Phasenwerte wurden wieder im eingeschwungenem Zustand ermit-

telt. 
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Bild 4.2: Vergleich der Mittelwerte adaptiver Methoden zur Phasenbestimmung bei variablem SNR 
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Der Vergleich der adaptiven Methode nach Kong mit den Variationen des Phasenschät-

zers zeigt, das der Kong-Ansatz und der Phasenschätzer mit statischer Rückführverstär-

kung für verschiedene SNR-Werte in etwa die gleichen linearen Erwartungswerte für 

die Schätzung liefern. Die dynamische Variante des Phasenschätzers liegt mit seinen 

Werten bis zu einem SNR von etwa 0dB näher an dem vorgegebenen Phasenwert von 

2rad. Ab SNR=0dB ist der Kong-Ansatz und der Phasenschätzer mit statischer Verstär-

kung minimal besser. 

Der basierend auf dem Beobachterkonzept entwickelte Phasenschätzer liefert im Ver-

gleich zu den wichtigsten Methoden der Phasenschätzung ein sehr gutes Ergebnis. Be-

sonders hervorzuheben ist der durch die Zustandsbeschreibung des Beobachters impli-

zierte systematische Ansatz, der es gestattet, bessere Einsichten in das Systeminnere 

und den Verlauf relevanter Systemgrößen zu erhalten, als andere Methoden dies zulas-

sen. Außerdem ist es mit Hilfe der Zustandsbeschreibung grundsätzlich möglich, eine 

geschlossene Lösung für instationäre und zeitvariante Prozesse aufzustellen und damit 

schwierige systemtheoretische Zusammenhänge übersichtlich zu formulieren. Oftmals 

wird in der Praxis dem instationären und zeitvarianten Verhalten physiologischer Signa-

le mit der Hoffnung begegnet, wenigsten in kleinen Zeitabschnitten stationäre und zeit-

invariante Verhältnisse vorzufinden, um in den mit diesen Eigenschaften angenomme-

nen Zeitabschnitten gängige Analysemethoden anwenden zu können. Allerdings führen 

diese Voraussetzungen auch zu unbefriedigenden Lösungen, die beispielsweise aus der 

mangelnden temporalen Auflösung oder der geringen spektralen Auflösung der Schät-

zung herrühren, wie dies bei der Fourier-Transformation und bei den auf diesem Ansatz 

aufbauenden Methoden der Fall ist. 

Der Entwurf des hier verwendeten Beobachteransatzes wird ausschließlich im Zeitbe-

reich durchgeführt. Daraus ergibt sich zwar zunächst die Problematik, dass zufällige 

Signale und deren Zeitverlauf nicht mit deterministischen Methoden beschrieben wer-

den können. Hier weicht man für die Beschreibung solcher Signale auf Größen der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung aus. Stochastische Einflüsse werden auf bestimmte Zu-

fallssignaltypen zurückgeführt, wodurch allerdings des Öfteren trotz des systematischen 

Entwurfs der mathematische Aufwand in der Herleitung verhältnismäßig hoch ist. Das 

hat sich auch bei der Herleitung des Phasenschätzers gezeigt, bei dem es insbesondere 

durch das nichtlineare Signalmodell einer besonderen mathematischen Behandlung be-
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durfte. Demgegenüber präsentiert sich das Ergebnis des Phasenschätzers zumindest in 

seiner Ausführung mit statischer Rückführverstärkung als sehr einfach umzusetzendes 

Echtzeit-Verfahren. Zudem liefert es aufgrund des aufgestellten Gütefunktionals in Ge-

stalt des Beobachterfehlers zuverlässige Schätzwerte und ist robust gegen Störeinflüsse. 

Für den Einsatz der stationären Variante muss bedacht werden, dass für die gewählte 

Verstärkung immer ein Kompromiss zwischen der Schnelligkeit in der Schätzung und 

der Varianz im Ergebnis eingegangen werden muss. Auch die Wahl der statischen 

Rückführverstärkung basiert auf eine sehr vereinfachte und damit unter Umständen feh-

lerbehaftet Abschätzung der Einschwingzeit, die sich aber in der Praxis durchaus be-

währt hat. Bei der dynamischen Variante des Beobachters erreicht man schon innerhalb 

kürzester Zeit den wahren Phasenwert bei gleichzeitig sehr niedriger Varianz im Ergeb-

nis. Das lässt sich nur durch die dynamische Kalman-Verstärkung realisieren, die expo-

nentiellen Verlauf hat und unter Berücksichtigung der vorhandenen Rauschprozesse 

berechnet wird. Am Anfang der Schätzung ist die Verstärkung sehr hoch, um durch den 

zurückgeführten Beobachterfehler das System sehr schnell auf den gesuchten Wert zu 

bringen. Im Laufe der Zeit verringert sich die Verstärkung sehr schnell, um den Einfluss 

von Störsignalen auf die Schätzung zu minimieren. Das kann natürlich auch so weit 

führen, dass einer eventuell vorkommenden schnellen Phasenänderung im weiteren 

Verlauf nur noch extrem langsam gefolgt werden kann. 

In der vorliegenden Anwendung der Ermittlung der Phase visuell evozierter Potentiale 

wird der statischen Verstärkung der Vorzug gegeben. Sie stellt einen sehr guten Kom-

promiss dar zwischen dem Aufwand in der Berechnung und dem erzielten Ergebnis. 

Das zeigt auch der Vergleich mit international eingesetzten Methoden zur Bestimmung 

der Phase elektrophysiologischer Signale. Im nächsten Schritt kann darüber nachge-

dacht werden, ob für die geplante Anwendung auch eine dynamische Verstärkung ver-

wendet werden kann, indem parallel zum Beobachter ein weiteres Kontrollsystem ange-

ordnet wird, das grobe Phasensprünge detektiert und somit eine Neuberechnung der 

Verstärkung initiiert. Durch eine geschickte Erweiterung der hier vorgestellten Methode 

ließen sich die Phasen somit sehr genau bestimmen. 

Der entwickelte Phasenschätzer kann ebenso zur online-Messung der tangential zum 

Kortex projizierten Laufzeit bzw. Ausbreitungsgeschwindigkeit herangezogen werden. 

Dabei zeigt der Vergleich mit der Literatur, dass sich die ermittelten Ausbreitungsge-
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schwindigkeiten von steady-state evozierten Potentialen auch mit anderen Berech-

nungsmethoden bestätigen lassen [Bur00]. Nach einer leichten Modifikation ist er außer-

dem in der Lage, harmonische Signalkomponenten zu detektieren. Dabei zeigt sich in 

einigen dargestellten Ergebnissen, dass selbst im Spektrum kaum oder nicht mehr sicht-

bare Signalanteile durch einen definierten Anstieg im Phasenverlauf noch nachgewiesen 

werden können. Allerdings birgt sich hier auch eine Gefahr im Ansatz: Die Reizfre-

quenz der visuellen Stimulation muss im Beobachter genau eingestellt werden, da selbst 

bei einer minimalen Differenz zwischen Reizfrequenz und Beobachterfrequenz das Er-

gebnis im Sinne des Detektionsansatzes verfälscht wird. Dementsprechend wird die 

Schätzung der Phase auch schwierig, wenn sich in nächster Nähe zur Reizfrequenz eine 

weitere harmonische Schwingung befindet, die die Phasenschätzung noch beeinflusst. 

Dieser in der Praxis eher unwahrscheinliche Fall kann beispielsweise mit einer Störgrö-

ßenkompensation bekämpft werden, wie sie im Kapitel 3.1.3.1 beschrieben wurde. 
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5 Schlussbemerkung 

Die guten Ergebnisse des beschriebenen Phasenschätzers auf der Basis eines Zustands-

beobachters fordern zu der Überlegung auf, welche elektrophysiologischen Vorgänge 

sich ebenfalls über eine Zustandsdarstellung in Verbindung mit einem Beobachter un-

tersuchen lassen. Die Vorteile für einen solchen Ansatz liegen klar auf der Hand: Es 

lassen sich von Anfang an stochastische Störgrößen in eine systematische Beschreibung 

einbeziehen, wobei zeitvariante und instationäre Verhältnisse mit abgebildet werden. 

Ein Umstand, der gerade für die Untersuchung elektrophysiologischer Signale sehr vor-

teilhaft ist. Außerdem können dynamische Verhältnisse schnell detektiert und in ihrem 

Zeitverlauf verfolgt werden. Unter Umständen lassen sich auf diese Weise einige phy-

siologische Kenngrößen sehr effizient ermitteln. 

 

Bei dem hier gezeigten Phasenschätzer kann man interessante weiterführende Aufga-

benstellungen ableiten. Es stellt sich beispielsweise die Frage, ob der beobachtete leich-

te Abfall des Phasenverlaufes im Bereich der Reizantwort (siehe z.B. Bild 3.32b ab t=6s) 

der Habituation oder Adaption des visuellen Systems zuzuordnen ist. Zudem können die 

Versuchparameter und die Versuchsanordnung zur Stimulation des visuellen Systems 

variiert werden, um weitere Erkenntnisse mit dem Ansatz zu erhalten bzw. unterschied-

liche pathologische Zustände zu untersuchen. 

 

Natürlich lässt sich der Phasenschätzer in der hergeleiteten Form beispielsweise auch 

zur Detektion und zur Bestimmung der Phase akustisch evozierter Signale einsetzen. 

 

Aus diesen Fragestellungen und Ideen lassen sich aufschlussreiche Aufgaben folgern, 

die es zukünftig mit dem hier dargestellten Ansatz zu untersuchen gilt. 
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1. Die Phase physiologischer Signale im Allgemeinen und visuell evozierter steady-

state Potentiale im Besonderen liefert einen wichtigen Zugang zum Verständnis 

und zur Interpretation physiologischer Aktivierungszustände. 

2. Viele herkömmliche Ansätze zur Ermittlung der Phaseninformation elektrophysio-

logischer Signale beruhen auf der Fourier-Transformation, bei der eine gewünschte 

hohe spektrale Auflösung einer hohen temporalen Auflösung entgegen wirkt. 

3. Eine hohe zeitliche Auflösung der Phase visuell evozierter Potentiale lässt sich über 

die Anwendung eines Zustandsbeobachters realisieren, der die visuelle Übertra-

gungsstrecke in einem einfachen Modell abbildet und als Eingangsgröße das über 

Elektroden aufgenommene EEG besitzt. 

4. Die Zustandsgröße des Beobachters entspricht der gesuchten Phase, die nach einem 

vorgegebenen Gütekriterium der realen Phase des evozierten Potentials nachgeführt 

wird und im Gegensatz zum realen System unmittelbar als Messgröße in Echtzeit 

zur Verfügung steht. 

5. Stochastische Störeinflüsse wie beispielsweise in Gestalt der spontanen Gehirntä-

tigkeit, die sich mit den evozierten Signalkomponenten überlagern, werden von An-

fang an bei dem Entwurf des Zustandsbeobachters berücksichtigt. 

6. Durch den Beobachterentwurf nach Kalman lässt sich eine geschlossene Lösung für 

zeitvariante und instationäre Prozesse aufstellen, so dass sich die Suche nach stati-

onären Epochen, wie dies einige andere Methoden voraussetzen, erübrigt. 

7. Trotz der Überlagerung mit dem u.U. in der Amplitude deutlich größeren Spontan-

EEG lässt sich mit dem Zustandsbeobachter die Phase detektieren, wenn ein phy-

siologischer Zusammenhang zwischen der Stimulation und der Reizantwort im 

EEG existiert. 
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8. Die im Entwurf aufgestellten Forderungen nach minimaler Varianz und Erwar-

tungstreue des Ergebnisses lassen sich mit simulierten Daten nachweisen. 

9. Der Zustandsbeobachter ist in seiner einfachsten Ausführung mit einer statischen 

Verstärkung des Beobachterfehlers mit deutlich geringerem Aufwand zu realisieren 

als die besten zum Stand der Technik gehörenden Methoden bei vergleichbaren Er-

gebnissen. 

10. Die Größe der statischen Rückführverstärkung wird in Bezug auf die Zeitkonstante 

des Systems geschätzt. Dabei ist ein Kompromiss zwischen der Schnelligkeit der 

Schätzung und der Varianz im Ergebnis zu finden. 

11. In einer weiteren Realisierung des Zustandsbeobachters mit einer dynamischen 

Rückführverstärkung des Beobachterfehlers sind die erzielten Ergebnisse um eine 

Größenordnung besser als die besten zum Stand der Technik gehörenden Metho-

den. 

12. Der Verlauf der dynamischen Rückführverstärkung wird aus stochastischen Signal-

kenngrößen ermittelt. 

13. Aus den Phaseninformationen lässt sich die tangentiale Projektion der Laufzeiten 

und Ausbreitungsgeschwindigkeiten zwischen Ableitorten ermitteln. 

14. Mit einer geringen Variation des Zustandsbeobachters lassen sich harmonische 

Signalkomponenten im Spontan-EEG sicher detektieren. 

 

 


