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Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 Darstellung der Problematik

Fehlende Werte stellen ein h&aufig anzutreffendes Problem im Rahmen von empiri-
schen Untersuchungen dar. Die Griinde fir die unvollstandige Beobachtung von Da-
ten konnen dabei sehr vielfaltig sein. Werden die Daten beispielsweise durch eine
Befragung erhoben, kann der Ausfall u.a. durch Antwortverweigerung, mangelndes
Wissen des Befragten oder durch schlichtes Ubersehen einzelner Fragen verursacht
werden.! Treten aus den verschiedensten Griinden fehlende Werte in einer Untersu-
chung auf, kénnen die auf einem vollstandigen Datenmaterial basierenden, statisti-
schen Auswertungsmethoden nicht mehr unmittelbar zur Anwendung kommen.
Durch eine Vernachlassigung der unvollstdndigen Datensatze ist eine Datenanalyse
mittels statistischer Standardverfahren zwar prinzipiell durchfiihrbar, jedoch ist diese
Vorgehensweise nur gerechtfertigt, wenn kein Zusammenhang zwischen den erhobe-
nen Merkmalen und der Nichtbeobachtung besteht. Ist diese Voraussetzung nicht
erflllt, sind die vollstandigen Datensatze nicht reprasentativ fir die Grundgesamtheit
und die Datenqualitét ist durch den Ausfall erheblich beeintrachtigt.? Da in der statis-
tischen Literatur die einhellige Meinung besteht, dass in nahezu allen empirischen
Untersuchungen nicht von der Giltigkeit dieser Annahme ausgegangen werden kann,
ist eine Beschrankung der Analyse auf die beobachteten Datensétze im Allgemeinen

nicht gerechtfertigt.?

Vor diesem Hintergrund sind in der Vergangenheit zahlreiche Verfahren entwickelt
worden, die unter weniger restriktiven Voraussetzungen eine geeignete Behandlung
von fehlenden Werten erlauben. Die Methoden basieren dabei fast ausnahmslos auf
der Annahme, dass der Datenausfall durch die beobachteten Merkmalswerte erklart
werden kann. Obwohl dieser Zusammenhang in empirischen Untersuchungen auf-
grund der unbekannten fehlenden Werte nicht Gberprifbar ist, erfolgt in einer Viel-

zahl von publizierten Studien eine Behandlung der nicht beobachteten Daten durch

1vgl. Bankhofer/Praxmarer (1998), S. 109.

2Vgl. Rassler (2000), S. 67; Schafer (1997), S. 1f.

% Vgl. Schafer/Olsen (1998), S. 11; Huisman (1998); Schnell (2002); Lillard et al. (1986); Landerman
et al. (1997), S. 6; Crawford et al. (1995).



Einleitung 2

diese Verfahren. In vielen Fallen sind jedoch Zweifel an der Plausibilitat dieser An-
nahme berechtigt, wie beispielsweise die Auswertungen von Einkommenserhebun-
gen im Rahmen von Befragungen zeigen.* Diese Problematik wird durch die tenden-
ziell sinkende Antwortbereitschaft in Bevolkerungsumfragen noch verscharft, so dass
der addquaten Behandlung von fehlenden Werten eine steigende Bedeutung

beizumessen ist.’

Unter diesem Gesichtspunkt stehen in zunehmenden Male Verfahren im Mittel-
punkt, die unverzerrte Analyseergebnisse auch in Fallen ermdglichen, in denen der
Datenausfall nicht durch die beobachteten Werte erklart werden kann. Der zum Aus-
fall fihrende Mechanismus wird dabei als nicht ignorierbar bezeichnet, da dieser im
Rahmen der Behandlung der fehlenden Werte explizit modelliert werden muss. Die
entsprechenden Methoden wurden aus theoretischer und praktischer Sicht bislang
wenig erforscht und ein wesentliches Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese vor-
handene Liicke zu schlieBen. Anhand eines methodischen Vergleichs der Verfahren
sollen dabei Erkenntnisse gewonnen werden, die eine Bewertung im Hinblick auf
ihre Anwendungsmdglichkeiten und die Verl&sslichkeit ihrer Ergebnisse erlauben.
Ferner wird in der Arbeit ein besonderer Wert auf die konkrete Umsetzung der Me-
thoden gelegt, da sich diese als kompliziert erweist und fir das jeweilige Anwen-

dungsproblem spezifisch durchzufihren ist.

Aufgrund der Unkenntnis der fehlenden Werte beruhen die Verfahren zur Behand-
lung von nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen ebenfalls auf Annahmen, die an-
hand der beobachteten Daten nicht Gberprift werden kénnen. In der vorliegenden
Arbeit werden sowohl fur diskrete als auch stetige Variablen Ansétze prasentiert, die
eine Datenanalyse unter verschiedenen Annahmen tber den Mechanismus ermdgli-
chen und somit diese Problematik abschwéchen. Durch diese VVorgehensweise wird
gleichzeitig eine Beurteilung der Sensitivitat von Schatzungen vorgenommen, womit
der Einfluss der Annahmen auf die statistische Auswertung fur den jeweiligen An-

wendungsfall sichtbar wird.

*Vgl. Lillard et al. (1986); Rassler (2000), S. 67; Esser et al. (1989); Groves (1989), S. 201ff. Die
Problematik wurde ebenfalls in Studien zum Wahlverhalten festgestellt, vgl. Smith et al. (1999);
S. 563.

> Vgl. De Heer (1999), S. 129ff.; Esser et al. (1989), S. 99f.; Schnell (1997), S. 84f.
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Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit befasst sich mit der Frage, inwieweit die in der
Praxis verbreiteten Verfahren, welche auf einem durch die beobachteten Werte er-
klarbaren Datenausfall beruhen, die Giite von Schéatzungen negativ beeinflussen, falls
der Ausfallmechanismus nicht ignorierbar ist. In diesem Kontext werden Simulati-
onsstudien durchgefuhrt, die unter verschiedenen Datenkonstellationen Aufschluss

uber das AusmaR der Verzerrung von Schéatzungen geben sollen.

AbschlielRend ist die Robustheit von Ansétzen, die auf einem bestimmten nicht igno-
rierbaren Ausfallmechanismus basieren, zu tberprifen, indem von deren zugrunde
liegenden Unabhéngigkeitsannahmen in mehreren Datensimulationen abgewichen
wird. Auf der einen Seite sollen diese Simulationen die aus methodischer Sicht abge-
leiteten Erkenntnisse unterstiitzen und andererseits zusétzliche Informationen (ber

den Anwendungsbereich der Verfahren liefern.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im Kontext der Behandlung von fehlenden Werten ist zunéchst eine Abgrenzung der
flr die Problemstellung relevanten Variablen erforderlich. Neben dieser Festlegung
werden die grundlegenden Annahmen, auf denen die nachfolgenden Ausfiihrungen
aufbauen, in Kapitel 2 prazisiert. Ausgehend von dieser Vorbetrachtung werden in
Kapitel 3 die Ausfallmechanismen anhand ihrer Abhéngigkeit von den beobachteten
und fehlenden Daten klassifiziert. In dem Zusammenhang erfolgt eine kritische Be-
trachtung der beiden Annahmen, dass der Datenausfall zufallig respektive durch die
beobachteten Werte erklérbar ist. Die Einteilung der Mechanismen bildet die Grund-
lage fiir die Definition der Ignorierbarkeit in Kapitel 4, die sowohl fur die frequen-
tistische als auch die bayesianische Theorie formalisiert wird. Beiden Sichtweisen
folgend wird nachgewiesen, dass eine Erflllung dieses Kriteriums die Moglichkeit
eroffnet, gultige statistische Schlussfolgerungen aus den beobachteten Daten ziehen

zu konnen.

Die Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus ist die zentrale VVoraussetzung fir die in
Kapitel 5 diskutierten likelihood-basierten Verfahren zur Behandlung von fehlenden
Werten, deren Methodik und Umsetzung im Vordergrund der Ausfiihrungen stehen.
Weiterhin erfolgt in diesem Kapitel eine kritische Betrachtung von Verfahren, die

auf der Annahme beruhen, dass der Datenausfall zufallig ist. Dabei werden insbe-
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sondere die methodischen Nachteile dieser Methoden offen gelegt, die aufgrund ihrer

einfachen Realisierbarkeit in der Praxis verbreitet sind.

Der Thematik der Arbeit entsprechend werden in Kapitel 6 Methoden erortert, die
eine Behandlung von fehlenden Werten auch in Fallen ermdglichen, in denen das
Kriterium der Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus nicht erfullt ist. Einfuhrend
werden zwei Verfahren diskutiert, die bei der Betrachtung von einer diskreten bzw.
zwei bindren Variablen zur Anwendung kommen kdnnen. Diese Beschrankungen
werden im Weiteren durch die Darstellung von allgemeinen Ansétzen (Selection
Modelle und Pattern-Mixture Modelle) aufgehoben. Neben der konkreten Umsetzung
dieser Modelle ist der methodische Vergleich der beiden Ansétze ein zentraler Be-

standteil der Ausfuhrungen in diesem Abschnitt.

Die im Kapitel 7 beschriebenen Simulationsstudien befassen sich vornehmlich mit
der Frage, inwieweit die in den vorangegangenen Kapiteln diskutierten Verfahren zu
verzerrten Parameterschatzungen fuhren kénnen, falls deren zugrunde liegenden An-
nahmen nicht erflllt sind. Die Ergebnisse der Betrachtungen, die sowohl fiir den dis-
kreten als auch den stetigen Fall erfolgen, miinden in einer wertenden Gegenuberstel-
lung der Behandlungsverfahren. In Kapitel 8 werden die Erkenntnisse der Arbeit
zusammengefasst, und es wird ein kurzer Ausblick auf die weiteren Forschungsmaog-

lichkeiten gegeben.
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2 Grundlagen

In den letzten Jahrzehnten findet die Problematik von fehlenden Werten eine ver-
starkte Beachtung, die sich in einer untiberschaubaren Zahl an Publikationen zu die-
sem Thema zeigt. Dabei ist im Rahmen von empirischen Untersuchungen unumstrit-
ten, dass sich bereits im Vorfeld der Erhebung mit dieser Problematik beschaftigt
werden muss. So kann beispielsweise in Befragungen durch die eindeutige Formulie-
rung der Fragen eine mégliche Ausfallursache weitgehend vermieden werden.® Aus
der statistischen Literatur geht hervor, dass durch eine erneute Befragung von zufél-
lig ausgewdhlten, nicht antwortenden Personen die Problematik des Datenausfalls
deutlich verringert werden kann.” Eine Umsetzung dieser Strategie ist jedoch aus den
unterschiedlichsten Griinden (z.B. Aufwand der Nachbefragung, Anonymitatsgrin-
de) héaufig nicht mdglich, so dass die Notwendigkeit besteht, eine statistische Aus-
wertung von lickenhaftem Datenmaterial ohne zusatzliche Informationen tber die
unbeobachteten Werte durchzufihren. Die Ergebnisse einer Erhebung, bei der die
interessierenden Merkmale der einzelnen Untersuchungseinheiten nicht vollstandig
beobachtet werden konnten, sind der Ausgangspunkt der Arbeit.

Vor diesem Hintergrund ist eine entsprechende Notation einzufuihren, die eine statis-
tische Behandlung der Problematik allgemein erlaubt. Die Grundlage der folgenden
Ausfihrungen bildet eine Untersuchung von k& verschiedenen Merkmalen, zu deren
Zweck eine einfache Stichprobe vom Umfang » aus der Grundgesamtheit gezogen
wird. Die einzelnen Merkmale sind als Zufallsvariablen Y; (j = 1,...,k) zu interpretie-
ren, die zu einer k-dimensionalen Zufallsvariable Y = (Y3,...,Y;) mit den Realisationen
v = (y1,...,yx) zusammengefasst werden konnen. Dementsprechend seien (14,...,Y,)
n mehrdimensionale Zufallsvariablen, die annahmegemal unabhé&ngig und identisch
verteilt sind und die Realisationen (y,...,v,) mit y; = (ya,..., var) (i = 1,..., n) aufwei-
sen. Die Werte (yi,...,v,) definieren die Datenmatrix y, welche eine Realisation der

Zufallsmatrix Y ist und mit einer Wahrscheinlichkeit P(y) beobachtet wird.

®Vgl. Schnell (1986), S. 24ff.; Bankhofer/Praxmarer (1998), S. 109; Runte (1999), S. 2.
" Vgl. Graham/Donaldson (1993), S. 124ff.; Glynn et al. (1993), S. 984; Huisman et al. (1999),
S. 47ff.
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Abbildung 2.1: Darstellung der Datenmatrix y

Im Folgenden wird angenommen, dass die mehrdimensionale Zufallsvariable Y einen
bestimmten Verteilungstyp besitzt und die Verteilung von Y durch einen Parameter-
vektor & vollstandig beschrieben wird. Dementsprechend wird fiir die Verteilung
von Y die Schreibweise P,(Y) eingefiihrt, welche diesen fur die weiteren Ausfuh-
rungen wesentlichen Aspekt unterstreichen soll. Folglich kann die Wahrscheinlich-
keit bzw. Dichte von y ebenfalls durch & beschrieben werden und entsprechend wird

diese im Weiteren mit P,(y) bezeichnet.

Beispiel 2.1:

Die Zufallsvariable Y sei bivariat normalverteilt mit Erwartungswert = (g4, 1) und
Kovarianzmatrix 2. Fur die Dichte der Datenmatrix y gilt aufgrund der Unabhangig-

keit der Beobachtungen von Y-

R®-T120) 0= (s X) 2.1)

Ein wesentliches Ziel statistischer Analysen besteht darin, ausgehend von den beob-

achteten Daten Rickschlisse tiber den unbekannten Parametervektor & zu ziehen. Ist
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die Datenmatrix y vollstdndig bekannt, so ist die Schatzung von & durch géangige
statistische Verfahren, wie z.B. die Maximum-Likelihood-Methode, mdoglich. Im
Kontext der Problematik von fehlenden Werten sind einzelne Auspragungen der Zu-
fallsvariablen Y; (7 = 1,...,k) unbekannt, wodurch diese Verfahren nicht ohne weiteres
angewendet werden kénnen. Um den Datenausfall in y zu beriicksichtigen, wird eine
Indikatormatrix R eingefihrt, welche die Elemente

e R;=0, falls die Auspragung des Merkmals j in Datensatz i - y; - beobachtet

wurde, bzw.

e R;=1, falls die Auspragung des Merkmals j in Datensatz i nicht beobachtet

wurde,

enthalt. Die Indikatormatrix R ist als n-k-elementiger Zufallsvektor zu interpretieren,
der aus den Zufallsvariablen (Rj,...,R,) mit R; = (Ra,...,Rx) (i =1,...,n) besteht. Die
Zufallsvariablen (Ry,...,R,) sind annahmegemaR unabhéngig und identisch verteilt
und weisen die Realisationen r; = (rj,...,ri) (i = 1,...,n) in der Stichprobe auf. Ausge-
hend von der iid-Eigenschaft der Stichprobe wird weiterhin die Zufallsvariable
R = (Ry,...,R;) mit den Realisationen r = (r1,...,r+) definiert, welche die gleiche Vertei-

lung wie die Zufallsvariablen (Rs,...,R,) besitzt.

Ri Ri

N oW o1
B WO DN PP -
Rk OO

ROl O

NN o N

H_J

Abbildung 2.2: Beispiel fiir die Realisation r der Indikatormatrix R bei einer zwei-

dimensionalen Zufallsvariable Y (? = fehlender Wert)

Ein allgemeines Ziel der statistischen Verfahren zur Behandlung von fehlenden Wer-
ten ist es, ausgehend von einer Faktorisierung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeit
bzw. Dichte von y und r den interessierenden Parameter & zu schétzen. Hierzu wird

im Folgenden vorausgesetzt, dass die (Nicht-)Beobachtung von Werten ausschlieR3-
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lich auf die Auspragungen in der Datenmatrix y zurtckzufiihren ist. Dieser Zusam-
menhang wird durch die bedingte Verteilung P(R |y) formalisiert, welche allgemein
als Ausfall- bzw. Antwortmechanismus bezeichnet wird.? Dariiber hinaus besteht die
Annahme, dass der Ausfallmechanismus durch einen Parameter y beschrieben wird

und nicht vom Parameter 8abhéngig ist:

F,,(R|y)="F,(R]y) (2.2)

Beispiel 2.2:

Die Ausfallwahrscheinlichkeit einer univariat normalverteilten Zufallsvariable Y
Y~N(u,c®), 60=(u0)
sei von deren Realisation y in der folgenden Weise abhangig:

P, (R=1[Y=y)=D(y ) (®(-) : Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung)

F,(R=1|Y=y)
1

0,9 -

0,8 -

0,7 -

Abbildung 2.3: Bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit P, (R=1|Y =y)=®(y - y)
fur y=0,5

8 Vgl. Rassler (2000), S. 70.
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Da sowohl die Zufallsvariablen (Y3, ...,Y,) als auch (Rs, ...,R,) unabhéangig und iden-

tisch verteilt sind, gilt fir den Ausfallmechanismus P(R|y):

P(R|y):HP.//(Ei =r; 1Y, :Xl.)
i=1

:H(l_Zi)PV/(Ei =0]Y, :Zi)+£i Pl//(Ei =11Y, :Zi)

i=1

Zﬁ(l—lf)[l—q’(l//-zi)]w- Oy -y)

Der Ausfallmechanismus P(R|y) ist nicht vom Parametervektor & der Verteilung

von Y abhdngig und wird allein durch den Parameter y beschrieben. Die in (2.2) ge-

troffene Annahme ist in diesem Beispiel erfilit.

Unter der Gultigkeit der in diesem Kapitel getroffenen Annahmen l&sst sich die ge-
meinsame Wahrscheinlichkeit bzw. Dichte von y und r als Produkt der marginalen

Wahrscheinlichkeit (Dichte) von y und der Ausfallwahrscheinlichkeit £, (r |y) dar-

stellen:
£, x,y)=F,(y)F,(r|y) (2.3)

Im Kontext des Datenausfalls ist es weiterhin notwendig, die beobachteten und feh-
lenden Elemente in der Matrix y getrennt zu definieren. Dementsprechend wird mit
Yobs = (Vobss 11 Vobsn)' der beobachtete und mit Yois = (Vmis 1r-.., Ymisin). der unbeob-
achtete Teil von y = (Yoss, Ymis) DezZeichnet. Die in y,» und y,;; zusammengefassten,
beobachteten und nicht beobachteten Elemente der Datenmatrix y sind als Realisati-

onen von Y, und Y, zu interpretieren.’

% Es gilt somit Y = (Y55 Yois)-
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Abbildung 2.4: Darstellung von y, (dunkelgrau) und y,,; (hellgrau) in einer Da-

tenmatrix y (? = fehlender Wert)

Durch diese Unterteilung der Datenmatrix y sind die Wahrscheinlichkeiten bzw.
Dichten von y, und y,.;; nur von dem Parametervektor & abhangig und werden mit
P,(y,, ) beziehungsweise P,(y,,) bezeichnet. Ist die mehrdimensionale Zufallsva-
riable Y stetig, so ist die Dichte von y,; formal durch Integration der Dichtefunktion

P,(y) uber die fehlenden Werte zu erhalten:™

Py (Y o) = ng () Y i =HIP9 0, Y Ddy, =11RG,,. ) (2.4)
i=1 i=1

Im diskreten Fall ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion 7, (y) tber alle Werte der un-

beobachteten Variablen zu summieren:

P¢9 (yObs) - H ZPH (Zob.v,i ! Zmi.v,l) - HP9 (ans,i) (2-5)
i=1

i=1ly
lmis W

Zur Korrektur des Datenausfalls sind zahlreiche Methoden bekannt, die unter ver-
schiedenen Bedingungen des Ausfalls zur Anwendung kommen kénnen. Die Aus-
fihrungen zur Methodik dieser Verfahren erfordern zunéchst eine Darstellung und

Einteilung ihrer Anwendungsvoraussetzungen.

10 Es gelte wiederum die iid-Eigenschaft der Stichprobe.
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3 Klassifikation der Ausfallmechanismen nach Rubin

Die Behandlung von fehlenden Werten setzt die Kenntnis tber den Zusammenhang
von der (Nicht-)Beobachtung der Merkmale und den Merkmalsauspragungen in einer
Stichprobe voraus. Die genaue Spezifizierung dieses als Ausfallmechanismus be-
zeichneten Zusammenhangs ist im Allgemeinen nicht mdglich; es kdénnen jedoch
Unabhéngigkeitsannahmen getroffen werden, unter deren Gultigkeit die Behandlung
mit entsprechenden Methoden zu unverzerrten Schétzern bei der anschlieenden Da-
tenanalyse fihrt. Die implizit durch die Annahmen erfolgte, grundsatzliche Eintei-
lung der Ausfallmechanismen beruht auf der Unterscheidung, ob das Fehlen von
Variablen zuféllig oder von Merkmalen derselben Untersuchungseinheit, insbesonde-
re auch von dem fehlenden Merkmal selbst, abhdngig ist. Die Ausfallmechanismen

lassen sich somit nach Rubin®* in drei Gruppen klassifizieren:
() ., Missing Completely at Random " (MCAR)

Die den Ausfallmechanismus beschreibende bedingte Verteilung von R gegeben y
entspricht der Randverteilung von R:

B, (R|Y 4 ¥,i) =F, (R) (3.1)

Die Wahrscheinlichkeit fir das Fehlen eines Wertes ist unabhangig von den (beob-
achteten und unbeobachteten) Auspragungen aller Merkmale bei einer Untersu-
chungseinheit. Weiterhin hangt der Datenausfall auch nicht von den Merkmalswerten
anderer Einheiten ab, so dass in diesem Zusammenhang auch von einem zufalligen
bzw. unsystematischen Fehlen der Werte gesprochen wird.*> Die MCAR-Annahme
ist nur in seltenen Fallen gerechtfertigt und wird von einigen Autoren sogar als ,,un-

realistisch“ bei empirischen Datenbestinden bezeichnet.*®

11 Vgl. Rubin (1976).
12 Vgl. Réssler (2000), S. 65.
13 Vgl. Schafer/Olsen (1998), S. 11.



Klassifikation der Ausfallmechanismen nach Rubin 12

Beispiel 3.1:

Die eindimensionale Zufallsvariable R; (1 <i <n), die den Datenausfall einer eben-
falls univariaten Zufallsvariable Y; in Untersuchungseinheit i beschreibt, sei Bernoul-

li-verteilt mit Parameter (Ei ~ B(l,y/)). Allgemein gilt bei einer iid-Stichprobe

vom Umfang » flr den Ausfallmechanismus P, (R|y):

P,R|Y)=][R R =r 1Y, =y) (3.2)
i=1

Die Annahme einer Bernoulli-verteilten Zufallsvariable R; impliziert deren Unab-

héngigkeit von der Zufallsvariable Y;:

Py/(Bi :l|Zl :Xi):Py/(Bi :1):l/l
PR, =0|¥,=y)=P,(R, =0)=1-y

Durch Einsetzen dieser Unabhangigkeitsbeziehung in (3.2) kann gezeigt werden,
dass die Bedingung in (3.1) erfullt und somit der Ausfallmechanismus vom Typ
MCAR ist:

PRIY=T]A® =£,1¥, =) =T[R R =r)=P,® (3.3)

(1) ,,Missing at Random** (MAR)

Das Fehlen von Werten ist bei diesem Ausfallmechanismus lediglich von den beob-

achteten und nicht von den unbeobachteten Daten abhéngig:
P, (R|y)=F, (R]Y ¥ ,) = B, (R]Y,) (3.4)

Die MAR-Annahme ist weniger restriktiv als die MCAR-Annahme, da die Werte bei
diesem Mechanismus nicht (vollstandig) zufallig fehlen. Allerdings kann der Daten-
ausfall allein aus den beobachteten Daten erklart werden, so dass die fehlenden Wer-
te als Zufallsstichprobe gegeben die beobachteten Realisationen zu betrachten sind.
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In diesem Zusammenhang wird in der Literatur auch von bedingt zufalligem Daten-

ausfall gesprochen.**

Beispiel 3.2:

Von zwei bindren Zufallsvariablen Y; und Y> sei lediglich Y, vom Datenausfall be-
troffen. Weiterhin sei bekannt, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit bezlglich Y, aus-

schliellich von den Realisationen von Y; abhangig ist:
PV/(RiZ =11Y, =0)=y,

P, (R, =1Y, =1) =y, (i=1..,n)

174

Aufgrund der iid-Eigenschaft der Stichprobe vom Umfang » ist der Ausfallmecha-

nismus P, (R|y) mit w= (y1, y2) nur von den beobachteten Daten y,,,; abhangig:

Py/(R|y):HPy/(B[ =7, |Xl :X[):HPW(Rn:OlRiz =l |Yil:yil)
i=1

i=1

:HP;//(Ril :O’RiZ = Vi2 |Xabs,i) :PV/(R|y0bS)
i=1

Nach der Definition in (3.4) liegt somit ein Ausfallmechanismus vom Typ MAR vor.

Die Glltigkeit von MAR kann in der Praxis nicht nachgewiesen werden, da die
Uberpriifung der notwendigen Bedingung (3.4) aufgrund der unbekannten Daten y,,.;
nicht méglich ist. Hierzu besteht bei mehreren Autoren™ die Auffassung, dass die
Problematik der Plausibilitdat von MAR insbesondere bei umfangreichen, multivaria-
ten Datenbestdanden zu vernachléssigen ist, da in diesen Féllen hdufig der Zusam-
menhang zwischen Ausfallsmechanismus und den Werten der fehlenden Variablen
hinreichend durch die beobachteten Daten erklart werden kann. Darlber hinaus wird
argumentiert, dass die Behandlung von fehlenden Werten mittels Methoden, die ei-

nen Ausfallmechanismus vom Typ MAR voraussetzen, generell bei Untersuchungen

1 vgl. Réssler (2000), S. 65.
1>vgl. Schafer (1997), S. 27; David et al. (1986); Schnell (2002) S. 12.
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von empirischen Datenbestdanden gerechtfertigt ist, da mdglicherweise vorhandene
Verletzungen der MAR-Annahme keine wesentlichen Auswirkungen auf die Analy-
seergebnisse zur Folge haben.'® Unter anderem aus diesen Griinden ist es zu erklaren,
dass sich die statistische Literatur vornehmlich diesem Ausfalltyp widmet und hier-
fiir zahlreiche Behandlungsmethoden existieren.

(1), Missing Not at Random** (MNAR)

Bei diesem Mechanismus héngt die Ausfallwahrscheinlichkeit — im Gegensatz zu
»Missing at Random* und ,,Missing Completely at Random* — auch von den fehlen-
den Werten ab:

Pl// (R | ynbs ! ymis) # P(// (R | yobs) (35)

Beispiel 3.3:

Ausgehend vom Beispiel 3.2 sei im Weiteren die Ausfallwahrscheinlichkeit nur von
den Realisationen der Zufallsvariable Y, abhéngig:

PW(RiZ =11Y,=0)=y,
PW(RZ.2 =1lY,=) =y, i=1..,n)

Demnach ist der Ausfallmechanismus nicht allein aus den beobachteten Daten er-
klarbar und somit vom Typ MNAR:

PW(Rl)’):HPW(Bi =r.|Y, :Zi):HP.//(Rn:O’Riz =7y | Y, =)
i=1

i=1

= HP./, (Ry =0,R;, =1, |Xobs,i’Zmis,i) #F,(R|y,,)
-1

Die Behandlung von fehlenden Werten unter MNAR erfordert im Allgemeinen die

Kenntnis der bedingten Verteilung P, (R|y,,,,y,,), die aufgrund der Abhangigkeit

von den unbeobachteten Werten y,,;; jedoch in den meisten Fallen unbekannt ist. Da

18 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 152.
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eine genaue Spezifizierung der bedingten Verteilung von R héaufig nicht méglich ist,
werden fir den Datenausfall vom Typ MNAR geeignete Behandlungsmethoden in
der Praxis nur angewandt, falls inhaltliche Griinde der MAR-Annahme grundlegend
widersprechen. In diesen letztgenannten Fallen werden oft mehrere unterschiedliche,
plausible Verteilungen fir den Datenausfall unterstellt, um anschlieBend eine Sensi-
tivitatsbetrachtung bei der Datenanalyse durchzufuhren und somit der Unsicherheit

gegeniiber dem genauen Ausfallmechanismus Rechnung zu tragen.'’

7vgl. Allison (2002), S. 78; Toutenburg et al. (2004), S. 34.
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4 Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus

Um die Verteilung von Y bzw. den interessierenden Parametervektor & aus den un-
vollstdndigen Datenbestanden bestimmen zu kdnnen, wurde von Rubin (1976) die
»lgnorability*-Eigenschaft von Ausfallmechanismen definiert. Bei Vorliegen dieser
Eigenschaft ist es nicht notwendig, die bedingte Verteilung von R gegeben y zu spe-
zifizieren, um entsprechende Methoden zum Schétzen von @ anwenden zu kdnnen.
Der Ausfallmechanismus kann somit fur diese Schéatzung ignoriert werden. Da Infe-
renzen beziglich & sowohl aus frequentistischer als auch bayesianischer Sicht erfol-
gen konnen, ist die Ignorierbarkeit fur die beiden Theorien unterschiedlich zu defi-
nieren. Die folgenden Ausfliihrungen beziehen sich zundchst auf den frequentisti-

schen Ansatz.
Definition 4.1:

Innerhalb der frequentistischen Theorie wird ein Ausfallmechanismus als ignorierbar

bezeichnet, falls gilt:*®

) Der Ausfallmechanismus ist vom Typ MCAR oder MAR.

(1) Der gemeinsame, mit Q, bezeichnete Parameterraum von (6, y) ist das
karthesische Kreuzprodukt des mit €, benannten Parameterraums von & und

des durch ©, symbolisierten Parameterraums von y :

Q, =Q,xQ

W v

Aus der Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus kénnen Folgerungen fir die Wahr-
scheinlichkeits- bzw. Dichtefunktion von den beobachteten Werten y,; und r abge-
leitet werden. Bei einer stetigen Zufallsvariable Y ist die Dichtefunktion der beobach-

teten Daten durch Integration von P,  (r,y) Uber die fehlenden Werte y,,;s zu erhal-

ten:1®

18 \gl. Rubin (1976), S. 586.
19 Im Fall von diskreten Daten ist das Integralzeichen durch ein Summenzeichen zu ersetzen.
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Py, 6,y ) =[P, (ry) dy,, (4.1)

Die Faktorisierung der gemeinsamen Dichte von r und y fuhrt unter den in Kapitel 2

genannten Voraussetzungen zu
PH,(// (r’ ynbs) = IP‘// (r | y) PH (y) dymis ' (42)

Bei Erfillung der MAR-Annahme P, (R|y) =P, (R|y,,) gilt daher:*
PV/,H (r!yobs) = IP(// (r | yobs) PH (Y) dymis

= Pz// (r | yobs) '[PH (yobs’ymis) dymis

=P, (1Y oos) Bo (¥ o) (4.3)

Ist die ,,Ignorability“-Voraussetzung (I1) in Definition 4.1 erfullt, kdnnen alle Folge-

rungen fur @ aus der Likelihood-Funktion

L(y s 1 0) oc Py(y )

gezogen werden, da der Parameterwert von @ mit allen moglichen Parameterwerten

von y kombinierbar und keine Information Gber #in P, (r|y,, ) enthalten ist. Dies

impliziert, dass bei ignorierbarem Ausfallmechanismus die Maximum-Likelihood-

Schéatzung flr den Parametervektor ¢ der Maximierung von L(y,,, | @) entspricht.

obs
Little/Rubin (2002) weisen in diesem Zusammenhang darauf hin, dass innerhalb der
frequentistischen Sichtweise auch bei einer Verletzung der Bedingung (1) in
Definition 4.1 korrekte Inferenzen beziiglich des Parametervektors & aus der Likeli-

hood-Funktion L(y, . |&) gezogen werden kdnnen, allerdings fuhrt die Ignorierung

obs

des Ausfallmechanismus in (4.3) dann zu einem Verlust an Effizienz bei der Schét-
zung von 6! Weiterhin wird von Allison (2002) die Auffassung vertreten, dass ein
Zusammenhang der beiden Parametervektoren &und w in praktischen Anwendungen

unrealistisch ist.?? Insofern ist die Voraussetzung (1), die das Vorliegen eines Aus-

20vgl. Schafer (1997), S. 12.
2L \/gl. Little/Rubin (2002), S. 120; Wilhelm (1996), S. 76.
22\/gl. Allison (2002), S. 5.
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fallmechanismus vom Typ MCAR bzw. MAR fordert, als der zentrale Bestandteil fiir

die Definition der Ignorierbarkeit zu betrachten.
Ist die letztgenannte Voraussetzung nicht erfillt, so sind keine Schliisse fur &aus der
Likelihood-Funktion L(y,,, |¢) moglich. In diesen Fallen kann der Ausfallmecha-

nismus bei der Maximum-Likelihood-Schéatzung nicht vernachlassigt werden (,,non-

ignorable) und der Parametervektor & ist aus der Likelihood-Funktion
L(ynbs ' | 6! l//) o PH,W (yobs ! r)

zu schatzen. Bei Datenausfall vom Typ MNAR ist der Ausfallmechanismus stets

nicht ignorierbar.

Im Gegensatz zum frequentistischen Ansatz wird der bayesianischen Theorie zufolge
der Parametervektor als Zufallsvariable aufgefasst, welche eine a priori Verteilung

P(@) besitzt. Die Inferenzen bezuglich & werden bei vollstdndiger Beobachtung der
Daten y aus der a posteriori Verteilung P(6|y) gezogen, indem der Satz von Bayes

angewendet wird:?®

P(0)P(y | 9)

POIY ==

(4.4)

Dabei entspricht P(y|#) der in Kapitel 2 definierten, durch den Parametervektor &
beschriebenen Wahrscheinlichkeit bzw. Dichte von y (P(y|6’) :Pg(y)), wahrend

P(y) durch die folgende Integration zu erhalten ist:
P(y) = [ P(y| 6)P(6)d0 (4.5)

Innerhalb der bayesianischen Theorie wird ein Ausfallmechanismus als ignorierbar

bezeichnet, falls gilt: **

2 \gl. Bamberg (1972), S. 101.
4 \gl. Little/Rubin (2002), S. 120.
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Definition 4.2:

0] Der Ausfallmechanismus ist vom Typ MCAR oder MAR.

(1)  Die Parametervektoren #und y sind a priori unabhangig, so dass die gemein-

same a priori Verteilung P(€,y) das Produkt der beiden a priori Verteilun-

gen von dund wist:

P(0,y) = P(O)P(v)

Die Definitionen der Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus in Definition 4.1 und
Definition 4.2 unterscheiden sich in der jeweiligen Bedingung (I1). Dabei wird nach
der bayesianischen Theorie eine starkere Annahme getroffen, da die Verschiedenheit
der Parameterrdume von dund y, die nach der frequentistischen Definition der Igno-
rierbarkeit gefordert wird, eine notwendige Voraussetzung fir die Unabhangigkeit

der a priori Verteilungen von diesen beiden Parametervektoren ist.>

Im allgemeinen Fall der Unvollstdndigkeit von y sind bayesianische Inferenzen be-

zuglich @ aus der marginalen a posteriori Verteilung P(@]y,,, ,r) durch Integration

der a posteriori Verteilung P&,y |y,,,r) Uber den Parametervektor y zu ziehen:

P(O1Y s7) = [ POy |y 1) dy (4.6)

Im stetigen Fall gilt fir die a posteriori Verteilung P(0,y |y, ,r) nach dem Satz

obs !

von Bayes:®

v Y obs 91
PO,y |Y 1) = IJ‘PPB'W@ Yo )60 4.7

Oy (r’ yobs)P(H) l//)dedl//

Da das Doppelintegral “PHM (r,y,,,)P(0,w)d@dy als Normierungsfaktor betrach-

tet werden kann, ist die a posteriori Verteilung P(@,y |y, ,r) proportional zum

Produkt aus der Dichte 7, (r,y,, ) und der a priori Verteilung von dund y :

% \gl. Little/Rubin (2002), S. 120.
26 \/gl. Schafer (1997), S. 17.
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P(H1l// | yobs’r) oC PB,V/ (r1yobs)P(9’W) (48)

Wie bereits in Formel (4.3) gezeigt gilt unter der MAR-Annahme fiir die Dichte der
beobachteten Daten P, , (r,y,,) =P, (r|y,,) F,(y..), und durch Einsetzen in (4.8)

erhalt man
P(H’l// | y()bs’r) o« Pl// (r | y()bs )PE’ (y()bs )P(H’ l//) . (4'9)

Unter Voraussetzung (I1) der bayesianischen Definition von Ignorierbarkeit, welche
die Unabhéangigkeit der a priori Verteilungen von & und  postuliert, gilt fur die

marginale a posteriori Verteilung von 6:*’
PO1Y o) = [ PO ¥,y 1)y
o [ B (1Y )Py (¥ ) PO.Y) dyr
% [ B, (01Y,) By (¥ ) P(O)P(y) dy

% By (¥ ) P(O)[ P, (¢ |y, ) P(w) dy (4.10)
Folglich gilt fur die marginale a posteriori Verteilung von & die Proportionalitat
P(H | yobs ' r) o« PH (Yz)bs )P(H) ’ (411)

da das Integral in (4.10) einen Faktor bildet, der nicht von #abhéngig ist. Aus (4.11)
ist ersichtlich, dass die realisierte Indikatormatrix r nicht in die beiden Faktoren auf

der rechten Seite der Formel einflieR3t, und somit ist auch die Proportionalitat
P(H | yobs) s P67 (yobs )P(e) (412)
erfiillt.?®

Ausgehend von der Definition der Likelihood-Funktion von & gegeben die beobach-

teten Daten
L(Yobs | 6) o PH (Y()bs)

gilt entsprechend:

27\/gl. Schafer (1997), S. 17.
28 \/gl. Schafer (1997), S. 17.
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PO ) o L (Y, | 0)P(0) (4.13)

Die Formel (4.13) bildet die theoretische Grundlage fiir zahlreiche bayesianische
Methoden zur Behandlung von fehlenden Werten.? Ist der Ausfallmechanismus ig-
norierbar im Sinne von Definition 4.2, so kdnnen bayesianische Inferenzen bezlglich

@ aus der a posteriori Verteilung P(@|y,,,) gezogen werden. Diese erfolgen bei-

spielsweise durch die Maximierung des Produkts aus der Likelihood-Funktion

L(y,, | @) und der a priori Verteilung P(&) bezuglich des Parametervektors 6. Bei

groRen Stichprobenumfangen ist die a priori Verteilung dabei von geringer Bedeu-

tung fiir das Maximierungsproblem.®

Die ,Ignorability*“-Eigenschaft des Ausfallmechanismus bildet die theoretische
Grundlage fur die likelihood-basierten Behandlungsverfahren in Kapitel 5.3. Im Fol-
genden werden zundchst Verfahren behandelt, die aufgrund ihrer einfachen Umsetz-
barkeit in der Praxis verbreitet sind. Insbesondere werden die methodischen Nachtei-
le dieser Methoden herausgestellt, wahrend anschliefend Verfahren diskutiert wer-

den, welche diese Problematik nicht aufweisen.

2 Eine dieser Methoden, das Data-Augmentation Verfahren, wird in Kapitel 5.3.2 genauer erlautert.
%0 \/gl. Schafer/Olsen (1998), S. 10.
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S Behandlungsverfahren bei ignorierbaren Ausfallmechanismen

5.1 Traditionelle Verfahren

5.1.1 Vorbetrachtung

Zur Behandlung von fehlenden Werten werden in der statistischen Literatur zahlrei-
che Methoden aufgefiihrt, deren Anwendungen an bestimmte statistische Analysezie-
le (z.B. Schétzung von Regressionsparametern, Varianzschatzung) gekniipft sind.®
Die in diesem Kapitel diskutierten Verfahren kénnen demgegentiber unabhéngig von
der nachfolgenden Auswertung eingesetzt werden, jedoch sind diese entweder an die
restriktive MCAR-Annahme (Eliminierungsverfahren, Mittelwerterganzung) oder an
ein bestimmtes Ausfallmuster (Gewichtungsverfahren) gebunden.® Trotz der ge-
nannten Einschrankungen sind diese als traditionelle Methoden bezeichneten Verfah-
ren in vielen statistischen Programmpaketen implementiert, so dass im Weiteren eine

kritische Betrachtung dieser Behandlungsweisen erfolgt.

5.1.2 Eliminierungsverfahren

Eine h&ufig als Complete Case Analysis bezeichnete Methode zur Behandlung von
fehlenden Werten besteht in der Vernachlassigung der unvollstdndigen Datensétze
und einer anschlielenden statistischen Analyse der vollstandig beobachteten Unter-
suchungseinheiten. Die statistische Auswertung kann dabei durch die Anwendung
von multivariaten Standardverfahren fiir vollstandige Daten erfolgen. Durch die
Complete Case Analysis wird insbesondere die Vergleichbarkeit von univariaten
Statistiken gewahrleistet, da die Analyse jeweils auf der gleichen StichprobengréRRe

basiert.>

Ein wesentlicher Nachteil dieser Verfahrensweise ist der zusétzliche Informations-
verlust, der sich aufgrund der Nichtberuicksichtigung von vorhandenen Beobachtun-
gen in multivariaten Datensétzen, die im Extremfall nur einen fehlenden Wert auf-

weisen, ergibt. Weiterhin fiihrt die Anwendung der Complete Case Analysis nur

31v/gl. Hiibler (1986); Schnell (1986), S. 76ff.; Little/Rubin (2002), S. 28.
%2 Das Gewichtungsverfahren setzt zusatzlich die Erfiillung der MAR-Annahme voraus.
3 vgl. Little/Rubin (2002), S. 41; Runte (1999), S. 10.
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dann zu unverzerrten Ergebnissen, wenn der Datenausfall zufallig im Sinne von
MCAR st und die volistandigen Datensatze eine représentative Stichprobe der

Grundgesamtheit bilden.

Beispiel 5.1:

Es wird eine vollstandige Datenmatrix y, bestehend aus den Realisationen von drei

kardinal skalierten Zufallsvariablen Y3, Y> und Y3, betrachtet.

Y; Y Yis

o Ol WDN PP o~
N A~ BRWIN W
(o 2B I ol I S P I S
N FRIFR 01N O

Die folgenden Werte der Zufallsvariablen seien beobachtet worden:

Ri Rip Ri3

o Ol WDN PP o~
NI B~
N0 N Ol
SO Ol WDN PP~
(elielie]io]lie])Ne]
PRI ORFRL OO
OO0 Oo|o

NP WIN W

Um die Giltigkeit der MCAR-Annahme (berpriifen zu konnen, ist die bedingte

Wahrscheinlichkeit B, (r|y) sowie die Wahrscheinlichkeit P, (r) aus den relativen

Hé&ufigkeiten der Daten zu schatzen. Im Beispiel weist die Zufallsvariable Y; in drei
Untersuchungseinheiten der Stichprobe vom Umfang » = 6 fehlende Werte auf, wéh-
rend aus der vollstandigen Datenmatrix y und der Indikatormatrix r die Wahrschein-

lichkeit P(R, =1|Y = y) =0,5 fur alle Auspragungen von Y geschatzt wird.



Behandlungsverfahren bei ignorierbaren Ausfallmechanismen 24

Ausgehend von diesen Schétzungen entspricht die Wahrscheinlichkeit fir die reali-

sierte Indikatormatrix r
6 6 6
P,o)=[]F ¢)=]]2, () =05
i=1 i=1
der bedingten Wahrscheinlichkeit
6 6 6
P,ely)=]]R @ 1y)=]18 @1y )=05,
i=1 i=1

so dass von der Gultigkeit der MCAR-Annahme in diesem Beispiel ausgegangen
werden kann. Die Anwendung der Complete Case Analysis fuhrt damit zu unverzerr-

ten Ergebnissen, wie beispielhaft die Schatzung /3Y1,Y3 des Korrelationskoeffizienten

von Y1 und Y3 in der Stichprobe zeigt: Sowohl aus den vollstandig beobachteten als

auch aus allen n =6 Datensétzen ist p, , =-0,24 zu schétzen, wodurch die Ver-

nachlassigung der unvollstdndig beobachteten Untersuchungseinheiten in diesem Fall

gerechtfertigt ist.

Ein weiteres, als Available Case Analysis bezeichnetes Eliminierungsverfahren be-
ricksichtigt fur die Datenauswertung die jeweils beobachteten Merkmale. Hierdurch
tritt ein geringerer Informationsverlust als bei Anwendung der Complete Case Ana-
lysis auf, jedoch kdnnen sich inkonsistente Ergebnisse aufgrund der unterschiedli-
chen Stichprobenumfange fiir verschiedene Statistiken ergeben.®*

Fortsetzung von Beispiel 5.1:

Die Zufallsvariablen Y; und Y3 sind vollstandig beobachtet worden, so dass flr die
Schétzung des Korrelationskoeffizienten auf die Wertepaare (yi1, yi3) (i = 1,...,6) zu-

rickgegriffen werden kann (,6“3 =-0,24).

3 Vgl. Schafer/Graham (2002), S. 155.
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In der Praxis werden die Eliminierungsverfahren aufgrund ihrer einfach umzusetzen-
den Methodik h&ufig zur Behandlung von fehlenden Daten eingesetzt. Aufgrund der
aufgefiihrten Nachteile ist deren Anwendung jedoch allenfalls bei Datenbestdnden

mit einem geringen Anteil an unvollstdndigen Datensatzen gerechtfertigt.

5.1.3 Mittelwerterganzung

Um ein vervollstandigtes Datenmaterial zu erhalten, werden hdufig in der Praxis die
fehlenden Werte durch das arithmetische Mittel der beobachteten Werte einer Zu-
fallsvariablen ersetzt. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass diese VVorgehensweise
oft zu verzerrten Schétzern und in vielen Féllen sogar zu schlechteren Ergebnissen
als die Eliminierungsverfahren flhrt. Hierzu wird eine eindimensionale Zufallsvari-
able Y1 in einer Grundgesamtheit vom Umfang N betrachtet. Weiterhin sind
y11,...,ym die Realisationen einer einfachen Stichprobe vom Umfang » und s* be-
zeichne die zugehorige Stichprobenvarianz. Aus der Stichprobentheorie ist bekannt,

dass der Stichprobenmittelwert y, ein erwartungstreuer Schatzer fur den Mittelwert

von Y; in der Grundgesamtheit ist, der mit ¥, bezeichnet wird:®

E(m) =1, (5.1)

Bei einer einfachen Stichprobe gilt fiir die VVarianz des Schatzers y, %

Var(y,) :(1—%j072 (Var(Y,) = o),

wobei o2 durch die Stichprobenvarianz s* geschatzt werden kann: '

Var(7,) ~ (17)7 (5.2)

Far einen hinreichend groRen Stichprobenumfang » und flir n<<N ist y, approxima-

tiv normalverteilt mit Erwartungswert £(3,) und Varianz Var(y,) :*

N~ N(E(J_}l)lvar(yl))

% Vgl. Cochran (1977), S. 22.
% Vgl. Cochran (1977), S. 26.
% \/gl. Cochran (1977), S. 26.
% Vgl. Cochran (1977), S. 39.
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Aus (5.1) und (5.2) folgt

j— S2 S2
v, ~N| Y, ——-"—|,
n ( Yon NJ
so dass die Abweichung des Stichprobenmittelwerts y, vom Mittelwert in der

Grundgesamtheit ¥, ebenfalls approximativ normalverteilt ist mit Erwartungswert

- _ _ 2 2
E(3,-Y,)=0 und Varianz Var(y, - ¥,) = — -~ :*
n N
— 3 a S2 S2
b.-1)- N(O?_W] (5.3)

Ein 95%-Konfidenzintervall fir die ZufallsgroRe (7, — Y, ) ist

{—1,96 Sz(%—%j 11,96 s{%—%ﬂ. (5.4)

Es seien im Folgenden lediglich ¢ Werte in der Stichprobe vom Umfang » beobach-
tet worden. Der zugrunde liegende Ausfallmechanismus sei vom Typ MCAR, so
dass die beobachteten Werte als eine einfache Stichprobe vom Umfang ¢ aus der

Grundgesamtheit betrachtet werden kdnnen. Demzufolge gelten fiir den Stichpro-

benmittelwert 3, der beobachteten Werte die selben Uberlegungen wie in (5.3):%°
2 2
-)-afo )

95%-Konfidenzintervall zu (yf —)71):

(1 1) (1 1
|:—1,96 Sr (;_WJ y 1,96 Sr [g—ﬁj} (55)

Dabei ist s> die Stichprobenvarianz der beobachteten Daten, welche erwartungstreu

zum Schétzen der Varianz von Y ist;

E(sz) = Var(Y,)

% vgl. Rubin (1987), S. 13.
“0vgl. Rubin (1987), S. 13.
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Werden die (n-q) fehlenden Werte durch den Stichprobenmittelwert der beobachteten

Werte y,® ersetzt, erhalt man den folgenden Ausdruck fiir die Stichprobenvarianz:

1 (< _ n ~ 1 < _ -1
B D TS0 L Y C i v Ll IRy o G D L g
n-1\3 n-13 n-1

i=q+1 -

Die Stichprobenvarianz s der erhobenen und ersetzten Werte ist nicht erwartungs-

treu zum Schatzen der Varianz von Yi:
-1 -1
E(s*)=E =52 |= L2 E(s2)  Var(¥))
n-1 n-1

qg-1
n-1

unter-

Durch die Mittelwertergdnzung wird die Varianz von Y; um den Faktor

schatzt. Eine anschlieBende Datenanalyse, welche den Ersetzungsprozess der Mit-
telwertergdnzung nicht explizit berticksichtigt, fihrt nicht nur zu verzerrten Schat-
zern flr die Varianz, sondern auch zu falschen Konfidenzintervallen. Im Beispiel
ergibt sich — ohne Berlcksichtigung der Imputation — fur die ersetzten Daten das zu
kleine Konfidenzintervall in (5.4). Dieser Bias wird — neben der bereits aufgefuhrten,
geringeren Stichprobenvarianz — durch die Annahme eines zu groRen Stichproben-
umfangs » verstérkt, da die StichprobengroRe effektiv ¢ ist. Dies ist anhand des Ver-

gleichs von (5.4) mit dem wahren Konfidenzintervall aus (5.5) ersichtlich, da
s? < sz und g < n gilt. Durch diese methodischen Nachteile ist eine Anwendung der

Mittelwerterganzung nur in seltenen Fallen gerechtfertigt.*

5.1.4 Gewichtungsverfahren

Eine weitere Methode zur Behandlung von fehlenden Werten besteht in der Gewich-
tung von vollstdndig beobachteten Datensatzen, um die damit verbundene Vernach-
lassigung der unvollistandig beobachteten statistischen Einheiten zu kompensieren.
Bei dem als Response Propensity Weighting bezeichneten Verfahren werden die
Daten anhand der vollstdndig beobachteten Kovariaten zundchst in Klassen unter-

gliedert. AnschlieBend wird jedem vollstandig erhobenem Datensatz ein Gewicht

*1'vgl. Rubin (1987), S. 14.
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zugewiesen, welches der inversen Antwortwahrscheinlichkeit innerhalb der entspre-

chenden Klasse entspricht.*

Beispiel 5.2:

Gegeben sei die unvolistandige Datenmatrix bestehend aus den Realisationen von

zwei kardinal skalierten Zufallsvariablen Y7 und Y»:

i Y Y I Rai  Rp

1 3 4 1 0 0
2 2 6 2 0 0
3 3 ? 3 0 1
4 4 ? 4 0 1
5 4 1 ) 0 0
6 4 ? 6 0 1

Es ist die Antwortwahrscheinlichkeit fir die jeweilige Klasse / zu bestimmen
(/=1, 2, 3), wobei die Klassenbildung anhand der vollstandig beobachteten Zufalls-
variable Y erfolgt. Zu diesem Zweck wird bei der Anwendung des Gewichtungsver-
fahrens vorausgesetzt, dass fur die bedingte Antwortwahrscheinlichkeit gegeben die

Realisation y; gilt:
PW(RIZ =0[Y,=2)=y,

P,(R,=0]Y,=3)=y,

%
B, (R,=0]|Y,=4) =y, ((=Y..n), v =Wy, Vv,

Der Parametervektor w = (y,,w,,w5) ist aus den beobachteten Daten y,s und der

Indikatormatrix r zu schatzen:

N ~

v, =1, v,=05, l/}3=0,3§

*\/gl. Little/Vartivarian (2003), S. 1589f.
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Innerhalb des Gewichtungsverfahrens ist der Schatzer fir den Mittelwert von Y, die

gewichtete Summe der — aus den beobachteten Merkmalen bestimmten — Mittelwerte

y;ﬁ, in der jeweiligen Klasse I:

3 [e—
yRPW _ 1 Zl/;lil-)—/;l ~283
=1

5 ==
n

Der Schatzer in Beispiel 5.2 ist unverzerrt, wenn der Datenausfall nicht von den
Werten der Zufallsvariable Y, abhéngig und somit innerhalb der gebildeten Klassen
zuféllig ist. Diese Voraussetzung ist gleichbedeutend mit der Giltigkeit der MAR-
Annahme in Kapitel 3, so dass — im Gegensatz zu den Eliminierungsverfahren — die
Anwendung der Gewichtungsverfahren nicht auf zufalliges Fehlen der Werte im
Sinne von MCAR begrenzt ist. Andererseits ist die Behandlung von fehlenden Wer-
ten mit Hilfe von Gewichtungsverfahren auf so genannte monotone Ausfallmuster
beschrankt.”® Diese besitzen fiir alle i = 1,....n und j = 1,... k-1 die Eigenschaft, dass
ein Wert y; immer dann beobachtet ist, wenn auch y; ;+1) bekannt ist. Formal gilt in

diesem Fall fiir die Elemente r; einer realisierten Indikatormatrix r:
1y ST Vi=@Q...,n),j=0G...k-1) (5.6)

Sind — wie im Beispiel 5.2 — die Realisationen von einer Zufallsvariable in der Stich-
probe nicht beobachtet worden (univariater Datenausfall), so ist die Bedingung (5.6)

stets erfillt.

Vgl Little (1988), S. 294.
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i Y Y . Yiery Yu

Abbildung 5.1: Allgemeine Darstellung eines monotonen Ausfallmusters (grau:
fehlende Werte)

i Ya Yi Yi3 Yig Yis Ri Rz Rz Ru Rs
1 3 4 3 2 5 0 0 0 0 0
2 2 6 2 1 2 0 0 0 0 0
3 3 4 4 3 ? 0 0 0 0 1
4 4 1 3 ? ? 0 0 0 1 1
5 4 1 2 ? ? 0 0 0 1 1
6 2 ? ? ? ? 0 1 1 1 1

Abbildung 5.2: Beispiel fiir ein monotones Muster des Datenausfalls

Ein haufiges Einsatzgebiet der Gewichtungsmethoden besteht in der Behandlung von
vollstandiger Antwortverweigerung (Unit Nonresponse), bei der unter Auswertung
von zusdtzlichen Informationen (Kovariaten) der Datenausfall erklart und durch ent-
sprechende Gewichtung bericksichtigt werden kann. Wahrend die aus dem Gewich-
tungsverfahren resultierenden Schatzungen unter den genannten Voraussetzungen
(Galtigkeit der MAR-Annahme, monotones Ausfallmuster) unverzerrt sind, kénnen
die aus den gewichteten Daten ermittelten Standardfehler eines Schétzers einen Bias

aufweisen.**

* \vgl. Jones/Chromy (1982), S. 2.
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Die Zweckmaligkeit der Gewichtungsverfahren ist somit vom Analyseziel der an-
schlielRenden statistischen Auswertung abhéngig, so dass der Anwendungsbereich
dieser Verfahren auf die o.g. Félle restringiert ist. Die in den néchsten Kapiteln be-
schriebenen Verfahren sind wesentlich flexibler und somit den traditionellen Metho-

den vorzuziehen.
5.2 Multiple Imputation von fehlenden Werten

5.2.1 Zielstellung des Verfahrens

Im Kontext der Behandlung von fehlenden Werten ist die Bereitstellung einer ver-
vollstandigten Datenmatrix von besonderer Bedeutung, um eine anschlielende Da-
tenanalyse mit statistischen Standardmethoden durchfiihren zu kénnen. Bei der damit
verbundenen Ersetzung von fehlenden Werten besteht das Problem, dass auch bei

Bekanntheit oder Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus P, (R|y) die erganzten

Werte von den wahren Ausprégungen der unbeobachteten Daten abweichen kénnen.
Diese Unsicherheit wird durch die Ersetzung von fehlenden Werten durch jeweils
eine Auspragung (single imputation) nicht berlicksichtigt. Bei der anschlieRenden
statistischen Analyse wird dann irrtimlich davon ausgegangen, dass die erganzten
Daten in gleicher Weise wie die tatsédchlichen Beobachtungen y,,s erhoben wurden
und somit bekannt sind.

Beispiel 5.3:

Es ist das arithmetische Mittel einer binaren Zufallsvariable Y, die nur vereinzelt in
einer Stichprobe vom Umfang » = 10 beobachtet wurde, zu schétzen. Eine weitere

binare Zufallsvariable Y; sei hingegen vollstandig beobachtet worden.
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Y Yi R Rip
1 0 0 0 0
2 1 1 0 0
3 1 ? 0 1
4 0 1 0 0
5 1 ? 0 1
6 1 ? 0 1
7 0 1 0 0
8 1 ? 0 1
9 1 0 0 0
10 0 0 0 0

Es sei bekannt, dass der Ausfallmechanismus vom Typ MAR ist. Aufgrund dieser
Information kann die bedingte Wahrscheinlichkeit von Y;; =0 gegeben Y;; =1 bei

Nichtbeobachtung von Y;, in der Stichprobe bestimmt werden:
P(YiZ =0] Y, =1'Ri2 =)= P(YiZ =0] Y, =1'Ri2 =0)=05 (i=1..10)
Durch das Ziehen von Werten aus der bekannten bedingten Verteilung

P(Y,|Y, =1LR, =1) kénnen die Daten erganzt werden. Bei dem so genannten Hot-

Deck-Verfahren wird auf diese Weise jeweils ein fehlender Wert durch eine Auspra-
gung von Y, ersetzt.*> Beispielhaft resultiert der folgende vervollstandigte Datenbe-
stand aus der Anwendung dieser single imputation Methode:

i Y Y
1 0 0
2 1 1
3 1 0
4 0 1
5 1 0
6 1 1
7 0 1
8 1 1
9 1 0
10 0 0

> \vgl. Huisman (1999), S. 96f.
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Der Mittelwert in der Grundgesamtheit ist durch den Stichprobenmittelwert

_ 1
Yo = zyi2=0’5
=)

n;

zu schatzen. Die Varianz des Schéatzers wird mit

2y 1 1 -\
s = — o= =0,028
(77,) n(n—lizl(ylz yz) j
zu niedrig ausgewiesen, da diese Berechnung nur bei vollstandiger Beobachtung aller

Werte in der Stichprobe gltig ist und die fehlenden Werte lediglich geschatzt bzw.

erganzt wurden. Demzufolge ist

[7, — 05 s(3,) s 3, + 105 s(3,)| = [0.12 ; 0,88]

auch kein 95%-Konfidenzintervall fur den Mittelwert in der Grundgesamtheit, da
man bei wiederholter Stichprobenziehung unter dem beschriebenen Ausfallmecha-
nismus in weniger als 95% der Félle ein Intervall erhélt, welches den Mittelwert in

der Grundgesamtheit beinhaltet.

Ein Ansatz zur Losung dieser Problematik besteht in der mehrfachen Ergdnzung von
fehlenden Werten (multiple Imputation), bei dem mehrere plausibel vervollstandigte
Datenbestande erzeugt werden, die wiederum durch statistische Standardmethoden
einzeln auswertbar sind. Wie im weiteren Verlauf der Arbeit gezeigt werden wird,
sind die Parameterschétzer bei geeigneter Zusammenfassung der einzelnen Ergebnis-
se unverzerrt. Der wesentliche Vorteil des Verfahrens ist jedoch, dass die Verschie-
denheit der Analyseergebnisse auf die Unsicherheit beziiglich der Ersetzung zurtick-
zuftihren ist und somit auch Aussagen Uber die Genauigkeit von Schatzern getroffen

werden kdnnen.

5.2.2 Theoretische Grundlagen

Im Folgenden bezeichne O=Q(y) eine GroRe (z.B. Mittelwert, Varianz, Korrelation,
Regressionskoeffizient) in der Grundgesamtheit, die sich auf die Datenmatrix y be-

zieht und aus den beobachteten Daten zu schatzen ist. Ausgehend von der bayesiani-
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schen Sichtweise besitzt O eine Dichte, und die a-posteriori Verteilung von Q lasst

sich formal durch

P(Q | yobs) = J.P(Q'ymis | yobs)dymis
= .[P(Q | yobs'ymis )P(ymzs | YObs)dymis (57)

darstellen.* Letztere ergibt sich somit aus allen méglichen a-posteriori Verteilungen
von QO unter Vollstandigkeit,*” indem diese mit der Wahrscheinlichkeit fiir die ent-
sprechenden Realisationen von Y, gewichtet werden. Gleichung (5.7) bildet die
theoretische Grundlage der multiplen Imputation: Die interessierende a-posteriori

Verteilung P(Q]|y,, ) kann durch Ziehen von m Werten aus P(Y

mis

obs ly,,) ermittelt

werden, indem die resultierenden m a-posteriori Verteilungen P(O|y ., ¥,u) 9€-

eignet zusammenzufassen sind.”® Insbesondere gilt fiir den bedingten Erwartungs-

wert von O gegeben die beobachteten Daten:*°

E(Q1Y,3) = E[EQ1Y s ¥ s )| Yo ) (5.8)

Dies impliziert, dass bei wiederholtem Ziehen von Werten fiir Y,,;; die Erwartungs-

werte von Q unter Vollstandigkeit E(Q|y,,,¥..) durchschnittlich dem Erwar-
tungswert von Q unter Unvollstandigkeit £(Q|y,,) entsprechen. Um den Erwar-
tungswert unter Vollstandigkeit E(Q|y,,,¥,;) bestimmen zu koénnen, wird die

Verteilungsannahme

O1Y s ¥ s ~ N(O,U) (5.9)

beziglich der a-posteriori Verteilung von Q getroffen, wobei U =Var(Q |y .+ ¥ i)

und O der Schitzer fiir O unter Vollstindigkeit ist.%% 5* Dann gilt

E(O1Y 1Y) =0 (5.10)

“® \/gl. Rubin/Schenker (1986), S. 366.

*" Wird davon ausgegangen, dass sowohl Yos alS auch y,,;; beobachtet worden sind, so sei im Folgen-
den die a posteriori Verteilung von Q als a posteriori Verteilung unter VVollstandigkeit bezeichnet.

“® Die konkrete Anzahl m wird in den weiteren Ausfilhrungen des Kapitels diskutiert.

*Vgl. Rubin/Schenker (1986); S. 367 sowie die Herleitung in Anhang A.1.

*%Vgl. Rubin (1987), S. 75.

*! Die Normalverteilungsannahme ist insbesondere bei einem groRen Stichprobenumfang » gerechtfer-
tigt.



Behandlungsverfahren bei ignorierbaren Ausfallmechanismen 35

und zusammen mit (5.8) folgt

E(Q | Y()hs) = E[E(Q | yobs ' ymis) | YObS ] = E(Q | yobs) * (511)
Innerhalb der multiplen Imputation werden m erganzte Datenmatrizen generiert und

fur jede dieser mit y") (1<h <m) bezeichneten Matrizen wird der entsprechende

Schétzer Q(”) bestimmt. Zum Schatzen von Q ist das arithmetische Mittel

lZQA“’) geeignet, da
m -

- 13 A
E(Q1Y ) ZE(EZQ( : |yohsj (5.12)

gilt und der Mittelwert die wirksamste Schétzfunktion fur den Erwartungswert von

Q ist. Aus den Formeln (5.11) und (5.12) erhalt man
1< Ao
E(Q | yohs) = E EZQ |y0hs ! (513)
h=1

so dass die interessierende GroBe O aus den Einzelergebnissen Q% ,...,0™ unver-
zerrt durch

0= ifé“’) (5.14)

m -1

geschatzt werden kann. Folglich kénnen unter der Voraussetzung, dass die Vertei-

lung P(Y,, |y,,) Korrekt spezifiziert wurde, statistische Standardverfahren zur se-

paraten Berechnung von O® ..., 0™ verwendet werden, deren Ergebnisse durch

anschlieBende Mittelwertbildung zusammenzufassen sind.

Ein genereller Vorteil der Imputation von fehlenden Werten ist die strikte Trennung
vom Ersetzungsprozess und anschlielender Datenauswertung. Insofern ist die Erset-
zung als eine Datenvorverarbeitung zu betrachten, und es muss gesichert sein, dass
die Berechnung jeglicher Statistiken aus den vervollstandigten Datenbestanden zu
validen Schlussfolgerungen beziglich der Grundgesamtheit flhrt. So ist es z.B. fiir
die Bestimmung von Konfidenzintervallen fir Q notwendig, dass neben dem Schat-
zer fr Q auch die aus den Daten ermittelte Varianz des Schatzers unverzerrt ist. Der
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Beweis, dass auch die letztgenannte Forderung durch die multiple Imputation erftllt

ist, filhrt Uber die allgemein giltige Zerlegung der Varianz von 0:*

Var(Q 1y ) = EIVar(Q 1 s ¥ i) | Y on 1+ VATEQ 1Y oo ¥ i) | ¥ s ] (5.15)

Aufgrund der Annahme (5.9) gilt fur den ersten Summanden in (5.15) per Definition

von U bei multipler Imputation:

E[Var(Q | yobs’ymis) | yobs ] = E(U |yobs) (516)

Die mit U™ bezeichnete Varianz von Q kann bei Bekanntheit der Datenmatrix y*)

fur h =1,...,m berechnet werden, und das arithmetische Mittel dieser m Werte

= _1m

U==>U (5.17)
m 4

ist der Schéatzer fir den Erwartungswert von U, weil

1 m
E(Ulyobs) :E[;ZU(}[) |ynbsj (5'18)

h=1
gilt.

Die Zufallsvariable U wird von Rubin/Schenker (1986) als ,,Average Within-
Imputation Variance” von Q bezeichnet, da sie den durchschnittlichen Schatzfehler

in einer einzelnen vervollstandigten Matrix représentiert.>®

Fur den zweiten Summanden in (5.15) gilt wegen (5.10)
Var[E(Q | yobs ! Ymis) | yobs ] = Var(Q | yobs )’ (519)

und die Varianz von Q ist durch die Stichprobenvarianz

B ﬁ g[ém_é)z (5.20)

als deren wirksamste Schatzfunktion approximativ zu bestimmen:

varl01y., )< £ 30 -0 ) Iv..) 5.21)

m—-14H

52\/gl. Rubin/Schenker (1986), S. 367 sowie die Herleitung in Anhang A.2.
53 Vgl. Rubin/Schenker (1986), S. 367.
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Folglich bemisst B die Schwankung von Q die aus den m Schatzungen fur Q resul-

tiert. Letztendlich sind diese Abweichungen allein auf die unterschiedlichen Erset-
zungen in den m Matrizen zurtickzufihren, und somit spiegelt B die Unsicherheit
bezlglich der fehlenden Werte wider. Treffenderweise definieren Ru-

bin/Schenker (1986) diese Zufallsvariable auch als ,,Between-Imputation Variance*

von 0.

Wie gezeigt wurde, ist der quadrierte Standardfehler von Q in (5.15) die Summe aus

der ,,Average Within-Imputation Variance* U und der ,,Between-Imputation Vari-
ance* B. Da die letztgenannte Varianz bei einer begrenzten Anzahl an multiplen Im-
putationen je fehlendem Wert zu gering ausgewiesen wird,” ist der Korrekturfaktor

1+l
m

zu verwenden,® und die Varianz von Q ist durch

T=U+ (1+ ijB (5.22)

m

Zu schatzen.

Enthalten die fehlenden Werte keine Information tber die untersuchte GréRe Q, so
sind die Schatzungen O®,...,0" identisch und die Varianz B, die aus den Imputati-

onen resultiert, ist Null. In diesem Fall ist die Schétzung der Varianz von Q durch U
ausreichend. Ausgehend von dieser Uberlegung wird eine Rate

-2

c= T (5.23)

definiert, welche den relativen Anstieg der Varianz von Q aufgrund des Datenaus-
falls misst.>” Dementsprechend kann der Anteil der aus der Nichtbeobachtung resul-

tierenden Varianz an der gesamten Varianz von Q durch

>*Vgl. Rubin/Schenker (1986), S. 367.

>>Vgl. Rubin (1987), S. 87.

%6 \gl. zur Herleitung des Korrekturfaktors Rubin (1987), S. 87ff.
>"Vgl. Rubin (1987), S. 77.
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(1+ 1)3
m . C

[1+1JB+U ltc

m

T =

(5.24)

dargestellt werden.*®

Die Schatzer fur O und dessen Varianz sind bei einer begrenzten Anzahl von m Er-
setzungen nicht effizient. Dies hat zur Konsequenz, dass z.B. ein Konfidenzintervall
fir O mit einer geringeren L&nge angegeben werden konnte, wenn m wesentlich gro-
Rer gewéhlt wird. Wie Rubin (1987) zeigte, erhoht sich der Schatzfehler bei m Impu-
tationen im Vergleich zu unendlich vielen Ergédnzungen naherungsweise um den
Faktor

v 59

1+—
m

Ist beispielsweise die Rate ¢ =1, so wird bei m =5 Imputationen der Standardfehler
lediglich um 5% héher als im Fall von m = o ausgewiesen.?® Selbst bei einem hohen
Anteil fehlender Informationen ist somit eine geringe Anzahl an Ersetzungen in den
meisten Anwendungen ausreichend, da der Schéatzfehler nur unwesentlich groRer als
bei hoher Anzahl m ist. In der Literatur werden dementsprechend 3-10 Imputationen

je fehlendem Wert als ausreichend betrachtet.®*

Insbesondere aus dem Grund der Realisierbarkeit ist es bei groflen Datenbestanden
sogar notwendig, die Anzahl an Ersetzungen m stark zu begrenzen. Wiirde hingegen
m sehr hoch gewéhlt werden konnen, so ist die Normalverteilungsannahme fiir den
Schatzfehler

(Q - g_z) ~N(O,7) (5.25)

plausibel,®* und

*8v/gl. Schafer (1999), S. 5.

*¥Vgl. Rubin (1987), S. 114.

%0 vgl. Schafer (1997), S. 107. Die Berechnung basiert auf dem o.g. Faktor.
51 \/gl. Rubin (1987), S. 114 und Schafer (1997), S. 106f.

62 \gl. Rubin (1996), S. 477.
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0-z NT:0+z, ﬁ} (5.26)

ist ein Konfidenzintervall fur Q. Werden andererseits — wie in der Praxis Ublich — nur

wenige Ersetzungen je fehlendem Wert durchgefiihrt, ist vielmehr von

~

-9 .«

==~y

NS

als Verteilung fiir den standardisierten Schatzfehler auszugehen.®® Die Anzahl der

(5.27)

Freiheitsgrade df der t-Verteilung ist dabei durch

df = (m —1)(1+ 1} (5.28)

mit der Rate ¢ aus (5.23) festzulegen.®* Sowohl fiir m — oo als auch fiir ¢ — 0 ent-
spricht die t-Verteilung der Standardnormalverteilung. Der Fall ¢ — 0 verdeutlicht
erneut, dass bei geringer ,,.Between Imputation Variance* B zahlreiche Ersetzungen
je fehlendem Wert zu keiner deutlich héheren Effizienz der Schéatzungen flhren, da

die m Imputationen je fehlendem Wert nicht wesentlich voneinander abweichen.

Fortsetzung von Beispiel 5.3:
Die multiple Imputation eines fehlenden Wertes aus Beispiel 5.3 soll durch dreimali-
ges Ziehen (m = 3) aus der bekannten bedingten Verteilung P(Y,|Y, =1 R, =1)

i =1,...,n) erfolgen. Die folgenden Datenmatrizen y*, y® und y®® stellen ein még-
Y.y y

liches Ergebnis dieser VVorgehensweise dar.

83 \gl. Schafer (1999), S. 4.
% Vgl. Rubin (1987), S. 77.
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Py v P e PP
1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 1 2 1 1 2 1 1
3 1 1 3 1 1 3 1 0
4 0 1 4 0 1 4 0 1
5 1 1 5 1 1 5 1 0
6 1 1 6 1 0 6 1 1
7 0 1 7 0 1 7 0 1
8 1 0 8 1 0 8 1 0
9 1 0 9 1 0 9 1 0
10 0 0 10 0 0 10 0 0

Das arithmetische Mittel der Stichprobenmittelwerte in den drei Datenbestanden

y&, 32 und y& ist der Schatzer fir den Mittelwert von Y» in der Grundgesamtheit:
Z ) _ Z(lz (h)) 05
m =\ 1 iz

Die mit T bezeichnete Varianz des Schétzers setzt sich additiv aus dem durchschnitt-
lichen Schétzfehler

I 3 Y B D Rt

m

und der Varianz aufgrund der Imputationen

b 5l 5 o

zusammen:
— 1
Ir=U +(1+—)B =0,04

m

Unter der Pramisse, dass die MAR-Annahme erfillt ist und somit der Ausfallmecha-

nismus korrekt spezifiziert wurde, ist aufgrund von (5.26) der Bereich

[, = s NT 5 72 + 1T = [0.08 5 0.92]

ein 95%-Konfidenzintervall fur den Mittelwert in der Grundgesamtheit.
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Obwohl 40% der Werte von Y; in der Stichprobe fehlen und der Anteil der Varianz
aufgrund der Nichtbeobachtung an der gesamten Varianz mit 7= 0,33 relativ hoch
ist, ist das Intervall in Beispiel 5.3 nur geringfugig kleiner als das tatsachliche Konfi-
denzintervall. Der Grund hierfir besteht in dem geringen Stichprobenumfang von
n =10, wodurch — wie im Beispiel 5.3 unterstellt — ein Intervall bei vollstandiger
Beobachtung von Y; in der Stichprobe bereits entsprechend groR ist. Werden hinge-
gen umfangreiche Datenbestédnde statistisch ausgewertet, bewirkt die Bericksichti-
gung der Unsicherheit, die sich aus dem Datenausfall ergibt, im Allgemeinen deutli-
chere Unterschiede bei der Varianz des Schéatzers und damit wesentlich abweichende
Unter- und Obergrenzen des Intervalls.

5.3 Likelihood-basierte Verfahren

In der statistischen Literatur zur Behandlung von fehlenden Werten werden zuneh-
mend Losungsansétze diskutiert, die auf der Bestimmung des Maximum-Likelihood-

Schatzers fir den unbekannten Parameter @ der Wahrscheinlichkeitsfunktion P, (y)

beruhen. Diese likelihood-basierten Verfahren sind aufgrund von (4.3) insbesondere
in den Fallen anwendbar, in denen der zugrunde liegende Ausfallmechanismus igno-
rierbar ist. Ein Vorteil der Methoden besteht, im Gegensatz zu den meisten traditio-
nellen Verfahren, in der Einbeziehung aller verfiigbaren Informationen des Datenbe-
standes in Form von y,, fur die Erganzung fehlender Werte. Weiterhin sind likeli-
hood-basierte Verfahren unabhéngig von der Erscheinungsform der fehlenden Werte
in der Datenmatrix y einsetzbar. Hingegen sind traditionelle Methoden hédufig auf ein
monotones Ausfallmuster beschrankt bzw. auf die Erfullung der restriktiven MCAR-

Annahme angewiesen.

Die Likelihood-Funktion L(y,, | @) ist im Allgemeinen kompliziert und nicht in

geschlossener Form darstellbar, so dass die Bestimmung des Schétzers von & auf die
herkdmmliche Weise nicht méglich ist.®> Das Maximierungsproblem kann in diesen
Fallen durch die Anwendung von Né&herungsverfahren, wie z.B. dem Expectation-
Maximization-Algorithmus (EM-Algorithmus), geldst werden.

% Vgl. Schafer (1997), S. 37.



Behandlungsverfahren bei ignorierbaren Ausfallmechanismen 42

5.3.1 EM-Algorithmus

Der EM-Algorithmus ist ein iteratives Verfahren, bei dem unter Verwendung eines
vorlaufigen Parameterschétzers die fehlenden Werte erganzt werden und daran an-
schlielend fir die gesamten, vervollstandigten Daten ein neuer Schatzer des Parame-
tervektors bestimmt wird.®®

Far die Loglikelihood-Funktion I(y,,. | €) der beobachteten Daten

ynbs = (Xobs,l""’z )T

obs,n

gilt aufgrund der Unabhangigkeit der Untersuchungseinheiten:®’

n H(yosz mlsl)
5,00 = 2R, )= YlnE e
= 0 Z_mis,i ' Z-obs,i
:ZInP(‘y bsz"ymnl ZMP (ymlw obsl)
=110 -3 E(,,, 17, 629

Die Loglikelihood-Funktion der unvollstandig beobachteten Daten entspricht nach
(5.29) der Loglikelihood der gesamten Daten abzuglich der pradiktiven bedingten
Verteilung von den fehlenden Werten gegeben die beobachteten Realisationen. Es
kann gezeigt werden, dass ein Anstieg der vollstandigen Loglikelihood ebenfalls eine
Erhéhung der unvollstandigen Loglikelihood zur Folge hat.®® Hierdurch kann das
komplizierte Maximierungsproblem von @ bei der unvollstdandigen Loglikelihood
durch die Ermittlung des leichter zu bestimmenden ML-Schétzers von & unter Voll-

standigkeit gelost werden.

Im ersten E-Schritt (,,Expectation-Step*) des Algorithmus wird der bedingte Erwar-

tungswert der vollstandigen Loglikelihood gegeben die beobachteten Daten und un-

% \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 163.
§7 \gl. Rassler (2000), S. 73.
%8 \/gl. Dempster et al. (1977), S. 6f.
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ter Festlegung eines Startwertes 8” gebildet. Der Erwartungswert ist dabei von 6

abhangig und kann als eine Funktion 7 (6 |6®) definiert werden:*®
V(el 9(0)) = E[l(y | 9) | yohs ' 9(0)] = J‘l(y | 0) PH (ymis | yobs ! 9(0) )dymis (530)

Die bedingte Verteilung P, (Y, |y,,.0") verdeutlicht hierbei den Zusammenhang

zwischen den fehlenden Werten und dem unbekannten Parametervektor. Durch die
Integration Uber y,; in (5.30) ist der Expectation-Step mit dem Ersetzen der
fehlenden Daten durch deren bedingte Erwartungswerte vergleichbar.”™

Im folgenden M-Schritt (,,Maximization-Step“) ist der Parameterwert % so zu wah-

len, dass V(0] 6®) maximiert wird:"™
V(@D 10 >1(0]6) furalle 0 e Qy (5.31)

Im weiteren Ablauf des Algorithmus wird der E-Schritt mit #® als neuem Parame-
terwert erneut ausgefihrt und 7(6]6“) im anschlieBenden M-Schritt maximiert.

Dieses iterative VVorgehen wird wiederholt, bis sich die Parameterschatzungen von
zwei aufeinander folgenden Iterationen ¢ und 7+1 nicht mehr wesentlich unterschei-
den bzw. deren Differenz eine im Vorhinein festgelegte Grenze ¢ nicht mehr (ber-

schreitet:

04 0¥ <&

Bei der Verwendung dieses Abbruchkriteriums ist nicht auszuschlieBen, dass der
Algorithmus gegen ein lokales Maximum konvergiert. Um dieses Problem zu umge-

hen, wird empfohlen, den EM-Algorithmus zur Bestimmung eines globalen Maxi-

mums mehrmals mit unterschiedlichen Startwerten 8 durchzufiihren.’?

% vgl. Little/Rubin (2002), S. 168.
Vgl. Schafer (1997), S. 39.
Lvgl. Little/Rubin (2002), S. 168.
2\/gl. Schafer (1997), S. 52.
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Beispiel 5.4:

Es werden »n Untersuchungseinheiten von zwei dichotomen Variablen Y; und Y> be-
trachtet, wobei n,, (a,b =0, 1) die Anzahl der Untersuchungseinheiten mit ¥; = a und
Y, = b bezeichnet. Weiterhin ist p_, die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariab-
len Y1 und Y, die Werte a bzw. b annehmen. Unter Beachtung der iid-Eigenschaft der
Stichprobe sind die absoluten Haufigkeiten (oo, 101, 710, n11) Realisationen der
mehrdimensionalen Zufallsvariable (Noo, No1, N1o, N11), die multinomialverteilt ist

mit den Parametern » und 6 = ( poo, po1, p1o, pr) ">

n!

By(Ng =nggseees Ny = my1) = ﬁ(ﬁoo )noo (p01 )nm (pm )nm (pn )n11
Ngotng nylng,!

(n=ngy +ng +ny +ny;) (5.32)

Ferner beschreibt »” die absolute Haufigkeit der vollstandig beobachteten Untersu-

chungseinheiten mit Y1 = a und Y2 =5 und
n® =nl +nd +nf +nl
ist die gesamte Anzahl der vollstdndigen Datensatze.

Die absolute Haufigkeit der Untersuchungseinheiten mit ¥; = a und fehlendem Wert
der Zufallsvariable Y, wird im Folgenden mit »X* bezeichnet, wahrend > der

Anzahl der Datensétze mit Y, = b und fehlender Ausprédgung von Y; entspricht. Wei-
terhin sind die Randh&ufigkeiten in den vollstdndigen und unvollstdndigen Datensat-

zen durch

n +Y, _

R _ R R R _ R R + _ N+ Y+ +Y, +Y, _
n,, =Ny, +ny, N, =n,,+n, n' =nt +nl n?=ny,’+n,? Vab=0,1

definiert.

Auf dieser Einteilung basierend beinhaltet Abbildung 5.3 neben der Kontingenztafel
fiir die vollstandig beobachteten Merkmalstrager die bekannten Randhdufigkeiten bei

Datenausfall von Y; oder Y>.

" \Vgl. Schafer (1997), S. 42.
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Y1 und Y, beobachtet Y> nicht beobachtet Y1 nicht beobachtet

Y»,=0 Y>=1 Yze{O,l} Y,=0 Y>=1

+Y,

Yi=0 | nf =5 | =15 nf =20 | ¥,=0 |nli =15 | y,e{0;1} |ni? =15 |ni? =5|n"? =20

Y:i=1 |ny =20{nf; =10| nf =30 | v;=1 |nl* =15

n,%=25nﬁ:25 n® =50 n't* =30

Abbildung 5.3: Darstellung der beobachteten, absoluten (Rand-)Haufigkeiten von

zwei dichotomen Zufallsvariablen

Bei vollstandiger Beobachtung der Daten kann die gemeinsame Verteilung der Zu-
fallsvariablen Y; und Y- durch die Parameter der Multinomialverteilung in (5.32) be-
schrieben werden. Die zugehorige Loglikelihood-Funktion ist in der folgenden Wei-

se darstellbar:"

+ Zl‘,zl: n, 109(p,,)

I I
oo !ngytnyg!ny,! j a=0 b=0

(nggserimyy | 0) = Iog(

In der ersten Iteration des EM-Algorithmus ist der Erwartungswert der Loglikeli-

hood-Funktion gegeben die beobachteten Daten

obs __ R R R R Y+ Y+ +Y2 +Y2
n” ={ngy, noy, Mg, Mgy, Mo ) 17 g0}

und eines Startwertes

0O = (p© 50O 50 50

(Poo v Por s Pro’ s P11’ )

zu bilden:

| | |
oo ngy gyt ! ] a=0 b=0

E[I(noo,...,nll|0)|n"bs,l9(°)]:EK|09[ +21:Zl:na |Og(pab)] ”b*',a“”}

11
gl S 1 07 ogtr.) 539
Moo gy iy, !

a=0 b=0

Eine mogliche Ausgangslosung fiir den Vektor 6© besteht aus den relativen Hau-

figkeiten von Merkmalskombinationen in den vollstdndig beobachteten Datensétzen:

™ \qgl. Schafer (1997), S. 42.
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R
PO =" Vab=01
n

R

Im Beispiel erhilt man die folgenden Elemente des Parametervektors 0

R R R R
~©) _ Moo _ ~©) _ Moy _ ~) _ Mo _ ~) _ My
Po =" & =01 pg —n—R—0,3 Dro _n_R_O’4 P —n—R—QZ

Die Anzahl der Datensétze mit Y1 = a und Y, = b setzt sich aus den korrespondieren-

den, vollstandig beobachteten Untersuchungseinheiten n* sowie den Datensétzen

mit einer nicht beobachteten Variable (n* und n'2) zusammen:
n,=ns+ni" +n'" vV a,b=0,1

Die zu schatzende Anzahl der Untersuchungseinheiten mit einer fehlenden Variable

ist — gegeben die Randhaufigkeit n2" bzw. n)'> — ebenfalls multinomialverteilt mit

den Parametern Hz[ﬂ,ﬂj bzw. 0:(@,&) Im ersten Schritt des EM-
pao pao pob pob

Algorithmus wird somit — unter Beriicksichtigung des Startwertes 6 — von den

folgenden Verteilungen der fehlenden absoluten Haufigkeiten ausgegangen:™

ﬁ(O) ﬁ(O)
(nly 2 n™ 0@ = M| nlir 2 P | g = 0,1
ae ae
~(0)  ~(0)
+h Lt obs p(0) _ +r, Por Puw _
(nobZ,l’lle)ln |0 M(n'bzlﬁ(o) ,ﬁ(O)J Vb—o,l
oh oh

Im Beispiel sind die absoluten, nicht beobachteten Zellhdufigkeiten wie folgt verteilt:

, 01 0,3

Y1+’ Y+ obs’e(o) ~M 151_”;
(noo ny )| n 0404
04 01

Yl+’ Y+ obs,e(O) "'M 15’;,_1
(nlo gy )l” 0606

> Vgl. Schafer (1997), S. 44.
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01 11

(n+Y2 n+Y2)| n 9O - M[5 % %)

'05'0,5
Im E-Schritt des Algorithmus ergibt sich

Elny, |n™,0%) = EGul, 4l + 0" |n",0)

~(0) ~(0)
R Y+ Pap +¥, Pap
=Ny + naln ~(0) + n,, ~(0)
pao p-b

fur den Erwartungswert der absoluten Zellhaufigkeiten in Formel (5.33).”® Die auf

diese Weise geschatzten Haufigkeiten sind im Beispiel

~(0) ~(0)
E(ng | n,0) = nfy + st P2y e P80 2501507 11507 <1175
Oe pcO 0’4 0,5
~(0) ~(0)
E@%Jﬂwﬂem)=”£+”é+€%)+”Ea€%):15+159§+59§=2&25
Oe pol 74 015
~(0) ~(0)
E(nlo |nobs,6(0)) :n:f; +nly.1+ ljji%) +n:-0Y2 eﬂig) :20_'_15%4_15%:42
pl’ poO 016 0,5
~(0) ~(0)
EUM|nmﬂ¢m)=”ﬁ+”ﬁ+e%)+nf§€%)=10+159§+59§=17.
P1e Da 0,6 0,5

Im anschlieBenden M-Schritt wird der Parametervektor 6 = (52, p@, p L p®)

durch die (unter Vollstandigkeit geltenden) ML-Schatzer der Multinomialverteilung

~(0) ~(0)
R t+ Pab 4t P

+n
ab ™ Tas o) T b 2 (0)
Pas

b Vab=0,1

~o _ Eng, |n”",6) _
ab -

n n

neu bestimmt.”” Dies fiihrt im Beispiel zu den folgenden Schatzwerten:

~m 1175 R 29,25 . 42 R 17
W_=="2-01175 p®P ="222202025 pW ="=-042 pW == =017
Poo 100 V4 P1o 100 P11 100

01

Die beiden Schritte des EM-Algorithmus werden solange wiederholt, bis eine Kon-

vergenz bezuglich der Parameterschétzung eintritt. Im Beispiel ist die Bedingung

"6 \/gl. Schafer (1997), S. 44.
"\gl. Schafer (1997), S. 44.
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A1)
ab

p <0,0001 Yab=01

~ (1)
pab

nach 10 lterationen mit den Schatzern fir die Zellwahrscheinlichkeiten

n “ n 42 ~ 17
W~ 01343 W = 0,2839 W= "= =0,4229 M=~ =0,1589
Poo Dot P1o 100 P 100

erfillt.

Nach Anwendung des EM-Algorithmus kénnen die in der letzten Iteration generier-
ten, vervollstandigten Daten flr die weitere statistische Analyse verwendet werden.
Ein wesentlicher Nachteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass der Algorith-
mus lediglich die bedingten Erwartungswerte flr die Ersetzung verwendet und somit
die Unsicherheit bezliglich der Ergédnzungen vernachldssigt wird. Somit sind zwar
bei Gultigkeit der MAR-Annahme Parameterschédtzungen basierend auf den vervoll-
standigten Daten unverzerrt, die zugehdrigen Standardfehler und Teststatistiken sind
dagegen nicht verlasslich.”® ™ Aus diesem Grund sind bayesianische Ansatze in Ver-
bindung mit einer multiplen Ersetzung von fehlenden Werten, wie z.B. das Data-

Augmentation Verfahren, vorzuziehen.

5.3.2 Data-Augmentation Verfahren

Wie bereits in Kapitel 4 erwahnt, werden innerhalb der bayesianischen Theorie alle
Schlisse fir die unbekannten Parameter einer stetigen Verteilung aus der a posteriori

Verteilung P60,y |y,,.r) gezogen. Fur diese Verteilung gilt bei ignorierbarem

Ausfallmechanismus:&°

SR

Da die a posteriori Verteilung P(€|y,, ) haufig nicht direkt bestimmbar ist, wird
auf die leichter zu ermittelnde Verteilung P(@|y,,,.y,,.) zurickgegriffen. Hierfur

werden, &hnlich wie beim EM-Algorithmus, in einem iterativen Verfahren die feh-

’® Diese Problematik wurde bereits im Kapitel 5.2 im Rahmen der Multiplen Imputation aufgegriffen.
" Vgl. Statistical Services (2000).
80 \/gl. Herleitung in Anhang A.3.
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lenden Werte durch zufélliges Ziehen aus der Verteilung P(Y,, |y,,.0") unter

mis

Annahme eines Parameters 6 in Iteration ¢ provisorisch ersetzt:
yfrtzizl) - P(Ymis |yobs'9(t))
Im néchsten Schritt wird ein neuer Wert fiir @ aus der a posteriori Verteilung

P(O1Y . ¥e) gezogen:

' ~ POy, YD)

mis

Es kann fur hinreichend viele Iterationen ¢ der beiden Schritte gezeigt werden, dass

diese VVorgehensweise approximativ dem Ziehen aus der Verteilung P(0,Y,; | Y, )

entspricht;®

(69,Y9)~ P60,Y, ; y.1)

Beispiel 5.5:%

Die eindimensionale Zufallsvariable Y; sei Bernoulli-verteilt mit Parameter @:
Y,~B(1,0)

P(¥, =0) = 1-0)
PY,=1)=6 (i=1..n)

Die Wahrscheinlichkeit, die Realisationen ( y1,...,y,) unter dem Parameter & zu beo-

bachten, ist

Z":)/n ’1‘2":%1
f)(yll""’yln|0):01:1 (1_6) - .

Als a priori Verteilung von @ wird die Beta-Verteilung mit den Parametern o und g

angenommen: %

81 \/gl. Schafer (1997), S. 72.
82 \/gl. Li (1988), S. 63; Schafer (1997), S. 76ff.

5 Die Gleichverteilung ist ein Spezialfall der Beta-Verteilung mita =1 und g = 1.
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_ D@+ pB) poipy s
P(O) = F@) T (5) 0" (1-6) a>0,6>0 (5.34)

Fur die a posteriori Verteilung gilt:

P oy Vo A P(O
P(O] 3y y,y) = P Y [0) PO)
IP(yll,---,y,,l | 0) P(0)do
0

z}’il ”*;,Vil r‘(a + ﬂ)

e+ (1-6 =P _pgrt1-g)F?t
O ey O
T(a+ B) r(a+;yil)r(ﬂ+n_;yil)
I'a)+T'(p) I'a+ f+n)
 Tepen e et

T(a+ 2 v )T(B+n=2 v,)
i=1 i=1
Die a posteriori Verteilung ist somit ebenfalls eine Beta-Verteilung mit den Parame-

tern [a+zn:yﬂj und (ﬂ+n—zn:yilj:

i=1 i=l

0| Y1110y ¥,y ~ Beta (a+zyi1’ﬂ+n_zyi1J

i=1 i=1

Es wird angenommen, dass die ersten ¢ Merkmalstrager beobachtet wurden, wahrend
die Werte der restlichen (n-g) Merkmalstréger nicht bekannt sind. Fur die Parameter

der a priori Verteilung in (5.34) soll @ -0 und 8 — 0 angenommen werden.®*
Dann gilt fir die a posteriori Verteilung von & gegeben die beobachteten Daten

Yors = V11ree Va) |

q q
01y, ~ Beta [Zyil’n _Zyilj
i-1

i=1

% \vgl. Li (1988), S. 63.
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Im ersten Schritt des Data-Augmentation-Verfahrens werden die fehlenden Werte

Yomis = (V(gsapr-n ¥,a) aUs der folgenden Verteilung mit dem beliebig festzulegenden

Startwert 6 gezogen:

P(Yy =0)=(1-60)
Py =1)=0" (i=1..n)

Im néchsten Schritt wird der Parameter 60 aus der a posteriori Verteilung

P@|y,,.y2) bestimmt:

U1y e ¥ ~ Beta[Zylﬁ > yPin- Zyll Zy‘l)]

i=q+1 i=q+1

Fur den bedingten Erwartungswert eines fehlenden Wertes in Iteration #+1 gegeben

die beobachteten und in # ersetzten Daten folgt:®

E(YJ.(Hl) | yi;z)s ! yobs) E(e(t) | yfrtu)s ! yobs)

Zy,1 £

i=q+1

n
g u q
Zyil zyi(lt) Zyil _
= I 1 o= n—q
q n—q q n

Der bedingte Erwartungswert eines fehlenden Wertes in lteration 7+1 gegeben die

beobachteten und der in der ersten lteration ersetzten Daten ist

q

q
z Vi Zly iy Z Yi
E(},l(t-'—l) | yE”]?-l)b 7y0bb ) - l:1 - (g)t q+ l:l
q n—q q

8 vgl. Schafer (1997), S. 77.
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Da die in Iteration 1 ersetzten Daten nur vom Parameter 8© abhangen, gilt:®

q q9
Z Y Z Ya
=1

E(“16%y,,) =%—(q)f y—- (5.35)

q
q
zyil
Fir jeden Startwert y geht der Erwartungswert in (5.35) fir ¢t — o gegen =, da
q

<1 ist. Dies entspricht dem bedingten Erwartungswert eines fehlenden Wertes in

Iteration t+1 gegeben die beobachteten Daten y,p:

q
Zyil

EX ™y, ) =E@"|y,,) ="
q

Somit ist in dem betrachteten Beispiel sowohl E(Y,“" |y,,.) als auch der dem Data-
Augmentation-Verfahren ~ zugrunde  liegende,  bedingte  Erwartungswert
EX"|69,y,,,) das arithmetische Mittel der beobachteten Daten. Die in dem Al-
gorithmus iterativ durchgefiihrte (provisorische) Ersetzung der fehlenden Werte und

die daran anschlieBende Ermittlung von 6 filhrt zum wahren Erwartungswert eines

fehlenden Wertes.

Eine Erweiterung des Data-Augmentation-Verfahrens besteht in dem m-maligen
Ziehen (m > 1) von Werten aus der pradiktiven bedingten Verteilung von Y, in
jeder Iteration. Diese multiple Imputation flhrt zu m verschiedenen, vervollstandig-

ten Datenbestanden in Iteration (¢+1):

Yo ~ P(Y, |V 0))  (A<h<m)

8 Vgl. Schafer (1997), S. 77.
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Dabei ist 8 der jeweilige Parameterschatzwert fir Datenbestand / des vorherigen

Durchlaufs, der im néchsten Schritt durch zufalliges Ziehen aus der a posteriori Ver-

teilung neu ermittelt wird:

O ~ P(O]Y s Yo (L<h<m)

Jeder der m vervollstandigten Datenbestande wird anschlieBend mit den entspre-
chenden statistischen Methoden, die auch bei vollstandiger Beobachtung aller
Merkmalstréger anzuwenden wéren, analysiert. Die einzelnen Ergebnisse der Analy-
sen werden abschliefend durch die Bildung des arithmetischen Mittels zu einem

endgultigen Schatzer zusammengefasst.

Durch die mehrfache Ersetzung der fehlenden Werte wird die Unsicherheit bezuglich
des unbekannten, wahren Ausfallmechanismus innerhalb der Behandlungsmethode
berticksichtigt.®” Die multiple Imputation von fehlenden Werten erméglicht es, die
Varianz der geschatzten Statistiken exakt zu bestimmen und ist somit der einfachen

Ersetzung vorzuziehen.

8 vgl. Little/Rubin (2002), S. 85.
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6 Behandlungsverfahren bei nicht ignorierbaren Ausfallmecha-

nismen

6.1 Problemdarstellung

Die Ausfiihrungen im letzten Kapitel beschrankten sich auf Féalle, bei denen Daten
zufallig (MCAR) bzw. systematisch im Sinne von MAR fehlten. Unter dieser Vor-
aussetzung® ist es moglich, den Ausfallmechanismus fiir die Schatzung von Parame-
tern aus den beobachteten Daten zu vernachldssigen. Die in Kapitel 5 vorgestellten
Methoden zur Behandlung von Datenausfall beruhen dabei auf der prinzipiellen An-
nahme, dass die systematischen Unterschiede zwischen beobachteten und fehlenden
Werten einer Variable allein durch die Kovariaten erklért werden kénnen.®

In der Praxis kann die Gultigkeit der MAR-Annahme jedoch nicht immer vorausge-
setzt werden, wie z.B. empirische Studien von Greenlees et al. (1982) und Smith et
al. (1999) belegen. Wie bereits in Kapitel 3 diskutiert, vertreten andererseits
zahlreiche Autoren die Auffassung, dass die MAR-Annahme bei umfangreichen,
multivariaten Datenbestdnden fast immer erfillt ist. Selbst fir den Fall, dass diese
strittige und allgemein nicht Uberprifbare Aussage Bestand hat, ist festzuhalten, dass
zumindest bei der Analyse von Datenbestdnden mit einer geringen Anzahl an Variab-
len die Notwendigkeit besteht, nicht ignorierbare Ausfallmechanismen bei der Be-

handlung in Betracht zu ziehen.

Die Erganzung fehlender Werte bei Vorliegen von MNAR erweist sich als kompli-
ziert, da die Schllsse bezuglich des Parametervektors & — im Gegensatz zu MAR —

nicht aus der Wahrscheinlichkeitsfunktion P,(y,, ) der beobachteten Daten gezogen

obs

werden konnen. Stattdessen ist — aufgrund der Nichtignorierbarkeit des Ausfallme-
chanismus — der Parametervektor & aus der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion F,, (¥, r) zu schatzen, indem die entsprechende Likelihood-Funktion
L(y,,r|0,w) maximiert wird. Prinzipiell ist bei diesen Verfahren die Spezifizie-

rung des zugrunde liegenden Ausfallmechanismus erforderlich. Dieser héngt auch

% Die Unabhéngigkeit der Parametervektoren Qund i sei im Folgenden vorausgesetzt.
8 vgl. Allison (2002), S. 77.
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von den nicht beobachteten Werten von y ab, so dass die Parameter der Verteilung
von R gegeben y bzw. der Verteilungstyp selbst nicht ohne zusétzliche Annahmen
bestimmt werden kdnnen. Damit verbunden ist die Problematik, dass — ohne zusétz-
liches Wissen — alle denkbaren Ausfallmodelle (sowohl ignorierbarer als auch nicht
ignorierbarer Art) plausibel sind und es kein Kriterium fir die Praferenz eines Mo-

dells gegentiber den Alternativen gibt.

Da die Fehlspezifikation eines Modells fiir den Datenausfall erhebliche Auswirkun-
gen auf die Schatzung von Parametern hat, ist die Sensitivitat bezlglich des Ergeb-
nisses der statistischen Analyse durch Modellierung mehrerer plausibler Ausfallme-
chanismen zu untersuchen. Das Ziel ist somit die Angabe eines Intervalls fur den

unbekannten Parameter statt einer Punktschatzung.*

Im Folgenden werden zundchst zwei spezielle Verfahren vorgestellt, die lediglich bei
kategorialen Merkmalen anwendbar sind. Allgemeine Ansatze zur Behandlung von
fehlenden Werten werden unter der Préamisse, dass der Ausfallmechanismus vom
Typ MNAR ist, in den Kapiteln 6.3 und 6.4 diskutiert.

6.2 Spezielle Verfahren fiir diskrete Variablen

6.2.1 Zielsetzung

In diesem Abschnitt werden zwei Verfahren betrachtet, die zur Behandlung von feh-
lenden Werten angewendet werden konnen, falls die betrachteten Zufallsvariablen
diskret sind und der Ausfallmechanismus nicht ignorierbar ist. In Kapitel 6.2.2 wird
eine Methode beschrieben, deren eigentlicher Anwendungsbereich in der Klassifika-
tion von Probanden liegt, wobei diese Problemstellung aus dem medizinischen Be-
reich auf die Modellierung eines Ausfallmechanismus vom Typ MNAR zuriickge-
fihrt und somit in allgemeiner Form dargestellt werden kann. Innerhalb des Verfah-
rens wird eine Zufallsvariable Y; betrachtet, deren (Nicht-)Beobachtung in einer

Stichprobe auf deren Realisation y; zurtickzufihren ist:

PRy =nr|Y,=y)# PR, =1)

% vgl. Allison (2002), S. 78.
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Die Anwendung der Methode ermdglicht es, unter diesem MNAR-
Ausfallmechanismus sowie weiteren zu treffenden Annahmen die Parameter der

marginalen Verteilung P(Y;) zu schatzen. Unterschiedliche Annahmen fiihren dabei

zu verschiedenen Parameterschéatzungen, so dass mit Hilfe des Verfahrens eine Sen-

sitivitatsbetrachtung bezuglich des Schatzers durchgefiihrt werden kann.

Den Ausgangspunkt des in Kapitel 6.2.3 diskutierten Verfahrens stellen zwei diskre-
te Zufallsvariablen Y; und Y; dar, wobei annahmegemaR lediglich Y, fehlende Werte
in einer Stichprobe aufweist. Es wird gezeigt, dass bei Vorliegen eines nicht igno-

rierbaren Ausfallmechanismus
P(Rz =rn |Y1=y1,Y2 =y2)¢P(R2 =hn |Y1 :J’1)

eine unverzerrte Schatzung der Parameter der gemeinsamen Verteilung P(Y,,7,)

maoglich ist, falls die bedingte Unabhangigkeitsbeziehung
Ry 1L Y| Y2 (6.1)

gilt. Das Verfahren wird in einer Simulationsstudie (Kapitel 7.2) zur Parameterschét-
zung angewendet, in der u.a. fur den Fall, dass die bedingte Unabhéngigkeitsbezie-

hung (6.1) verletzt ist, die Robustheit der Methode untersucht wird.

6.2.2 Sensitivitatsanalyse der Parameterschatzung bei einer diskreten Variable

Eine spezielle Form des Datenausfalls liegt vor, falls anhand von (vollstandig erho-
benen) Daten Merkmalstrager klassifiziert werden sollen und diese Einteilung nicht
in allen Fallen eindeutig maéglich ist. Neben den fir die Klassifikation notwendigen
Auspragungen ist somit eine weitere Kategorie fir nicht zuordenbare Merkmalstréa-
ger zu berticksichtigen. Hangt die Wahrscheinlichkeit fir die Nichtzuordnung nur
von der tatsdchlichen Kategorie ab, so kann die Problemstellung auf einen Datenaus-
fall vom Typ MNAR zurtickgefihrt werden. Typische Beispiele fur diese Klassifika-
tionsproblematik sind im medizinischen Bereich zu finden, bei denen anhand von
Symptomen eine Einteilung vorzunehmen ist. Die folgenden Ausfiihrungen sind ins-
besondere auf Nordheim (1984) zurtickzufthren, der bei dieser Form des Datenaus-
falls eine Behandlung von fehlenden Werten innerhalb einer medizinischen Studie

zeigte.
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Das Vorhandensein eines Symptoms kann durch eine Zufallsvariable Y; beschrieben
werden. Anhand einer Untersuchung wird der Status ,,.Symptom vorhanden“ bzw.
»Symptom nicht vorhanden* bei den Probanden festgestellt, wobei einige Personen
nicht klassifiziert werden konnten. Es wird zuné&chst angenommen, dass die Proban-
den korrekt zugewiesen werden und somit keine Fehlklassifikation existiert. Die ein-
dimensionale Zufallsvariable Y ist eine bindre Zufallsvariable, deren Realisationen

in einer Stichprobe vom Umfang » nicht vollstandig beobachtet wurden. Weiterhin
ist »* die Anzahl der beobachteten Realisationen mit ¥; = a (@ = 0, 1) und »™ die
Anzahl der fehlenden Werte in der Stichprobe. Die Wahrscheinlichkeiten
B, (Y,=a)=0, (a=0,1) sind aufgrund der fehlenden Werte unbekannt und sollen

geschétzt werden ( = (&, 61), 6.=1-& ). Aus dem gleichen Grund sind die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten P, (R, =0[Y, =a) =y, (a =0, 1) ebenfalls nicht bekannt

(v= (w0, y1) ).
Die beobachteten Werte der bindren Zufallsvariable Y; werden durch die Haufigkei-

ten ny, n und »™ vollstandig beschrieben. Diese Haufigkeiten sind Realisationen

der mehrdimensionalen Zufallsvariable (NS, N, N™), die multinomialverteilt ist

mit den Parametern n, P, , (R, =0,Y,=0), P, , (R, =0, =1) und P, (R, =1):*

| R
By, (N§ =n Nff = nf, N" = ™) = = (R=0,Y =0)"

TR RY
ny'ny'In

By, (R=0Y =1 P,

NR 1 Pgo Wo

W (R = l)ﬂ (62)
Durch Umformen von (6.2) kann die Wahrscheinlichkeit
%’W(Né? :ng,NlR — nf’NNR — nNR)

in Abh&ngigkeit von den Parametern &, w und w1 angegeben werden:

%1 \gl. Nordheim (1984), S. 774.
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n!

P,, (NE =n® NE = nf, N¥* = ™) = '(Pgo (Y, =0)P, (R, =0]¥, =0))"

Rl Rl NR
no.nl n H

n NR

(P, (t,=0)P, (R, =017, =D)" (P, , (Y, =0,R, =1+ P, (Y, =L R, =1))

n! nd nf
=iy a (5 = OB, (R =017, =0))* (A~ P, (5 = 0)R, (R, =017, =1))

~(P€0 (Y, =0)1-F, (R, =0[Y, =0))+QA-F, (¥, =0)A-F, (R, =0]Y, :1)))"”

— e O (@ ) (0,0 ) + - 0,) - ) (6.3

niinf
Die Schatzung des Parameters &, aus (6.3) ist bei unbekanntem Ausfallmechanismus
nur moglich, falls eine Restriktion bezliglich der Parameter yp und ya hinzugefigt
wird. Diese Bedingung kann anhand einer Ratio K formuliert werden, welche wie
folgt definiert ist:

_B(R=11Y=1) 1-y,
P (R=1Y=0) 1-y,

(6.4)

Falls K> 1 gilt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass Y1 nicht beobachtet wird, wenn
Y1 =1 ist, groRer als im Fall Y3 = 0. Unter Beruicksichtigung von (6.4) gilt flr die

gemeinsame Wahrscheinlichkeit von (N2, N, N**) in (6.3):%

n!

R R R R NR NR

P(Ny =ng,N; =n; ,N" =n"") =——
1,81

ny!n' In

NR!LI(HO’K)LII(I//O’K)

n NR

L,(6,,K)=(6,)" @-6,)" (6, +K(1-86,))

NR

Ly (o, K) = (1, )* (M- K@—wp))" @—y,)" (6.5)

Wird die Ratio K als bekannt angenommen, so sind Rickschlisse bezuglich des zu
schatzenden Parameters & allein aus L, (6,,K) zu ziehen, da der Term L, (,,K)
nicht von & abhangig ist. Demnach gilt fir die Loglikelihood-Funktion zu der Mul-

tinomialverteilung in (6.5) gegeben &:

1(nf 0 0™ |6, )oc n¥ In8,) + nf In(L—6,) + ™ In(0, + K(1—6,))

%2 Vgl. Nordheim (1984), S. 774.
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Die Maximierung dieser Loglikelihood-Funktion nach & fihrt zu der folgenden

Gleichung:
6, na— k) + 6, (K (n+ n®) - (n +0"®)) - Knf =0 (6.6)

Die beiden Losungen der gquadratischen Gleichung ergeben sich durch die folgende

Formel:

K(n+nf)—nf +n™ ’
K(n+nl)—(nf +n™) n(l-K) Kng

0 =— + + 6.7
0.2 2n(1-K) 2 n(l-K) ©.7

Die quadratische Gleichung ist fur den Fall 16sbar, dass die absoluten Zellhdufigkei-

ten von der Zufallsvariable Y; positiv sind (ng,n,n"™ >0) und K =1 ist. Eine der

beiden Losungen liegt auBerhalb des zul&ssigen Parameterbereichs [0,1] von &), wéh-

R R NR
n, +n

rend die andere LOsung durch die relativen Haufigkeiten Mo ypg BT begrenzt
n n

wird und damit der ML-Schatzer von & ist:

R R NR
1y ny +n

—0<g, <
n n

(6.8)

Beispiel 6.1:

In einer Stichprobe vom Umfang » = 1000 seien 200 mal der Wert 0 (n) = 200) und

300 mal der Wert 1 (n =300) einer eindimensionalen, binaren Zufallsvariable Y;
beobachtet worden. In 500 Féallen konnte die Realisation von Y; nicht bestimmt wer-
den (»™ =500). Ausgehend von Formel (6.7) kann der ML-Schéatzer von & unter
Annahme verschiedener Werte von K ermittelt werden. Der Zusammenhang zwi-
schen den Schatzwerten éo und K ist in der folgenden Abbildung graphisch darge-

stellt.
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D>

00,8 -
0,7
0,6
0,5
0,4 -
0,3 -
0,2

01 -

Abbildung 6.1: ML-Schatzer éo in Abhéngigkeit von K (Beispiel 6.1)

Der ML-Schétzer von & ist im Extremfall 0,7, da unter K = 0 fiir die bedingte Aus-
fallwahrscheinlichkeit P, (R, =1|Y, =1)=0 gilt und allen fehlenden Werten der
Wert Null zugewiesen wird. Demzufolge wird fir den Schatzwert éo die in (6.8)

angegebene Obergrenze erreicht:

é_¢§+nm__zm+am_07
0 n 1000 '

Fir K — o werden die nicht beobachteten Daten durch den Wert Eins ersetzt, so
dass fur éo gilt:
~ ng 200

6. =% — =0,2 6.9
®  » 1000 (69)
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Beispiel 6.2:

Abweichend vom vorigen Beispiel seien die folgenden Haufigkeiten der Zufallsvari-

able Y; erhoben worden:

ny =100 , n =150 , n"® =750

Die relativen Haufigkeiten der beobachteten Daten

R R
e my
]

n

sind gegenuber dem vorigen Szenario gleich geblieben, die Ausfallquote

NR
" .100%

n

ist jedoch mit 75% wesentlich héher als in Beispiel 6.1 mit 50%. Dies hat die folgen-

den Auswirkungen auf den ML-Schatzer éo :
5’0 09 -
08 -
07 -
06 -
05 -
04
03 -
02 -
01 -

0 T T T T T 1
0 0,5 1 15 2 25 3

Abbildung 6.2: ML-Schatzer 50 in Abhéngigkeit von K (Beispiel 6.2)

Der Parameter & liegt im Intervall [0,1; 0,85], das aufgrund der groReren Anzahl

fehlender Werte breiter ist als im vorherigen Beispiel. Eine groRere Anzahl von Be-
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obachtungen in der Stichprobe fiihrt somit ceteris paribus zu einem kleineren Inter-

vall und ermdglicht genauere Aussagen beztiglich des Parameters é.

Im Fall von K = 1 sind die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten in (6.4) gleich:
P, (R =1]Y,=0)=P, (R =1|Y, =])

Der Datenausfall ist nicht von Y abhéngig, so dass die MCAR-Annahme und auch
die MAR-Annahme erfillt sind. Letzteres gilt, da in diesem Abschnitt keine Kovaria-
ten betrachtet werden. Unter K =1 vereinfacht sich (6.6) zu der folgenden Glei-

chung:

éo((n+n§)—(n§ +nNR))—n§ =0

R R

ny M
NR R R
n—n ny +n

<0, =

Unter Giltigkeit der MAR-Annahme ist der Schatzwert éo somit der relative Anteil

der beobachteten Werte mit Y1 = O unter allen Beobachtungen. Aus dem Beispiel 6.1
ist ersichtlich, dass unter diesem Szenario Abweichungen von der MAR-Annahme
(K = 1) geringere Auswirkungen auf die Parameterschatzungen haben als im Beispiel
6.2. Dies ist wiederum auf den hohen Anteil fehlender Werte in letzterem Beispiel
zuruckzufihren. Insbesondere in diesen Féllen ist es daher notwendig, den MNAR-

Ausfall in Betracht zu ziehen und unter Berticksichtigung verschiedener Mechanis-
men eine Sensitivitdtsanalyse durchzufiihren. Um den Wertebereich von éo weiter

einschréanken zu konnen, ist die Einbeziehung von Expertenwissen beziglich der
Ratio K hilfreich. So kann z.B. in den meisten medizinischen Studien davon ausge-
gangen werden, dass es wahrscheinlicher ist, eine Person klassifizieren zu kénnen,
wenn das Symptom vorhanden ist (Y1 = 1), als eine Person klassifizieren zu kénnen,

wenn ein Symptom nicht vorhanden ist (¥; = 0):%

% Vgl. Nordheim (1984), S. 772f.
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Py/l(Rl:O|K:1)>PV/O(R120|)]1:O)

S P, (R =1|Y, =) <P, (R, =1]Y, =0) (6.10)

Unter den Personen, die nicht klassifiziert werden konnten, befindet sich somit ein

groRerer Anteil Probanden, die das Symptom nicht aufweisen. In diesen Fallen kann
ein Kleineres Intervall fur éo als in (6.8) angegeben werden, da aufgrund von Un-

gleichung (6.10) fir K gilt:

0<K <1 (6.11)

Im Beispiel 6.1 ergibt sich unter der VVoraussetzung (6.10) fuir den Schatzwert éo das

Intervall ]0,4; 0,7] mit einer hoheren Untergrenze als in (6.9). Haufig kann sogar
dieser Bereich noch weiter eingeschrankt werden, da unter Einbeziehung von Exper-

teninformationen der Wert flr K noch starker als in (6.11) begrenzt werden kann.

Nordheim (1984) erweiterte das beschriebene Modell, so dass mehr als zwei Katego-
rien von Y1 moglich sind bzw. Fehlklassifikationen auftreten kdnnen. Diese Erweite-
rungen setzen jedoch voraus, dass — neben der Ratio K — weitere GrolRen definiert
und geschéatzt werden mussen. Die Maximierung der Likelihood-Funktion bezliglich
des Parameters & ist in diesem erweiterten Modell analog zu der beschriebenen Me-
thodik durchzufihren, und die Sensitivitat der Schatzung kann anhand der Variierung
der vorzugebenden GrofRRen ermittelt werden. Aufgrund der weitgehend identischen
Vorgehensweisen sei an dieser Stelle auf Nordheim (1984) fur die weiteren Ausfih-

rungen verwiesen.**

6.2.3 Parameterschétzungen bei zwei bindren Variablen

Im vorangegangenen Kapitel erfolgte die Parameterschéatzung fir den Fall, dass le-
diglich eine Variable betrachtet wird, deren Ausfall durch einen nicht ignorierbaren
Mechanismus verursacht worden ist. Ausgangspunkt des folgenden Verfahrens sind

n Untersuchungseinheiten von zwei binéren Variablen Y; und Y>, wobei in der Stich-

% \gl. Nordheim (1984), S. 776 f.
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probe Y; vollstdndig beobachtet wurde und Y, fehlende Werte aufweist. Weiterhin

wird vorausgesetzt, dass R, und Y3 gegeben Y, unabhéngig sind:
Ry 11 Y| Y2 (6.12)
Fur die Verteilung B, (R, | y;,y,) giltindiesem Fall (v = (y,v,)):

Pwl(Rz =0|Y, =Y, =0)=PW1(R2=0|Y2=0)=1//1
PWZ(R2:O|Y1=J’1'Y2 =1)=R//2(R2 =0|Y, =)=y,

Die Verteilung P,(Y;,Y,) wird durch den Parametervektor @ = (6,,,6,,,6,,6,;) In

der folgenden Weise beschrieben:
P, (Y,=aY,=b)=6,  Vab=01

Baker/Laird (1988) zeigen unter Anwendung eines loglinearen Modells, dass der

Parametervektor @ der Verteilung P,(Y;,Y,)bei diesem Ausfallmechanismus vom

Typ MNAR unverzerrt geschatzt werden kann.*> Eine alternative Herleitung dieser

Schétzer ist Gber den Zusammenhang
P, =0]Y,=0,R, =0)=P(Y, =0]Y, =0,R, =1)

P(Y,=0,Y,=0,R,=0) P(Y,=0,%, =0,R, =1)
P(Y, =0,R, =0) P(Y, =0,R, =1)

(6.13)

mdoglich, welcher unmittelbar aus der Annahme in (6.12) folgt.

Analog gilt fir die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y; =1|Y, =0,R, =0) und
P(Y,=1|Y,=0,R, =1):

P(Y,=1Y,=0,R, =0) P(Y, =1Y,=0,R, =1)

P(Y, =0,R, =0) P(Y,=0,R, =1) (6.14)
Aus (6.13) und (6.14) folgt:
P(Y,=0,Y,=0,R,=0) P(¥,=1Y,=0,R, =0) (6.15)

P(Y,=0,Y,=0,R, =1) P(Y,=1Y,=0,R, =1)

In gleicher Weise kann gezeigt werden, dass

% Vgl. Baker/Laird (1988), S. 67.
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P(Y,=0,Y,=1R,=0) P(Y,=1Y,=1R, =0)
P(Y,=0,Y,=1R,=1) P(Y,=1Y,=1R, =1)

(6.16)

gilt.

Aus dem Gleichungssystem bestehend aus den Formeln (6.15), (6.16) sowie den

Wahrscheinlichkeiten

P(Y,=0,R, =1)=P(Y,=0,Y,=0,R, =1)+ P(Y, =0,Y, =1L R, =1) (6.17)
P(Y,=LR,=1)=P(Y,=1Y,=0,R, =1)+ P(Y, =1Y, =L R, =1) (6.18)
kann die gemeinsame Wahrscheinlichkeit P(Y, =a,Y, =b,R, =1) (Va,b=0,1) er-
mittelt werden:

P(Y, =0,R, =1) P(Y, =1,Y, =1 R, = 0)
P(Y, =0,Y, =1, R, =0)

P(Y,=1Y,=0,R, =0) P(Y,=1Y,=1R, =0)

P(Y,=0Y,=0,R,=0) P(¥,=0,Y, =R, =0)

P(Y, =1,R, =1) -

P(Y,=0,Y,=0,R, =1) =

(6.19)

P(Y, =0,R, =1) P(Y, =1,Y, =1 R, =0)
P(Y,=0,Y, =1 R, =0)
PO =1Y, =1R, =0)P(1, =0, =0,R, =0)
P(Y,=0,Y, =1 R, =0)P(Y, =1,Y, =0, R, = 0)

P(Y,=LR, =1)-
P(Y,=1Y,=0,R, =1) =

(6.20)
P(Y,=0,Y,=1R, =1)=P(Y,=0,R, =1) - P(Y¥,=0,Y, =0,R, =1) (6.21)
PY,=1Y,=1R,=1)=P(Y,=LR,=1)-P(Y;=1Y,=0,R, =1) (6.22)
Diese Gleichungen implizieren, dass entweder
P(Y,=0Y,=0R,=0) P(¥,=0R,=1) P(},=0Y,=1R, =0) 6.23)
PY, =1Y,=0,R,=0) PY,=LR,=1) P, =1Y,=1LR,=0)
oder
P(Y,=0Y,=0R,=0) P(¥,=0R,=1) P(,=0Y,=1R, =0) (6.24)

PY,=1Y,=0,R,=0) PY,=LR,=1) PY,=1Y,=LR,=0)
gelten muss, da ansonsten die Restriktion

0<P(Y,=aY,=bR,=1)<1  Va,b=0]1
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verletzt ist.*® Dementsprechend muss bei der Schatzung der Wahrscheinlichkeiten

P(Y,=a,Y, =b,R, =1) beachtet werden, dass die Schatzer ebenfalls im zulassigen

Parameterbereich liegen.®’
Beispiel 6.3:

Zur Schétzung des Parameters @ der Verteilung P,(Y;,Y,) wird eine einfache Stich-

probe vom Umfang » = 100 aus der Grundgesamtheit gezogen. Im Weiteren ist n",
die Anzahl der vollstdndig beobachteten Untersuchungseinheiten mit Y; =« und
Y2=5b (a,b=0,1) und »"* die absolute Haufigkeit der Merkmalstrager mit Y; = a
und fehlendem Wert von Y, (' =n' +n’"). Die folgenden absoluten Kontingenz-

tabellen umfassen — basierend auf obiger Einteilung — die Werte in der Stichprobe:

Y1 und Y; beobachtet (R, =0) Y, nicht beobachtet (R, =1)
Y2:0 Y2:1 Y2:O Y2:1
¥1=0 n(l,; =16 n§1 =6 n(f, =22 ¥,=0 né\(’)R =7? n(j,\fe =7? néV,R =28
Yi=1 n =32 nt =2 |nk=34 Yi=1 nyt =72 =2 |nMt =16
nk =48 |nk =8 n® =56 nit =2 |nk =2 n™k =44

Allgemein sind die Parameter (6,,,6,,,6,,,6,,) Wegen

6,=PY,=aY,=b)=P(Y,=a,Y,=bR,=0)+P(Y,=a,Y,=b,R,=1) Va,b=0,1

durch
~ R ~NR
g, =Tw to (6.25)
n n

zu schatzen, wobei 7’y der Schatzer fiir die absolute Haufigkeiten ) unter der

jeweiligen Annahme (MCAR, MAR oder MNAR) ist. Falls der Ausfallmechanismus
vom Typ MNAR ist und die bedingte Unabhéngigkeitsbeziehung in (6.12) gilt, sind
die in (6.19)-(6.22) hergeleiteten Gleichungen fir P(Y,=a,Y,=b,R,=1)

% \/gl. Baker/Laird (1988), S. 67.
% Auf diese Problematik wird im Beispiel 6.4 naher eingegangen.
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(a, b =0, 1) erfullt. Durch Einsetzen der Schatzer in diese Gleichungen kann der Pa-

rametervektor 8 = (6,,,6,,,6,,,6,,) in der folgenden Weise geschatzt werden:

NR Moe Ty
R ~ NR R 1o R
O =10 Mo o Mo _01640,04=0,2 (6.26)
n n n nf o nl
niR nT
00 01
NR n(ﬁRanl
R ~ NR R 1o R
fp="0 Mo Moy Mo _0371008=04 (6.27)
n n n 1 Moo
”(flnl%
R NR
O, =20 0§ =03 (6.28)
n n
R NR
6, =" g o—01 (6.29)
n n

Wird hingegen von der Gultigkeit der bedingten Unabhéngigkeitsbeziehung

R 1l Y, |11

und somit von der Erfullung der MAR-Annahme ausgegangen, so ist wegen
P(Y,=b|Y,=a,R,=0)=P(Y,=b|Y,=a,R,=1) (Va,b=0,])

_ P(=aY,=bR,=0) _P(Y,=aY,=bR, =)
P(Y,=a,R, =0) P(Y,=a,R, =1)

die Gleichung

P(Y,=a,Y,=bR, =0)P(Y, =a,R, =1)
P(Y,=a,R, =0)

P(Y,=a,Y,=b,R, =1) =

erflllt. Fir den Schatzer in (6.25) gilt somit unter der MAR-Annahme

R ~ NR R R __NR R NR
éab — nab + nab — nab + nabnaO — nab (l‘f‘ nao J1

R R
n n n nn, n n

ae
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so dass die Parameter unter einem ignorierbaren Ausfallmechanismus durch

A A ~

0,=0364 , 6,=0471 , 6,=0136 , 6, =0,029

zu schétzen sind. Anhand dieses Beispiels wird bereits deutlich, welche Konsequen-
zen sich fir die Parameterschatzungen durch die unterschiedlichen Annahmen be-
zuglich des Ausfallmechanismus (MAR bzw. MNAR) ergeben kdnnen. Diese Aus-
wirkungen werden durch eine Datensimulation, die anhand verschiedener Parame-

terwerte von y = (y,,w,) durchgefihrt wird, in Kapitel 7.2 ndher untersucht.

~NR
Damit die geschéatzten relativen Haufigkeiten My (Va,b=0,1) zulassige Losungen
n

im Sinne von

~NR
0< e <1

n

bei Vorliegen des MNAR-Ausfallmechanismus sind, muss aufgrund von (6.23) und
(6.24) entweder

NR R
Moo . Moe Moy

R = MR R
Ry My, ny

(6.30)

oder

R NR R
n n n
00 Qe 01
R > NR > R (631)

Ry 1y, Ry

gelten.”® Die erstgenannte Bedingung ist im vorangegangenen Beispiel mit

R NR R
n n,, n
g5, M1, MB_g
LT ny, ny

erflllt. Das folgende Beispiel zeigt dagegen, wie im anderen Fall der Nichteinhaltung
von (6.30) oder (6.31) zu verfahren ist.

% \gl. Baker/Laird (1988), S. 67.
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Beispiel 6.4:

Es seien die gleichen absoluten Haufigkeiten n” (a,6=01) wie im Beispiel 6.3

beobachtet worden (n = 100), die Randh&ufigkeiten flr Y; bei Nichtbeobachtung von

Y, sind — abweichend von Beispiel 6.3 — durch n,* =34 und »,)* =10 gegeben.

Y1 und Y; beobachtet (R, = 0) Y, nicht beobachtet (R, =1)
Y2:0 Y2:1 Y2:O Y2:1
¥1=0 n(l,; =16 n§1 =6 n(f, =22 Y,=0 né\(’)R =7? n(j,\fe =7? né\fR =34
Yi=1 |7 =32 |nf =2 |nk =34 V=1 o =2 [nyt =2 |n)f =10
nfi) =48 nﬁ:8 nf =56 n.]\éRz? I’l.]\{RI? n™M =44

In diesem Beispiel gilt

R R NR
n n n

00 < 01 < Qe
NR !
1e

R = R
Ry Ny

und unter dem MNAR-Ausfallmechanismus wirde die Schatzung von nj sowie

NR
ny, durch

bzw.
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zu negativen und damit unzulassigen Werten fithren.*® Als Lésungen sind in dem

Fall die kleinsten zulassigen Werte 2,* =0 und 7,%* =0 zu verwenden,'® so dass

sich die folgenden Schétzer fiir die Parameter 6, (a,b = 0,1) ergeben:

R ~ NR R R ~ NR R

~ n n n n n n

900 00 00 00 — 0,16 910 — 10 10 10 — 0132
n n n n n n
R NR R NR

A n L] A n L] n .

Oy =—2+-% 9, =04 0, ="+ 4 =012
n n n n

6.2.4 Fazit

In diesem Kapitel wurden zwei Verfahren vorgestellt, deren Ziel die Parameterschét-
zung einer diskreten Verteilung unter einem MNAR-Ausfallmechanismus ist. Um
diese Schatzung zu ermdglichen, missen — wie bei allen Behandlungsmethoden unter
nicht ignorierbarem Datenausfall — entsprechende Annahmen erfillt sein. Bei der
Betrachtung einer diskreten Zufallsvariable (Kapitel 6.2.2) beziehen sich diese An-
nahmen auf eine Ratio von bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten, die den Wert des
Parameterschétzers unmittelbar beeinflusst. Ein wesentlicher Vorteil des Verfahrens
besteht in der Mdglichkeit, die Sensitivitat der Schatzung durch Variierung dieser

Ratio bestimmen zu kdnnen.

Werden zwei bindre Zufallsvariablen betrachtet und weist lediglich eine der beiden
Zufallsvariablen fehlende Werte in einer Stichprobe auf, kann das in Kapitel 6.2.3
beschriebene Verfahren angewendet werden, um die Verteilungsparameter bei Vor-
liegen eines Ausfallmechanismus vom Typ MNAR zu schatzen. Die Annahme, die in
diesem Fall getroffen werden muss, ist die Giltigkeit einer bestimmten bedingten
Unabhangigkeitsbeziehung.*™ In einem Beispiel wurde gezeigt, welchen Einfluss der
102

unterstellte Ausfalltyp (MAR bzw. MNAR) auf die Parameterschatzungen besitzt.
Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die Sensitivitat der Schatzung zu beurteilen, indem

% In dieser Weise wurden die Schatzer im vorangegangenen Beispiel berechnet (vgl. Gleichungen
(6.26) und (6.27)).

109\v/gl. Baker/Laird (1988), S. 67.

101 \/gl. Bedingung in (6.12).

192 \/gl. Beispiel 6.3.
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die Parameterschatzer unter den beiden Ausfalltypen ermittelt werden.

Werden mehr als zwei Zufallsvariablen betrachtet oder sind die den speziellen Ver-
fahren zugrunde liegenden Annahmen nicht gerechtfertigt, so sind die in den folgen-
den beiden Kapiteln diskutierten Selection- und Pattern-Mixture Modelle zur Be-
handlung von fehlenden Werten anzuwenden. Die beiden Ansdtze unterscheiden sich

dabei in der Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung P(Y,R). Innerhalb der Se-

lection Modelle ist der Ausfallmechanismus P, (R |y) zu modellieren, um den Para-

meter @ der Verteilung P,(Y) schétzen zu konnen. Die Erkenntnisse aus Kapitel 4

stehen im Einklang mit diesen Modellen,'® so dass prinzipiell die likelihood-basier-
ten Verfahren'® zur Schatzung von 6 angewendet werden kénnen. Allerdings ist zu
beriicksichtigen, dass aufgrund der in diesem Kapitel behandelten, nicht igno-
rierbaren Ausfallmechanismen Inferenzen beziiglich € aus der Likelihood-Funktion

L(r,y,, |6,w) zu ziehen sind.

Pattern-Mixture Modelle stellen einen neuen und — im Vergleich zu Selection Model-
len — grundlegend verschiedenen Ansatz zur Behandlung von fehlenden Werten dar.

Bei diesem Ansatz ist die bedingte Verteilung P, (Y | R =r) fir alle Werte, welche

die Indikatorvariable R annehmen kann, zu modellieren. Diese bedingten Verteilun-
gen, die durch den Parametervektor @ beschrieben sind, werden anschlieBend tber

die Verteilung der Indikatorvariable P (R) ,gemischt“, um die Randverteilung
P, (Y) zu erhalten.’® Ein ausfiihrlicher Vergleich von Pattern-Mixture und Selecti-

on Modellen erfolgt in einem gesonderten Kapitel. %

103 Insbesondere wurde an dieser Stelle nachgewiesen, dass bei Ignorierbarkeit des Ausfallmechanis-
mus der Parameter & aus der Likelihood-Funktion der beobachteten Daten L(y,,, |8) geschatzt

werden kann (vgl. Herleitungen in (4.3) und (4.10)).
0% yv/gl. Kapitel 5.3.
105 \/gl. Toutenburg et al. (2004), S. 30.
108 \/gl. Kapitel 6.5.
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6.3 Selection Modelle

6.3.1 Zielsetzung

Im Kontext der Problematik von fehlenden Werten sind Methoden von zentraler Be-
deutung, die es ermdglichen, den Parametervektor &€ der marginalen Verteilung von Y
bei verschiedenen nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen zu schétzen. Diese
Schéatzung bildet u.a. auch die Grundlage fir eine geeignete Ersetzung der fehlenden
Werte mit dem Ziel, ein vervollstandigtes Datenmaterial zu erhalten und Standard-
verfahren zur statistischen Analyse anwenden zu koénnen. Ein grundlegender, als
Selection Modell bezeichneter Ansatz zur Bestimmung von @& beruht auf der folgen-

den Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung £, , (Y,R) 107

£, (Y,R)=F,(Y) F,(R|Y) (6.32)

Innerhalb eines Selection Modells wird die Verteilung von Y separat vom Ausfall-
mechanismus beschrieben. Dies impliziert, dass sowohl die beobachteten Daten y,;
als auch die fehlenden Werte y,,;; durch eine Verteilung mit dem Parametervektor &

modelliert werden kdnnen.

Die Verteilung des Ausfallmechanismus R in (6.32) ist von y abhéangig, so dass die
(Nicht-)Beobachtung einer Variable durch die Werte in y bestimmt wird. Aus dieser

Eigenschaft resultiert die Bezeichnung ,,Selection Modelle*, da durch den zugrunde

liegenden Ausfallmechanismus die Selektion der beobachteten Daten y,, erfolgt.'®®

Ist der Datenausfall lediglich auf die beobachteten Daten y, zurlickzufuhren, so

kann P, (R|y,,¥ ;) aufgrund von

Pl// (R | yobs’ymis) = PV/(R | yobs)

fur die Schatzung von @ vernachlassigt bzw. ignoriert werden.'®® Im Fall von MNAR
ist der Ausfallmechanismus jedoch zu beriicksichtigen, wodurch die Schéatzung von @

nur unter Annahmen beztiglich der Verteilung £, (R |y) mdglich ist. Diese Annah-

men betreffen insbesondere den Verteilungstyp, Gber den aus inhaltlichen Grinden

197 v/gl. Herleitungen in (4.3) fiir die frequentistische und (4.10) fir die bayesianische Sichtweise.
198 \/gl. Rubin (1987), S. 207.
199 v/gl. Formel (4.3).
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allenfalls grobe Anhaltspunkte in der praktischen Anwendung vorliegen. Hierdurch
wird zusétzlich eine Sensitivitatsanalyse bezliglich des Ausfallmechanismus er-
schwert, da sich eine Variierung des Verteilungstyps und die jeweils nachfolgende
Parameterbestimmung als kompliziert und aufwendig erweist. Um den Parameter-
vektor @ schatzen zu kdnnen, wird auBerdem die Kenntnis des Verteilungstyps von Y

vorausgesetzt.

Das Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist es, die Methodik der Selection Modelle am
Beispiel einer normalverteilten Zufallsvariable Y; zu verdeutlichen. Es wird gezeigt,
wie unter verschiedenen Modellierungen (Schwellenwert-Modellierung, Logit-
Modellierung) des nicht ignorierbaren Ausfallmechanismus eine Schatzung der Pa-
rameter der Normalverteilung von Y; erfolgen kann. Fir eine Erweiterung dieses
Modells, bei der eine ebenfalls normalverteilte Kovariate Y, zur Parameterschatzung

einbezogen wird, sei auf Little/Rubin (2002) verwiesen.'*
6.3.2 Univariates Selection Modell bei Normalverteilung

6.3.2.1 Vorbetrachtung

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht die Schatzung des Parametervektors & der Ver-

teilung P, (Y;)einer Zufallsvariable Y;, zu deren Zweck eine einfache Stichprobe

vom Umfang » aus der Grundgesamtheit entnommen wurde. Die Zufallsvariable Y;

ist dabei normalverteilt mit Erwartungswert z und Varianz o2 (6 = (¢, 0)):
Y, ~ N(u,0%)

Ferner sind in der Stichprobe ¢ Realisationen von Y; beobachtet und (n-q) Werte
nicht beobachtet worden.'*! Der Datenausfall hangt dabei von den Realisationen der
Zufallsvariable Y; ab, so dass der Ausfallmechanismus vom Typ MNAR ist. Da der
Verteilungstyp von Y; annahmegemald bekannt ist, kann eine Selection Modellierung

unter Spezifizierung des vorliegenden, nicht ignorierbaren Ausfallmechanismus

19 v/gl. Little/Rubin (2002), S. 322f. Little/Rubin beschranken sich dabei auf die Schwellenwert-
Modellierung des Ausfallmechanismus.

" 0.B.d.A. werden die Daten in der Weise geordnet, dass die ersten ¢ Werte yy;,...,y,1 beobachtet
worden sind.
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durchgefiihrt werden. Ausgehend von dem Selection Modell in (6.32) gilt fir
PH,(//(y’r):

gl,/ y' (yllv Fa) = HP (yzl)P (ra lya)

(yll)P (R, =0| yil)Hpe (yil)Py/ (Ry=1ly4)

i=q+1

=1 :1 :

I
=

(Zob.v,i )Pl// (Ril - O | Zob.v,i) H P‘g (Zmi.v,i )Pl// (Ril = 1 | Zmis,i) (633)

i i=q+1

Durch Integration von F, (y,r) Uber die fehlenden Werte y . = (y WY )

. .
Z_mis,q+1 Z_mis,n

erhalt man P,  (y,, r):

Py (¥ ones HP(y DB, (R, =01y I jP(y )P, (R, =1]y )dy

mlS i

i=qg+l _o
(6.34)
Fir die Dichtefunktion P,(y,) mit @ = (i, o) gilt'?
L= 1 )
Py(yy) = ¢(Mj— (i=1..n), (6.35)
(o) (o2

wobei ¢(-) die Dichte der Standardnormalverteilung ist.

Ausgehend von (6.34) und (6.35) gilt fiir die Likelihood-Funktion L(y ., r |z, o,v):

Iql Z_obs,i —H 1

L(y()bs,rl'u’o-’w ¢[ b ] Pw(Rll 0|y0bv1)
I I J-¢(_mlb g j_Py/ (Ril = 1| me,i)dz,m,[ (636)
i=q+l _o

Um den interessierenden Parametervektor 8 = (i, o) aus dieser Likelihood-Funktion

schatzen zu kénnen, ist die Modellierung des nicht ignorierbaren Ausfallmechanis-

mus

Py/(R|y):HPy/(Ril:rillyil:yil)
i=1

12 v/gl. Greene (2000), S. 66.
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notwendig. Selbst unter dieser Spezifizierung des Ausfallmechanismus erweist sich
die Maximierung der Likelihood-Funktion L(yobs,r | 19,1//) beziglich 8im Allgemei-
nen als schwierig und kann haufig nur durch iterative Methoden (z.B. den Newton-
Raphson Algorithmus, EM-Algorithmus) erfolgen.™™* Im Folgenden soll diese Prob-
lematik anhand von zwei verschiedenen Modellen (Schwellenwert-Modell, Logit-
Modell) des Ausfallmechanismus verdeutlicht werden.

6.3.2.2 Schwellenwert-Modellierung des Ausfallmechanismus

Das in diesem Kapitel betrachtete Modell fur den Ausfallmechanismus ist durch die

folgenden Ausfallwahrscheinlichkeiten charakterisiert:

P, (R, =1]Y,<0)=

174

P,(R, =1]Y,>0)=0 (6.37)

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass ¢1 Werte mit y;1<0 (i = 1,...,q1) beobach-

tet wurden (q:1<g). Dann gilt fiir die Likelihood-Funktion L(y,, .r|u o,w) in
(6.36):

E Zo s,i_'u 1
L(yobs7r|ﬂ7a7l//):H¢ bTJ;Py/(Rzl :O|Yil SO)

i=1

4 y(}\l_ﬂ
H¢[_b J PW(R51:0|Yf1>O)

i=q+1
n

ﬂll? i

f¢[ S J P, (R, =1]¥, <0)dy

i=qg+l —o

-m{-mr e
1o v

i=q+1

=1-p) iy = H¢[—"”“_ JH@( j (6.38)

i=q+1

B vgl. Little (1994), S. 474.
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Im Spezialfall =1 werden alle Werte y, <0 in der Stichprobe nicht beobachtet
und man erhalt ein zensiertes Tobit-Modell.*** In diesem Tobit-Modell sowie im

allgemeinen Fall mit 0 <y <1 konnen die Parameter 4 und o nicht direkt aus der

Likelihood-Funktion geschétzt werden, so dass im Folgenden der EM-Algorithmus

als eine iterative Methode zur Bestimmung von z und & angewendet wird.

Fur die Schatzung des Parametervektors € = (x, o) ist es ausreichend, die suffizien-
ten Statistiken der Normalverteilung >y, und >y zu betrachten.”® Da (n-q)

Werte in der Stichprobe nicht beobachtet wurden, ist im ersten Schritt des EM-

Algorithmus der bedingte Erwartungswert von ZKl gegeben die Ausgangswerte
i=1

0 = (4,6 ) und ' zu bilden:*®

n q n
E(ZYA | 9(0)’V/(0)'yobs'rj = zyil +E(ZYI-1 |6(0)7l//(0)’yobs’rJ
i=1

i=1 i=q+1

9
=> v, + (- QE¥, 16,y R =1) (6.39)

i1
Fiir den bedingten Erwartungswert E(Y1 1609,y @ R, :l) gilt:**

E(Y,10°,p @, R =1)= E(Y, |0©,y®,Y, <0)

e +J(0)Z(0—ﬂ(o)] ;Z(z)zl(z) (6.40)

o©

Analog wird der bedingte Erwartungswert der Statistik ZYf gegeben dem Parame-

tervektor 0 und @ berechnet:*'®

14 yv/gl. Ronning (1991), S. 124ff.
115 v/gl. Bamberg (1972), S. 71.

18 y/gl. Little/Rubin (2002), S. 168.
17v/gl. Greene (2000), S. 899.

118 \/gl. Little/Rubin (2002), S. 168.
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n 9
E(ZYE I 9(°),'//(°),y0bs,rj =32+ - ) E(52 1695 @, R, =1)
i=1

i=1

q
=352 4(n-g)|[E( 169, R, =1 + Var(r, |69, R, =1)| (6.41)

i=1
Fir das Moment Var(Y, |6,y R, =1) in (6.41) gilt:'*°

Var(, |69,y ®, R, =1) = Var(, | 6,y ®, Y, < 0)

=(c® )2(1_ 5(0_—”(())}] 5(2)=1(2)1(2)-2) (6.42)

o©

Die bedingten Erwartungswerte der suffizienten Statistiken hdngen nicht von dem

Parameter ' ab. Aus diesem Grund kann im Folgenden auf die Bestimmung von

v in Iteration ¢ verzichtet werden.

Im M-Schritt sind die Parameter y(l) und o® zu ermitteln, wobei die unbeobachte-

ten Daten durch den bedingten Erwartungswert in (6.40) ersetzt werden:*?

1 n 1 q
u? = ;E(le | 9(0)’yobs’rj = ;|:Zyil +(n _Q)E(Yl 16, R, :l)} (6.43)

i=1 i=1

2
(0(1) )2 :%E(ZYAZ |H(O)’yabs’rj_[%E(zYil | 9(0)7yobs’rjj

=1 i=1

25 Dl g0 R, =) (a0

i=1

5 D10 <0 et 107, =]

“Iyy; +M{(E(Yl 169, R, =1)f +(c© )2(1_5(0_ﬂ(0) m ~(WOF  (6.49)

ns n 5O
Ausgehend von diesen beiden Parametern wird der bedingte Erwartungswert
E(Y,[6®,R, =1) erneut bestimmt und anschlieRend 6® =(u®,5?) in analoger

Weise zu (6.43) und (6.44) ermittelt. Das Verfahren wird wiederholt, bis die Parame-

ter der einzelnen Iterationen konvergieren (49(’) ~ 9(’_1)).

119 v/gl. Greene (2000), S. 899.
120 v/gl. Little/Rubin (2002), S. 168.
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Beispiel 6.5:

Von einer univariat normalverteilten Zufallsvariable Y; seien die folgenden Realisa-

tionen beobachtet worden:

I Ya i Y

1 -0,86 11 0,19
2 0,21 12 0,71
3 0,72 13 1,52
4 3,04 14 0,43
5 1,51 15 1,19
6 0,28 16 0,11
7 1,41 17 ?
8 1,12 18 ?
9 -0,17 19 ?
10 -0,27 20 ?

Weiterhin sei der folgende nicht ignorierbare Ausfallmechanismus bekannt:
L (Ril =1]7, < 0)=‘//

v

P,(R,=1|Y,>0)=0 (i=1..,n) (6.45)
Als Startwerte fur y(o) und o wurden die Parameter der Standardnormalvertei-
lung gewahlt:

ﬂ(O) —0,00 -1

Als Abbruchkriterium des EM-Algorithmus sei

Dy <00001 , |0 0| <0,0001

festgelegt.
Die folgende Tabelle umfasst die in Iteration ¢ des Algorithmus ermittelten Werte flr

den Parametervektor 6() = (,u(t),a(t))sowie far E(, |69, R, =1).
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(L0 S0 | E(y169,R, -1) ‘ LD 0 ‘G(Hl) 50
0 0 1 -0,797885 0,397423 0,025197
1 | 0,397423| 0,974803 -0,676839 0,024209 0,054910
2 | 0421632| 1,029713 -0,653897 0,004589 0,020537
3 | 0,426221| 1,050250 -0,646704 0,001438 0,006213
4 | 0,427659| 1,056463 -0,644532 0,000435 0,001908
5 | 0428094| 1,058371 -0,643869 0,000132 0,000584
6 | 0,428226| 1,058955 -0,643666 0,000041 0,000179
7 | 0,428267| 1,059134 -0,643604 0,000012 0,000054
8 | 0,428279| 1,059188 -0,643585

Tabelle 6.1: Parameterwerte und bedingter Erwartungswert von Y; innerhalb der
einzelnen Iterationen des EM-Algorithmus

Die Losungen des Algorithmus konvergieren im Beispiel bereits nach der 7. Iterati-

on, und somit erhalt man die Schatzwerte

n=u"=0428,

6 =0 =1,059 (6.46)

fir z und o. Diese kénnen mit den unter Gultigkeit der MAR-Annahme resultieren-

den Schéatzwerten

q
Zyil =07,
i-1

1& , -
= yi-a*=09 (6.47)
q iz

verglichen werden.*** Der niedrigere Wert fiir z in (6.46) ist auf den MNAR-

p

Il
< |

o

Ausfallmechanismus (6.45) zurlckzufuhren, da unter diesen Bedingungen lediglich
niedrige Werte von Y; fehlen und der Schatzer in (6.47) nach oben verzerrt ist. Aus

121 Da in diesem Kapitel lediglich eine Zufallsvariable betrachtet wird, ist dieser mit dem Schétzwert
unter der MCAR-Annahme identisch.
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dem gleichen Grund resultiert eine hohere geschatzte Varianz, wenn der Ausfallme-

chanismus — wie in (6.45) angenommen — nicht ignorierbar ist.

6.3.2.3 Logit-Modellierung des Ausfallmechanismus

Ist der Datenausfall einer normalverteilten Zufallsvariable Y; nicht von einem
Schwellenwert abhéngig, sind alternative Modelle zu (6.37) fur den Ausfallmecha-
nismus zu bertcksichtigen. Das Logit-Modell

1

—u] (6.48)

Pa,ﬂ(Rlzllyl): (
1+e' 7

mit y = (e, ), &= u und ﬂ=£o* stellt eine Moglichkeit dar, um die bedingte
T

Ausfallwahrscheinlichkeit P, ;(R, =1|y,) zu beschreiben.*** *** Die Likelihood-

Funktion fir die Parameter 4, o-und y gegeben die beobachteten Daten ist dann*?*

< _obs,i
i=1

f yosi_’Ll 1
L(yobwr | y,a,a,ﬂ):H (%J;Paﬁ(&‘l =0y )

i=qg+l _»

z R ymisi —,U 1
) H J‘¢[_’T};Pa’ﬁ (Ril :1| Xmis,i)dZmis,i

Yiobs™*
qy-‘ﬂl[_ﬂ]"“yu—#l 1
=H¢("‘”’” J; a1l | ¢[‘ J— 4y, (649)

—L"U; ] i=q+l _

122 \/gl. Greene (2000), S. 860.
12 v/gl. VoB (2000), S. 613.
124 v/gl. Herleitung in Formel (6.36).
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Im Gegensatz zu dem Schwellenwert-Modell kann der bedingte Erwartungswert

E(Y, | u,0,a, B, R, =1) nicht direkt aus

Ty1¢(yl;ﬂj1 ! ] dy,

—0

T¢(J’1U_ﬂji 1Y1‘0‘j dy,

E(Y1|,U,U,0!,ﬂ,R1 =1)=

bestimmt werden, so dass eine andere VVorgehensweise als im vorigen Kapitel not-
wendig ist. Konkret ist der E-Schritt des EM-Algorithmus in der Weise zu modifizie-
ren, dass — anstatt der Bildung von bedingten Erwartungswerten — Realisationen aus

der Verteilung P, , . (Y, =y,,R, =1) fur die nicht beobachteten Daten gezogen

werden. Weiterhin werden die fehlenden Werte mehrfach ersetzt (Multiple Imputati-
on mit m = 5), um die Variabilitat beziiglich der Imputationen zu beriicksichtigen.'?
Der folgende Ablaufplan verdeutlicht in Kurzform die VVorgehensweise innerhalb des

verénderten Algorithmus, beginnend mit dem Datenbestand 2 =1 (1< /A <m):

1. Festlegung der Startwerte "%, "%, o™ und p*? (t=0,i=g +1)
2. Ziehen einen Wertes %) aus der Normalverteilung P(Yl{h”’ Iy””f’,a(’”))
1

[7y’(1/r,z)_a(h‘/) ]
(h.t)
1+e 7

3. Bestimmung von P(Ri(l"") =1 ylgh”),a(h"),ﬂ(h")):

4. Fir P(RY™ =1]y{, ", p*)> z* mit der rechteckverteilten Zufalls-
variable
Z") ~ Re(0;1)
wird der fehlende Wert durch »{ ersetzt, ansonsten wird das Verfahren be-

ginnend mit Schritt 2 wiederholt

5. Durchfiihrung der Schritte 2-4 fir i = (g +2,...,n)

125 vgl. Kapitel 5.2.
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6. Ermittlung der Parameterwerte flir die néchste Iteration (z+ 1):

1 n 1 n 2
ht+l ht hit+l) _ h, —(h, hit+l) _ hit+l
P 230 g 2N (0 G0 o e e
noig i=1
,B(h,t+1) =£O_(h,t+1)
T

7. Durchfiihrung der Schritte 2-6 mit den neu ermittelten Parameterwerten bis

zur Konvergenz der Parameterldsungen

8. Ausfuhrung der Schritte 1-7 fur 2 = 2,...,m (Multiple Imputation)

Beispiel 6.6:

Aus der Grundgesamtheit einer normalverteilten Zufallsvariable Y; mit £ =0,5 und
o =1 wird eine Stichprobe vom Umfang » = 5000 gezogen. Innerhalb der Stichprobe
wurden fehlende Werte durch das Logit-Modell in (6.48) mit « = 0,5 und = 0,5513
erzeugt, wodurch g = 2485 Werte mit Mittelwert

1 q
=3y, =1077

i=1

und Standardabweichung

2
1¢ (1 < j
— D> va —|—D vi| =08289
\/q; ' q; '
beobachtet wurden. Als Startwerte des Algorithmus sind
pu"9=0,0""=2 " =0,p"" =11 fir h=1,..5

gewéhlt worden.

Die folgende Tabelle umfasst die Schatzwerte fur x und o, die sich aus der beschrie-

benen multiplen Imputation der fehlenden Werte in den m Datenbestédnden ergeben.



Behandlungsverfahren bei nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen

83

A P 0!

1 0,4720 1,0271
2 0,4918 1,0057
3 0,4918 1,0068
4 0,4806 1,0291
5} 0,4713 1,0364

Tabelle 6.2: Schatzwerte flr £ und o aus dem vervollstdndigten Datenbestand /

Die Schétzwerte fur 4 und o sind somit:

5
= 12 4" =0,4815
50
5
G=13 60 21021
5 h=1

Fir die Varianz des Schatzers 4 innerhalb eines Datenbestandes gilt

m =) ¥
g=23uw :liﬁa—lzo,oooz,
m

h=1 5 h=1 5000

und die Varianz zwischen den Imputationen ist

2

B=—1_3(a% - 4) =00001.1%

m
m—197

Ausgehend von dem Schatzwert

T=U+ (1+ i)B =0,0003
m

fir die gesamte Varianz von g ist

[t~ 18T i 18T |=[0,446 ; 0517]

126 \/gl. Formeln (5.17) und (5.20).



Behandlungsverfahren bei nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen 84

ein 95%-Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter z.**’

Aus

ﬁ:ﬁ 5 =0,563> 0
T

ist ersichtlich, dass hohe Werte von Y; h&ufiger beobachtet werden als niedrige Rea-
lisationen. Der Algorithmus ermdglicht dennoch unverzerrte Parameterschatzungen,
indem der zugrunde liegende Ausfallmechanismus korrekt bestimmt wird und die
fehlenden Werte vornehmlich durch niedrige Auspragungen von Y; ersetzt werden.
Obwohl keine Parameterannahmen getroffen werden bzw. auch kein Schwellenwert
wie in (6.45) vorzugeben ist, sind die Schatzungen von Parametern in diesem Selec-
tion Modell in hohem Male von den Verteilungsannahmen abhéngig. Dies betrifft
zum einen die Annahme einer Normalverteilung der gesamten Daten, die aufgrund
der Nichtbeobachtung von einzelnen Merkmalstragern nicht Gberpruft werden kann.
Weiterhin wird von einem Logit-Ausfallmodell ausgegangen, eine Abgrenzung von
anderen Modellen ist jedoch ebenfalls anhand der beobachteten Daten nicht mdglich.
Aus diesem Grund sind weitere Verteilungstypen sowohl fur Y; als auch fur den Aus-
fallmechanismus zu untersuchen, wobei die Sensitivitatsanalyse mit Hilfe des in die-

sem Kapitel beschriebenen Algorithmus durchgefihrt werden kann.

6.3.3 Fazit

Die Selection Modellierung beruht auf der Zielstellung, einen interessierenden Para-
metervektor & der Verteilung von Y aus den beobachteten Daten zu schétzen. Insbe-
sondere kann durch diesen Ansatz die nahe liegende Betrachtungsweise, dass die
(Nicht-)Beobachtung von Werten auf die Ausprédgungen in der Datenmatrix y zu-

rickzufiihren ist, durch einen Ausfallmechanismus F,(R|y) modelliert werden.

Insofern ist auch die von Rubin definierte “Ignorability*“-Eigenschaft des Ausfallme-
chanismus mit diesem Modell vereinbar, bei deren Erflllung die in Kapitel 5.3 er-

wahnten likelihood-basierten Methoden zur Anwendung kommen kénnen. Ist der

127\/gl. zur Berechnung der Freiheitsgrade df Formel (5.28).
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Ausfallmechanismus nicht ignorierbar, so ist eine Verteilungsannahme fiir R gege-
beny zu treffen, und der Parametervektor & ist aus der Likelihood-Funktion

L(yobs,r | 49,1//) zu schatzen. Die Maximierung dieser Funktion erweist sich, wie in

den Kapiteln 6.3.2.2 und 6.3.2.3 gezeigt, bereits im univariaten Fall als kompliziert.
Ein weiteres Problem betrifft die mdgliche Fehlspezifikation des Verteilungstyps von
R gegeben_y. Diese kann zu verzerrten Schatzern fiihren, so dass die Untersuchung

verschiedener Ausfallmechanismen in der Literatur empfohlen wird.'?®

6.4 Pattern-Mixture Modelle

6.4.1 Theoretische Grundlagen

Als Pattern-Mixture Modelle bezeichnete Ansétze zur Behandlung von fehlenden
Werten beruhen auf der folgenden Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung

P(Y,R), welche durch die Parametervektoren &und  beschrieben wird:*?

P,.(Y,R)=P,(Y|R)P,(R) (6.50)

In diesem Ansatz ist die bedingte Verteilung P, (Y | R) fur alle Werte, welche die

Zufallsvariable R annehmen kann, zu modellieren. Werden diese Auspragungen mit
ao,...,as bezeichnet, so wird fur jeden Wert ¢, (1=0,..., s) ein so genanntes ,,Pattern”
(Muster) r durch » =1 definiert. Die folgende Abbildung verdeutlicht diese Festle-

gung an einem Beispiel.**

i Ri Rz Rz Ru Rs Pattern r
110 0 0 0 0 0
21 0 0 1 1 0 1
3| 1 0 0 0 1 2
41 0 0 1 1 0 1
51 1 1 1 1 1 3
6| 1 0 0 0 1 2

Abbildung 6.3: Definition der Pattern im Pattern-Mixture Modell am Beispiel von

k =5 Zufallsvariablen

128 \/gl. Toutenburg et al. (2004), S. 34.

129'vgl. Little (1993), S. 125.

30 Es sei in diesem Beispiel davon ausgegangen, dass alle Auspragungen aq,...,as von R in der Stich-
probe auftreten.
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Insofern kann » auch als Realisation einer eindimensionalen, diskreten Zufallsvariab-

le R aufgefasst werden und die bedingten Verteilungen P, (Y|R=r) (r=0,..,s)

sind durch einen Parametervektor @, beschrieben.’® Das Ziel des Pattern-Mixture

Ansatzes ist die Schatzung dieser im Vektor o =(w,,...,®,) zusammengefassten

Parametervektoren ay,...,@;, welche sich insbesondere bei der Betrachtung mehrerer
Zufallsvariablen mit fehlenden Werten als kompliziert und aufwendig erweist, da in
diesem Fall die Anzahl (s+1) der Pattern im Allgemeinen hoch ist."*? Die Bezeich-
nung ,,Pattern-Mixture* resultiert aus der Eigenschaft des Modells, dass sich die
marginale Verteilung von Y aus den (s+1) verschiedenen bedingten Verteilungen

gegeben die Pattern zusammensetzt.**?

Die Mischung dieser bedingten Verteilungen wird durch die Verteilung P.(R) be-
stimmt."** Der Parametervektor ¢ = (g,,...,£,) gibt dabei die Wahrscheinlichkeit fir

jedes einzelne Pattern wieder:
P, (R=r)=¢,

Die Parameter in dem Vektor ¢ kdnnen durch den jeweiligen Anteil von Merkmals-
tragern, die zu einem bestimmten Muster gehoren, an der gesamten Stichprobe ge-

135

schatzt werden.”™ Vorausetzung fiur diese Schatzung ist, dass bei frequentistischer

Sichtweise der gemeinsame, mit € bezeichnete Parameterraum von (w, &) das

karthesische Kreuzprodukt des mit € _ benannten Parameterraums von o und des

durch ©_ symbolisierten Parameterraums von  ist:'*°

Q,, =Q,xQ, (6.51)

Der bayesianischen Theorie folgend ist dagegen anzunehmen, dass die Parameter-
vektoren w und & a priori unabhangig sind, so dass die gemeinsame a priori Vertei-

lung P(w, &) das Produkt der beiden a priori Verteilungen von @ und ¢ ist:

131 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 172.

132 \/gl. Storck et al. (2000), S. 3.

133 vgl. Little (1993), S. 125.

3% \/gl. Faktorisierung der gemeinsamen Verteilung in (6.50).

135 vgl. Schafer/Graham (2002), S. 172.

138 Diese Annahme ist dariiber hinaus auch fiir die Schatzung von w in den folgenden Kapiteln not-
wendig.
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P(w, &) = P(w)P(&) (6.52)

Fur die weiteren Ausfuhrungen in diesem Kapitel sei angenommen, dass diese Be-
dingungen erfiillt sind.**’ Ein Vorteil dieses Modellansatzes gegeniiber den Selection
Modellen ist, dass die Momente von Y in Abhangigkeit von den nicht identifizierba-
ren Parametern des Vektors o geschétzt werden konnen. Das folgende Beispiel ver-

anschaulicht diesen Aspekt.

Beispiel 6.7 138

Es wird eine bindre Zufallsvariable Y betrachtet, deren Erwartungswert aus einer
Stichprobe vom Umfang » mit (n-g) fehlenden Werten zu schétzen ist. Dies kann

Uber die Pattern-Mixture Modellierung
Pw&(X,B):Pw(Xlﬂ)R,(E) a):(a)ma)l)!g:(go’gl)

aus der Randverteilung von Y
1
Pa),g (Z) = zPa),g (Z’E = E)
r=0

erfolgen:*

EX)=F,, (Y =1)

=P, Y =1|R=0)F, (R=0)+F, (Y =1|R=1)P, (R=1)

=P, (Y =1|R=0)P, (R=0)+P, (Y =1| R=D1- P, (R=0)]

=wy&, + @, (1-¢,) (6.53)
Der Parameter go der Verteilung P.(R) (= ( g0, &), &1 = 1-&0) kann aus dem Anteil

der volistandigen Untersuchungseinheiten am Stichprobenumfang durch

~_4
& =—
n

37 Innerhalb der Selection Modelle ist von den gleichen Bedingungen fir die Parameterraume bzw. a
priori Verteilungen von dund y ausgegangen worden.

138 \/gl. Toutenburg et al. (2004), S. 31f.

139 v/gl. Toutenburg et al. (2004), S. 31.
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geschatzt werden. Der Schétzer flr o ist ebenfalls aus den beobachteten Daten
durch

bestimmbar. Im Pattern » = 1 sind hingegen keine Werte beobachtet worden, so dass
eine Schatzung des Parameters @, aus den Daten der Stichprobe nicht moglich ist.

Dennoch kann durch Variierung von @, (0 <, <1) zumindest die Sensitivitat der
Schétzung fiir den Erwartungswert E(Y) beurteilt werden. Darlber hinaus erhalt

man durch Einsetzen der Extremwerte «n =0 und @, =1 in (6.53) die folgende Be-

schrankung fiir den Erwartungswert von Y:'%

wy&, <E(Y) <1-[1-w,)s, ] (6.54)

Durch die Pattern-Mixture Modellierung ist es somit ebenfalls moglich, einen Wer-
tebereich fiir den Schatzer eines Moments zu bestimmen. Aus (6.54) wird ersichtlich,

dass dies insbesondere in den Fallen sinnvoll ist, in denen der Anteil vollstandiger

Datensatze &, =4 hoch ist.
n

Im Vergleich zu diesem Beispiel erweist sich die Pattern-Mixture Modellierung und
die anschlieBende Schatzung der Momente von Y als deutlich komplizierter, falls
mehrere Zufallsvariablen Y3,...,Y; (k> 1) in dem Modell betrachtet werden. Die fol-
genden Ausfiihrungen in Kapitel 6.4.2 zeigen, wie in diesem Fall auch bei Vorliegen
eines nicht ignorierbaren Ausfallmechanismus die Momente unverzerrt geschatzt
werden kénnen, wenn entsprechende Annahmen erfullt sind. Diese Schatzung erfolgt

aus den Parameterschétzern @ und & der gemeinsamen Verteilung P, (Y,R), fir

die aufgrund der iid-Eigenschaft der Stichprobe allgemein im Pattern-Mixture Mo-
dell gilt:

P (YR =[[P,.(x,. R) =[ [ P,(X, | R)P.(R,) = P, (Y| R)P,(R)

140 v/gl. Toutenburg et al. (2004), S. 32.



Behandlungsverfahren bei nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen 89

In Kapitel 6.4.3 wird insbesondere auf die Problematik von Unit Nonresponse einge-
gangen, bei der alle Realisationen y;,...,yi in einem Datensatz i (1 <i < n) nicht be-
obachtet wurden. Innerhalb von Pattern-Mixture Modellen wird Unit Nonresponse
als ein konkretes Pattern definiert, wahrend die weiteren Muster das Fehlen einzelner
Werte in einem Datensatz (Item Nonresponse) indizieren. Diese strikte Trennung
ermaglicht es, verschiedene Ausfallmechanismen fur Unit Nonresponse und Item
Nonresponse zu bericksichtigen. An einem abschlielenden Beispiel wird gezeigt,
wie dieser methodische Vorteil der Pattern-Mixture Modelle gegenuiber den Selecti-

on Modellen praktisch umgesetzt werden kann.
6.4.2 Bivariates Pattern-Mixture Modell

6.4.2.1 Vorbetrachtung

Im Beispiel 6.7 wurde eine eindimensionale diskrete Zufallsvariable Y betrachtet,
deren Erwartungswert E(Y) aus den unvollstdndig beobachteten Daten geschatzt
werden soll. Im Folgenden sei eine stetige bivariate Zufallsvariable ¥ =(Y,,Y,) der
Ausgangspunkt, deren Momente aus den Werten einer einfachen Stichprobe vom
Umfang » zu schatzen ist. In dieser Stichprobe seien die Werte y11,...,y,1 der Zufalls-
variable Y; vollstandig beobachtet worden, wéhrend von den Zufallsvariablen
Y12,...,Y,2 lediglich die Werte y1y,...,y,2 bekannt sind (¢ < n). Little (1994) betrachtet
fir diesen Fall ein Pattern-Mixture Modell mit den folgenden Verteilungsannah-

men: 1

(@) (1Y, R, =r)~ N(p®,29)  r=01

(2) R,~B(é) (6.55)

Im Beispiel des vorliegenden univariaten Datenausfalls werden die Merkmalstrager
in zwei Pattern eingeteilt: Das erste Muster (» = 0) umfasst die Merkmalstréager, die
vollstandig beobachtet wurden, und das zweite Pattern (» = 1) beinhaltet die Daten-
satze, bei denen y;; nicht beobachtet wurde. Es wird angenommen, dass die Zufalls-

variable (Y,,Y,) bivariat normalverteilt innerhalb dieser beiden Pattern ist, jedoch

“vgl. Little (1994), S. 474.
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mit unterschiedlichen Parametervektoren
1 =l ), 20 = (0{1: 0{2:]

Oy Oy
fir »=0,1. Dementsprechend seien die Zufallsvariablen Yj(’) (j=1,2;r=0,1)in
der folgenden Weise definiert:
Y= Y, |R,=r (6.56)
Die Parameter £ und =) sind im Pattern-Mixture Ansatz die Elemente des Vektors
w, (r=0,1):
o =(ﬂ(r)'z(r))
Die im Vektor = (w,,®,) zusammengefassten Parametervektoren beschreiben im
Pattern-Mixture Modell die bedingte Verteilung P, (Y,,Y, | R,), wéhrend ¢ der Pa-
rameter der Verteilung P.(R,) ist (= (&0, &1), & = 1-&1). Fur die gemeinsame Ver-

teilung P, ,(Y,,Y,, R,) giltin diesem Modell:***

P (Y:I.'YZ'RZ)zBo(Y:I_’YZ|R2)P5(R2)

w,&

Ausgehend von dieser Faktorisierung und unter Berucksichtigung der iid-Eigenschaft
der Stichprobe gilt fir P, (y,r):

P, (yr)= HP( =YY, = yileizzr)Pg,_(Rizzr)

<

H =V Yo=Y, |R, :O)Pgo (R,=0)

i=1

.HPa)l Y=y Yo =yo Ry =1)P51 (R, =1)

i=q+1

1 & H =YY, =Y, | R, =0)

(&) prl (Y,=v,.Y,=v,|R,=1) (6.57)

i=q+1

12 v/gl. allgemeines Modell in (6.50).
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Durch Integration von P, (y,r) Uber die fehlenden Werte y,.is = (Y(g+1)2,.-.,Ya2) €rhalt

man P, (y 5, 1)

q

P, (Yop ¥) = (1_‘91)qHPwo Yi=ya. Y, =y, R, =0)

i=1

51 n qHI =YYy =Y | Ry, =1dy,

i=q+1
q
:(1_51)qHPwO (Yi=ya0, Y=y, |R,=0)

i=1

'(‘91) P(l) o (Yy=yal R, =1) (6.58)

i=q+1
Die bedingte Verteilung P o (Y; | R, =1) ist eine univariate Normalverteilung mit

den Parametern #® und o .*** Anhand von (6.58) wird ersichtlich, dass die ent-

sprechende Likelihood-Funktion
q
L(y o7 |0, 8) = (1_gl)qHPa)0 (Ya=y1.Y,=y,|R,=0)
51 n qHPa) o (Yi=yalR,=1)

ll]+

nur von den Parametern @, = (12, 11?,62,62,62), 4, 6 und & abhangig

ist. Diese Parameter konnen durch die Maximum-Likelihood-Methode aus den beob-
achteten Daten geschatzt werden. Fir die Bestimmung des Schatzers ¢, ist dabei die

partielle Ableitung der Loglikelihood-Funktion nach & zu bilden:

OINL(y, rl®€)  -q n-q
o0&, l1-g ¢

Durch Nullsetzen dieser partiellen Ableitung ist der Maximum-Likelihood-Schatzer

&, zu bestimmen:

s _n—q (6.59)

13 vgl. Little/Rubin (2002), S. 332.
144 vgl. Hartung (1999), S. 120.
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In analoger Weise erhalt man die ML-Schétzer fur den Parametervektor ayp sowie die

Parameter 2 und o :1*
A(0> _ ZJ’U (0> Vj=12 (6.60)
L z y, =7 (6.61)
A=
&0 :—Z(ylj YN -7)  Vi=121=12 (6.62)
6 =—— Z(yl1 ) (6.63)

i=q+1
Drei Parameter von P, (y,r) aus (6.57) kénnen nicht ohne weitere Annahmen ge-

schétzt werden. Dies sind die Parameter ) und &, welche (zusammen mit

den schétzbaren Parametern 4 und &) die bedingte Dichte
P%(Yz =y, =R, =1

bestimmen. Im Weiteren wird gezeigt, wie unter verschiedenen Annahmen eine
Schétzung dieser Parameter erfolgen kann. Dabei wird die VVorgehensweise zunéchst
anhand der MAR-Annahme verdeutlicht, wéhrend anschlieend ein spezieller, nicht

ignorierbarer Ausfallmechanismus untersucht wird.

6.4.2.2 Bivariates Pattern-Mixture Modell unter der MAR-Annahme

Die MAR-Annahme impliziert die bedingte Unabhangigkeitsbeziehung

R, L1 Y|V,

so dass die bedingten Dichten P, L (LY =y,R,=0) und P, L=y, R, =1)
bei der Erfullung dieser Annahme identisch sind:

(Y, 1Y, =y, 2:0):Pw1v2_1(Y2|Yl=yl7R2:1)

”)0 21

(Y(O) | Y(O) (0)) P

@21

171" =yP) (6.64)

0’021

5 vgl. Little (1994), S. 475.
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Die Parametervektoren o, ,, =(a®”,6),6%,) (=0, 1) dieser bedingten Dichten

umfassen dabei die Parameter der einfachen linearen Regressionsmodelle

v =a +5070 + U (r=0,1)

mit den Zufallsvariablen U, welche den Erwartungswert E(U")): 0 und die Vari-
anz Var(U® )= o) besitzen.*®

Basierend auf der Methode der Kleinsten Quadrate erh&lt man die folgenden Schat-

zer fur die Parameter ») (» = 0,1) der Regressionsmodelle:

= (r)
(o)
o (=01 (6.65)

ll

l;(r)

Weiterhin kann die Varianz der Residuen

Var(U ) ) Var( (’)) Var(a") +b(’)Y1‘r))
= Var(v”? )- () f var(r,) (r=0,1)

durch

~() _ A0 &fﬁ)zAu ~ () (51(5))2
Oy =0y — 5 Oy =0, — (r=0,1) (6.66)

geschatzt werden, und aus
1 = EXD) = E@” +b7% +UD) = a® + 50 1 (r=0,1)
folgt fur den Schatzer a :
G0 = 4 _p0 f 0 (r=0,) (6.67)

Da in diesem Kapitel die Gultigkeit der MAR-Annahme vorausgesetzt wird, gilt fir
die Parametervektoren @, ,, =(a®,5®,6%) und @,,, =(a®,b¥,0%;) aufgrund

von (6.64):

0)0’2.1 = a)l,Z»l (668)

146 \gl. Anderson (1957), S. 200.
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Durch diese Identitat der Vektoren ist es ausreichend, die Parameter 5, &% und

a® mittels (6.65), (6.66) und (6.67) aus den beobachteten Daten zu schatzen, denn

flr die Parameterschétzer im Pattern » = 1 gilt:

a0 = 5@ pO =pO 59 =60 (6.69)
Ausgehend von den Schatzern @, ,, ( CNACH “(’)) (=0, 1) kénnen auch die Pa-
rameter 1V, o3 und & der gemeinsamen Dichtefunktion

POOTE) (o= (008, 02)

geschatzt werden:*’

00 =50 4 b(l) (1)

Hs
GO 4 O
( O _j0;, (0)) O [
—y§°)+b(°’( ® )71(0)) (6.70)

~ (1)

~1) _ 2@ ()
Oy =01t (b Oy

= (1)

) O
A\

"(0) o)~

foo+6of 54

of(6H-60) (6.71)

(0)
= 0'221 + (
~ (0) ( (0)

_ (0)
=0 +

~(1 NOPS) 1 (0) ~(1
0'1(2) = bt )(71(1) = b )O.l(l) (6.72)

Dariiber hinaus ist eine unverzerrte Schatzung der Momente von Y, sowie der Kova-
rianz von Y1 und Y; (o12) unter der MAR-Annahme moglich. Da die Randdichte der
Zufallsvariable Y, eine Mischung der beiden Dichtefunktionen P o o (¥?) und

P oY) ist, besitzt Y, den folgenden Erwartungswert:*®

E(Y,)=u, =1~ 51)/120) + 81,Ll(l) (6.73)

7 Die Parameter £ und o® kénnen ohne jegliche Annahmen aus den Daten geschétzt werden

(vgl. Schatzer in (6.61) und (6.63)).
148 \/gl. Little/Rubin (2002), S. 332.
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Durch Einsetzen der in (6.59) und (6.61) hergeleiteten Schatzer und unter Beriick-

sichtigung von (6.70) kann z, bestimmt werden:**°

ANAQ) | A A
:(1_51),Ué ) +81,u§)

qyéo’ nQ(y(m +b‘°)( @ y(0>))

O b(O)( @ yl(o))
~oy — n—q _ 1
=5 + b“’)(yl 50 24 yf” j S ;Zyn
7O b(o)( yl(O)) (6.74)

Die Kovarianz von Y; und Y5 ist durch

" 1 _
0-12 = b( )0-11 y O = ;E (Y _y1)2 (6.75)
i1

zu schatzen, wahrend fiir den Schétzer der Varianz von Y, gilt:*®

6y =60+ (6O f 6,
_ 50 _ (b(o)) 5O 4 (b(o)) 6.,
=60 +(6F (6, -69) (6.76)
Die Schatzungen in (6.74)-(6.76) beruhen auf der Annahme, dass der Ausfallmecha-

nismus vom Typ MAR ist. Diese Annahme wurde im Pattern-Mixture Modell in der

Weise berlicksichtigt, dass basierend auf dem Zusammenhang

@y 1 = Wy 5

eine Schatzung der — ohne Annahmen nicht identifizierbaren — Parameter 1" ,c%)

und o3 erfolgt. Solche Annahmen, die eine Schatzung der urspriinglich nicht iden-

tifizierbaren Parameter in den Pattern erlauben, werden von Little (1993) allgemein
als ,,Identifying Restrictions* bezeichnet.*>* Im Folgenden wird anhand einer speziel-
len Restriktion gezeigt, wie auch bei nicht ignorierbarem Ausfallmechanismus eine
Schatzung aller Parameter des Pattern-Mixture Modells erfolgen kann.

M9 vgl. Little (1994), S. 475.
150 v/gl. Little/Rubin (2002), S. 137.
Byl Little (1993), S. 127.
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6.4.2.3 Bivariates Pattern-Mixture Modell unter MNAR

Héngt der Datenausfall — gegeben die Zufallsvariable Y; — nur von Y, selbst ab, so

gilt die bedingte Unabhangigkeitsbeziehung
Ry 1L Y| Y, (6.77)
und der Ausfallmechanismus ist vom Typ MNAR. In diesem Fall sind die bedingten
Dichten P, (Y1Y,=y,,R,=0) und £, (Y |Y, =y, R, =1) identisch:

Pa)oyl_z(Y:vL |Y, =y, R, =0) :Pa)m_z(Yij 1Y, =y, R, =1)

& B, (50 170 =) =P

@ 1.2 @112

(Yl(l) | Yz(l) (1))

Die Parametervektoren , , :(c(’),d(’ al(l’)z) (r=0,1) dieser bedingten Dichten
beziehen sich auf die Parameter der einfachen linearen Regressionsmodelle

Y =" 4+ dO7 v (r=01).

Die Zufallsvariablen ) (= 0, 1) besitzen den Erwartungswert E(V"))z 0 und die
Varianz Var(V(’)) o).

In einem einfachen linearen Regressionsmodell ergeben sich die folgenden Schatzer

fur die Parameter ¢, ¢ und die Varianz ¢!} :

~(r)

&(r) v
)
O
"(V) ,Ll _ d(f)l&ér)
") _ A (01(5))
~(r ~(r
Onz =0n —~ % 50 (r=0,1) (6.78)

O

Ist die Annahme in (6.77) erfullt, so sind die Parametervektoren

051, =(c®,d®,c9) und w,,, = (c?,d®,c,) identisch:

Wy = W12 (6.79)
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Unter dieser Restriktion konnen die Parameter 4{?,c%) und & der gemeinsamen

Dichte P, (1,,¥”) aus den beobachteten Daten geschtzt werden:** **?

L0 a0 S0 20 50 _ (50 _ 7050 5 _ 30
e _pP -0 5[0 -dO%)_

’[l(l)zlul _ﬂ =yl yl y )_I_yl _yl (680)
2 ao d© 4 2 4 '
S _ A AW _ A0 Oy —(& 0 - (6} © )2&(0))
11 11 22
~@) _ O —Opp Oy — Oy

S D T
~@1) _ ~(0)

_~@© , O —0p AL < ~(0)
=0, + —@ p )2 (o 2045, (6.81)

A1) _ JMA@) _ F(0)| ~(0) _ ()
O =d O, =d O +W =0 +t——=—— (682)

Die Schatzung der Varianz o) in Gleichung (6.81) fiihrt nur unter der Bedingung
ol > 68 zu zulassigen Losungen &5) >0. Im anderen Fall (63 <&2) sind die

Schétzer fiir die Varianz und Kovarianz mit 5§ =0 und 6% =0 festzulegen.™

Neben den Parametern ”,c$) und o) koénnen auch die Momente der Zufallsvari-

able Y, sowie die Kovarianz von Y; und Y, unverzerrt geschatzt werden. Unter Be-
riicksichtigung der Restriktion (6.79) und der Schétzer in (6.78) gilt:**°

N AN50 250
,uz—(l_gl):uz + el

_ =0 _ (0
22%0) + n—q [)—40) n Yi =N j
n n

6}(0)
_ _ n—q _
[yl -5 ] - g
_ 50 4 n n
yz dA(O)
)
=y NN (6.83)

12 vgl. Little (1994), S. 475.
153 \/gl. Herleitung von @, 2% und & in (6.60)-(6.63).

1 vgl. Little/Rubin (2002), S. 333.
15 vgl. Little (1994), S. 475.
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s o0 Gu-(6-a9fs2) o
Gy = On ~Oup _ =60+ 01 —O0n (6.84)
@y @y @ef
A ~(0) ~ ~ (0)
A (0) ©| ~0) , Ou~"0%u ~@© , 0u—0n
Op=d 70y, =d ( 2t (A(O) )2 J— 2 T A (6.85)

Beispiel 6.8:

Die Zufallsvariable (Y,Y”) sei fir »=0,1 zweidimensional normalverteilt mit

den unbekannten Parametern 2,0, u?,c%) und &}’ . Bei einer einfache Stich-

probe vom Umfang » = 10 wurden die folgenden Werte beobachtet:

i Ya Yo
1 0,52 2,04
2 -0,35 0,64
3 -1,80 1,51
4 0,95 491
5 -0,91 2,88
6 1,23 1,04
7 0,94 ?
8 0,29 ?
9 -1,43 ?

10 1,36 ?

1% Die Merkmalstrager wurden anhand der Vollstandigkeit der Daten geordnet.

.156
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Der Parameter der Bernoulli-verteilten Zufallsvariable R, ist durch die Gleichung
(6.59) zu schétzen:

§=""9_04 (6.86)

Die Parameterschétzer, die sich ausschlielflich auf beobachtete Daten beziehen, kdn-

nen unmittelbar aus (6.60) - (6.63) bestimmt werden:

lul(O) _ —(0) =0,01 ,uéo) _ —(0) =217 ﬂl(l) _ —(1) =0,29

& =105 59 =201 &9 =0,42

¥ =113 G,, =110 (6.87)

Unter der MAR-Annahme und der daraus abgeleiteten Restriktion (6.68) erhélt man

die folgenden drei Schatzwerte fir 4", und & :**’
A0 = 5O +b‘°)( @ ?1(0))
0!
=70+ g b - 3)
2,28 (6.88)
O"_ 0
~ (1 0 1 0
O-éz) = O-éz) + (%j (‘71(1) - O-1(1))
On
= 2,02 (6.89)
0 _ 01 - 60 =
68 =61 =045 (6.90)

11

Der Schatzwert fur den Erwartungswert von Y> ist, wie in (6.74) nachgewiesen wur-

de, durch folgende Gleichung bestimmbar:
~(0)

~ _ ~ O _
fy =73 +é (O -72)=221 (6.91)

12

137 vgl. Formeln (6.70)-(6.72).
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Die Schatzwerte fiir die Varianz von Y, und die Kovarianz von ¥; und Y, sind:*®

A ~ (0) &1(2) 2 A ~ (0)

6,=69+| 22| (6, -60)=202 (6.92)
O

. 69,

O = %u = 0,44 (6.93)

11

Wird von einem MNAR-Ausfallmechanismus und der Restriktion (6.79) ausgegan-

gen, so erhalt man die folgenden Schétzwerte fur die Parameter von P, (v, ):1%°

@ _ 5(0) @ _ 5(0)) =(0)
~(1) _ =(0) (yl N )_;(0)_’_()’1 N )0'22 ~350

/uZ yZ + dA(O) - )2 0,\_1(20) (694)
~0) _ ~0 (20 )
~ ~ O, —O. (o2
aé?=a§2’+( —p )2( S (6.95)
6]
12
~@1) _ ~(0))2(0)
~ ~ O — 0. O
55 =01§)+( = &(g) “-=080 (6.96)
12

Die Schatzer des ersten und zweiten Moments von Y, sowie der Kovarianz von Y;

und Y, sind:*°
A~ —(0), A &ég) (—(1) —(0))
Hy =), +‘91@ no=n o )=210 (6.97)
A ~0) (20 Y
~ A~ O,, —O. (o2
Gy =03 +( N Al(t)))z 2 ) =314 (6.98)
(612 )

- ~(0) ) ~(0)
- ~ (0 (O' -0 )O‘
6y, = 6 + 21 % - 0,66 (6.99)

Oy,

Die Parameterschatzwerte bei Vorliegen von MNAR weichen erheblich von den
Werten in (6.88)-(6.93), die unter dem MAR-Ausfallmechanismus ermittelt wurden,

ab. Diese Unterschiede verdeutlichen, welche Auswirkungen die verschiedenen Me-

18 v/gl. Formeln (6.75) und (6.76).
%9 Die Gleichungen wurden in (6.80)-(6.82) hergeleitet.
160 \/gl. Herleitung in (6.83)-(6.85).
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chanismen besitzen kénnen, so dass eine Sensitivitatsanalyse bezlglich der Schat-
zungen in Betracht zu ziehen ist. Die folgenden Ausfuhrungen zeigen, wie diese

Analyse im bivariaten Pattern-Mixture Modell realisiert werden kann.

6.4.2.4 Sensitivitdtsanalyse im bivariaten Pattern-Mixture Modell

In dem vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass bei der Erfullung der bedingten Un-

abhangigkeitsannahme
Ry 1L Y|V, (6.100)

die Parameter des Pattern-Mixture Modells auch bei einem Datenausfall vom Typ
MNAR unverzerrt geschatzt werden kdnnen. Ein Ansatz, der die Unabhangigkeits-

annahme in (6.100) nicht voraussetzt und damit weniger restriktiv ist, fligt in dem
Modell zur Erklarung des Ausfallmechanismus eine Variable Y, hinzu. Die Zufalls-
variable Y, setzt sich dabei aus der Summe von Y; und dem A-fachen von Y, zu-

sammen: 6!
Y, =Y, + 1Y, (6.101)

Es sei angenommen, dass der Datenausfall von Y, nur von Y, direkt abhéngig ist.

Um die Zusammenhéange zwischen den betrachteten Variablen in anschaulicher Wei-
se zu verdeutlichen, kdnnen diese im Rahmen der Graphentheorie modelliert wer-
den.’® Die folgende Abbildung zeigt die beiden gerichteten Graphen (1)* und (11)*,
die sich aus den Modellannahmen ergeben.

181 v/gl. Little (1994), S. 476.
162 \/gl. Lauritzen (1996); VoB (2000), S. 693ff.
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D @ {D* @
2 (%)
(I0) an*

Abbildung 6.4: Graphische Darstellung des MNAR-Mechanismus aus Beispiel 6.8

?w

(linke Abbildungen) und unter Beriicksichtigung der Variable Y,
(rechte Abbildungen)

Der Parameter A fungiert in dem Ansatz als Einflussfaktor von Y, auf den Datenaus-
fall: Im Spezialfall A =0 hé&ngt das Fehlen von Y, nur von Y; ab und der Ausfallme-
chanismus ist vom Typ MAR. Falls 4 =1 ist, wird der MNAR-Ausfallmechanismus
durch die Summe von Y; und Y, vollstandig erklart. Fir 4 — oo ist Y> die einzige
erklarende Variable fur die (Nicht-)Beobachtung von Y, und es gilt die bedingte Un-
abhangigkeitsbeziehung aus (6.100), so dass der in Beispiel 6.8 angenommene
MNAR-Mechanismus ebenfalls durch den Ansatz dargestellt werden kann.**® Durch

die Beriicksichtigung von Y, konnen somit verschiedene Konstellationen des Daten-

183 vgl. Little (1994), S. 476.
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ausfalls vom Typ MNAR modelliert werden. Daritiber hinaus erlaubt diese Modellie-
rung eine Sensitivitatsbetrachtung, bei der unter Annahme verschiedener Werte fur 4

der Einfluss des Ausfallmechanismus auf die Parameterschéatzungen untersucht wird.

Aufgrund des graphentheoretischen Kriteriums der d-Separation*®* kann aus beiden
Graphen (D)* und (1D)* in Abbildung 6.4 die bedingte Unabhangigkeit von R und Y,

gegeben Y, (Yl 11 R,| Yz) abgeleitet werden. Demzufolge ist die bedingte Vertei-

lung von Y; gegeben Y, in beiden Klassen gleich:'®

])[U;LZ (Yl | Yz*'Rz = O) = P‘”Iu (Yl | Yz*’Rz :1) (6.102)
Die Parametervektoren @y, = (c(o’*,d(o’*,al(f_)z*) und @;,, = (c(l)*,d(l)*,aﬁ_’z* ) fur die
aufgrund von (6.102)

Wo12 = W1 (6.103)

gilt, beziehen sich auf die folgenden Regressionsmodelle:

Yl(F) ="y d(")*Yz(’)* +w®"
= d (KO + Y0 )+ (r=0))

Dabei ist die Zufallsvariable Y.”" durch

Y=Y, |R,=r (r=0,1)

definiert, whrend die Variable 7 den Erwartungswert E()=0 und die Vari-
anz Var(W(’)): a7 besitzt.

Aus der Annahme (6.103) folgt ¢ =c¢®" und " =d®", so dass fur den Erwar-

tungswert von ¥, gilt:'®

o 1O (1_ d‘l)*)— O W (1_ d(O)*)_c(O)*
2 Ad®™” - Ad"

(6.104)

164 \v/gl. Lauritzen (1996), S. 48f.
165 vgl. Little (1994), S. 476.
166 vgl. Little (1994), S. 476.
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Der Regressionsparameter d©” kann in folgender Weise durch die Varianzen von

Y, und Y2 und der Kovarianz dieser beiden Zufallsvariablen hergeleitet werden:

_ ooV}, 1@ + av[®)
— Var(r@ + ar®)
Var(v,9)+ Acov(1,®, v0)

~Var(y®)+ 2Var(r? )+ 2/100v( ©,7)

(0) (0)
o, +Ao,

- 6.105
oD+ 226 + 2458 (6.105)
Durch Bildung der Schatzer fiirr #”, d® und ¢ in (6.104) erhalt man
7Y (1 d(O)*) 20"
_ —(1)(1 d(c)*) ( © _ g(O)*(yl(O) N /%0)))
214"
1-d4©"
_ 50 @ _ =(0)
y2 (yl yl )/,ld(o)* . (6.106)
Fiir den Schitzer von 4" gilt aufgrund der Umformung in (6.105):
R _ A  — ~ A+
® _ 5500 @ (0) _ 22 12
Hy" =Y,  + V(J’l N ) (V = 160 50 (6.107)
Der Erwartungswert von Y> wird durch
iy = (1_ & )/Jg)) + é1/:\41)
=4 AR (50 4950 -70))
_ n—q _
=y + ((yl 1 yfo)) 1 yfo)j
=50 (y yl(O)) (6.108)

geschatzt.
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Weiterhin kann gezeigt werden, dass

~ _ A0 L (5P (20 _ 20

6% =65 +(V) (0'11 —On ) (6.109)
und

69 =60 +i(6% -62) (6.110)

mit dem in (6.107) definierten Schatzer v ist und somit analog fiir die weiteren Pa-

rameterschatzer beziiglich der gesamten Daten gilt:*®’

6y =69 + (7Y (6 -62) (6.111)
G, =04 + 1;(&11 - &1(2)) (6.112)
Beispiel 6.9:

Gegeben seien die beobachteten Werte fir Y; und Y; aus Beispiel 6.8. In Abhéngig-
keit von A ergeben sich die folgenden Schétzwerte fir die Parameter in dem unvoll-

stdndig beobachteten Pattern » = 1:

A =217 + 12,01+ 0,42 (0,29 3 0,0l) _ 1,471+ 2,40
40,42 +1,05 0,421 +1,05
2 2
69 =201+ 42,01+ 0,42 (1113_1105) _ 2014 0,574+012
10,42 +1,05 0,421 +1,05
6 =042+ A2,01+0,42 (1113 _1’05) _ 0,344 +0,47
10,42 +1,05 0,422 +1,05

187 v/gl. Little/Rubin (2002), S. 334.
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Fur den Erwartungswert und die Varianz von Y, sowie die Kovarianz von Y; und Y>

in den gesamten Daten resultieren die folgenden Schatzwerte:

i =174 F201H042 (10 o0y 11374233
20,42 +1,05 0,421 +1,05
2 2
5, 2014 [ 2004042 010 o0y, (0454+009
20,42 +1,05 0,421 +1,05
5. — 0z (2000420 0 ) oo 0281+046
20,42 +1,05 0,424 +1,05

Unter der Annahme, dass A >0 ist und somit Y; und Y, positiv korrelieren, kann der

Wertebereich flir den Schatzer 4, eingeschrankt werden. Die — in Abhéangigkeit von
A ermittelten — verschiedenen Schétzwerte fur x, sind in dem folgenden Diagramm

dargestellt.

A

Ho
2,8

2,7
2,6 -
2,5 -
2,4 -
2,3
2,2 -
2,1 -
2 +—T—7—77 """ T T 7T T T T T T
01 2 3 456 7 8 9101112131415 16 17 18 19 20
A

Abbildung 6.5: Schatzwerte fur x, in Abhéngigkeit von 4 (Beispiel 6.9)

Der Schétzer fir den Erwartungswert von Y, liegt unter der Restriktion 4 >0 im
Intervall [2,21; 2,70]. Die Untergrenze des Intervalls resultiert dabei aus 4 =0, wo-
durch dieser Wert dem in Beispiel 6.8 ermittelten Schatzwert entspricht, welcher bei
Vorliegen von MAR bestimmt wurde.®® Wird hingegen der MNAR-

168 \/gl. Schatzwert fiir 2 in (6.91).
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Ausfallmechanismus unter der Restriktion w,,, = @;,, angenommen, so korrespon-

diert der Schatzwert mit der Obergrenze des Intervalls.*® Der Parameter A, welcher
in diesem Beispiel Werte zwischen Null und unendlich annehmen kann, ist als ein
Index fir die Nicht-Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus zu interpretieren:'"
GroRere Werte fur A implizieren einen starken direkten Einfluss von Y, auf den Da-
tenausfall, wahrend Werte fur A nahe Null auf eine hinreichende Erklarung des Aus-
falls durch die Kovariate Y; hindeuten. Kann durch zusétzliches Wissen der Wertebe-
reich flr A weiter begrenzt werden, so fuhrt dies entsprechend zu einer geringeren

Schwankungsbreite des Schétzers z, .

Weitere Eigenschaften des Pattern-Mixture Modells ergeben sich, indem Y; und Y>
mit Hilfe der ersten und zweiten Momente von Y,¥ bzw. Y ® standardisiert werden.
Ausgehend von der Gleichung fur den Schétzer des Erwartungswerts in (6.108) ist

-~ _© -

fy =y V(- -
w )

~ (0) ~ (0)
_ AGy) +0y, qg—©0 ,"—q9_q —©
T 0 (100 co )\t T, N
O (’10'12 +0y, )
~ (0) ~ (0) ~ (0) —@ —(0
:\]0'11 (10'22 +0y, )(n—q] yl() _yl()
~(0) ~ (0) ~ (0) ~(0)
VO 2 (/1612 +0y, ) n 01y
~ (0) ~ (0)
VO o
A 22 12

+
5O \/ 50 50 —Q =0
11 1102 (n—(]j =N

~(0)

n Oy

_ [ ﬂ* +/31(§) ](I’l —QJ J_/l(l) _yl(O) (6.113)

*~(0) -
App +1N n a0

mit dem geschéatzten Korrelationskoeffizienten innerhalb der vollstdndig beobachte-

ten Daten

169 \/gl. Schatzwert fiir 2, in (6.97).
170 v/gl. Little/Rubin (2002), S. 334,
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~0 _ Op
Pe = o 0

011 0
und

Aus Gleichung (6.113) ist ersichtlich, dass der standardisierte Mittelwert von Y5 in

den gesamten Datensatzen

y (0)

Hy =)

~ (0)
2Py

proportional zum standardisierten Mittelwert von Y; in den unvolistdndigen Daten-

satzen

=@ _ (0
Yi =N

~ (0)
Oy

ist. Weiterhin fiihrt ein hoher Anteil fehlender Werte

n—9q
n

zu einer hohen Gewichtung des standardisierten Mittelwertes von Y, beziiglich der

Schétzung in (6.113): Die volistandig vorliegenden Informationen tber die Zufalls-
variable Y; werden in hohem Male zur Schéatzung des Erwartungswertes von Y, ver-

wendet. Der Schatzer 4, wird auferdem durch den Koeffizienten

7+

Apy +1

beeinflusst. Falls vorausgesetzt werden kann, dass der Korrelationskoeffizient 5

positiv sowie A" > 0 ist, so gilt fir diesen Koeffizienten:*"

* . A0
PPLEY: I (6.114)

* ~(0) ~(0)
Apy +1 pp

gl Little (1994), S. 477.
72vgl. Little (1994), S. 477.
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Die Unter- und Obergrenze resultieren aus den beiden Extremfallen A" =0 bzw.
A =, Die Breite des Intervalls hangt allein von der Korrelation in den vollstindig

beobachteten Daten ab: Ist £ annahernd Null, so ist der Wertebereich fiir den Ko-

effizienten in (6.114) sehr groR und die weiteren Annahmen fiir A" sind von ent-

scheidender Bedeutung fur die Schatzung von g, . Falls hingegen ein starker positi-

ver, linearer Zusammenhang zwischen ¥,” und Y% besteht, ist der Wertebereich
des Koeffizienten deutlich eingeschrankt und die weiteren Festlegungen beziglich
A" sind weniger relevant fiir z, . Dies verdeutlicht, dass der Bias von Schatzungen in

hohem Male beschrankt werden kann, wenn die Kovariate stark mit der Variable in

den vollstandig beobachteten Daten korreliert, die vom Ausfall betroffen ist.'"

Im Fall einer geringen Korrelation sind die Annahmen beziglich 4~ problematisch:
Aus den beobachteten Daten kénnen keine Riickschliisse fiir A~ gezogen werden, so

dass die Sensitivitat der Parameterschatzungen anhand verschiedener Werte von A”
zu untersuchen ist. Little (1994) weist darauf hin, dass diese Problematik nicht als
Nachteil des Pattern-Mixture Modells zu sehen ist, sondern allgemein auf das Fehlen
von Y, zuriickgefuhrt werden kann. Durch Selection Modelle wird dieses Problem
nur scheinbar umgangen, da die Parameterschétzungen in hohem Mal3e von den Ver-
teilungsannahmen sowohl fiir Y als auch fir R gegeben y abhéangig sind, die anhand

der verfiigbaren Daten nicht iiberpriift werden kénnen.!™

Die bisherigen Ausfiihrungen in Kapitel 6.4.2 bezogen sich auf zwei Zufallsvariab-
len, von denen lediglich eine Variable fehlende Werte in einer Stichprobe aufweist.
Wird letztere Beschrankung aufgehoben, so kdnnen in einer Stichprobe insgesamt

vier verschiedene Pattern auftreten, wie die folgende Darstellung zeigt.

13 vgl. Little (1994), S. 477.
14 vgl. Little (1994), S. 477; Stolzenberg/Relles (1990), S. 406ff.



Behandlungsverfahren bei nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen 110

i Ri Rp Pattern r
1,0 0 0
210 0 0
310 1 1
4| 1 0 2

111

Abbildung 6.6: Anzahl der verschiedenen Pattern im Pattern-Mixture Modell bei

k = 2 Zufallsvariablen

Die Parametervektoren wi,..., @s der bedingten Verteilungen P, (¥,,Y, |R=r)

(r=1,...,3) kénnen nur aufgrund von Annahmen (Identifying Restrictions) geschatzt
werden. Diese Restriktionen kénnen flr jedes Pattern unterschiedlich festgelegt wer-
den, wodurch es moglich ist, den Fall des kompletten Datenausfalls (Pattern » = 3)
separat von der partiellen Nichtbeobachtung (Pattern »=1,2) zu behandeln. Im
néchsten Kapitel wird insbesondere gezeigt, wie unter diesem Aspekt eine Sensitivi-

tatsbetrachtung der Parameterschatzung erfolgen kann.

6.4.3 Pattern-Set Mixture Modelle

Eine differenziert zu betrachtende Problematik im Kontext der Behandlung von feh-
lenden Werten ist die vollstandige Antwortverweigerung (Unit Nonresponse). In
vielen Féllen erscheint es einerseits plausibel, dass das vollstandige Fehlen von Da-
tensdtzen auf die nicht beobachteten Werte zurlickzufiihren und somit der Ausfall
durch einen Mechanismus vom Typ MNAR zu modellieren ist. Auf der anderen Sei-
te kann fur das Fehlen einzelner Werte (Item Nonresponse) héufig ein anderer Me-
chanismus (z.B. MAR) unterstellt werden. Pattern-Set Mixture Modelle beziehen
sich auf diese Problemstellung, indem bei diesen Ansatzen Unit Nonresponse und
Item Nonresponse gesondert behandelt werden. Diese innerhalb der Verfahren vor-

genommene strikte Trennung wird durch die zwei verschieden definierten Response-
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Indikatorvariablen deutlich: Der Ausfall von Datensatz i sei durch eine Zufallsvari-

able

1,...,n)

RO _ 0 Unit Response
C Unit Nonresponse

mit den Realisationen ~® beschrieben, wahrend r® = (-?,...,~?) die Realisatio-

nen einer k-dimensionalen Zufallsvariablen R,® = (R®?,...,R?) sind, die das Fehlen

einzelner Werte im Datensatz i mit

R(Z) _

i

0 Beobachtung von y, (Item Response)
1 Datenausfall von y, (Item Nonresponse)

indizieren. In Analogie zur Notation in Kapitel 2 werden die » Beobachtungen von

R" und R, in den Vektoren R® bzw. R® zusammengefasst.

Die gemeinsame Verteilung von den Response-Indikatoren und den beobachteten

und fehlenden Variablen in Datensatz i wird im Pattern-Set Mixture Modell durch

@ p@y_ @ @ @ ®
Pa),w,g(Zth’ IE[ )_Pa)(zl |Rz )Py/(Bl |X1’Rz )Rg’(Rz ) (6115)
faktorisiert.'”> Im stetigen Fall bilden die bedingten Dichten von Y; gegeben dem
Unit Nonresponse-Indikator R® =@ (A" =0, 1) sowie die Verteilung P.(R™) ein

Pattern-Mixture Modell, das unter der Annahme einer multivariaten Normalvertei-

lung von Y in den beiden Pattern mit o = (w,, »,) = ((y(o),z(o’),(,u(l),Z‘l))) wie folgt

definiert ist:
(1) (v,|R® =)~ N(y““),z““’)) r®=01; i=(L..n)
10 = (™ ™)
2) RY ~B(L¢) e=(g5,6)6,=1-¢ (6.116)

175 vgl. Little/Rubin (2002), S.314.
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Fur die ersten g Datensétze sei mindestens ein Wert beobachtet worden (Unit Res-

ponse), wahrend bei den restlichen n-g Merkmalstréagern jegliche Werte fehlen (Unit

Nonresponse).'’®

Fir die gemeinsame Verteilung der gesamten Daten und der beiden Indikatorvariab-

len gilt unter Beachtung der iid-Eigenschaft der Stichprobe:

O R@y
Pa),y/,g(Y’R ’R )_

- @ _ @ @ O
HP‘” &) (X’ =Y, |Rf(1) - ri(l) )PV/ (Bl =L |Zl - Zi’Ri(l) =7 )Pg.,(l) (Ri(l) =7 )

i-1
q , ,
-T2, =y, IR =0) B, (R? =r?|¥, =y ,R” =), (R® = 0)
y

J1P.@ =y 1RO =DP,R? =1 ¥, =y ,RY =1)P, (RP =1)

i=q+1
q
=(1- ‘91)qHPm0 &, = Y, | Ri(l) =0) PV/(EEZ) = L‘(Z) Y, = Zi,R,-(l) =0)
i=1

(&) T1P, (i =y IR® =1)B, (R =r | Y, =y ,RY =1) (6.117)

i=q+1

Innerhalb der partiell und vollstdndig beobachteten Datensétze (Unit Response) sind

_ @ _ 2 _ (2 _ @ _ ; ; ;
P,(Y,=y |R”=00und P, (R" =r,"|Y,=y R =0) die beiden Faktoren eines
Selection Modells:

_ @ _ . @ p0 _q) -
Pa)o,y/()—,i _Xi’Bi =r, " |R7 =0)=

_ o _ @_ . @y _ o _

Pa)o()—,i_zilRi _O)PV/(Bi =7 |Xi_Xi’Ri =0) (6.118)
Weiterhin folgt aus R =1 (Unit Nonresponse) unmittelbar R =1 fir j=1...,k

bzw. R® =(11.....1), so dass die bedingte Wahrscheinlichkeit

P, (R? =1]Y, =y ,RY =1)=1 (i=1,....;n) (6.119)
und

Voisi =Y, Vi=qg+1...,n (6.120)
ist.

176 0.B.d.A. kénnen die Datensétze beziiglich des Auftretens von Unit Nonresponse geordnet werden.
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Héngt der Ausfall einzelner Werte nicht von den Auspragungen selbst ab, dann gilt
die MAR-Annahme fur den Fall von Item Nonresponse. Damit ist die bedingte

Wahrscheinlichkeit des Responseindikators R” = in den unvollstandig beo-

bachteten Datensitzen unabhangig von den fehlenden Werten y,.;;.; gegeben yous "’

P(R?=r?1Y,=y ,RY=0)=P,R? =r?|Y,,, =y R"=0)  (6.121)

Unter Einbeziehung von (6.119)-(6.121) erhdlt man die Likelihood-Funktion der
beobachteten Daten — gegeben o, w und ¢ - durch Integration der gemeinsamen Ver-

teilung in (6.117) Uber die fehlenden Werte y,,;;:

L(Y s vV 1P |00,y 6) =

q
[a-e) 1P, =y, IR =0)-B,R® =17 |Y,=y ,R® =0)
=1

(&) ], =y, IR® =Dy,

i=q+1

q
= A=) [[ 2,0 =y, |RE=0) F, R =r7 Yy, =y =0)

Pl
< _obs,i

81 " ! HP (les i _mix,i | R[(l) = 1) dymis

i=q+1
(1 gl)qHP (_obvt - _obs,i | Ri(l) = 0) : Py/ (51(2) (2) | Y()b\'l - Zpbg,[’Ri(l) = 0)

IP (le‘ i misi | Ri(l) = 1) dZmisi

i=q+1

q
= (1_ gl)qHPa)O (Zobs,i = Zobs,i | Ri(l) = 0) Py/ (EEZ) (2) | Yobvz =) .5R[(1) = 0) (81 )”7‘]
i=1

Z_obs,i

(6.122)

Die Parametervektoren ap und y des Selection Modells in (6.118) sowie der Parame-
ter & des in (6.116) definierten Pattern-Mixture Modells konnen durch Maximierung
der Likelihood-Funktion geschétzt werden. Ist der Mechanismus fir Unit Non-
response vom Typ MNAR und somit nicht ignorierbar, so sind Annahmen beziglich

des nicht bestimmbaren Parametervektors e der bedingten Dichte

— ® _
Pa)l(}_,l_zllRt _1)

17 vgl. Little/Rubin (2002), S. 315.
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zu treffen. Dies kann zum einen durch die im letzten Kapitel eingefuhrten Identifying
Restrictions erfolgen. Eine weitere, einfachere VVorgehensweise besteht in der Festle-
gung, dass der Schatzwert des Parametervektors «, bei MNAR durch eine (prozentu-
ale) Anderung A gegeniiber dem Wert bei Ignorierbarkeit des Ausfallmechanismus
ausgedriickt wird. Durch Variierung von A kann wiederum die Sensitivitat des Para-
meterschétzers der marginalen Verteilung von Y tberpriift werden.'”® Das folgende
Beispiel zeigt, dass diese Vorgehensweise auch auf kategoriale Daten (bertragen

werden kann.

Beispiel 6.10:

Es werden zwei bindre Zufallsvariablen Y1 und Y, betrachtet, deren Realisationen in
einer Stichprobe vom Umfang » unvollstandig beobachtet wurden. Anhand der Pat-

tern kénnen die beobachteten Daten in vier Kontingenztabellen zusammengefasst

werden, wobei »;) die absolute Haufigkeit von Y1 =a und Y, =5 in Pattern r ist

(@=0,1;a=0,1):
Pattern 0 (vollstandige Beobachtung Pattern 1 (ausschlieRliche Beo-
von Yy und ¥5): bachtung von Y3):
Y>=0 Y=1 Y,=0 Y,=1
vi=0 |15 =40 |n =20 |n =60 | y,=0 | n=? | nf=? |y =20
vi=t |7 =25 n <15 |50 =40 | y=1 | ng =? | md=? | =80
n® =65 n® =35 2@ =100 n® =2 n® =2 |[n® =100
Pattern 2 (ausschlieliche Beobachtung Pattern 3 (Y1 und Y, nicht beo-
von 1>): bachtet):
1>=0 r=1 Y>,=0 Y,=1
Y,=0 | nsy =? | n$d =2 |nl =2 vi=0 | i@ =2 | n9 =2 |[n =2
vi=1 | mg =? | n =2 |nP =2 =l [l =2 | al =2 |nd =2
n? =50 |n® =150n® =200 n® =2 | n® =2 [n® =50

178 Vgl. Allison (2002), S. 83f. Allison setzte die beschriebene VVorgehensweise anhand eines Bei-
spiels mit mehrfacher Ersetzung der fehlenden Werte um.
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Die Daten in dem Pattern » (» = 0,...,3) werden durch die absoluten Haufigkeiten n{),
n$?, n{und ny vollstandig beschrieben. Diese Haufigkeiten seien Realisationen der
mehrdimensionalen Zufallsvariablen (Nég),Nég),Nl(g),Nf{)) (r=0,..,3), die multi-
nomialverteilt sind mit den Parametern n) und 0 = (0%, 0, 0, Y ):

(VG ND NG NP )~ M(n?,0f)0f) 0f  0f ) (r=0,...3)

Aufgrund der vollstdndigen Beobachtung von Y; und Y, im Pattern » = 0 kdnnen die

Schatzwerte fur den Parametervektor «y unmittelbar durch

0

~ n
o =n% (@a=0,1;b=0,1)

bestimmt werden:

Pattern 0:

Y>=0 Yo=1
¥v,=0 [0 =04 |62 =0,2 |6 =06
Yi=1 | @0 =025 6% = 0155 =04
> =065 3" =0,35

Fur den Fall von Item Nonresponse wird ein ignorierbarer Ausfallmechanismus vom

Typ MAR angenommen, so dass unter anderem
P(Y,=b|Y,=a,R® =0,R? =1)= P(Y,, =b|¥, =a,R¥ =0,R? =0)
bzw.

P(Y,=a,Y,=b,R® =0,R” =0) _P(Y,=a,Y, =b,R® =0,R =1)
P(Y, =a,RY =0,R” =0) P(Y, =a,R” =0,R® =1)

(6.123)

furi=1,..,ngilt.

Die Parameter %) (a=0,1; b=0,1; r=0,..,2) der Multinomialverteilungen ent-
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sprechen den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y, =a,Y, =b|R® =0,R® =) fiir
i =1,...,n. Beispielsweise ist bei Nichtbeobachtung von Y;, die bedingte Wahrschein-

lichkeit von ¥, =0 und Y,, =0 im Pattern » = 1 dem Parameter o gleichzusetzen:
P(Y,=0,Y,=0|R® =0,R?” =1) = 0 (i=1,.,n)

Unter Einbeziehung von Gleichung (6.123) lasst sich diese bedingte Wahrschein-
lichkeit durch

P(Y,=0,%,=0RY =0,R"” =1)
P(RY =0,R” =1)

= P(Yil =0, YiZ = O'Ri(l) = O’EEZ) = O) P(Yil = O’Ri(l) = O,B,(-Z) :1)

- P(Y,=0,R” =0,R =0) P(R® =0,R? =1)

P(Y, =0,Y, =0|R® =0,R” =1) =

1

(6.124)

ermitteln, und der Schatzer fiir den Parameter o der Multinomialverteilung in Pat-

tern » = 1 ist aus den bekannten absoluten (Rand-)H&aufigkeiten bestimmbar:

Analog konnen die restlichen Parameter in dem Vektor an geschétzt werden:

Pattern 1:

Y,=0 Y,=1
¥,=0 |@% =013|af =0,07|d =0,2
Y=1 | @8 =05 |6 =03 |&) =08
@l =063[o% =0,37

Im Pattern » = 2 wurde lediglich die Zufallsvariable Y3 nicht beobachtet (Item Non-

response), und fur den Schétzer des Parameters

of) = P(Y, =0,Y, =0| R =0,R =2)
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gilt unter der MAR-Annahme:*"

0) ,(2)

~@2) _ Moo Neg
0 (0) @) 0’15
-O n

Die weiteren Schatzer der Parameter in dem Pattern » = 2 sind in der folgenden Kon-

tingenztabelle zusammengefasst:

Pattern 2:

Y,=0 V=1
¥,=0 | @ = 0156 = 0,43 &) =0,58
Y=1 | @2 =01 |67 =032/6 =0,42
o =0256% =075

Im Pattern » =3 wurde keine der beiden Zufallsvariablen beobachtet (Unit Non-
response). Da im Pattern =1 &% > & und im Pattern »=2 &% > o gilt, er-
scheint die Annahme plausibel, dass hohe Werte von Y und Y, ein haufiger Grund
flr Unit Nonresponse sind. Dementsprechend wird im Folgenden angenommen, dass

der Parameter o im Pattern » =3 um A héher ist als der entsprechende Parameter

of? in den beiden zusammengefassten Pattern 1 und 2:

of =0l + 1 (1>0) (6.125)

Der Schatzer fir of? ist dabei ein gewichtetes arithmetisches Mittel aus @ und

~(2) .
(N

2 1 1 2) ~(2
cap 4 n®  a%60 +n@60

=0,31
20,0 0,0

Um die Parameter des Modells schatzen zu kénnen, sind neben (6.125) weitere An-

nahmen zu treffen. Aus diesem Grund wird im Folgenden angenommen, dass die

17 Die Herleitung erfolgt analog zu den Gleichungen (6.123) und (6.124).
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Wahrscheinlichkeiten fur unterschiedliche Werte von Y; und Y, (Y1 =0, Y, =1 bzw.

Y1 =1, Y, =0) bei Unit Nonresponse und Item Nonresponse identisch sind:

Q) _ 12 Q) _ @12
@y = Wy , W, =0 (6.126)
Wegen
1 1 12) 1 1 @
22050 =1, 3 > e =1
a=0 b=0 a=0 b=0

gilt unter diesen Annahmen fiir den Parameter o
3 3 3 3 1,2 1,2 1,2 12
of =1-0f -of -0y :1_(0)1(1 ) +i)_w(§1 '~ 0f? = og? -2

Somit ergeben sich im Pattern » = 3 die folgenden von 4 (0 < A <0,15) abhangigen

Parameterschatzwerte & (a = 0,1, b = 0,1):'*

Pattern 3:

Y>=0 Y,=1
y=0 |6% =015-2 0¥ =031 |6 =046~ 1
vi=1 |09 =023 |69 =031+ 2|0 =054+
AP =038-2|69 =062+

Aus den Schatzern in den einzelnen Pattern » (» = 0,...,3) kdnnen ebenfalls die Para-
meter der gemeinsamen Verteilung P(Y;,Y,) geschatzt werden. Die Herleitung er-

folgt Uber die mit n,, bezeichneten absoluten Haufigkeiten von Y3 =a und Y,=5

(@=0,1, »=0,1), welche Realisationen der multinomialverteilten Zufallsvariablen

(NOO,NM,NN,NH) mit den Parametern » und 6 = (6,,,6,,,6,,.6,, ) sind:

(NOO’NOI’N107N11)~ M(n79007H01’910’011)

18 Dje Restriktion 0 < 4 < 0,15 folgt unmittelbar aus der Bedingung 0 < &) <1
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Die Parameter
0,=F, Y, =a,Y,=b) (a=01b=0,1)

der Multinomialverteilung kdnnen aus dem gewichteten arithmetischen Mittel von

o ,...,ad geschatzt werden:

P 13 -

O =" =2 n6f) (a=015=01)
r=0 r=0

Fir den Parameter &, erhalt man somit als Schatzwert:

n 13 (r) 13 (r) A )
6, =—) ny :;Zn w;’ =0,28+0111

r=0 r=0

Die folgende Kontingenztabelle enthélt die weiteren Parameterschatzwerte, die sich

im Pattern-Set Mixture Modell fur die gesamten Daten ergeben:

Pattern 0-3 (gesamte Daten):

Y2:0 Y2:1
¥,=0 |0y =0,20-0114 |4, =0,28 6,. =0,48—-0111
y=1 |6 = 0,24 6, =028+0111| 4, =0,52+0114

6, =044-0114 6, =056+0111

Aufgrund der aus dem Pattern » = 3 resultierenden Restriktion 0 < A <0,15 und des
geringen Anteils von Unit Nonresponse am gesamten Stichprobenumfang sind die
Auswirkungen von A auf die Schatzungen begrenzt. Sind die Annahmen in dem Mo-

dell erfillt, so erhélt man die folgenden Bereiche fir die Schétzer von éy und 6i;:

018<6,, <02 , 028<f,<03

6.4.4 Fazit

Pattern-Mixture Modelle stellen im Rahmen der Behandlung von fehlenden Werten
eine vielversprechende Alternative zu den in Kapitel 6.3 diskutierten Selection Mo-
dellen dar. Dies wird auch durch die neuere statistische Literatur zu diesem Themen-
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gebiet belegt, die sich eingehend mit den Pattern-Mixture Modellen befasst.*® Ein
wesentlicher methodischer Vorteil der Pattern-Mixture Modelle ist die strikte Tren-
nung der Parameter anhand ihrer Identifizierbarkeit aus den Daten. Fir die nicht
identifizierbaren Parameter kdnnen Restriktionen (ldentifying Restrictions) einge-
fuhrt werden, die sich im Allgemeinen auf den Zusammenhang zu den identifizierba-
ren Parametern beziehen. Im Gegensatz zu den Selection Modellen ist es somit in
unkomplizierter Weise mdglich, die Sensitivitat der Schatzungen durch Variierung

dieser Restriktionen zu beurteilen.?

Im Rahmen von Pattern-Set Mixture Modellen kénnen die beiden verschiedenen
Ansatze (Selection und Pattern-Mixture) kombiniert werden, um verschiedene Aus-
fallmechanismen beziiglich des vollstandigen Datenausfalls (Unit Nonresponse) und
des Fehlens einzelner Werte (Item Nonresponse) zu bertcksichtigen. In Kapitel 6.4.3
wurde fur den diskreten Fall dargestellt, wie eine Parameterschétzung erfolgen kann,
falls die MAR-Annahme bei Item Nonresponse gilt und ein nicht ignorierbarer Aus-

fallmechanismus bei Unit Nonresponse vorliegt.

Werden mehrere Zufallsvariablen in einem Pattern-Mixture Modell betrachtet, so
besteht im Allgemeinen die Problematik, dass eine Vielzahl von Parametern nicht
identifizierbar ist.®* Um in diesem Fall eine Parameterschatzung oder Sensitivitats-
betrachtung zu ermdglichen, sind die Annahmen bezuglich des nicht ignorierbaren
Ausfallmechanismus haufig sehr restriktiv zu formulieren. Dies stellt jedoch keinen
Nachteil gegeniiber den Selection Modellen dar, da in diesen Modellen die Proble-
matik durch die zugrunde liegenden Verteilungsannahmen nur scheinbar umgangen
wird. In dem folgenden Kapitel wird u.a. dieser Aspekt durch einen methodischen

Vergleich der beiden Ansétze verdeutlicht.

6.5 Vergleich von Selection und Pattern-Mixture Modellen

Die Behandlung von fehlenden Werten durch die in der statistischen Literatur er-

wahnten Methoden erfordert generell die Festlegung von Annahmen, wenn der Aus-

181 \/gl. Ekholm/Skinner (1998); Molenberghs et al. (1998); Forster/Smith (1998); Daniels/Hogan
(2000); Kenward et al. (2003); Storck et al. (2000).

182 \/gl. Kapitel 6.4.2.4 sowie Beispiel 6.10 in Kapitel 6.4.3.

183 Dies trifft insbesondere bei Unit Nonresponse zu, da in dem entsprechenden Pattern alle Parameter
nicht identifizierbar sind (vgl. Beispiel 6.10).
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fallmechanismus nicht ignorierbar ist. Pattern-Mixture und Selection Modelle basie-
ren dabei, wie in den vorangegangenen Kapiteln dargestellt, auf unterschiedlichen
Verteilungsannahmen. Wahrend in Selection Modellen die Verteilungstypen von

P,(Y) und B, (R|Y) zu spezifizieren sind, ist im Pattern-Mixture Modell der Vertei-

lungstyp von P, (Y | R =r) fir jedes Pattern » (r =0,..., s) vorzugeben.'®

Um die beiden Ansatze methodisch miteinander zu vergleichen, kdnnen die bedingte

Verteilung P, (Y | R) und die Verteilung P.(R) des Pattern-Mixture Modells
P,,(Y,R)=F,(Y|R)P,(R)
aus dem Selection Modell

£, (Y,R)=F,(Y) F,(R|Y)

mit den Parametern @und y bestimmt werden:'®> 1°

Py (®)= [P, (RIVP,()dy (6.127)
B, (R| Y)P,(Y)
PH,!// (E)

F,,Y|R)= (6.128)

In letzterem Ansatz ist die bedingte Verteilung P(Y | R) sowohl von @ als auch von

w abhéngig, da ein bestimmter Verteilungstyp von Y mit dem Parameter & anzuneh-
men ist und der Ausfallmechanismus mit dem Parameter y nur durch Einbeziehung
von Y modelliert werden kann. Hingegen wird im Pattern-Mixture Modell vorausge-
setzt, dass die bedingte Verteilung P(Y | R) — und nicht die marginale Verteilung

von Y —durch das jeweilige Element des Parametervektors a)z(a)oa)) angege-

ben werden kann.

Bei dem Selection Modell ist die Bestimmung der marginalen Verteilung P(R) in

(6.127) nur durch Integration (bzw. Summation) Uber die teilweise unbeobachteten

Werte von Y maglich, und somit ist — neben dem Parameter y — die Kenntnis des

184 1n vielen Fallen wird im Pattern-Mixture Modell angenommen, dass der gleiche Verteilungstyp in
allen Pattern vorliegt (vgl. bivariates Pattern Mixture Modell in Kapitel 6.4.2).

185 v/gl. Holland, P. W. (1986), S. 149.

18 |m diskreten Fall ist das Integrationszeichen durch ein Summenzeichen zu ersetzen.
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Parameters @ der Verteilung von Y erforderlich. Dagegen gilt a priori im Pattern-
Mixture Modell, dass die diskrete Zufallsvariable R die nur vom Parametervektor &

abhangige Verteilung P.(R) besitzt und der Zusammenhang zwischen R und Y ein-

zig durch P, (Y | R) erklért wird."®’

In Pattern-Mixture Modellen geht durch die Aufteilung der Daten nach vollstédndiger
Beobachtung und unvollstandiger Beobachtung eindeutig hervor, dass ohne weitere
Annahmen fehlende Werte nicht plausibel ersetzt werden konnen. Im univariaten

Fall ist die bedingte Verteilung £, (Y |R=1) vollkommen unbekannt, und es sind

sowohl Annahmen bezuglich des Verteilungstyps als auch in Bezug auf den Parame-
tervektor @y zu treffen, um z.B. die Momente von Y schatzen zu kénnen.'®® Bei Se-
lection Modellen sind diese Restriktionen weniger offensichtlich, jedoch zeigt sich

durch Zerlegung der marginalen Verteilung von Y

P,(Y)=(-P,, (R=1)P,, (X|R=0)+P,, (R=1P,, (Y|R=1)

die Bedeutung der unbekannten bedingten Verteilung P, (Y |R=1) und der eben-
falls nicht ermittelbaren Ausfallwahrscheinlichkeit 7, (R =1) fur die Schatzungen

in diesem Ansatz.'®® Diese Unkenntnis wird durch die Annahmen beziiglich der Ver-

teilungstypen von F,(Y) und P, (R[Y) umgangen. Simulationsstudien von Glynn

et al. (1986) belegen allerdings, dass die Fehlspezifikation der Verteilungstypen im
Selection Modell zu erheblich verzerrten Parameterschatzungen fiihrt, wahrend sich
die Pattern-Mixture Modellierung demgegentiber als relativ robust erweist.* Inso-
fern ist auch eine Praferenz der Selection Modelle gegentiber den Pattern-Mixture
Modellen, wie sie derzeit bei der Behandlung von fehlenden Werten unter MNAR

immer noch zu konstatieren ist, nicht berechtigt.

Die grundsétzlich verschiedenen Annahmen der Methoden fiihren im Allgemeinen

zu unterschiedlichen Ersetzungen von fehlenden Werten, sofern die beiden Modelle

87 \/gl. Kapitel 6.4.1.

188 \/gl. Beispiel 6.7. In diesem Beispiel wurde eine binare Zufallsvariable betrachtet, so dass der Ver-
teilungstyp (Binomialverteilung) bereits vorgegeben war.

189 v/gl. Holland (1986), S. 150.

190 v/gl. Glynn et al. (1986), S. 127ff., Die Relevanz der korrekten Spezifikation von Verteilungstypen
im Selection Modell wurde in weiteren Simulationen bestatigt (vgl. Stolzenberg/Relles (1990)).
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zur Parameterschatzung verwendet werden. Das folgende Beispiel soll diesen Aspekt

verdeutlichen.

Beispiel 6.11:

Es wird das folgende Pattern-Mixture Modell fur eine stetige eindimensionale Zu-

fallsvariable Y betrachtet:

YR =r~Nu”,c") r=01

R, ~ Bl ¢g)

Im Weiteren sollen die Parameter o=(4®,6®, 4, c®) und &=(z &)

(¢, =1—¢&,) des Modells aus simulierten Daten geschétzt werden. Die Simulation

erfolgte dabei durch die folgenden beiden Schritte:
1. Ziehen eines Wertes ¢ der binomialverteilten Zufallsvariable
Q~B(n,(1-¢)) ;7=1000¢ =0,25
2. Ziehen von g Werten yy,...,y, der standardnormalverteilten Zufallsvariablen

Y,,..Y,~N(0,1)
Durch diese VVorgehensweise werden unter den Parametervorgaben
u®=0,09=1,¢=025
die beobachteten Daten (Pattern » = 0) bei einem Stichprobenumfang von » = 1.000
simuliert. Wird fiir den (nicht identifizierbaren) Parameter o die Restriktion
W

o9 =0c

angenommen, so ist die Dichtefunktion von Y in Abhéngigkeit vom unbekannten
Parameter 1™ darstellbar. Die folgende Abbildung stellt beispielhaft fiir ™ = 4 und

den aus den Daten geschatzten Parametern

4@ =002 ,6® =098, =024
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die bedingten Dichten P,(Y|R=r) (r=0,1) sowie die Dichte P, .(Y) graphisch

dar.

P(Y=y|R=0), P(Y=y|R=1),
08 1
07
06 1

0,5 4

0

Abbildung 6.7: bedingte Dichten P,(Y|R=r) (r=0,1) und daraus resultierende

Dichtefunktion von Y im Pattern-Mixture Modell

Die Dichtefunktion von Y ist eine Mischung von zwei Normalverteilungen, die durch
die Parametervektoren @ und & beschrieben wird. Demzufolge ist die Selection Mo-
dellierung in diesem Beispiel nicht gerechtfertigt, da diese eine durch &beschriebene
Verteilung von Y voraussetzt. Im Folgenden soll dargestellt werden, welche Auswir-
kungen auf die Parameterschatzungen sich aus den Annahmen des Selection Mo-
dells, die in diesem Beispiel nicht erfullt sind, ergeben. Im Selection Ansatz sei Y

annahmegemal normalverteilt mit den Parametern gz und o:
Y~ Nu,c?)

Fur den Ausfallmechanismus wird das in Kapitel 6.3.2.2 beschriebene Schwellen-

wert-Modell
B(R=1]Y>0)=y

P,(R=1]Y<0)=0
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angenommen. Aus den beobachteten Daten ys,...,y, der Stichprobe werden die Para-

meter 1, o und y durch
£4=02,6=11,y =043

geschétzt, und man erhélt die folgenden Dichtefunktionen aus der Selection Model-

lierung:™*

P(Y=y|R=0), P(Y=y|R=1),
0,7 7

0,6 1

Abbildung 6.8: bedingte Dichten Pé,;& (Y|R=r) (r=0,1) und Dichte der Normal-

verteilung von Y im Selection Modell

Die Dichtefunktion P,(Y) im Selection Modell weicht erheblich von der Dichtefunk-
tion P, (Y) im Pattern-Mixture Modell ab. Dies kann auch durch die geschatzten

Momente der Zufallsvariable Y belegt werden. Im univariaten Pattern-Mixture Mo-

dell wird der Erwartungswert E(Y) = x durch
Q-&)a" + &% ~0,244"
und die Varianz Var(Y) = o mittels

(1-2)(6f +4(6°F +240-4)(a® - 1) ~098+018(a® f

91 Wie in Kapitel 6.3.2.2 gezeigt kann die Schatzung durch den EM-Algorithmus erfolgen.
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192

geschatzt,™ so dass sich diese Werte von den Schatzern

1£=026°=121
im Selection Modell im Allgemeinen unterscheiden. Das Ausmaf3 der Abweichung

hangt dabei von dem im Pattern-Mixture Modell festzulegenden Restriktionen be-

ziiglich des Parameters »® ab.

Im Gegensatz zum Beispiel 6.11 sind die Dichtefunktionen P,(Y) und P, (Y) des

Selection bzw. Pattern-Mixture Modells identisch, wenn der Ausfallmechanismus
vom Typ MCAR ist. Fiir das Selection Modell gilt unter dieser VVoraussetzung'*

Pt9,|// (yobs ' r) = ,[P'// (r | yobs ! ymis)PH (yobs ! ymis )dymls

= J P, ()P (Y o1+ ¥ is )Y s
=B, (X)F,(y,) (6.129)

und P, (y,,.r) vereinfacht sich im Pattern-Mixture Modell zu***

Pw,s (yobs 1 r) = IR& (r)Pw (yobs ’ ymis | r)dymis

= Pa (r)'[ P(u (yobs ' ymis )dy mis
= R5 (r)Pa) (Y()bs)' (6'130)

Aus den beiden Verteilungen in (6.129) und (6.130) ist ersichtlich, dass aufgrund der
Unabhé&ngigkeit der Indikatormatrix R von der Datenmatrix y die Parameter von den

beiden Modellen identisch sind:
vee , O=0 (6.131)
Diese Identitat der Parameter gilt nicht, falls die Werte von Y systematisch fehlen. Ist

z.B. die MAR-Annahme erfullt, so lasst sich P

w,E

(y,,..r) wie folgt in den beiden

Modellen darstellen:

192:v/gl. Little/Rubin (2002), S. 327.
1% v/gl. Kastner, C. (2001), S. 58f.
194 vgl. Kastner, C. (2001), S.58f.
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f’@,l// (yobs ’ r) = J‘Py/ (r | yabs)PH (yabs ! ymis)dymis
= Py/ (r | yohs)])H (yobs) (6132)

Pa),g (yobs ! r) = IR&' (r)Pa) (yobs ’ ymis | r)dymis

= PO B0 Yo [ 1)
— P)P,(y IT) (6.033)

Der Parametervektor @ kann im Pattern-Mixture Modell nicht ohne weitere Annah-
men bestimmt werden, obwohl in (6.133) die MAR-Eigenschaft der Daten vorausge-
setzt wird. Diese Problematik ist dem Modell inhédrent, da sich der Vektor

o =(@,,...,®,) auf die Parameter der einzelnen Pattern bezieht und deren Schatzwer-

te nicht allein aus den beobachteten Daten y,, ermittelt werden kénnen. Im Gegen-
satz zur MCAR Annahme kann somit die MAR-Eigenschaft nicht ohne weiteres bei
Pattern-Mixture Modellen formalisiert werden. Molenberghs et al. (1998) haben ge-
zeigt, dass zumindest bei monotonen Ausfallmustern bestimmte, im Sinne von Little
(1993) definierte Identifying Restrictions mit der MAR-Annahme &quivalent ist.
Hierfur ist eine Zufallsvariable M zu definieren, welche die Anzahl der fehlenden
Werte des jeweiligen Pattern beschreibt. Die folgende Darstellung verdeutlicht an-
hand eines Beispiels mit 5 Zufallsvariablen (k = 5) die Festlegung von M fir ein mo-
notones Ausfallmuster.

Yo Yo Yz Ys Y Ri Rp Rz Ru Rs
0 0 0 0 0

oA WN R ~
ANNHOO§

Y Y
o|lo|lo|lo|lo
Rrlo|lololo
Rlo|lololo
S E=1=
Rk |lo

Abbildung 6.9: Definition der Zufallsvariable A bei einem monotonen Ausfallmus-

ter

Die bereits erwahnten Restriktionen im Pattern-Mixture Modell, welche fiir monoto-

ne Ausfallmuster identisch mit der MAR-Annahme im Selection Modell sind,'*®

1% Der Beweis erfolgt in Molenberghs et al. (1998), S. 158.
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werden von Molenberghs et al. (1998) als ,,Available Case Missing Value (ACMV)

Restrictions” bezeichnet. Formell kdnnen diese Bedingungen durch
P(Y; | Y, Yj g, M =m)=P(Y; | Y1,..Y;_1,M <k—j) Vj>k—-mm>0(6.134)

dargestellt werden. Die ACMV-Restriktionen implizieren, dass die bedingte Vertei-
lung einer unbeobachteten Zufallsvariable Y; in einem Pattern m, gegeben die (beo-
bachteten und unbeobachteten) Variablen Y1,..Y;.1, gleich der entsprechenden beding-
ten Verteilung in einem zusammengefassten Pattern ist, in dem alle Werte von

Yi,...,Y; beobachtet wurden.

Beispiel 6.12:

Es liege das monotone Ausfallmuster aus Abbildung 6.9 flir 5 Zufallsvariablen

Y,,....Y; vor. Dann fihren die ACMV-Restriktionen in (6.134) zur Aquivalenz der

folgenden bedingten Verteilungen:

P(Y,|Y,,....Y,,M =m) = P(Y, | Y,,....Y,,M =0) Vm >0

P(Y,| Y, Y, Y, M =m) = P(Y, |Y,,Y,,Y,, M <1)  ¥m>1

PV Y, Y, M =4) = P(Y; | 1,,Y,,M <2)

P(Y, |%,,M =4) = P(Y, | %, M <3)

Die folgende Abbildung verdeutlicht am Beispiel der unbekannten bedingten Vertei-

lungen P(Y,|Y,,Y,,Y;,M =m) fur alle m > 1, dass zu deren Bestimmung die Daten

aus den Pattern M =0 und M = 1 gemeinsam verwendet werden.

Yo Yo Yz Yu Y

~.

NN N N S A~

o ok WDNPE
D
N NN | D

Abbildung 6.10: Darstellung der relevanten Daten zur Bestimmung von
P, Y, Y, ;M =m) firallem > 1
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Die ACMV-Restriktionen sind von den ,,Complete Case Missing Value (CCMV)
Restrictions®, die von Little (1993) eingefuhrt wurden, zu unterscheiden. Bei letzte-
ren wird vorausgesetzt, dass die bedingte Verteilung einer unbeobachteten Zufallsva-
riable Y; in einem Pattern m, gegeben die Variablen Yi,...,Y;.1, gleich der entspre-
chenden bedingten Verteilung in dem Pattern der vollstdndig beobachteten Daten
(M = 0) ist:*

P(Y; |, Y;, M =m)=P(Y; | 1,..Y;2,M =0) Vj>k-mVm>0 (6.135)

Werden lediglich zwei Zufallsvariablen Y; und Y- betrachtet, von denen eine Variab-
le stets beobachtet wird (univariater Datenausfall), so stimmen die ACMV-Restrik-
tionen und CCMV-Restriktionen Uberein. In Kapitel 6.4.2.2 wurde nachgewiesen,
dass die ACMV- bzw. CCMV-Restriktion (6.68) in dem betrachteten Modell iden-
tisch mit der MAR-Annahme ist, da lediglich die Zufallsvariable Y, fehlende Werte
aufweist und somit ein monotones Ausfallmuster vorliegt. Ist das Ausfallmuster je-
doch nicht monoton, gilt die Aquivalenz von ACMV-Restriktionen und MAR-

Bedingung nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.13:

Essei Y =(Y,,Y,) eine zweidimensionale Zufallsvariable, deren Beobachtung von Y,
und Y, durch die bivariate Indikatorvariable R =(R,,R,) beschrieben wird. Der Res-

ponsemechanismus beziglich eines nicht-monotonen Ausfallmusters sei wie folgt

definiert:'%’

PR=Q1D|y)=p
P(R=(0D[y)= /()
P(R=10)[y) = f(¥,)

P(R=(00)[y)=1-p-f(n)-f(»,) (6.136)

19 vgl. Little (1993), S. 128.
197 v/gl. Molenberghs et al. (1998), S. 156.
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Die MAR-Annahme ist in diesem Beispiel erfillt, da das Fehlen von Y; allein von Y,

— angegeben durch den funktionalen Zusammenhang f(y,) — abhéngig ist und die

Nichtbeobachtung von Y, durch f(y,) beschrieben wird.

Wird vorausgesetzt, dass die ACMV-Restriktionen im Pattern-Mixture Modell gel-

ten, sind u.a. die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(y, 1y, R =(10))= Py, | y,,R=(0,0)) (6.137)
und

Py, |y, R=(0D)= Py, | ,R=(0,0)) (6.138)
identisch.

Fur die gemeinsame Wahrscheinlichkeit von y; und y, in den Pattern R =(1,0) und

R =(01) gilt somit:**®
P(y,,y, | R=(10))=P(y, | R =(L0)P(», | y,,R = (0,0) (6.139)

Py, 7, R=(01))=P(3 | R=(01)P(», |y, R =(0,0)) (6.140)

Aus (6.140) folgt durch Anwendung des Satzes von Bayes sowie durch Faktorisie-

rung™®®

P(R=(01)|,,»,)P(y,,y,) P(R=(01)]y,)P(»,) P(R=(0,0)]y,¥,)P(r,,)

P(R=(01)) P(R=(01)) P(R=(0,0)] »,)P(»,)

und somit

)P(B=(0,0)Iy1,yz)_
P(R=(0,0)]y,)

P(R=(01)]y,,y,)=PR=01]y (6.141)

Weiterhin ist nach (6.136) der Datenausfall von Y> nicht von dem Wert der Zufalls-
variable Y, abhangig

P(R=(01)y,,y,)=PR=01)]y,)=f().

und demzufolge wird die Wahrscheinlichkeit fur die Beobachtung beider Zufallsva-

198 \/gl. Molenberghs et al. (1998), S. 157.
199 v/gl. Molenberghs et al. (1998), S. 157.
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riablen nicht von y, beeinflusst:*®

P(R=(0,0)|y,,y,)=P(R=(0,0)]y,)

In gleicher Weise kann anhand der Bedingung (6.139) gezeigt werden, dass
P(R=(0,0)]y,,y,) auch nicht von y; abhangig ist. Somit ist bei Einhaltung der

ACMV-Restriktionen nachgewiesen, dass

P(R=0,0)[y,,y,)=1-p-f)-f(,)=l-p-c —c, (6.142)

mit den zwei Konstanten ¢; und ¢, gilt. Der Ausfallmechanismus in (6.136) héngt
nicht mehr von den Werten von Y; und Y, ab und die Daten fehlen zuféllig im Sinne
von MCAR. Damit sind bei diesem nicht-monotonen Ausfallmuster die ACMV-

Restriktionen nicht mit der MAR-Annahme vereinbar.?%

Als wesentliches Ergebnis ist festzuhalten, dass bei systematischem Datenausfall
(bzw. bei Verletzung der MCAR-Annahme) Pattern-Mixture Modelle und Selection
Modelle im Allgemeinen zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren.? Die korrekte
Ersetzung von fehlenden Werten unter dem Datenausfall vom Typ MNAR erfordert
bei den Pattern-Mixture Modellen die Gultigkeit der Identifying Restrictions und der
Verteilungsannahmen beziglich Y gegeben R = r, wéhrend bei Anwendung der Se-
lection Modelle eine Spezifizierung der Verteilungstypen von dem Ausfallmecha-
nismus sowie von Y notwendig ist. Da diese Voraussetzungen bei beiden Ansétzen
nicht Uberprufbar sind, ist es nahe liegend, unterschiedliche Identifying Restrictions
bzw. Verteilungstypen anzunehmen und eine Sensitivitatsanalyse durchzufihren.
Nach der multiplen Analyse der vervolistandigten Daten kann ein Intervall fur die
Schétzung eines Parameters angegeben werden, welches den unterschiedlichen (Ver-
teilungs-)annahmen bzw. Restriktionen wahrend des Ersetzungsprozesses Rechnung
tragt. Die Sensitivitatsanalyse ist innerhalb eines Pattern-Mixture Modells einfacher
zu realisieren, da in diesem Ansatz Zusammenhénge zwischen den Momenten der
Zufallsvariable Y und den nicht identifizierbaren Parametern hergestellt werden kon-

nen. Ein weiterer Vorteil der Pattern-Mixture Modelle besteht in der Mdglichkeit,

20 \/gl. Formel (6.141).
201 \/gl. Molenberghs (1998), S. 157.
202 \/gl. Little (1994), S. 472.
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zumindest die Verteilungsannahmen im Pattern der vollstdndig beobachteten Merk-
malstrager (»=0) mit den géangigen statistischen Testverfahren (Kolmogorov-

Smirnov Anpassungstest, y2-Anpassungstest)®®®

Uberprifen zu kénnen. Diese Tests
kdnnen in Selection Modellen aufgrund der bereits im univariaten, stetigen Fall

kompliziert zu bestimmenden Dichtefunktion F, (Y |R=0) haufig nicht durchge-
flhrt werden.

Eine der Pattern-Mixture Modellierung immanente Problematik ist die Interpretier-
barkeit der Identifying Restrictions, die sich in vielen Féllen als schwierig erweist.
Dieser Nachteil wird zumindest fir monotone Ausfallmuster durch die ACMV-
Restriktionen abgeschwacht, da letztere eine Beriicksichtigung der (leicht zu inter-
pretierenden) MAR-Annahme in den Pattern-Mixture Modellen ermdglichen. Inso-
fern konnen die ACMV-Restriktionen auch als Ausgangspunkt der Sensitivitatsana-
lyse dienen, und durch gezielte Variierung einzelner Restriktionen kénnen die Aus-
wirkungen auf die Schéatzungen untersucht werden. Pattern-Mixture Modelle stellen
somit einen flexiblen Ansatz dar, um fehlende Werte unter nicht ignorierbaren Aus-

fallmechanismen zu behandeln.

203 \/gl. Hartung (1999), S. 182ff.
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7 Simulationsstudien zur Bewertung der Behandlungsverfahren

7.1 Ziele der Simulationen

In den vorangegangenen Kapiteln 5 und 6 wurden Verfahren diskutiert, die bei igno-
rierbaren bzw. nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen unverzerrte Parameterschat-
zungen ermdglichen. Wie bereits in Kapitel 5.3 dargestellt, finden insbesondere like-
lihood-basierten Verfahren, welche die Giltigkeit der MAR-Annahme voraussetzen,
verbreitet Anwendung bei der Behandlung von fehlenden Werten. Unter diesem As-
pekt stellt sich die Frage, wie sich eine Anwendung dieser Verfahren auf die Schat-
zungen auswirkt, falls die zugrunde liegende MAR-Annahme verletzt ist. Diese
Problematik wurde bereits in den Kapiteln 6.2.3 und 6.4.2.4 anhand von Beispielen
diskutiert,®® und im Folgenden wird diese Betrachtung erweitert, indem unter ver-
schiedenen Szenarien, die sich durch eine Variierung der Ausfallquote sowie des
Ausfallmechanismus ergeben, Simulationen zur Feststellung des Bias der MAR-

basierten Methoden durchgefuhrt werden.
7.2 Untersuchung bei diskreten Variablen

7.2.1 Allgemeiner Simulationsaufbau

Bereits in Kapitel 3 wurde auf die vorherrschende Meinung in der statistischen Lite-
ratur verwiesen, die eine Behandlung von fehlenden Werten mittels Verfahren, wel-
che die Erfullung der MAR-Annahme voraussetzen, in umfangreichen Datenbestan-
den postuliert. Bei zahlreichen statistischen Analysen werden jedoch nur wenige Va-
riablen betrachtet, und eine Ersetzung mittels MAR-basierter Verfahren erscheint

unter diesen Umstanden zweifelhaft.

Um insbesondere diese Falle genauer zu untersuchen, sei das in Kapitel 6.2.3 ver-
wendete Modell fir diskrete Zufallsvariablen der Ausgangspunkt der folgenden Si-
mulationen. In diesem Modell wurden zwei bindre Variablen Y; und Y, betrachtet,
wobei Y7 vollstandig in der Stichprobe beobachtet wurde und Y, fehlende Werte

aufweist. Weiterhin wurde die Gultigkeit der bedingten Unabh&ngigkeitsbeziehung

204 \/gl. Beispiel 6.3 und Beispiel 6.9.
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Ry LI 1| Y, (7.1)
vorausgesetzt, so dass fir die bedingte Verteilung P(R, | y,, v,) gilt:
P(R, | y1,y,) = P(R, | y,) (7.2)

In der Simulationsstudie ist es somit ausreichend, die bedingte Verteilung P(R, | y,)

zu spezifizieren. Die Ausfallwahrscheinlichkeit héngt dabei von den partiell nicht
beobachteten Auspragungen der Zufallsvariable Y- ab, so dass der Ausfallmechanis-
mus vom Typ MNAR ist:

P(Ry) :HP(RiZ | Vi Vi2) :HP(RiZ | y:2) :HP(RiZ |Zmis,i’Zobs,i) #P(RY )
i-1 i1 i1

Um die MAR- und MNAR-basierten Verfahren bezuglich des Bias von Parameter-
schatzwerten zu beurteilen, sei die folgende Verteilung von Y; und Y, der Ausgangs-

punkt der Betrachtungen:

Y,=0 Y.=1
Y1=0 0,2 0,3 0,5
=1 04 01 0,5
0,6 0,4 1

Tabelle 7.1: Verteilung der Zufallsvariablen Y; und Y>

Weiterhin sei die (marginale) Ausfallwahrscheinlichkeit durch

P(R,=1)=0/4

vorgegeben. Unter Kenntnis dieser Wahrscheinlichkeiten kdénnen die bedingten
Verteilungen P(R,|Y,=5b) (b=0,1) in Abhdngigkeit von einem Parameter A;

(-0,4< 4, < 0,26) beschrieben werden:
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P(R, =1|Y, =0)=P(R, =1)+ A, =0,4+ 4,
P(R, =0|Y, =0)=1-P(R, =1|Y, =0)=0,6— 4,

P(R,=1Y,=1) P(R,=1)-P(R,=1Y,=0)

P(Rz :1|Yz =1)=
P(Y,=1) P(Y,=1)
_P(R,=1)—P(R, =1|Y, =0)P(Y, =0)
- P(Y,=1)
_0,4-[(0,4+4)0,6]
- 0,4
=04-154
P(R,=0]Y,=1)=1-P(R, =1|Y, =1)=0,6 +151, (7.3)

Der Parameter A, ist als Index fir die Nicht-lgnorierbarkeit des Ausfallmechanismus
zu interpretieren, wobei fir A; =0 der Ausfallmechanismus sowohl von Y; als auch

von Y, unabhéngig ist. Letzteres gilt, da in diesem Fall
P(R,=1|Y,=0)=P(R, =1|Y,=1)=04

bzw.

Ry 11 Y

ist, und gemeinsam mit der (annahmegemaR geltenden) bedingten Unabhéangigkeits-

beziehung

Ry 11l Y| Yy

kann die marginale Unabhangigkeit
Ry 11 11

abgeleitet werden. Somit gilt fir 2; = 0 die MCAR-Annahme, wéhrend fur 4; = 0 der
Ausfallmechanismus vom Typ MNAR ist. Die folgende Abbildung zeigt, dass der

Einfluss der Zufallsvariable Y, auf den Datenausfall mit hoheren Werten von |/11|

zunimmt.
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P(R2:l|Y2:0), P(R2:1|Y2:1)
1 —

0,9 A
0,8 A
0,7 A
0,6
0,5 A

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3
A

Abbildung 7.1: Bedingte Wahrscheinlichkeiten P(R, =1|Y, =0) und
P(R, =1|Y, =1) in Abhé&ngigkeit von 4,
Aus der Verteilung P(Y,,Y,) in Tabelle 7.1 und der bedingten Verteilung P(R, |Y,)
in (7.3) kann die gemeinsame Verteilung P(R,,Y;,Y,) mittels
P(R21Y1'Y2) =P(R2 |Y1’Y2) P(Ylvyz) = P(Rz |Y2) P(Ylvyz)

bestimmt werden:

Y1:0 Y1:1 Y1:O Y1:1

R=0 0,12-0,24; 0,24-0,44,| 0,18+0,454;| 0,06+0,154:| 0.6

Ry=1 0,08+0,214 0,16+0,414 0,12-0,4541 0,04-0,1541| 0.4

0,2 0,4 0,3 0,1 1

Tabelle 7.2: Gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen R, ¥; und Y> in Abhén-

gigkeit von A4
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Ausgehend von dieser gemeinsamen Verteilung wird fiir jeden untersuchten Wert
des Parameters A1 eine Stichprobe vom Umfang » = 100 gezogen. In Kapitel 6.2.3
wurde gezeigt, dass bei Giltigkeit von (7.1) die Parameter 8., (@ =0,1; b =0,1) der

Verteilung
P, (,=aY,=b)=0, a=01b=01

unverzerrt aus den beobachteten Daten der Stichprobe geschatzt werden koénnen.?%
Zur Evaluierung der Behandlungsmethoden wird der Schétzer élo des (unter diesem

Ausfallmechanismus korrekten) MNAR-basierten Verfahrens aus Kapitel 6.2.3 mit
demjenigen des EM-Algorithmus, der in seiner allgemeinen Form die Glltigkeit der
MAR-Annahme voraussetzt, fur jeden Wert des Parameters 4; verglichen. Zusatzlich
wird ein Eliminierungsverfahren in Form der Complete Case Analysis aus Kapi-
tel 5.1.2 angewendet, um die Auswirkungen der MCAR-Annahme auf die Parame-

terschatzungen zu verdeutlichen.

Im Rahmen der Simulation wird die beschriebene VVorgehensweise 100 mal wieder-
holt. Die einzelnen Schéatzwerte, die bei der Anwendung eines bestimmten Verfah-
rens ermittelt wurden, werden durch Bildung des arithmetischen Mittels zu einem
Wert zusammengefasst. Weiterhin wird — ausgehend von jeder einzelnen Schatzung
eines Verfahrens — ein 95%-Konfidenzintervall fur den wahren Parameter ermittelt
und Uberprift, wie oft dieser in den insgesamt 100 Konfidenzintervallen liegt. Ist
dieser Anteil, der auch als Uberdeckung bezeichnet wird, deutlich unter 95%, so
kann davon ausgegangen werden, das die jeweilige Behandlungsmethode zu verzerr-
ten Ergebnissen filhrt.?®® Der Bias wird ebenfalls anhand des Standardfehlers des
Schétzers, der sich bei vollstdndiger Beobachtung aller Werte in einer Stichprobe
vom Umfang » = 100 ergeben wirde, beurteilt: Ist die Abweichung des (aus den 100
Stichproben ermittelten) Schatzwerts von dem wahren Wert groRier als die Halfte des
Standardfehlers, so ist von einer starken Verzerrung durch die Methode auszuge-

hen 207

205 \/gl. Schétzer von 8, in (6.26)-(6.29).

206 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 156. Schafer/Graham betrachten in ihrer Simulation einen Anteil
von <90% bereits als problematisch.

207 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 156f.
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Innerhalb der Simulation wird ebenfalls untersucht, inwieweit die Ausfallquote

79 1009 28
n

einen Einfluss auf das Ausmal} der Verzerrung besitzt. Hierfur werden fir verschie-
dene Ausfallquoten zwischen 20% und 70% die Ergebnisse der Behandlungsmetho-

den unter konstanten Bedingungen (A, = -0,2) miteinander verglichen.

Wie bereits erldutert, ist die unverzerrte Parameterschatzung mittels des MNAR-
basierten Verfahrens aus Kapitel 6.2.3 an die Gultigkeit der bedingten Unabh&ngig-
keitsbeziehung (7.1) geknlpft. Unter diesem Gesichtspunkt ist zu untersuchen, wie
robust dieses Verfahren bei Verletzung der Annahme ist. Hierzu wird ein weiterer
Parameter A, (-0,2 < 1, <0,2) eingefiihrt, der die Starke der Abhéngigkeit zwischen
R, und Y1 gegeben die Zufallsvariable Y, beschreiben soll. Die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(R, =1|Y,=a,Y,=b) (¢=0,1, »=0,1) seien annahmegemal in

der folgenden Weise von dem Parameter A, abhingig:**
P(R,=1|Y,=0,Y,=0)=P(R, =1|Y,=0)- 1, =04+ 4, -4, =0,2— 4,
P(R,=11Y,=1Y,=0)=P(R,=1|Y,=0)+1,=04+4,+1,=02+ 1,
P(R,=1|Y,=0,Y,=1)=P(R, =1|Y, =1)— 4, =0,4-154, -1, =0,7- 4,

P(R, =1|Y,=1Y,=1)= P(R, =1|Y, =1)+ A, =0,4-154, + 1, = 0,7+ 4, (7.4)
Im Fall A, = 0 gilt die bedingte Unabhangigkeitsbeziehung

R 1l Y|Ys,

wahrend fur A, = 0 die Zufallsvariable Y; den Datenausfall in einem von A, abhangi-

gen Ausmal} beeinflusst:

208 ., bezeichnet dabei die Anzahl der vollstandig beobachteten Untersuchungseinheiten.
299 Es gelten die Simulationsbedingungen A, = -0,2 , 40% Ausfallquote.
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P(Rzzll Y1=a, Yzzb)
14 P(R,=1| Y1=1,Y,=1)

0,9
0,8 /

P(R2:l| Yl:].,YZZO)

P(R2:1| Y1:O,Y2:O)

Abbildung 7.2: Bedingte Wahrscheinlichkeiten in Abhéngigkeit von A,

Ausgehend von den bedingten Wahrscheinlichkeiten P(R, =1|Y, =a,Y, =b)
(@=0,1, »=0,1) und der Verteilung P(Y;,Y,) in Tabelle 7.1 kann die gemeinsame

Verteilung P(R,,Y,,Y,) bestimmt werden:

Y,=0 =1
Y1=0 i=1 Y1=0 Yi=1
R,=0 0,16+0,24, 0,32-0,44, 0,09+0,31, 0,03-0,142| 0,6
Ry=1 0,04-0,24, 0,08+0,41, 0,21-0,34, 0,07+0,142| 0.4
0,2 0,4 0,3 0,1 1

Tabelle 7.3: Gemeinsame Verteilung der Zufallsvariablen R,, Y1 und Y in Abhén-

gigkeit von A, (1, =-0,2)

Durch Variierung des Parameters 1, kénnen Abweichungen von der bedingten Un-
abhangigkeitsannahme analysiert und Schlussfolgerungen bezliglich der Anwend-
barkeit von MNAR-basierten Methoden gezogen werden. AbschlieBend sind diese
Ergebnisse mit den Schétzern unter der MAR- bzw. MCAR-Annahme zu verglei-
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chen, deren Bestimmung durch den EM-Algorithmus bzw. die Complete Case Ana-

lysis erfolgt.

7.2.2 Durchfuhrung und Ergebnisse der Simulation

Im letzten Kapitel wurde der Parameter A, eingefihrt, durch den der Zusammenhang
zwischen dem Datenausfall und der Zufallsvariable Y, unter der Pramisse, dass
Ry Ll Y| Y,

gilt, beschrieben wird. Die Datensimulationen erfolgen anhand verschiedener Werte
von A4;, so dass die Auswirkungen der einzelnen Behandlungsverfahren auf die

Schétzung des Parameters
4910 = 0,4

bei unterschiedlicher Abhéngigkeit von R, und Y, erfasst werden kdnnen. Die fol-
gende Abbildung zeigt fur jede der drei Behandlungsmethoden den durchschnittli-

chen Schatzer élo aus 100 Stichproben, wenn der Parameter A; zwischen -0,4 und

0,26 variiert wurde und die Ausfallquote konstant bei 40% liegt.

0
10 0,7 -
' ------ EM-Algorithmus
06 4 —e— MNAR-Verfahren
’ Eliminierungsverfahren
* o 0,5
S -
hRE SN
-~ - -~ *— ‘e
010
03 - . R
0,2
0,1 -
T T T T 0 T T 1
0,4 0,3 0,2 0,1 0 0,1 0,2 0,3

A

Abbildung 7.3: Schatzung des Parameters &, unter Variierung von A;
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Der Parameterschatzer élo ist bei Anwendung des MNAR-Verfahrens unter allen

untersuchten Zusammenhangen zwischen R und Y, unverzerrt*’® Der EM-
Algorithmus fihrt lediglich bei einem geringem Zusammenhang (-0,05 < 4; < 0,05)
zu unverzerrten Ergebnissen, wéhrend bei der Anwendung des Eliminierungsverfah-
rens lediglich im Fall von MCAR (4; = 0) kein Bias zu verzeichnen ist. Die Verzer-
rung durch die Behandlungsmethoden kann weiterhin durch den Anteil der (aus den
100 Stichproben resultierenden) Konfidenzintervalle fir &y, in denen der wahre Pa-
rameter liegt, beurteilt werden. Das folgende Diagramm zeigt diese Uberdeckung fiir
das MNAR-basierte Verfahren sowie den EM-Algorithmus unter verschiedenen

Werten des Parameters A;.2'!

Uberdeckung

20% - ---¢-- EM-Algorithmus
—e— MNAR-Verfahren

-0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3
A

Abbildung 7.4: Uberdeckung unter Variierung von 4,
Da die Uberdeckung bei Anwendung des MNAR-basierten Verfahrens stets tber

90% liegt, ist in diesem Fall von einer unverzerrten Schatzung des Parameters &

auszugehen. Hingegen sinkt die Uberdeckung beim EM-Algorithmus bereits bei rela-

?%\v/gl. Anhang A 4.

211 Das Eliminierungsverfahren wurde aufgrund der geringeren effektiven StichprobengréRe nicht be-
riicksichtigt, da die Intervalle eine wesentlich hdhere Breite aufweisen und die Aussagekraft beein-
trachtigt wird.
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tiv niedrigen Werten von |4, (41 <-0,1 bzw. A;>0,05) unter 90%. Der EM-

Algorithmus erweist sich somit als nicht robust gegentiber Abweichungen von der
MAR-Annahme.

Aus Abbildung 7.3 ist ersichtlich, dass der Bias des Parameterschatzers élo bei An-
wendung des Eliminierungsverfahrens stets grofRRer ist als bei der Behandlung durch

den EM-Algorithmus. Dies gilt jedoch nicht flr alle Parameterschétzer éa,, (=01,

b =0,1), wie die folgende Abbildung am Beispiel von éoo zeigt.

H 07+ -
900 ---e-- EM-Algorithmus
06 —e— MNAR-Verfahren
' Eliminierungsverfahren
* 05 A
. 04 -
e
0,3 A
I N
Ooo ; . )
T T T T G T T 1
-04 -03 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3

A

Abbildung 7.5: Schéatzung des Parameters &y unter Variierung von A;

Um die Verzerrung aller Schatzer zu beurteilen, ist zu Uberprifen, ob die mittels der

jeweiligen Behandlungsmethode geschatzten absoluten Haufigkeiten

A,=nf, a=01,b=012%?

Realisationen der multinomialverteilten Zufallsvariable

(NOO'Nlo’N01’Nll)~ M(n’900’910’901’911)

2 p, ist somit die geschétzte Anzahl der Merkmalstrager mit ¥; = a und ¥, = b in der Stichprobe.
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sind. Hierzu wurde fiir jede Behandlungsmethode ein y2-Anpassungstest mit der

Testfunktion

durchgefiihrt, und die in Anhang A.5 aufgefuhrten p-Werte der Tests zeigen, dass der
EM-Algorithmus unter nahezu allen Bedingungen (-0,2 < A; < 0,266) bessere Ergeb-
nisse als das Eliminierungsverfahren liefert. Somit wird die theoretische Erkenntnis
aus Kapitel 5, dass die MAR-basierten Methoden den Eliminierungsverfahren im
Rahmen der Behandlung von fehlenden Werten vorzuziehen sind, durch diese Simu-

lationsstudie bestatigt.

In der bisherigen Simulation wurde die Ausfallquote konstant bei 40% belassen. Im
Folgenden soll diese Quote unter sonst konstanten Bedingungen (A1 = -0,2) variiert
werden, um deren Einfluss auf die Schatzung des Parameters &1 beurteilen zu kon-
nen. Die Ergebnisse, die sich bei Anwendung der einzelnen Behandlungsmethoden

ergeben, sind in den folgenden beiden Abbildungen zusammengefasst.

NPy

10

0,6

- et RN

77777777777777777777 - e — —— —_
0,4 & < < & ——e

6o
0,3

---o--- EM-Algorithmus
—e— MNAR-Verfahren
0.2 Eliminierungsverfahren

0,1

0 T T T T 1
20% 30% 40% 50% 60% 70%

Ausfallguote

Abbildung 7.6: Schatzung des Parameters &, bei verschiedenen Ausfallquoten
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Uberdeckung
100% - N
90% <. e
80% - e
R 2
70% - B
60% - e
50% -| -
*
40% -
30% -|
20% A --e--- EM-Algorithmus
—e— MNAR-Verfahren
10% -
O% T T T T 1
20% 30% 40% 50% 60% 70%

Ausfallquote
Abbildung 7.7: Uberdeckung bei verschiedenen Ausfallquoten

Der Vergleich der Schatzwerte bei einer hohen Ausfallquote verdeutlicht erneut, dass
lediglich bei der MNAR-basierten Methode der Parameter &, unverzerrt geschatzt
wird. Diese Feststellung wird durch die Auswertung der Uberdeckung bestatigt. Hin-
gegen ist die Anwendung von MCAR- bzw. MAR-basierten Verfahren nicht gerecht-
fertigt, da unter allen untersuchten Bedingungen die Parameterschatzer verzerrt

d.?* Weiterhin kann festgestellt werden, dass das Eliminierungsverfahren unter

sin
allen Simulationsbedingungen zu grolReren Abweichungen der Schatzwerte vom
wahren Parameter fuhrt als der EM-Algorithmus. Dies steht im Einklang mit den

Ergebnissen der y2-Anpassungstests im Anhang A.7, die auf eine insgesamt geringe-
re Verzerrung aller Parameterschatzer éab (@=0,1, b=0,1) hinweisen. Inshesondere

kann bei einer Ausfallquote von 20% die Nullhypothese, dass die auf Basis des EM-
Algorithmus geschatzten absoluten H&aufigkeiten Realisationen der multinomialver-

teilten Zufallsvariable

(NOO’N101N017N11)~ M (n,04,,0,,0y,,6;)

B \/gl. Anhang A.6.
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sind, zu einem Signifikanzniveau von 5% nicht abgelehnt werden. Bei einer Behand-
lung durch das Eliminierungsverfahren ist die Nullhypothese unter allen untersuchten

Ausfallguoten zu verwerfen.

Die bisherigen Untersuchungen beschrankten sich auf simulierte Daten, fiir welche
die bedingte Unabhangigkeitsbeziehung

R LLY|Ys

erfllt ist. Es wurde gezeigt, dass die MNAR-basierte Methode unter allen bisher
untersuchten Simulationsbedingungen unverzerrte Schatzer liefert. Im Weiteren soll
die Robustheit des MNAR-basierten Verfahrens analysiert werden, indem unter der
Vorgabe eines Zusammenhangs von R, und Y; gegeben Y, die Datensimulation er-
folgt. Die Starke des Zusammenhangs wird dabei durch den Wert des Parameters A,
bestimmt.?** In den folgenden Abbildungen werden die wesentlichen Simulationser-
gebnisse, die aus der Variierung von A, unter sonst gleichen Bedingungen (40% Aus-

fallquote, 4; = -0,2) resultieren, verdeutlicht.

---o-- EM-Algorithmus
—e— MNAR-Verfahren
Eliminierungsverfahren

02 -0,15 01 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2
A2

Abbildung 7.8: Schatzung des Parameters & unter Variierung von A,

2% v/gl. Bedingte Ausfallwahrscheinlichkeiten in (7.4).
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Uberdeckung

---¢-- EM-Algorithmus
—— MNAR-Verfahren

0,05 0,1 0,15 0,2
A2

Abbildung 7.9: Uberdeckung unter Variierung von A,

Die Auswertungen der Parameterschatzwerte und der Konfidenzintervalle zeigen,

dass die MNAR-basierte Methode bereits bei einem geringen Zusammenhang zwi-

schen R und Y gegeben Y» (j/12|20,05) zu verzerrten Ergebnissen fiihrt.?™® Das

MNAR-basierte Verfahren erweist sich somit als wenig robust gegeniber der Verlet-

zung der bedingten Unabhéngigkeitsannahme

R, 11 Y| Yo

Aus Abbildung 7.9 ist weiterhin ersichtlich, dass der EM-Algorithmus nicht von dem
steigenden Informationsgehalt (}/12| > O) der Zufallsvariable Y; beztglich des Daten-

ausfalls profitiert. Dies ist durch den zugrunde liegenden Ausfallmechanismus zu
erklaren, der durch die beiden folgenden Graphen dargestellt werden kann.

25 \/gl. Anhang A.8.
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D) (I0)

Abbildung 7.10: Graphische Darstellung des zugrunde liegenden Ausfallmechanis-
mus (4, =-0,2,4, #0)

Der Ausfallmechanismus ist vom Typ MNAR, wobei die Zufallsvariable Y, durch

218 nd sich

die Festlegung von A; = -0,2 einen relativ grof3en Einfluss auf R, besitzt
die Graphen in Abbildung 7.10 deutlich von den graphischen Modellierungen unter
der MAR-Annahme?'” unterscheiden. Hieraus resultieren auch die gravierenden Ab-
weichungen der weiteren Parameterschétzer, so dass die Anwendung des EM-

Algorithmus unter diesem Ausfallmechanismus nicht vertretbar ist.

Die gesamte Betrachtung aller Parameterschatzer im Anhang A.10 zeigt, dass eine
Behandlung durch das Eliminierungsverfahren ebenfalls zu verzerrten Ergebnissen
fihrt. Es ist somit festzuhalten, dass die in der Praxis gebrauchlichen Methoden in
Form des EM-Algorithmus und des Eliminierungsverfahrens nicht in der Lage sind,
fehlende Werte unter den untersuchten, nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen
unverzerrt zu behandeln. Ist die Plausibilitdit der MAR-Annahme nicht gegeben,
muss die Parameterschatzung mittels MNAR-basierter Methoden durchgefiihrt wer-
den. Wie die Simulationsergebnisse zeigen, sind diese Verfahren jedoch stark an
nicht Gberprufbare Restriktionen bzw. (Unabhangigkeits-)Annahmen gebunden, so

dass eine Sensitivitatsanalyse beztglich der Schatzungen zwingend notwendig ist.

216 \/gl. Abbildung 7.1.
27\/gl. Anhang A.9.
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7.3 Untersuchung bei stetigen Variablen

7.3.1 Allgemeiner Simulationsaufbau

Im vorangegangenen Kapitel wurden die Auswirkungen auf die Parameterschétzun-
gen dargestellt, falls die statistische Behandlung von fehlenden Werten einer diskre-
ten Zufallsvariable durch Verfahren erfolgt, die zwingend die Erfiillung der MAR-
bzw. MCAR-Annahme voraussetzen und der zugrunde liegende Ausfallmechanis-
mus vom Typ MNAR ist. Um die Verzerrung der Schatzer im stetigen Fall beurteilen
zu konnen, sei das in Kapitel 6.4.2.3 diskutierte bivariate Pattern-Mixture Modell der
Ausgangspunkt der folgenden Simulationsstudie. In diesem Ansatz wurden zwei
stetige Zufallsvariablen Y; und Y, betrachtet, wobei lediglich die letztgenannte Vari-
able vom Datenausfall betroffen ist. Die Grundlage dieses Pattern-Mixture Modells

bilden die folgenden Verteilungsannahmen:

(%Y, |R, =r)~ N(u,29) (=0,
R, ~ B(Le,) (7.5)

Wie bereits in der vorangegangenen Untersuchung von diskreten Zufallsvariablen
gelte die bedingte Unabhéngigkeitsheziehung

R LLY| Yo (7.6)

in dieser Simulationsstudie und der Ausfallmechanismus sei vom Typ MNAR. Das
Ziel dieser Untersuchung besteht in der Bestimmung des Ausmalies, in dem die
Schétzer fur den Erwartungswert «» der Zufallsvariable Y, verzerrt sind, falls die
Gultigkeit der MAR- bzw. MCAR-Annahme im Pattern-Mixture Modell irrtimlich
vorausgesetzt wird. In Kapitel 6.4.2.3 wurde gezeigt, dass die bedingte Unabhéngig-
keitsbeziehung (7.6) erfullt und der Ausfallmechanismus vom Typ MNAR ist, falls

die Koeffizienten der Regressionen
YO =e +dVy0 +v® r=01 (v =Y, |R=r Vj=12)

und die Residualvarianzen tibereinstimmen:?*8

218 \/gl. Herleitung in (6.77)-(6.79).
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4O =d® (O =0 50 = 50, (7.7)

Dementsprechend werden ¢ Realisationen der bivariat normalverteilten Zufallsvari-

ablen (¥,%,¥,°) mit den Parametern
m? =0, =0, o =1, op)=1, op =05 (7.8)

im Pattern » = 0 gezogen, wéhrend die Simulation der (n-g) Werte der Zufallsvariab-

len (Y,,7,")) unter der Restriktion (7.7) erfolgt. Wegen

0) 2

_ _ © _ 0 _ 30,0 _ © _ (0 (Ulz ) _
—0 =05, ¢ =p-d7V " =0, oy, =0y ———5 =075

oFY) Oy

mussen die Parameter im Pattern » = 1 in der folgenden Weise voneinander abhangig
sein, damit die Identitét in (7.7) gewahrleistet ist:

ORY
(0'12 )

@
O

(1) % =050 ) @ =248 (1 of =0,75+ (7.9

Um diese Bedingungen einzuhalten, gilt fur die Kovarianzmatrizen in den beiden

Pattern
>O=y0 (7.10)

wihrend der — aus den Daten schatzbare — Parameter " in der Studie variiert

wird.?® Aufgrund des Simulationsaufbaus ist der interessierende Erwartungswert s,

von dem Parameter £ in der folgenden Weise abhangig:*%°

My =(1- 51)/150) + 811“8) = 811“9 = 2‘91:u1(l) (7.11)

Ausgehend von einer unvollstdndig beobachteten Stichprobe ist der Erwartungswert

L mittels
Hy = (1= 51)1[150) + él[‘él) (7.12)

zu schéatzen. Wahrend die Schatzer

219 Aufgrund von Bedingung (11) in (7.9) wird gleichzeitig der Parameter ygl) in Abhéngigkeit von

u® festgelegt: 1P = 24"
220\/gl. (6.73), (7.8) und Bedingung (11) in (7.9).
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g =""1 (7.13)

A0 = 5O :_Zylz (7.14)

unter allen Ausfalltypen (MCAR, MAR und MNAR) gleich sind, ergeben sich durch
die Mechanismen unterschiedliche Schatzungen fiir 4. Anhand der Behandlung
der fehlenden Werte durch die entsprechenden Verfahren (Eliminierungsverfahren,
Pattern-Mixture Modell unter MAR, Pattern-Mixture Modell unter MNAR) sowie
der anschliefenden Schatzung des Erwartungswerts s soll herausgefunden werden,
inwieweit die Schatzwerte unter verschiedenen Simulationsbedingungen (in Form

von unterschiedlichen Werten des Parameters ) verzerrt sind.

Um den Einfluss des Ausfalltyps allgemein zu verdeutlichen, sind in den folgenden
Abbildungen die Dichtefunktionen von Y, dargestellt, die sich aus dem (tatsachlich
zugrunde liegenden) MNAR-Ausfallmechanismus und der MAR-Annahme im Pat-
tern-Mixture Modell ergeben. Dabei ist fiir jeden der beiden Ausfallmechanismen die

Dichtefunktion von Y, unter den in (7.8) und (7.10) festgelegten Parameterwerten

sowie 1" =2, ¢ =0,2 angegeben.

P(YzzyleQZO), P( YZZVV2|R2:1), P(YzzyleZZO), P( Y2:y2|R2:1),
) 0,45

T T i B

-4 -2 0 2 4 6 ., -4 -2 0

I I T

4 6

[§]

Abbildung 7.11: Dichtefunktionen von Y, unter einem Ausfallmechanismus vom
Typ MNAR (linke Abb.) bzw. MAR (rechte Abb.)

Y2



Simulationsstudien zur Bewertung der Behandlungsverfahren 151

Ein weiterer Faktor, der das Ausmaf der Verzerrung von z, bestimmt, ist der Anteil

der fehlenden Werte (n-¢g) am gesamten Stichprobenumfang ». Durch dessen Variie-
rung ist zu Uberprifen, ab welcher Ausfallquote die Schétzwerte der einzelnen Be-
handlungsmethoden von dem wahren Erwartungswert g signifikant abweichen.
Weiterhin ist zu untersuchen, wie robust das Pattern-Mixture Modell fiir den Ausfall-
typ MNAR unter anderen nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen ist. Unter dieser

Zielsetzung werden mehrere Datensimulationen unter den Restriktionen
W_ 570 @ __.0 O _ 0
dV =1d" ,c” =c" 0, =0y, (A#])

und verschiedenen Werten des Parameters A durchgefiihrt. Die Auswertung der Pa-
rameterschatzungen von dem Pattern-Mixture Modell soll Aufschluss darlber geben,
inwieweit die Anwendungsmdglichkeiten des Verfahrens durch die zugrunde liegen-

den Annahmen bzw. Restriktionen begrenzt werden.

7.3.2 Durchfuhrung und Ergebnisse der Simulation

Bereits im Kapitel 6.4.2.4 wurde anhand eines Beispiels festgestellt, dass sich die
Schétzungen des Erwartungswerts s unter den beiden Ausfallmechanismen MAR

bzw. MNAR erheblich voneinander unterscheiden kdnnen. Dieses Beispiel wird im
Weiteren vertieft, indem unter verschiedenen Parameterwerten von «® und unter

Berlcksichtigung der bedingten Unabhéngigkeitsbeziehung
Ry LI M| Y2 (7.15)

die Simulation von 100 Stichproben vom Umfang » = 100 erfolgt. Die Simulation
basiert auf den Parametervorgaben in (7.8) und (7.10), wahrend der Wert des Para-

meters & durch
&= 0,2

festgelegt wurde. Die folgende Abbildung stellt fur jede der untersuchten Behand-
lungsmethoden den durchschnittlichen Schatzwert s, der 100 Stichproben dar. Zu-
sétzlich ist der wahre Wert des Parameters  unter den verschiedenen Parameter-

werten von " angegeben, welcher sich aus dem Zusammenhang

Hy =284 = 0,40
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ergibt.??
H,
0,6
0,5
0,4 P
e~ PM-Modell (MAR)
037 —+— PM-Modell (MNAR)
e Eliminierungsverfahren
0,2 1 o R Parameter /i
o g Lot -
0.1 - e e
—'_,—' _‘—____’__’,—-'
e T *
0,0 b oot - T T ! 1
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-0,1 - @
H

Abbildung 7.12: Schétzung von x» bei Anwendung verschiedener Behandlungsme-

thoden und unterschiedlichen Parameterwerten von "

Aus den in Abbildung 7.12 dargestellten Simulationsergebnissen wird ersichtlich,
dass die Abweichungen des Schétzers z, im Pattern-Mixture Modell, welches auf
einem MNAR-Ausfallmechanismus und der Giltigkeit der bedingten Unabhangig-
keitsbeziehung (7.15) beruht,??> vom wahren Parameter s lediglich von geringem
Ausmald sind. Wie bereits im vorangegangenen Kapitels erlautert entsprechen die
Annahmen dieses Modells dem tatséchlich zugrunde liegenden Ausfallmechanismus,
d.223

so dass die Abweichungen allein auf den Stichprobenfehler zurtickzufiihren sin
Das Pattern-Mixture Modell unter der MAR-Annahme fihrt lediglich fir den Para-

meterwert 2" =0 zu einem unverzerrten Schétzer von s, da in diesem Fall die

221 v/gl. Formel (7.11).

?22 Dieses Modell wird in Abbildung 7.12 sowie den weiteren Darstellungen als PM-Modell (MNAR)
bezeichnet.

22 \/gl. Anhang A.11. Die Schétzer von z, sind unter keinem der untersuchten Parameterwerte

(0 < 1 <1,25) verzerrt.
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Parameter in den beiden Pattern ibereinstimmen:

1 05
©_ ,0 _ © _ y® _ ! P —
p=pP =0, 20=x _[05 1] V=12

Durch diese Identitat der Parameter in den Pattern »=0 und » =1 ist die MCAR-
Annahme (und somit auch die MAR-Annahme) erfillt, da der Datenausfall weder
von der Zufallsvariable Y, noch von Y; abhangig ist. Aufgrund dessen sind auch die
Schétzungen von s, die sich aus der Anwendung der drei Behandlungsmethoden

ergeben, fiir 2 =0 unverzerrt.”

Wird das Pattern-Mixture Modell unter der MAR-Annahme angewendet, so weisen
die Schatzungen von z, im Fall von #® >0 einen Bias auf, da dieses Modell den

Zusammenhang®®®
0) )
@ _ ©, 50,0 |, 0 %2 ©|,%2 @ _ @)
My =a” +b7 T =y —— ey |+ =y = 0.5
) ©)
O O

und somit auch die Gultigkeit von
Hy = (A=e)uy + ey =020, =014 (7.16)

voraussetzt. Der zugrunde liegende Ausfallmechanismus ist jedoch vom Typ MNAR,

und im Gegensatz zu (7.16) gilt tatsachlich der Zusammenhang s, = 0,4 %

Fiir 222 >0 wird somit die Schatzung des interessierenden Parameters 1 zu gering
ausgewiesen, wenn in inkorrekter Weise von der Erfullung der MAR-Annahme aus-
gegangen wird. Die systematische Unterschatzung von g durch das Pattern-Mixture

Modell, welches die Gultigkeit der MAR-Annahme voraussetzt, kann somit auch

innerhalb der Simulation festgestellt werden.??’

Die unter den verschiedenen Simulationsbedingungen

0<u® <125

224 \/gl. Anhang A.11.

22> \/gl. Formeln (6.65) und (6.67) des bivariaten Pattern-Mixture Modells unter der MAR-Annahme
in Kapitel 6.4.2.2.

226 \/gl. Formel (7.11).

227\/gl. Abbildung 7.12.
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ermittelten Parameterschatzer s, sind bei Anwendung des Eliminierungsverfahrens
besonders stark verzerrt, weil diese Methode auf der MCAR-Annahme beruht und
mittels

~ A0
ﬂzzlué)

fur jeden beliebigen Wert des Parameters 1" geschétzt wird. Da die Simulation in
der Weise durchgefiihrt wurde, dass der Zusammenhang 2, = 0,41 zwischen den
Parametern s, und 2 unter allen Konstellationen besteht, sind bei steigenden Wer-

ten von 2 hohere Abweichungen zwischen dem Schétzer s, und dem wahren

Wert des Parameters sz zu beobachten, wenn die unvollstdndigen Datensatze elimi-
niert wurden. Das Eliminierungsverfahren erweist sich somit in dieser Simulations-

studie als eine ungeeignete Methode zur Behandlung von fehlenden Werten.

Die Verzerrung der Parameterschatzung, die aus der Pattern-Mixture Modellierung
unter der MAR Annahme resultiert, kann ebenfalls anhand des Anteils der Konfiden-
zintervalle, die den wahren Parameter z» enthalten, beurteilt werden.??® Wahrend im
Fall der korrekten Modellierung durch den MNAR-Mechanismus kein Bias festge-
stellt werden konnte und die Uberdeckung unter allen Simulationsbedingungen deut-
lich tiber 90% lag,?® fiihrt die Umsetzung des Pattern-Mixture Modells auf Basis der
MAR-Annahme fir alle untersuchten Parameterwerte #® >0 zu einer Uberde-
ckung, die weniger als 90% betragt. Wie bereits bei der Untersuchung der Parame-

terschatzwerte z, (Abbildung 7.12) festgestellt wurde, wird die Verzerrung mit stei-

genden Parameterwerten 4" groRer. Als Ergebnis ist festzuhalten, dass eine auf der

MAR-Annahme basierende Behandlung von fehlenden Werten einer stetigen Zu-
fallsvariable zu einem erheblichen Bias von Schétzungen fuhren kann, wenn der

zugrunde liegende Ausfallmechanismus vom Typ MNAR ist.

228 Das Eliminierungsverfahren wurde aufgrund der geringeren effektiven StichprobengroRe ¢ nicht
beriicksichtigt, da die Intervalle eine wesentlich hhere Breite aufweisen und die Aussagekraft der
Uberdeckung beeintrachtigt wird.

229 \/gl. Uberdeckung des PM-Modells (MNAR) in Abbildung 7.13.
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Uberdeckung
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Abbildung 7.13: Uberdeckung bei Anwendung des Pattern-Mixture Modells unter
der MAR- bzw. MNAR-Annahme und unterschiedlichen Parame-

terwerten von "

n—q
n

Die Ausfallquote -:100% stellt eine weitere Grolie dar, welche die Schatzung

des Erwartungswerts der Zufallsvariable Y, beeinflusst.?® Im Weiteren wird diese
Quote unter der Simulationshedingung " = 0,375 verindert, um das aus den unter-
schiedlichen Behandlungsmethoden resultierende AusmaR der Verzerrung von /i,

zu ermitteln. Die folgende Abbildung zeigt die wesentlichen Ergebnisse dieser Simu-
lation in Form der Parameterschitzungen sowie der Uberdeckungen unter verschie-
denen Ausfallquoten. Weiterhin ist der wahre Wert des Parameters ., angegeben, der

sich mittels

@) @)

o = (A=) +epy) = ey’ =26 =0,75¢

berechnen lasst.

20 \/gl. Formel (7.12). Der Anteil fehlender Werte (n-¢) am Stichprobenumfang » ist dabei der Schét-
zer des Parameters & (vgl. (7.13)).
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Abbildung 7.14: Parameterschitzung und Uberdeckung unter verschiedenen Aus-

fallquoten

Das Pattern-Mixture Modell unter MNAR, welches auf der der Giltigkeit der be-

dingten Unabhangigkeitsbeziehung
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basiert, flhrt unter allen untersuchten Ausfallquoten zu unverzerrten Schétzungen
des Parameters . Dies wird sowohl durch die Untersuchung des Bias anhand des
Standardfehlers des Schatzers®' als auch durch die Uberdeckung bestatigt, die in
allen Féllen Gber 90% liegt. Hingegen erweisen sich die MCAR- und MAR-basierten
Verfahren unter dem zugrunde liegenden Ausfallmechanismus selbst bei einem ge-
ringen Anteil fehlender Werte als nicht geeignet, den Datenausfall zu behandeln und
eine unverzerrte Schatzung des interessierenden Parameters zu ermdglichen. Die
Ergebnisse des Eliminierungsverfahrens weichen von den wahren Werten des Para-

meters z, gravierend ab, da die Annahme

o _ ,,0 _
Hy = Hy" = Hy,

auf der das MCAR-basierte VVerfahren beruht, nicht erfiillt ist und sich dies insbeson-

dere bei einer hohen Ausfallquote negativ auf die Schéatzungen auswirkt.

Die bisherigen Simulationen zeigten, dass die Behandlung von fehlenden Werten
durch MCAR- und MAR-basierten Methoden zu erheblich verzerrten Schétzern
fihrt, wenn der Ausfallmechanismus vom Typ MNAR ist und die bedingte Unab-
hangigkeit von R, und Y; gegeben Y, gilt. In Kapitel 6.4.2.3 wurde nachgewiesen,
dass diese bedingte Unabhéngigkeit die Gltigkeit der Restriktionen

o _ 4@ 0 _ @ o _ @
dv =d” ,c” =c" 00, =0y,

impliziert.”*? In einer weiteren Datensimulation wurde untersucht, wie robust das
bivariate Pattern-Mixture Modell unter MNAR ist, indem von einer dieser Restrikti-

onen mittels
d9 =24 (1%1)

abgewichen wurde. Die folgenden Abbildungen zeigen die Parameterschatzungen
und Uberdeckungen der Behandlungsmethoden fiir verschiedene Werte des Parame-

ters A, die sich bei einer Ausfallquote von 20% und dem Parameterwert z" = 0,75

ergeben.

21y/gl. Anhang A.12.
22 \/gl. Herleitung in (6.77)-(6.79).
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Die Parameterschatzungen des Pattern-Mixture Modells unter MNAR, welches auf
der Gultigkeit der Restriktionen
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beruht, sind im Fall von 0,75 < A < 1,25 unverzerrt.”® Hingegen weisen die Schat-
zungen unter den weiteren untersuchten Werten von A einen Bias auf, da sich in die-
sen Féllen die Abweichungen von den Restriktionen des Modells zu deutlich auf die
Schétzungen auswirken. Unter dem Aspekt, dass lediglich eine Restriktion veréndert
wurde, ist somit festzustellen, dass eine zweckmaRige Behandlung von fehlenden
Werten durch das Pattern-Mixture Modell relativ stark an die Einhaltung von dessen
Restriktionen gebunden ist. Da der Ausfallmechanismus in der Simulation vom Typ
MNAR ist, sind die Ergebnisse, die aus der MCAR- und MAR-Annahme resultieren,
unter allen Bedingungen verzerrt. Eine Anwendung des Eliminierungsverfahrens
bzw. des Pattern-Mixture Modells unter der MAR-Annahme ist somit auch in dieser

Simulationsstudie nicht gerechtfertigt.

7.4 Fazit

Die in diesem Kapitel durchgefuihrten Simulationen zeigen, dass die Problematik des
nicht ignorierbaren Datenausfalls durch die Anwendung von MCAR- bzw. MAR-
basierten Methoden nicht geldst werden kann. Sowohl bei der Betrachtung von dis-
kreten als auch von stetigen Zufallsvariablen sind die Parameterschitzungen unter
nahezu allen untersuchten Szenarien verzerrt, wenn eine Behandlung von fehlenden
Werten durch diese Verfahren erfolgt. Die Simulationsergebnisse lassen somit die
von Schafer/Graham (2002) vertretene These, dass sich in vielen Féllen eine Verlet-

234 Z2umin-

zung der MAR-Annahme nur unwesentlich auf die Schatzungen auswirkt,
dest zweifelhaft erscheinen. Fir das Ausmald der Verzerrung unter dieser Annahme
ist ausschlaggebend, wie stark der Ausfall von der unvollstdndig beobachteten Vari-
able abhéngig und wie hoch die Ausfallquote ist. Kann dieser Zusammenhang nicht
aus plausiblen Griinden (z.B. durch Auswertung einer nachtréglichen Befragung von
nicht antwortenden Personen) ausgeschlossen werden, ist es insbesondere bei einer
hohen Ausfallquote zwingend notwendig, den nicht ignorierbaren Ausfallmechanis-
mus zu modellieren. Die Simulationsergebnisse verdeutlichen, dass eine inkorrekte
Spezifizierung des nicht ignorierbaren Ausfallmechanismus ebenfalls zu verzerrten

Schétzern fiihrt. Unter diesem Gesichtspunkt kann die Auffassung zahlreicher Auto-

23 \/gl. Anhang A.13.
24 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 152.
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ren, die eine Sensitivitatsanalyse der Parameterschatzungen fur unerlasslich halten,?

bestatigt werden.

%5 \/gl. Foster/Fang (2004); Allison (2002), S. 78; Toutenburg et al. (2004), S. 34; Scharfstein et al.
(1999); Copas/Eguchi (2001).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befasste sich mit der Problematik von fehlenden Werten, de-
ren Ausfall nicht durch die beobachteten Daten erklart werden kann. Im Mittelpunkt
der Ausfuhrungen standen Verfahren, die eine Behandlung von fehlenden Daten un-
ter dieser Konstellation ermdglichen. Aufgrund des nicht ignorierbaren Ausfallme-
chanismus beruhen die entsprechenden Verfahren zwangslaufig auf Annahmen, die
anhand der beobachteten Daten nicht tiberpriifbar sind. Dies rechtfertigt jedoch nicht
die in der Praxis anzutreffende Préferenz von MAR-basierten Methoden, da diese
Verfahren ebenfalls die Erfillung einer kritischen Annahme (MAR) voraussetzen.
Vielmehr sind Ansétze von verstéarkter Bedeutung, die der bestehenden Unsicherheit
bezuglich des Ausfallmechanismus Rechnung tragen und eine Beurteilung der Sensi-
tivitdt von Schatzungen erlauben. In dieser Hinsicht besteht ein erheblicher For-
schungsbedarf und ein wesentliches Ziel der Arbeit war es, diese Licke zu fillen.
Vor diesem Hintergrund wurde in den Kapiteln 6.2.2, 6.4.2.4 und 6.4.3 der theoreti-
sche Rahmen fir problemspezifische Sensitivitatsanalysen geschaffen, der die
Grundlage flr die anschliefenden praktischen Umsetzungen bildete. Die Ergebnisse
der Analysen lieferten bereits Anhaltspunkte Uber die Auswirkungen der MAR-
Annahme auf die Gilte der Schatzungen, falls der Ausfallmechanismus nicht igno-
rierbar ist. Insofern konnte an dieser Stelle die Notwendigkeit einer Sensitivitatsbe-
trachtung im Kontext der Behandlung von fehlenden Werten unterstrichen werden.

Aus theoretischer Sicht kann eine Sensitivitatsanalyse im Rahmen der Selection und
Pattern-Mixture Modellierung, die in den Kapiteln 6.3 und 6.4 diskutiert wurden,
erfolgen. Die Selection Modelle beruhen dabei auf Verteilungsannahmen, die sowohl
fur das Datenmodell als auch fiir den nicht ignorierbaren Ausfallmechanismus zu
treffen sind. In der Arbeit wurde dargestellt, wie dieser Ansatz fur eine univariat
normalverteilte Zufallsvariable und verschiedene Modellierungen des Ausfallmecha-
nismus (Schwellenwert-Modellierung, Logit-Modellierung) praktisch realisiert wer-
den kann. Dabei erwies sich die Maximierung der entsprechenden Likelihood-
Funktion in den betrachteten Fallen als problematisch, so dass die Schatzer in den
Selection Modellen mittels iterativer Naherungsverfahren bestimmt wurden. Unter
diesem Aspekt wird deutlich, dass eine an die Selection Modellierung gekniipfte
Sensitivitatsanalyse nur unter erheblichem Aufwand umgesetzt werden kann. Ferner



Zusammenfassung und Ausblick 162

ist die Glite der Schatzungen stark von den Verteilungsannahmen des Datenmodells
abhangig, so dass die Selection Modelle nur eingeschrénkt die Moglichkeit eréffnen,
fehlende Werte unter nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen geeignet zu behan-

deln.

In der Arbeit wurde mit den Pattern-Mixture Modellen ein vielversprechender An-
satz ausfuhrlich diskutiert, der sowohl aus theoretischer Sicht als auch unter dem
Gesichtspunkt der praktischen Realisierbarkeit mit einer erforderlichen Sensitivitats-
betrachtung vereinbar ist. Der methodische Vorteil des Ansatzes liegt dabei in einer
Verdeutlichung derjenigen modellspezifischen Parameter, die anhand der beobachte-
ten Daten nicht identifizierbar sind. Durch eine Variierung der Restriktionen, die fr
diese Parameter zu formulieren sind, kann in unkomplizierter Weise eine Beurteilung
der Sensitivitdt von Schatzungen erfolgen. Daruber hinaus wurde eine Erweiterung
dieses Ansatzes in Form der Pattern-Set Mixture Modellierung vorgenommen, die
sich insbesondere der Problematik von Unit Nonresponse unter nicht ignorierbaren
Ausfallmechanismen widmet. In dem Zusammenhang ist gezeigt worden, wie ver-
schiedene Mechanismen fir Item und Unit Nonresponse in dem erweiterten Modell
Beriicksichtigung finden kdnnen.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit befasste sich mit der Frage, inwieweit Schat-
zungen verzerrt sind, falls MAR-basierte Methoden zur Anwendung kommen und
der Ausfallmechanismus nicht ignorierbar ist. Die Simulationsstudien in Kapitel 7
lieferten die Erkenntnis, dass bereits bei einem geringen Einfluss der unvollstandig
beobachteten Variable auf den Datenausfall sowie einer niedrigen Ausfallquote die
Schétzungen einen Bias aufweisen. Insofern kann auch die in der Literatur vertretene
Auffassung, dass eine Verletzung der MAR-Annahme die Gite von Schatzungen in

vielen Fallen nur unwesentlich beeinflusst,?%

nicht geteilt werden. Weiterhin wurde
deutlich, dass sich die Behandlungsverfahren fir MNAR als nicht robust gegentiber
der Verletzung ihrer (Unabhangigkeits-)Annahmen bzw. Restriktionen erweisen. Die
bereits in den theoretischen Kapiteln manifestierte Erkenntnis, dass eine Durchfiih-
rung von Sensitivitatsanalysen im Kontext der Behandlung von fehlenden Werten

erforderlich ist, findet somit ihre Bestétigung in den Simulationsstudien.

236 \/gl. Schafer/Graham (2002), S. 152.
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In dieser Arbeit beschrénkte sich die Betrachtung auf die Methodik der Behand-
lungsverfahren sowie auf Datensimulationen, die Aufschluss tber deren Eignung bei
Vorliegen von nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen geben konnten. Im Rahmen
weiterfiihrender Studien ist zu Uberpriifen, ob die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit
auch aus empirischer Sicht bestatigt werden kdnnen. Generell besteht in dieser Hin-
sicht ein erheblicher Forschungsbedarf, da eine Validierung der (MAR- und MNAR-
basierten) Verfahren auf empirischer Ebene bisher vernachlassigt wurde.?®” Aus An-
wendersicht ist die Entwicklung von Statistik-Software, die Sensitivitatsanalysen in
Verbindung mit der Pattern-Mixture Modellierung allgemein zugéanglich macht, vo-
ranzutreiben. Dies wirde auf der einen Seite zu einer verbreiteten Akzeptanz der
Modelle beitragen und andererseits dem Anwender die Problematik, welche den

nicht ignorierbaren Ausfallmechanismen immanent ist, er6ffnen.

27 \/gl. Schnell (1997), S. 245ff.
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Anhang
Al

Der Erwartungswert von Q unter Vollstandigkeit ist durch
E(Q | Y()bs ' Ymis) = J.QP(Q | yobs ’ymis )dQ

definiert. Bei wiederholtem Ziehen von Werten fur Y, aus der Verteilung
P(Y

mis

|y, ) erhalt man

[E(Q | ygbv 1 ymlv) | yobv UQP(Q | y()bv 1 ymtv)dQJP(ymn | yobv)dymlv
= IIQP(Q | ynbs ' ymi.v)P(ymls | ynbs)dQ dymis (Al)
als Erwartungswert von Q.

Aufgrund des Satzes von Bayes gilt

LY oo ¥ s 19)P(O)

P(Qlyos’ymis) =
’ P(yobs’ymis)

und somit

P(Y o1 ¥ s | O)P(O) |

P(Qlyos’ymis)P(ymis |y0 s) =
’ ’ P(yobs)

(A.2)

Durch Einsetzen von (A.2) in (A.1) erhdlt man den bedingten Erwartungswert von Q

gegeben die beobachteten Daten:

E[EQ1Y ¥ i) 1Vor )= [ [0 P( P(Y iy Y s | Q)dQ Y

—J.Q P(Q)

obs

%
10y 100y, Jao

-Jo- ; 5P, 1030

| QP(Q)P(yt,bS'Q)
P(y ;) P(O)

=[or©ly,,)do
=E(Q|Y )

dQ
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A2

Fur die bedingte Varianz von Q gegeben y

Var(Q | yobs7ymis) = E(Q2 | yobs ! ymis) - (E(Q | yobs’ymis ))2

ist der bedingte Erwartungswert gegeben die Beobachtungen y,s zu bilden:

EIVar(Q1y s ¥s) | Yose 1= E[EQ? 1Y s ¥ 1Yo |~ ELEQQ 1Y s Vs )7 1Y)

= (0| y,) ~ E[(E©Q1Y Y i) 1Yo
(A.3)

Aufgrund von

Var(E(Q Y s Yos) | Yors) = EEQ@ 1Y s s Yo )2 1 Yors | (ELEQ1 Y s ¥ i) | Yo )
= EEQQ1 Y Yo ) 1Yo |- (B ¥,

erhalt man durch Einsetzen in (A.3)

EIVar(Q 1Y s ¥ i) | Yo = EQ? 1¥,5,) = Var(EQ 1Y 50 Yo ) | Y s ) — (E(Q 1 ¥ 15,))
= Var(Q | yobs) - Var(E(Q | yohs'ymis) | yobs)’

und die Varianz von Q gegeben die beobachteten Daten ist

Var(Q | yobs) = E[Var(Q | yobs’ymis) | yobs]+ Var[E(Q | YUbS ’ Ymis) | yobs]'
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A3

Ist der Ausfallmechanismus ignorierbar und ist somit die MAR-Annahme erfillt, gilt
nach Formel (4.3) fur die Dichte der beobachteten Daten

Pe,y/(riyws) :PV/ (r | Y()bs) PH(yabs) '

Durch Einsetzen in die a posteriori Verteilung

P, (r,y,. )P0,
PO,y |Y opr¥) = by (1Y o JP(O.¥)
IIPH’W (r,y,,,)PO,w)d0dy

erhalt man

Pl// (rlyabs)Pg(yabs)P(H,l//)
,[PW(r|yohs)PH(yobs)P(ell//)dedl// ’

PO,y 1Y oY) :I

und wegen Voraussetzung (I1) der (bayesianischen) Definition 4.2 von Ignorierbar-

keit (Unabhéngigkeit der a priori Verteilungen von dund ) gilt

P./, (1Y o5 )Py (¥ 03 )YP(O) P(y)
(£1Y,0) Py (¥ ) POYP()dO dys

PO | Y o) = “.P

_ ROWRGLIPOPY)
[ 2,1y, PW)dy [ By(y .., )P(0)d6

Die marginale a posteriori Verteilung von 6 gegeben y,, und r, P(@]y,,,.r), ent-

spricht dann der marginalen a posteriori Verteilung von 6 gegeben y.ss, P(@y,,,):

PO1Y,10) = [ POV 1Yy 1)y
_ [RE1YWP 6w POPW)y
[, 1y )PW)dy [ Py(y,,, ) P(6)d6
_ RBa)POfR,F1Y.)PW)dy
[P, 1y )PW)dy [ Py(y,,, ) P(6)dO

_ Py (¥, ) P(0)
J-Ptg(yobs)P(e)dH

= P(g | yob.v)
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Anhang

A.4 Schiitzung des Parameters 6,y unter Variierung von 4;

.
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Anhang XVIII
A.5 p-Werte des xz-Anpassungstests unter Variierung von 4,
(60 =0,2, 81p=0,4, 61 =03, 6, =0,1)
2 By 6,, Oy 6., p-Wert
-0,4 0,4948 0,5052 0,0000 0,0000| 0,00000
-0,3 0,3944 0,4816 0,1030 0,0210| 0,00000
-0,2 0,3173 0,4601 0,1778 0,0448| 0,00124
-0,1 0,2536 0,4368 0,2415 0,0681| 0,26917
) -0,05 0,2216 0,4134 0,2792 0,0858| 0,89023
EM-Algorithmus 0| 01945 04038 0,3011| 0,1006] 0,99928
0,05 0,1785 0,3791 0,3253 0,1171| 0,83899
0,1 0,1516 0,3686 0,3443 0,1355| 0,34310
0,2 0,1181 0,3190 0,3872 0,1757| 0,00412
0,266 0,0928 0,2931 0,4032 0,2109| 0,00002
/11 '900 ‘910 901 éll p-Wert
-0,4 0,1947 0,4058 0,3001 0,0994| 0,99909
-0,3 0,1985 0,3995 0,2989 0,1031| 0,99969
-0,2 0,2010 0,4021 0,2941 0,1028| 0,99919
-0,1 0,2008 0,4070 0,2943 0,0979| 0,99878
-0,05 0,1962 0,3975 0,3046 0,1017| 0,99932
MNAR-Verfahren 0| 01945 04038 0,3011| 0,1006] 0,99928
0,05 0,2022 0,3961 0,3016 0,1001| 0,99984
0,1 0,1962 0,4042 0,2997 0,0999| 0,99967
0,2 0,2042 0,3956 0,3011 0,0991| 0,99952
0,266 0,2008 0,4047 0,2952 0,0993| 0,99956
A By 6, Oy 6., p-Wert
-0,4 0,3241 0,6759 0,0000 0,0000| 0,00000
-0,3 0,2980 0,6001 0,0758 0,0261| 0,00000
-0,2 0,2667 0,5340 0,1476 0,0517| 0,00078
-0,1 0,2331 0,4727 0,2208 0,0734| 0,19797
Eliminierungsver- -0,05 0,2127 0,4309 0,2672 0,0892| 0,85107
fahren 0 0,1945 0,4038 0,3011 0,1006| 0,99928
0,05 0,1855 0,3633 0,3388 0,1125| 0,77756
0,1 0,1640 0,3375 0,3739 0,1246| 0,25576
0,2 0,1366 0,2650 0,4502 0,1481| 0,00094
0,266 0,1129 0,2276 0,4936 0,1659| 0,00000
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A.6 Schiitzung des Parameters &,y unter verschiedenen Ausfallquoten
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XX

A.7 p-Werte des xz-Anpassungstests unter verschiedenen Ausfallquoten AQ

(600 = 092, 010 = 0,49 601 = 093, 011 = 0,1)

AQ G0 6 0o, N p-Wert
20%| 0,2759| 0,4430| 0,2243| 0,0568| 0,06805
30%| 0,2961| 0,4437| 0,2108| 0,0494| 0,01614
40%| 0,3209| 0,4552| 0,1823| 0,0416| 0,00109

EM-Algorithmus

50%| 0,3541| 0,4582| 0,1530| 0,0347| 0,00002
60%| 0,3900f 0,4856| 0,1039| 0,0205| 0,00000
70%| 0,4983| 0,5017| 0,0000| 0,0000| 0,00000

AQ éoo élo 901 én p-Wert
20%| 0,1921| 0,3986| 0,3081| 0,1012| 0,99663
30%| 0,1965| 0,3956| 0,3104| 0,0975| 0,99678
MNAR.Verfahren 40%| 0,2019| 0,4005| 0,3013| 0,0963| 0,99946
50%| 0,2046| 0,3907| 0,3025| 0,1022| 0,99797
60%| 0,1937| 0,4055| 0,3002| 0,1006| 0,99878
70%| 0,2001| 0,3991| 0,2982| 0,1026| 0,99981

AQ éoo élo 901 én p-Wert
20%| 0,2412| 0,5003| 0,1945| 0,0639| 0,03884
30%| 0,2538| 0,5105| 0,1792| 0,0565| 0,01042
Eliminierungsver- 40%| 0,2686| 0,5319| 0,1512| 0,0483| 0,00079
fahren 50%| 0,2875| 0,5488| 0,1225| 0,0412| 0,00003
60%| 0,2909| 0,6078| 0,0759| 0,0255| 0,00000
70%| 0,3342| 0,6658| 0,0000f 0,0000| 0,00000
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Anhang XXII

A.9 Graphische Darstellung der Ausfallmechanismen unter verschiedenen An-

nahmen

MCAR-Annahme:
(D (I

MAR-Annahme:
@ (ID)

Ausfalltyp MNAR und bedingte Unabhéngigkeitsannahme R, L L Y| Y;:

(1)

@)
(R (R
Y, )¢ @ Y, >®




Anhang XXI
A.10 p-Werte des y2-Anpassungstests unter Variierung von A,
(6o = 0,2, 619 = 0,4, 1 = 0,3, 611 =0,1)
A Oy, 6., Oy, 6., p-Wert
-0,2 0,4004| 0,4343| 0,1059| 0,0594| 0,00000
-0,1| 0,3473 0,4443| 0,1572| 0,0512| 0,00013
-0,05| 0,3254| 0,4586| 0,1707| 0,0453| 0,00062
EM-Algorithmus 0| 0,3157 0,4592| 0,1819| 0,0432| 0,00147
0,05 0,3105| 0,4618| 0,1919| 0,0358| 0,00175
0,1 0,2983| 0,4707| 0,1985| 0,0325| 0,00280
0,2| 0,2957 0,4703| 0,2139( 0,0201| 0,00214
A2 éoo élo 901 éll p-Wert
-0,2 0,0111 0,0362| 0,4952| 0,4575| 0,00000
-0,1| 0,0748| 0,2051| 0,4297| 0,2904| 0,00000
-0,05| 0,1436 0,3421| 0,3525| 0,1618| 0,06673
MNAR-Verfahren 0| 0,1987 0,4029| 0,2989| 0,0995| 0,99994
0,05| 0,2532 0,4439| 0,2492| 0,0537| 0,17923
0,1 0,3023| 0,4730| 0,1945, 0,0302| 0,00171
0,2| 04385 044867 0,0711 0,0037| 0,00000
A2 éoo 510 ém én p-Wert
-0,2 0,2033 0,6548| 0,0525| 0,0894| 0,00000
-0,1| 0,2334| 0,5946| 0,1038| 0,0682| 0,00003
-0,05| 0,2437 0,5742| 0,1257| 0,0565| 0,00013
Fliminierungsver- 0| 02641 05356 01502| 0,0501] 0,00085
0,05| 0,2849 0,5024| 0,1742| 0,0386| 0,00160
0,1| 0,2987 0,4718| 0,1972| 0,0322| 0,00255
0,2 0,3454| 0,3894| 0,2487| 0,0165| 0,00035
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A.11 Schatzung des Erwartungswerts /4 unter Variierung von ,ul(l)
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A.12 Schiatzung des Erwartungswerts /4 unter verschiedenen Ausfallquoten
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A.13 Schitzung des Erwartungswerts /4 unter Variierung von A
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