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3.6. Statische, modale, harmonische und transiente Analysen

Die strukturelle Analyse mit Finiten Elementen ist eine mathematische Prozedur, um
Auslenkungen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Spannungen und Reaktionskrifte
zu berechnen, die aufgrund von konstanten oder auch zeitvariablen Belastungen auftre-
ten. Die Struktur kann hierbei ein einfaches System mit nur wenigen Freiheitsgraden oder
aber ein komplexes System wie das Corti-Organ sein, das selbst bei Erfassung eines klei-
nen Abschnitts des gesamten Organs einige tausend Freiheitsgrade aufweisen kann. Die
Gleichgewichtsbedingungen werden als allgemeines Gleichungssystem einer strukturellen
Analyse in Matrixform wie

M ii(t) + Cu(t) + K u(t) = Fe(t) (3.6.1)

formuliert. Zur Auswertung von 3.6.1 werden in Abhangigkeit von der externen Belastung
verschiedene Analyseverfahren eingesetzt.

Statische Analyse

Fiir die Berechnung der Strukturauslenkungen und Deformationen bei statischen Be-
lastungen ist in 3.6.1 lediglich der zeitunabhangige Anteil

Ku=F°

mit der Steifigkeitsmatrix K zu beriicksichtigen. Massen und Dampfungen sind damit bei
statischen Analysen unwirksam. Selbstverstindlich hat bei statischen Analysen, die die
Gravitation berticksichtigen, die Masse einen Einfluss. Mit ihr ist in diesem Fall namlich
eine entsprechende extern wirkende Gravitationskraft verbunden.

Fiir Systeme mit Fluid-Struktur-Kopplung (Kap. 3.5.) vereinfacht sich das Matrixglei-
chungssystem 3.5.5 zu
K° —-R u F°
= (3.6.2)
0 K/ P 0
Statische Analysen werden in der Regel vor den aufwendigeren modalen, harmonischen
und transienten Analysen durchgefiihrt und dienen beispielsweise dazu die Belastungs-
grenzen von Systemen zu ermitteln. Wie bei den transienten Analysen miissen lineare
und nichtlineare statische Analysen unterschieden werden. Wihrend eine lineare stati-
sche Analysen lediglich die Lésung eines linearen Gleichungssystems erfordert, miissen
bei nichtlinearen Analysen meist iterative Lésungsverfahren, wie im Kapitel 3.3. ndher
beschrieben, angewandt werden.

Moden-Frequenz-Analyse

Die Moden-Frequenz-Analyse ergibt die natiirlichen Schwingungsfrequenzen (Eigenfre-
quenzen) und zugehérigen Auslenkungen (Eigenformen, Moden), die das System annimmt
wenn weder Dampfungen noch duflere Lasten vorhanden sind. In diesem Fall sprechen wir
von freien Schwingungen. Die Ergebnisse zeigen daher die theoretisch méglichen Aus-
lenkungen und Rotationen des dimpfungsfrei gedachten, freischwingenden Systems, wo-
bei die tatsdchlichen Auslenkungen und Rotationen von der auleren Belastung und den
Dampfungseigenschaften der Strukturen und Fliissigkeiten abhangen.
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Wenn im folgenden Auslenkungen genannt werden so sind damit immer, wenn nicht an-
ders vermerkt, auch die rotatorischen Freiheitsgrade gemeint. Die korrekte Durchfithrung
von Moden-Irequenz-Analysen setzt voraus, dass sowohl die Steifigkeiten wie die Massen
zeitlich konstant sind.

Moden-Frequenz- Analysen kénnen auch bei Systemen durchgefiihrt werden, bei denen
die Dampfungsmatrix C, entweder aus physikalischen Griinden oder aufgrund der Modell-
bildung, wie zum Beispiel beim Problem der Fluid-Struktur Wechselwirkung, beriicksich-
tigt werden muss. Es wird daher kurz auf die Sonderform der fiir die Praxis wichtigen
gediampften Moden-Frequenz-Analysen eingegangen.

Unter den genannten Voraussetzungen lautet die Bewegungsgleichung fiir ein un-
gedampftes System in Matrixschreibweise ’

Mii(t) + Ku(t) =0

Fiir lineare Systeme sind die freien Schwingungen und damit die Auslenkungen har-
monisch
u(t) = 4, cos wst (3.6.3)

Aus der Lésung der zugehorigen Eigenwertgleichung
(K —w?M)a; =0 (3.6.4)

die durch Einsetzen von 3.6.3 entsteht, konnen die rellen Eigenvektoren 0; bestimmt
werden. Hierin sind K die Steifigkeitsmatrix, M die Massenmatrix und w; die Eigenkreis-
frequenzen, deren Quadrate die Eigenwerte A; sind. Die Eigenvektoren 1i; beschreiben die
Moden; das sind die Eigenformen, die das System bei den verschiedenen Eigenkreisfre-
quenzen annimmt. Zur Lésung von 3.6.4 konnen verschiedene Verfahren, zum Beispiel die
Unterraummethode, verwendet werden.

Unterraummethode

Die von Bathe (1971) entwickelte Unterraum-Iterationsmethode dient zur Lésung so-
genannter groBer Eigenprobleme. Das Vorgehen wird anhand der Auflistung der einzelnen
durchzufiithrenden Schritte erlautert :

1. Festlegung der anfinglichen Verschiebung s der Massenmatrix M gegeniiber der Stei-
figkeitsmatrix K (Standardwert s = —4w2). Die Verschiebung hat den Zweck, die Berech-
nung des gesuchten Eigensystems zu beschleunigen.

2. Initialisierung der q Startvektoren
g=p+d

p ist die Anzahl der Moden, die bestimmt werden soll; d ist die Anzahl der zusatzli-
chen Iterationsvektoren (Standardwert 4). Die q Startvektoren X werden wie folgt initia-
lisiert. Fiir jede vordefinierte Starrkorperbewegung wird ein Starrkorpervektor definiert.
Starrkorperverschiebungen sind solche Verschiebungsmoden, die das Element als starrer
Koérper auszufiihren in der Lage sein muss, ohne dass in ihm Verzerrungen und Span-
nungen entstehen. Fiir eine translatorische Starrkorperbewegung wird der entsprechende
Freiheitsgrad im Startvektor X zu 1 gesetzt. Fiir eine rotatorische Starrkérperbewegung
wird der entsprechende Freiheitsgrad entsprechend einer Einheitsrotation um den globalen
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Ursprung gesetzt. Die Starrkérpervektoren werden mit der modifizierten Gram-Schmidt
Methode orthogonalisiert. Die restlichen Vektoren werden als Zufallsvektoren initialisiert.

3. Transformation der verschobenen Matrix K* in eine Dreiecksform
K'=K+sM

Es folgt der Sturm-Folgen Test (nach J.Ch.Sturm, 1803-1855, franzdsischer Mathema-
tiker). Hierbei wird die Anzahl der negativen Hauptdiagonalelemente, die wéhrend der
Triangularisierung der verschobenen Matrix K* entstehen, berechnet. Diese entspricht der
Anzahl der konvergenten Eigenwerte, sofern keine Eigenwerte verloren gegangen sind. In
diesem Fall miissen entweder mehr Iterationsvektoren verwendet werden. Oder aber die
Anfangsverschiebung war zu weit von der ersten Mode entfernt, dann beginnt man mit
der Prozedur erneut mit einer veranderten Verschiebung s. Beim letzten Sturm-Folgen
Test wird die Verschiebung zu

s=Xp+0.1(Apt1 — Ap)
wobei A, der Eigenwert der zuletzt gewiinschten Mode ist, und A,;; der Eigenwert der

nachsten berechneten Mode.

4. TFiihre fiir jede Unterraum Iteration n die Schritte 5 bis 14 aus. Die Schritte 5 bis
12 werden nur fiir die nicht-konvergierten Vektoren durchgefiihrt. Liegt ein konvergenter
Eigenwert vor, wird der zugehorige Eigenvektor nicht mehr iteriert.

5. Berechne die Matrix F = M X,,_; und normiere F auf A,_,, einen zuvor geschatzten
Eigenwert.

6. Lose die Gleichung K* X,, = F nach X,, auf.

7. Skaliere die Vektoren X, mit %

8. Orthogonalisiere die Vektoren zu den zuvor konvergierten Vektoren mit der modifizier-
ten Gram-Schmidt Orthogonalisierung. Die Gram-Schmidt Prozedur stellt sicher, dass die
nicht-konvergierten Eigenvektoren orthogonal zu den konvergierten Vektoren bleiben, die
nicht mehr iteriert werden.

9. Definiere die Unterraummatrizen K und M :

-~ A~ T A
K=X,KX,
- AT &
M=X,MX,
10. Beriicksichtige die Verschiebung : K* = K + s M.
11. Berechne die Eigenwerte und Vektoren durch eine verallgemeinerte Jakobi-Iteration

K'Q=MQ X,

mit den Unterraum-Eigenvektoren Q und den aufdatierten Eigenwerten A, .

12. Aktualisiere die approximierten Eigenvektoren gemaf :

Xn:XnQ
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13. Eliminiere negative oder redundante Moden und erstelle in diesen Fillen einen neuen
Zufallsvektor.

14. Konvergenztest

a. Sind alle Moden konvergent, das hei$t, ist die Abweichung e der Eigenwerte der vor-
letzten Iteration von denen der letzten Iteration bezogen auf die Eigenwerte der letzten
Iteration kleiner als eine vorgegebene Toleranz (z.B. 107°) ? In diesem Falle folgt Schritt
15.

b. Ist eine neue Verschiebung erforderlich 7 Dann gehe zu 3.

c. Gehe zum néchsten Iterationsschritt 4.
15. Fiihre einen letzten Sturm-Folgen Test durch.

Zur Simulation realer Systeme miissen Dampfungen beriicksichtigt werden. Dies er-
fordert die Kenntnis der Dampfungsmatrix C in der Bewegungsgleichung (3.6.1), die sich
wie in 3.2. beschrieben aus unterschiedlichen Komponenten zusammensetzt. Das Eigen-
wertproblem (Glg. 3.6.4) wird damit quadratisch :

Kb +0Ch; =AM,

Hierin sind die komplexen Eigenwerte \; durch

Ai =0 % juw;

gegeben. Die Systemantwort wird zu

u; = 0 eai:t]w.'t
Fir negative Werte von o; ist das System stabil. Bei positiven Werten von ¢; wachsen
die Losungen zumindest bei linearen Systemen iiber alle Grenzen.

Bei der Modalanalyse gedampfter Systeme konnen die Imaginarteile w; der komplexen
Eigenwerte verwendet werden, um die kinetische Energie der Elemente zu berechnen.

Harmonische Analyse

Unter der harmonischen Analyse wird die Losung der Bewegungsgleichung 3.6.1 eines
linearen Systems im stationdren Schwingungszustand verstanden. Da hierbei eine externe
Anregung verwendet wird, kann mit der harmonischen Analyse im Gegensatz zur Modal-
analyse die Abhangigkeit der Systemantwort vom Ort und der Art der externen Belastung
untersucht werden. Eine wichtige Voraussetzung fiir die Durchfithrung einer harmonischen
Analyse ist die Linearitat des Systems. Sie hat zur Folge, dass sich alle Punkte des Systems
mit der gleichen Frequenz, die der Erregerfrequenz entspricht, bewegen. Allerdings kénnen
aufgrund von Dampfungen Phasenverschiebungen entstehen, sodass die Auslenkungen in
der Form

u=ae Pt — g (cos ¢ + j sin ¢p)e?t

anzusetzen sind. Die Phasen ¢ konnen an jedem Ort unterschiedlich sein.

Die Hauptanwendung der harmonischen Analyse besteht in der Bestimmung des Fre-
quenzgangs, das heifit der numerischen Bestimmung der Frequenzabhangigkeit der Ampli-
tude und Phase der Ausgangsgrofie eines linearen Systems. Bei einfachen technischen Sys-
temen (z.B. Tiefpass, Hochpass) werden diese Werte als obere und untere Grenzfrequenzen
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angegeben. Das sind die Frequenzen, bei denen die Amplitude der AusgangsgroBe auf den
1/v/2-fachen Wert (= —3dB) des Maximalwertes abfallt. Allerdings ist diese Charakte-
risierung bei biologischen Systemen héufig unangemessen, da bei den ungleichméiBigen
Ubertragungseigenschaften eine Abgrenzung von Intervallen mit frequenzunabhingigem
Amplitudenverlauf, wie beim Tief- oder Hochpass, selten méglich ist. Fiir die praktische
Durchfithrung der harmonischen Analyse ist zu beachten, dass die Analysezeit wesentlich
grofler ist als die Einschwingzeit; das ist die Zeit bis das System den stationiren Zustand
erreicht.

Transiente Analyse

Die bisher behandelten Losungsverfahren dienen zur Bestimmung des statischen Ver-
haltens, der Eigenwertanalyse und des Frequenzgangs linearer Systeme. Um das Zeitver-
halten linearer und nichtlinearer Systeme zu ermitteln, sind transiente Analysen erforder-

lich.

In der Messtechnik wird unter transienter Anregung eine Stimulation verstanden, die
gegeniiber dem Beobachtungszeitraum wesentlich kiirzer ist. Bei den Zeit-Diskretisierun-
gen werden Einschrittverfahren, die lediglich zwei aufeinanderfolgende Abtastzeitpunkte _
Up41 und u, verwenden, und Mehrschrittverfahren unterschieden. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden nur Einschrittverfahren dargestellt. Ein weiterer wesentlicher Unter-
schied der zeitdiskreten Losungsschemata besteht zwischen den impliziten und den expli-
ziten Losungsverfahren. Die expliziten Schemata berechnen den Loésungsvektor des nach-
folgenden Zeitschritts (i, +10 Uny1, Upyy) ausschlieBlich aus den Werten des Vorgingers
(ii,,, Gp, u,), wihrend bei impliziten Verfahren das Gleichungssystem beidseitig Werte des
Zeitpunktes n + 1 enthélt. Es werden daher zusitzliche Speicherungen und Zuweisungen
erforderlich. Wahrend die impliziten Verfahren, wie das oft angewandte Newmark-Schema,
den Vorteil der unbedingten Stabilitit haben, erfordern sie meist einen héheren Rechen-
aufwand gegeniiber den expliziten Verfahren.

Wichtiger Vertreter eines expliziten Verfahrens ist das Runge-Kutta-Verfahren (nach
C.Runge, 1856-1927, und M. W .Kutta, 1867-1944, deutsche Mathematiker). Hochentwickel-
te explizite Losungsverfahren verfiigen iiber die Méglichkeit, im Raum Lagrange- oder
Euler-Komponenten zu verwenden. Sie erfordern jedoch einen betrichtlichen Entwick-
lungsaufwand.

Die transiente Analysen dient zur Losung der Bewegungsgleichung (3.6.1) im Zeit-
bereich. Bei der Verarbeitung diskreter Signale sind die Abtastbedingungen zu erfiillen.
Dies ist insbesondere bei der Berechnung nichtlinearer Systeme zu beachten, da trotz Fre-
quenbandbegrenzung des Eingangssignals héherfrequente Signalkomponenten entstehen
kénnen, die entsprechend erhohte Abtastraten erfordern. Die verschiedenen Integrations-
techniken sind in der Literatur (z.B. Zienkiewicz und Taylor, 1991) beschrieben. Besonder-
heiten treten bei den gekoppelten Problemen, wie z.B. bei der Fluid-Struktur-Kopplung
(Kap. 3.5.), wegen der Unsymmetrie der Matrizen auf (Zienkiewicz und Taylor, 1985). Da-
her wird die numerische Losung des gekoppelten Fluid-Struktur Problems, das durch das
Diffentialgleichungssystem mit unsymmetrischen Matrizen beschrieben wird, betrachtet :

M? 0 u C: o u K* -R u P

+ + = (3.6.5)
e RT M/ ) \p 0 C//\p 0 R/ p 0
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An dieser Stelle sei daran erinnert, dass gemi8 Glg. 3.1.33 die Wellenausbreitungsge-
schwindigkeit ¢ im Fluid und damit die Kompressibilitiat K in der Fluidmassenmatrix M/
enthalten ist. Bei einem inkompressiblen Fluid verschwindet diese zusitzliche Massenma-
trix (added mass matrix). Das Gleichungsystem von zweiter Ordnung in der Zeit erfordert
mindestens einen Reihenansatz zweiter Ordnung fiir die zeitabhingigen Variablen u und
p. Durch die beiden Variablen

al(At)?
2
und At = tg — t; wird das Gleichungssystem 3.6.5 in die beiden Bedingungen

osz(At)2

Uptl = U, + 1:lnékt + Pnt1 = Pn + f’nAt +

0 02(At)? ah0s(At)?

Moy, +C?(Un+an©1At)+ K (up+1,0: At+ 5 )=R(pn+pnO1At+ ; )= F°
- _ PQq(At)?2
prRTal + M/ o + Cf (pn + al01A) + K (pn + Pu®1AL + ‘—1"—2(——)) -0

2

mit den unbekannten Vektoren a;, und o iberfithrt. Mit der normierten Dichte pmy = 1,
der Multiplikation der zweiten Gleichung mit —0.5 © At? und der Subtraktion konstan-
ter von a, und al unabhingiger Glieder entsteht eine symmetrische Matrixgleichung mit
dem neuen Kraftvektor F", der sowohl die externen Krifte als auch die Anfangsbedin-
gungen enthélt. Sie lautet

M? + C*0,A¢ + K*0.50,(At)? — R0.50,(At)2\ /o Fnl
-R70.505(At)2, —-MY0.50,(At)? — C0.50,02(At)% — Kf0.250,0,(At)* a? Fn?
Die Wichtungsparameter, die fiir die beiden Bedingungen jeweils unterschiedlich gewahlt
werden konnen () # ©;, O3 # ©3), errechnen sich zu

At

J Wrtdr

0

Oi= —F%——

At [ Wdr
0

aus den Wichtungsfunktionen W und 7 =t — t,,.

Damit konnte gezeigt werden, dass das Fluid-Struktur System unter bestimmten Vor-
aussetzungen zu einem symmetrischen Gleichungssystem fiihrt, dessen Losung numerisch
effektiv durchgefiihrt werden kann. Sind die Vektoren e und o berechnet, ergibt sich
durch Einsetzen in 3.6.5 ein rekursives Schema zur transienten Losung des Fluid-Struktur
Problems.

Das Newmark Integrationsschema wird wegen seiner unbedingten Stabilitdt und der
hohen Genauigkeit bei der Anwendung auf Wellenausbreitungsprobleme hiufig verwendet,
und kann direkt auf 3.6.5 angewandt werden. Allerdings ist mit Stabilititsproblemen zu
rechnen, denen in gewissen Fallen mit Stabilisierungsschemata entgegen gewirkt werden
kann (Zienkiewicz und Taylor, 1991).
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Orts- und Zeitdiskretisierung bei transienter Wellenausbreitung

Bei der Berechnung transienter Wellenausbreitungsprobleme ergeben sich hinsichtlich
der Genauigkeit gegeniiber der harmonischen Analyse unterschiedliche Anforderungen
an die Diskretisierung. Fiir die harmonische Analyse kann die Auflésung des Raumes
und der Zeit unabhdngig voneinander, entsprechend dem Shannon-Abtasttheorem (fr >
2 finazs AT < Apmin/2), vorgenommen werden. Anders besteht bei den transienten Analysen
die Notwendigkeit der problemabhingigen Abstimmung dieser beiden Parameter. Das
heiBt, Orts- und Zeitauflésung unterliegen bei vorgegebener Genauigkeit schon bei linearen
Systemen gekoppelten Bedingungen, die entsprechend der Arbeit von Wang et al. (1992)
im weiteren dargelegt werden.

Zuvor sei aul das Problem der scharfen Approximation von Diskontinuitidten hingewie-
sen, dass sich generell bei diskreten Approximationen stellt, die die zweifache Ableitung
nach der Zeit enthalten. Es bedeutet, dass sich durch die Diskretisierung Spriinge der phy-
sikalisch kontinuierlichen Variablen einstellen, die zu numerisch vorgetduschten (spurious)
Ostzillationen fithren kénnen.

Abhilfe bietet beispielsweise das TVD (total variation diminishing) Schema, das in
glatten Bereichen eine Genauigkeit zweiter Ordnung gewéahrleistet und in Zonen mit ho-
hen Gradienten die Genauigkeit auf die erste Ordnung reduziert (Harten, 1983). Weiterhin
koénnen an den Sprungstellen Begrenzer eingesetzt werden, z.B. der fiir den Riemann-Léoser
entwickelte Roe-Begrenzer (Roe, 1985). Eine Darstellung dieser Probleme im Zusammen-
hang mit der (konvektiven) Fluidmechanik gibt Hirsch (1990).

Als Gegenstiick zum Problem der zusitzlichen numerischen Oszillationen muss natiirlich
immer die schon frither beschriebene Verfalschung der numerischen Resultate durch die
Tiefpasswirkung bei zu grober Diskretisierung beachtet werden (Shipley et al., 1967). Die
Diskretisierung ist demnach entscheidend fiir die Qualitit der numerischen Simulation.
Allerdings werden zukiinftig feinere Diskretisierungen méglich sein, sodass dann die Giite
einer Losung durch die Unabhéngigkeit von der Netzdichte iiberpriift werden kann. Als
Beispiel zu diesen Problemen dient die Wellenausbreitung auf einem Balken :

Der Zeitverlauf der Anregung der eindimensionalen Struktur habe die Form
u(t) = A sin(wt)

mit der Kreisfrequenz w und der Amplitude A. Fiir die Losung des Wellenausbreitungs-
problems kann der Ansatz

u(z,t) = Bsin(wt — _c“i ) (3.6.6)

n

mit der numerischen Ausbreitungsgeschwindigkeit c,,, der daraus resultierenden Zeitdauer
t = x/cy, mit der die Wellenfront den Ort z errreicht, sowie der Amplitude B formuliert
werden. Es wird angenommen, dass sich die physikalische Ausbreitungsgeschwindigkeit
(¢ = y/E/p) von der numerischen Ausbreitungsgeschwindigkeit c,, unterscheidet. Die Um-
stellung von 3.6.6 ergibt

wr wT

i . u(z,t) i o ; u(z,t)
wt arcsm( B ) wt arcsm( v )

Ch =
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Der relative Fehler

kann jetzt fiir das spezielle Problem in Abhingigkeit von T/At und A\/Az numerisch
bestimmt werden.

Es konnte gezeigt werden, dass beim Newmark-Integrationsschema die Amplituden-
dimpfung nur von der rdumlichen Diskretisierung und dem Spektrum der Belastung
abhéangt.

Dagegen ist die Dispersion der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit von der raumli-
chen und zeitlichen Diskretisierung abhingig. Beim Wellenausbreitungsproblem mit nur
einer Welle zeigt sich, dass die numerisch vorgetduschte Dispersion bei linearen Element-
formfunktionen durch eine geeignete raumliche (Az) und zeitliche (At) Diskretisierung
vollsténdig vermieden werden kann. Bei quadratischen Elementformfunktionen war dies
nicht moéglich.

Der IFehler durch die Geschwindigkeitsdispersion nimmt mit der Ausbreitungsentfer-
nung der Welle vom Anregungsort und der Frequenzbandbreite der Belastung zu. Es
konnte ein Kriterium entwickelt werden, dass zumindest fiir den Fall der eindimensiona-
len Wellenausbreitung dreier phasengekoppelter harmonischer Wellen eine optimale Wahl
der Schrittweiten Az und At gestattet.

Eine Erweiterung auf den mehrdimensionalen Fall ist zwar grundsitzlich moglich,
bedarf aber weiterer umfassender numerischer Untersuchungen.
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