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Yorwort.

Dieses Buch ist dem Wunsche entsprungen, die an-
ziehenden und fiir den Anfinger ungemein anregenden
Methoden und Theorien zur Aufldsung geometrischer
Konstruktionsaufgaben in zusammenhéngender Weise
und mit einer gewissen Vollstdndigkeit darzustellen. Es
setzt keine eingehenderen Kenntnisse aus der hoheren
Mathematik voraus; alle notwendigen Hilfssitze werden
angegeben; der Beweis derselben wird aber oft nur an-
gedeutet, so daBl der kundige Leser nicht ermiidet,
wihrend der Anfinger zum Beweise dieser einfachen
Sdtze angespornt wird.

Um seinen Zweck als Lehrbuch zu erfiillen, sind
zahlreiche Ubungsaufgaben hinzugefiigt worden, deren
Losungen meist kurz angegeben werden. Ein Teil des
Lehrstoffes konnte in diesen Aufgaben untergebracht
werden, so dafl der Leser, trotz des maBigen Umfanges des
Buches, iiber alle rein geometrischen Fragen, welche die
geometrischen Konstruktionen betreffen, orientiert wird.

Fir die zur Fertigstellung dieses Werkes gewihrte
Unterstiitzung sei der Gesellschaft zur Forderung deutscher
Wissenschaft, Kunst und Literatur in Bohmen auch hier
nochmals wirmstens gedankt.

Wien, im Juli 1906.
A. Adler.
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Geschichtliche Bemerkungen.

1. Unter der Theorie der geometrischen Kon-
struktionen versteht man gewohnlich die Angabe von
Methoden zur Losung vorgelegter geometrischer Kon-
struktionsaufgaben.

Derlei Methoden wurden auch in groBler Anzahl ver-
offentlicht; im ersten Abschnitte dieses Buches wird von
ihnen ausfiihrlich die Rede sein.

Es gibt aber noch Fragen, welche auch zur Theorie
der geometrischen Konstruktionen gehéren und welche
viel seltener bearbeitet wurden; im vorliegenden Buche
werden sie den gréfiten Teil des Raumes einnehmen.

2. Eine solche Frage ist die nach dem Wirkungs-
kreise jedes einzelnen der verwendeten Zeichenhilfsmittel,
d. h. die Frage: ,Welche Aufgaben kann man mit
jedem der Zeichenhilfsmittel allein, welche mit
mehreren zusammen streng lésen?

Mascheroni hat 1797 in seinem beriihmten Werke
»La Geometria del Compasso“ gezeigt, daB man
alle geometrischen Konstruktionen, die man sonst mit
dem Zirkel und Lineal ausfiihrt, also alle sogenannten
geometrischen Konstruktionsaufgaben zweiten
Grades nur mit Hilfe des Zirkels allein 16sen kann.
Diese Konstruktionen sind fiir manche praktische Zwecke,
z. B. fiir die Kreisteilung besonders vorteilhaft, da der
Zirkel ein genaueres Zeicheninstrument ist als das Lineal,
mit welchem man die geraden Linien zieht.

Bald darauf haben franzosische Geometer sich be-
strebt, moglichst viele Aufgaben durch Ziehen von ge-
raden Linien allein zu Idsen.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 1
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2 Geschichtliche Bemerkungen.

Schon Lambert hatte (,,Freie Perspektive« 1774)
derartige Konstruktionen, welche fiir die Perspektive und
die Feldmeflkunst von Wert sind, gesucht und gefunden.
Brianchon hat 1818 iiber diese Konstruktionen eine
Schrift versffentlicht: ,,Les applications de la théorie
des transversales,

Besonders berithmt ist das Werk: »,Die geometri-
schen Konstruktionen, ausgefiihrt mittels der ge-
raden Linie und eines festen Kreises* geworden,
welches Jakob Steiner 1833 verdffentlichte. In diesem
Werke lehrt Steiner Konstruktionen, welche durch bloBes
Ziehen von geraden Linien ausgefiihrt werden kénnen,
wenn gewisse gezeichnete Figuren, z. B. ein Parallelo-
gramm, ein Quadrat oder ein Kreis gezeichnet vorliegen.
Er beweist darin insbesondere folgenden Satz, welcher
seinen Namen trigt:

,»Bel Benutzung eines beliebigen, gezeichnet
vorliegenden Kreises (samt Mittelpunkt) kann
man jede geometrische Konstruktionsaufgabe
zweiten Grades durch bloBes Ziehen von geraden
Linien 16sen.«

Es muf iibrigens bemerkt werden, daB sehr viele
der Konstruktionen, welche Steiner in diesem Werke
anfithrt, schon in Lambert, , Freie Perspektive
1774 vorkommen, und daB sein Hauptresultat, welches
wir anfiihrten, in Poncelet, ,, Traité des propriétés
projectives®, Paris 1822, pag. 187—190 bereits aus-
gesprochen ist.

Gaull bewies in seinen berithmten ,»Dispositiones
arithmeticae, daB die Konstruktion des regel-
méBigen Siebzehneckes mit Zirkel und Lineal
moglich ist.

Dieselbe wurde in besonders eleganter Weise von
v.Staudt, Crelle Journal 24, 1842 ausgefithrt und spiter
von Schréter vereinfacht.

Kortum und Smith zeigten in zwei von der Ber-
liner Akademie 1866 mit dem Steiner-Preise ge-
kronten Arbeiten, daB man imstande ist, jede geo-
metrische Aufgabe dritten und vierten Grades
nur durch bloBes Ziehen von geraden Linien und
Schlagen von Kreisbogen zu lésen, wenn ein

http:/Amww.dmg-lib.de



Geschichtliche Bemerkungen, 3

Kegelschnitt, der aber kein Kreis sein darf, ge-
zeichnet vorliegt.

In einer Arbeit des Verfassers ,,Zur Theorie der
Mascheronischen Konstruktionen‘, Wiener Aka-
demie, 1890, wurde gezeigt, wie man das Prinzip der
reziproken Radien zur Losung der Aufgaben mit dem
Zirkel allein vorteilhaft heranziehen kann.

In einer zweiten Arbeit ,, Uber die zur Aus-
fihrung geometrischer Konstruktionen notwen-
digen Hilfsmittel”, Wiener Akademie 1890, wurde
bewiesen, daBl man auch mit dem Lineal (zwei parallele
Linien in konstantem Abstande), mit einem beweglichen
rechten oder spitzen Winkel allein imstande ist,
jede geometrische Aufgabe zweiten Grades streng
zu 16sen, daB also jedes der gebréuchlichen Zeichenhilfs-
mittel, Zirkel, Lineal, beweglicher Winkel fiir sich allein ge-
niigh, um alle quadratischen, geometrischen Aufgaben
strenge zu losen; es wurde daselbst auch gezeigt, dafi der
rechte Winkel das méchtigste Zeicheninstrument
ist, indem man mit zwei rechten Winkeln Auf-"
gaben dritten und vierten Grades streng l&sen
kann.

In den ,,Grundlagen der Geometrie“ von Hil-
bert, Leipzig 1903, spielen die Konstruktionen, welche
durch Ziehen von geraden Linien und Ubertragen
von Strecken gelost werden konnen, eine besondere
Rolle. Die Ausfiihrung derselben wurde von Feldblum,
,Uber elementar-geometrische Konstruktionen®,
Inaugural-Dissertation, Gottingen 1899, gegeben.

Erwihnt miissen noch werden: H. Simon, ,,Geo-
metrische Konstruktionen ohne Zirkel* (Zeitschrift
f. math. u. nat. Unterr. XXII, 1891), und G. Wallen-
berg: ,,Konstruktionen mit Lineal und Eichmaf
sowie mit dem Lineal allein‘ (Sitzungsberichte der
Berliner math. Gesellschaft IV, 1905).

3. Mit allen diesen Arbeiten wurden die Betrachtungen
iitber den Wirkungskreis der gebriduchlichen Zeichenhilfs-
mittel zu einem gewissen Abschlusse gebracht.

ZurTheoriedergeometrischenKonstruktionen
gehort aber noch die Klassifikation der geometri-
schen Aufgaben, d. h. die Einteilung derselben in

1*
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4 Geschichtliche Bemerkungen.

visuelle und metrische, in Aufgaben zweiten, drit-
ten, vierten und hoheren Grades. Davon wird spiter-
hin ausfiihrlich die Rede sein.

4. In die Theorie der geometrischen Konstruktionen
gehoren auch gewisse Unmoglichkeitsbeweise; es muf
z. B. gezeigt werden, dafl es unmdoglich ist, einen be-
liebigen Winkel mittels Zirkel und Lineal in drei
gleiche Teile zu zerlegen, dafl die Verdoppelung des
Wiirfels in demselben Sinne nicht méglich ist und daB
insbesondere das altberiihmte Problem der Quadratur
des Zirkels mit gewissen Hilfsmitteln nicht lsbar ist,
ein Satz, der 1882 von Lindemann zuerst streng be-
wiesen wurde.

5. Zur Theorie der geometrischen Konstruk-
tionen gehdrt auch die Frage nach der Genauigkeit
einer mit den gebriuchlichen Hilfsmitteln ausgefithrten
Zeichnung. Jedes zeichnerisch gefundene Resultat ist
nimlich fehlerhaft. Der konstruktiv gefundene Punkt
befindet sich nicht auf dem Orte, welchen er bei idealer
Vollkommenbheit simtlicher verwendeten Zeichenhilfsmittel
einnehmen wiirde, er liegt innerhalb eines gewissen Be-
reiches um diese Stelle, welchen Bereich man als eine
Ellipse annehmen kann.

Es entsteht bei jeder ausgefiihrten Konstruktion die
Aufgabe, wenigstens ungefihr die Genauigkeit derselben
zu bestimmen, und daraus entsteht wieder die Auf-
gabe, die Konstruktion so einzurichten, daB der wahr-
scheinliche Fehler im Resultate moglichst klein wird.
Derartige Untersuchungen wiren praktisch sehr wichtig;
sie wurden erst vor kurzem in Angriff genommen; in dem
Werke iiber ,,Darstellende Geometrie von Wiener,
1. Bd., 8. 185—191 findet man einiges iiber diese
Frage.

In jiingster Zeit wurde iiber Anregung von Lemoine
wenigstens erreicht, daf die Konstruktionen, welche friiher
gewohnlich nur durchgedacht wurden, auch tatsichlich
durchgezeichnet werden, ihr Einfachheitsgrad nach
den von Lemoine gegebenen Annahmen bestimmt und
insbesondere jene (geometrographischen) Konstruk-
tionen gesucht wurden, fiir welche der Einfachheitsgrad
moglichst klein wird.
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Geschichtliche Bemerkungen. H

Lemoine wendet nur den Zirkel und die gerade
Linie an; liBt man auch das Lineal und den rechten
Winkel als Konstruktionshilfsmittel zu, wie es in der
Praxis der Fall ist, so gelangt man zu anderen Kon-
struktionen und insbesondere auch zu anderen geometro-
graphischen Losungen, wie am Schlusse der vorliegenden
Arbeit gezeigt werden soll.

6. Uber die Theorie der geometrischen Kon-
struktionen existieren bisher zwei Werke:

F.Klein: ,Vortrige iiber ausgewidhlte Fragen
der Elementar-Geometrie*, Leipzig 1895, und F. En-
riques, ,,Questioni Riguardanti La Geometria Ele-
mentare*, Bologna 1900; beide Werke sind im folgenden
oft benutzt worden.
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I. Abschnitt.

Methoden zur Auflésung geometrischer
Konstruktionsaufgaben.

1. Jede geometrische Konstruktion 15st eine
geometrische Konstruktionsaufgabe.

Eine geometrische Konstruktionsaufgabe for-
dert das Zeichnen einer Figur, welche gewissen Be-
dingungen gentigt.

Sind soviele Bedingungen gegeben, als zur Bestim-
mung der gesuchten Figur notwendig und hinreichend
sind, so sagt man, die Aufgabe ist bestimmt. Sie kann
dann eine, zwei, auch mehrere Losungen haben;
man nennt sie dementsprechend eindeutig, zweideutig,
mehrdeutig.

Sind weniger Bedingungen gegeben, als zur Bestim-
mung der Figur notwendig sind, so gibt es unzihlig
viele Figuren, welche der Aufgabe geniigen. Die Aufgabe
ist unbestimmt.

Sind mehr Bedingungen gegeben, als hinreichend
sind, so ist die Figur iiberbestimmt; die Aufgabe ist
dann im allgemeinen nicht l5sbar.

2. Bei der Auflésung einer geometrischen Konstruk-
tionsaufgabe geht man gewdhnlich folgendermaBen vor:

Man nimmt die zu suchende Figur als bekannt an
und studiert unter Zuhilfenahme der Methoden, welche
wir gleich kennen lernen werden, die Figur so lange, bis
der Weg klar ist, auf welchem die Aufgabe mittels der
vorgelegten Zeichenhilfsmittel gelést werden kann.
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§ 1. Die Methode der algebraischen Analyse. 7

Hierauf kann man die Konstruktionsaufgabe durch-
fithren. Es ist aber dann noch notwendig zu zeigen, daf3
die erhaltene Figur den verlangten Bedingungen genigt,
d. h., daB die Konstruktion richtig ist.

Endlich ist noch die Diskussion der ganzen Auf-
gabe nitig, d. h. die Untersuchung, wie viele Lésungen
die Aufgabe hat, wie die Anzahl der Losungen von den
gegebenen Grofen abhingt usw.

Bei der Ausfithrung jeder geometrischen Konstruk-
tionsaufgabe sind also vier Punkte zu beachten:

1. Die Analyse der geometrischen Kon-
struktionsaufgabe,

2. die Ausfithrung der Konstruktion,

3. der Beweis fiir die Richtigkeit der Lo-
sung,

4. die Determination.

3. Als Konstruktionshilfsmittel werden wir in diesem
Abschnitte nur Zirkel und Lineal zulassen, andere Hilfs-
mittel werden erst in den kommenden Abschnitten ver-
wendet werden.

§ 1. Die Methode der algebraischen Analyse.

1. 8ind @, b, ¢, ... gegebene Strecken, so kann man
bekanntlich mit Zuhilfenahme des Zirkels und des
Lineals, also durch Ziehen von geraden Linien
und Kreisbogen leicht folgende Strecken finden:

a+b, a-—"b, avclf , V(ﬁ’ ’ Vdi?ﬁ , 1/0,2 —

Durch wiederholte Anwendung dieser Grundopera-
tionen kann man auch kompliziertere Ausdriicke
zeichnen, z. B. den Ausdruck:

x=7Ya?+ 0> —cd,
indem man
cd=y* und Vb —y® =
setzt; es ist dann:
v —Yar F 2
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8 L Abschnitt. Auflésung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

¥, 2, z sind nach obigem konstruierbar. Ist

ash?
Y=g
zu finden, so setze man:
ab " au au,
— = " = R = gy
¢ 1 ¢ 2 (17 3
dann ist
ug b
e 7-d~— ;
Uy Uy, Uy, z sind leicht zu zeichnen.
[
Y//
. R
X 17
< # 3
.
\
I

Fig. 1.

Auch folgender Ausdruck z. B. wird konstruierbar sein:

_abted e py

b

]_//m2 -+ n? 4 %

wobei @, b, ¢ usw. gegebene Strecken sind. .
Uberhaupt wird jeder Ausdruck konstruierbar

sein, welcher aus gegebenen Strecken durch eine
,endliche Anzahl von rationalen Operationen (Ad-
"dieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren) und
durch Quadratwurzelziehen hervorgeht.

: 2. Darauf beruht die sehr verwendbare Methode

~der algebraischen Analyse zur Auflosung geometri-
scher Konstruktionsaufgaben:
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§ 1. Die Methode der algebraischen Analyse. 9

,Man trachte eine, das gesuchte Resultat
unmittelbar bestimmende GroBe (z. B. Strecke)
aus den gegebenen Groflen zu berechnen (eventuell
mitZuhilfenahme der analytischen Geometrie)und
konstruiere dann das gefundene Resultat.”

3. Dies soll an einigen Beispielen erliutert werden:

1. Beispiel. Gegeben sind zwei Gerade f, g und
ein Punkt P; es sind jene Kreise zu konstruieren,
welche durch P gehen und die beiden geraden
Linien beriihren.

5

A ax D E\___E..\/\L___’—/B
~———
5 e 4
Fig. 2.

Man denke sich die Aufgabe gelost (Fig. 1); dann ist

wobei () das Spiegelbild des Punktes P beziiglich der
Winkelsymmetralen bedeutet. Daraus folgt

RX=}RP.-RQ.

2. Beispiel. Gegeben ist ein Dreieck ABC;
drei Kreise sind zu konstruieren so, dall jeder
von ihnen die beiden anderen Kreise und zwei
Dreieckseiten beriihrt (Malfattisches Problem*)).
Wir nehmen die Aufgabe als geldst an (Fig. 2). O sei

*) Diese berithmte Aufgabe wurde zuerst von Malfatti be-
handelt (Memorie di matematica Tomo X parte I, Modena 1803).
Dieselbe Aufgabe wurde hierauf oft bearbeitet. Eine rein geo-
metrische Losung gab Steiner 1826 ohne Beweis in der Abhand-
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10 I Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

der Mittelpunkt des dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises
(mit dem Radius r). Die Radien der Kreise X und L
seien 7, resp. r,. Nun fillen wir aus K, O, I Senk-
rechte’ auf die Seite 4 B, wodurch die Punkte D, E, I er-
halten werden. Die Strecke A F sei gleich s und die Strecke
BI =t, ferner sei AD =2 und BF —y.

Zieht man KG | AB, so ist

LG=r,—r, und KG=1(r,+r)>—(r, —r)2= 2Yry 7, .
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADK und AEO folgt

zr
7'1 = ""'S" g ;
analog 7, = %ﬁ aus der Ahnlichkeit der Dreiecke BFL
und BEO.
Nun ist

AB=AD+DF - FB,
folglich: —
ey 2Yryry=s5+1
oder (indem wir die Werte fiir », und r, einsetzen)

27
(1) r+y+ = ley=s+t.
Vst

Fillt man von L, M und O Senkrechte auf die Seite B,
setzt PC=u und QC =, so ergibt sich die Gleichung:

2 J
(2) ytit -y =ttu
Vtu
und analog fiir die dritte Seite die Gleichung:
L
(3) z-+ax+ ";LVZJ) =u+s.
Vs

Wir haben also drei Gleichungen zur Bestimmung
der drei Unbekannten «, y, z.

lung ,,Einige geometrische Betrachtungen®, Crelle J. I. Bd.
Der Beweis dafiic wurde von Schrster (1874, Crelle Bd. 77) ge-
geben. Einen anderen Beweis der Steinerschen Auflésung gibt
Petersen in seinen wertvollen ,Methoden und Theorien zur
Auflésung geometrischer Konstruktionsaufgaben®, ins
Deutsche iibersetzt von Fischer-Benzon 1879.
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§ 1. Die Methode der algebraischen Analyse. 11

Malfatti teilte die Losungen dieser drei Glei-
chungen mit:
Es sind

Qp—stttu—r+riast—yrr4 e —yrrtul,
Qy—=stttu—r—yr2f stz — 4w,
2z :s—i—t+u~r~]fﬁv-{f—ris‘i—-]/9'?+té—{—}"'r'!—%—u?.

Setzt man diese Werte in die obigen Gleichungen ein,
so geniigen sie denselben. Der Weg, auf welchem
Malfatti die Losungen fand, ist sehr kompliziert, wie
er selbst angibt.

Die geometrische Konstruktion von z, y, 2 gestaltet
sich aber recht einfach, nachdem

P2t st=04, Yr:4#=0B, Jrr+u*=0C

sind, also ebenso wie s, ¢, und 7 leicht gefunden
werden konnen.
Konstruiert man nun den Ausdruck

HO0A+O0B4+0C—s—t—u-+tr)y=m,

so sind schon:

z2=04—m
y=0B—m
z2=0C —m (Fig. 2).

3.Beispiel. Gegeben sind dreiKreise K, I,, Ky;
die Mittelpunkte derselben sollen in einer geraden
Linie liegen und die Radien von K, und K; gleich r,
sein; letztere beiden Kreise sollen auch von K, (v,)
denselben Zentralabstand ¢ haben. Es sind alle
Kreise zu konstruieren, welche die drei gegebenen
Kreise berithren (Fig. 3).

Um diese Aufgabe durch Rechnung zu lésen, legen
wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde. Die
Gleichungen der drei gegebenen Kreise sind dann

](1... -sz-!—y?:’r%,
K, ... (x—a)+y2=1%,
K, ... (@+a) 4y =1,
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12 I Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

Die Gleichung jedes der gesuchten Kreise wird die Form
haben:
(@ —p)* + (v — 0:)° = o} .
Fiir den Kreis 0, (Fig. 3) lassen sich leicht die drei
Gleichungen fiir die Unbekannten P15 9, 0, aufstellen, aus
den Bedingungen

0, Ky =g 47,
O:E.’ =0 + "2
0, K, — o, + 7y

Fig. 3.

ergeben sich die drei Gleichungen
P+ at=(os +m)?,
(P1 — @) + ¢ = (0, + 15)?,
(71 + @) + i = (0, +7,)2.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt p, — 0
und daraus ohne weiteres
a® — (r: — 73

(1) 91 = W'Tﬁ“ =0,
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§ 1. Die Methode der algebraischen Analyse. 18

denn der Radius des Kreises 0, ist gleich dem Radius o,
des Kreises 0, (Fig. 3).

Der Kreis 0, beriihrt die Kreise K, und K, von
auBen, den Kreis K, umfassend, es gelten also die
Gleichungen

O Ky ... ps+ 63 = (05 — 1),
O K, ... (ps — @) 4¢3 = (05 + 1),
OSK-} v (ps Fa)? g3 = (0 +173)7 .

Daraus ergibt sich
. a® — (r; —r)
(2) %= "5 — 1)
Fir den Kreis O; gelten die Gleichungen
B+ =(0—1)?,
(ps — @)+ g = (05 — 13)%,
(P + @)% + 43 = (05 +73)*,
woraus sich ergibt

=Q4‘

a? — (r§ —rj)
T

[

95 Qs = Q07 = Q8 «

Zur Konstruktion kann man nun folgenden Weg ein-
schlagen:
Man zeichne der Reihe nach (Fig. 3):

AB=r,, BC=a,
dann ist

OK, —Yar — (31D,
ferner zeichne man

KD=2@r,—r) und CX, 1CD,
so ist
KX =0 =0g¢.

Analog erhédlt man

KX, =0;=0, und K X;=9;=0=0;=0;-
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14 I Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

§ 2. Methode der geometrischen Orter.

- 1. Eine sehr brauchbare Methode zur Auflésung

geometrischer Konstruktionsaufgaben ist die der geo-
metrischen Orter.

Sie beruht in folgendem: ,,Man trachtet die ganze
Aufgabe auf die Auffindungeineseinzigen Punktes
X zuriickzufiihren, was in den allermeisten Fillen
leicht gelingt.

X ist durch zwei Bedingungen, die sich aus
der Aufgabe ergeben, bestimmt. LiBt man die
erste der Bedingungen weg, so gibt es nicht nur

einen Punkt X, sondern un-

i zihlig viele, welche eine Linie,

//’7%—;\ einen geometrischen Ort, er-

/ ’ \ tillen. LaBt man die zweite

/ \\ der Bedingungen weg und hilt

die erste fest, so erh#lt man

einen zweiten geometrischen

Ort. Jeder Schnittpunkt der

beiden geometrischen Orter
genigt der Aufgabe.

2. Es ist nétig, eine Reihe
geometrischer Orter zu kennen.
Wir wollen daher einige der ein-

Fig. 4. fachsten, aber am meisten ver-
wendeten, anfiihren.

a) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, welche von
einem gegebenen Punkte einen gegebenen Abstand haben,
ist ein Kreis um den gegebenen Punkt als Mittelpunkt
und mit dem gegebenen Abstand als Radius.

b) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, welche von
einer gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand haben,
besteht aus zwei Geraden parallel zur gegebenen Geraden
in dem gegebenen Abstande.

¢) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, welche von
zwei gegebenen Punkten A und B dieselbe Entfernung
haben, ist eine Gerade. (Symmetrale der Punkte .4
und B.)

d) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, welche von
zwel gegebenen Geraden denselben Abstand haben, wird

%

0
-
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§ 2. Methode der geometrischen Orter. 15

von zwei aufeinander senkrechten Geraden gebildet,
welche die Winkel zwischen den gegebenen Geraden
halbieren. (Winkelsymmetralen.)

e) Der geometrische Ort aller Punkte, von denen
aus die Strecke 4B unter einem gegebenen Winkel «
erscheint, ist ein Kreisbogen, welcher anf 4B aufsteht
(Konstruktion ergibt sich aus Fig. 4).

f) Der geometrische Ort fiir alle Punkte, deren Ent-
fernungen von zwei gegebenen Punkten in einem ge-
gebenen Verhiltnis m: » stehen, ist eine Kreislinie (Fig. ).

mo@
/

A £ B P
Fig. 5.

r

N

ES le dabel
— v),,l _ — m
. —

woraus sich nach einem bekannten Satz ergibt, daB
-+ APP, = 4 P PB.

Es gilt auch die Pro-
portion

AP, . P,B=AP,: BP,.

Vier solche Punkte -
4, P ,B, P, nennt man
bekanntlich vier harmo-
nische Punkte.

g) Der geometrische
Ort aller Punkte, deren Fig. 6.
Abstinde von zwei ge-
gebenen Geraden « und b in dem gegebenen Verhiltnis
m: n stehen, wird von zwei geraden Linien « und y gebildet,
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16 I. Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

welche durch den Schnittpunkt der gegebenen Geraden
gehen (Fig. 6).

h) Der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche
die Quadrate der Entfernungen von zwei gegebenen
Punkten 4 und B eine konstante Differenz d? haben, ist

eine zur Verbindungslinie der
beiden Punkte 4, B normale
rerade.

Beweis: Es sei P, (Fig.7)
ein Punkt von dieser Eigen-
schaft, also:

P — Pt — g

Zieht man dann von Py
die Senkrechte auf 45 und
nimmt auf ihr einen beliebigen

B Punkt P an, so ist
Fig. 7. PB*=BD?+ DP?
und . s .
PA*=A4D* - DPe,
daher:
PR —PAr = BD? — AD* BB — Pt — . q 0.4,
Aus h) 148t sich eine Folgerung ziehen, welche fiir spiter
von Wichtigkeit ist. Um diese auseinander zu setzen,
miissen wir eine kurze Bemerkung einschalten:

Fig. 8a. Fig. 8b.

«) Bekanntlich gilt folgender Satz: ,,Zieht man durch
die Punkte P (Fig. 8a, 8b) Sekanten an den Kreis, so ist

tmmer PA-PA~PB.PR— .. .«
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§ 2. Methode der geometrischen Orter. 17

Dieses konstante Produkt nennt man die Potenz des
Punktes P in bezug auf den Kreis; sie ist gleich
d2 —7r2, wobei d der Zentralabstand des Punktes P und #
der Radius des Kreises sind.

Liegt der Punkt I auBlerhalb des Kreises, so ist
diese Potenz auch gleich P77,

B) Sind zwei Kreise mit den Mittelpunkten O,
und 0, gegeben, so hat ein Punkt P in bezug auf jeden
der Kreise eine gewisse Potenz. Soll nun der Punkt P

S

L

Fig. 9.

in bezug auf beide Kreise (mit den Radien #,, r,) die-
selbe Potenz haben, so muB

PO; — 93 = PO} —

(XA

’

also
PO} — PO2 = v} — r? = konstant

sein, d. h. der geometrische Ort aller Punkte, welche in
bezug auf beide Kreise dieselbe Potenz haben, ist (nach h)
eine Gerade senkrecht auf der Zentralen der beiden Kreise,
die sogenannte Potenzlinie der beiden Kreise.

Wenn sich die beiden Kreise schneiden, so geht ihre
Potenzlinie durch die Schnittpunkte, denn jeder solche
Schnittpunkt hat in bezug auf beide Kreise die Potenz
Null. Wenn die beiden Kreise einander nicht schneiden,
so findet man die Potenzlinie (Fig.9), indem man eine

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 2
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18 I.Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

der gemeinsamen Tangenten halbiert und durch den Hal-
bierungspunkt die Senkrechte auf die Zentrale zieht, oder
auch auf anderem Weg, etwa mit Zuhilfenahme des Satzes:
,,5ind drei Kreise in einer Ebene gegeben, so gehen die
drei Potenzlinien, welche sie bestimmen, durch ein und
denselben Punkt (Potenzzentrum der drei Kreise);
denn der Schnittpunkt von je zwei Potenzlinien hat in
bezug auf alle drei Kreise dieselbe Potenz, liegt also auch
auf der dritten Potenzlinie.

3. Wir wollen die Methode der geometrischen Orter
an zwei Beispielen erortern:

«) Gegeben sind zwei Kreise 0, , 0, mit den Radien
7 und 7, . Man konstruiere jene Kreise K, welche beide
Kreise beriihren und den gegebenen Radius » haben.

LéaBit man die Bedingung weg, da8 K den Kreis 0,
beriihren soll, so gibt es unendlich viele Kreise, der geo-
metrische Ort ihrer Mittelpunkte besteht aus zwei mit
0, konzentrischen Kreisen mit den Radien 7, + » resp.
ry —r. Analog erhilt man fir den gesuchten Mittel-
punkt X einen weiteren geometrischen Ort und zwar
konzentrische Kreise um 0, mit den Radien » - » und
Ty — 7.

X muB in einem der gemeinsamen Punkte der beiden
geometrischen Orter liegen; es gibt hichstens acht Punkte,
welche der Aufgabe geniigen.

f) Gegeben sind drei Kreise K,, K,, K,; es
sind alle Kreise zu konstruieren, welche diese
drei Kreise beriihren (Apollonisches Beriihrungs-
problem).

Legt man (Fig. 10) konzentrisch mit dem gesuchten
Kreise X einen neuen Kreis durch den Mittelpunkt eines
der gegebenen drei Kreise, z. B. durch den Mittelpunkt
des Kreises K, so erkennt man, dal3 obige Aufgabe auf
folgende zuriickgefiihrt ist:

»,Gegeben sind zwei Kreise K/, K; und ein
Punkt P; es sind Kreise zu konstruieren, welche
beide Kreise berithren und durch P hindurch-
gehen.«

Der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise,
welche den Kreis A{ beriihren und durch P hindurchgehen,
ist eine Ellipse oder eine Hyperbel, je nachdem P
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§ 2. Methode der geometrischen Orter. 19

innerhalb oder auBerhalb Kj liegt. Der Mittelpunkt
von K/ und der Punkt P sind die Brennpunkte dieser
Kegelschnitte; die Asymptoten der Hyperbel stehen senk-
recht auf den Tangenten, welche man von P an Kj
legen kann.

Jeder der gegebenen drei Kreise kann sich auf einen
Punkt reduzieren oder in eine Gerade iibergehen. Der
geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche
eine Gerade ! berithren und durch einen Punkt P hindurch-
gehen, ist eine Parabel, welche [ zur Leitlinie und P
zum Brennpunkt hat.

S
- ~ K, -
\\1
Y

4. Ubungsaufgaben

In folgenden Aufgaben bedeuten die am Schlusse der
Aufgaben hinzugefiigten Buchstaben jenen geometrischen
Ort, welcher besondere Verwendung bei der Aufgabe findet.

Es ist dem Anfinger dringend zu empfehlen, die
Aufgabe mit Zirkel und Lineal tatsichlich durchzufiihren
und die Diskussion der Losung genau zu iiberlegen.

1. Gegeben sind zwei Strecken a, b in beliebiger
gegenseitiger Lage und zwei Winkel «, §; es ist jener
Punkt zu konstruieren, von dem aus a und b unter dem
Winkel « resp. ff erscheint (e) (Pothenotsches Problem).

2. Gegeben sind drei gerade Linien g, , g, , g5; es ist
jener Punkt zu konstruieren, dessen Absténde von den
drei geraden Linien in einem gegebenen Verhiltnis
stehen (g).

2*

http://Amww.dmg-lib.de



20 I Abschnitt. Auflésung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

3. Gegeben sind drei Kreise; es ist jener Punkt zu
konstruieren, von dem aus sich an die drei Kreise gleich
lange Tangenten legen lassen (h).

4. Gegeben sind ein Kreis und zwei Punkte A, B;
es soll dem Kreise ein rechtwinkliges Dreieck so ein-
geschrieben werden, daB die Katheten desselben durch
je einen der gegebenen Punkte gehen (e).

5. Gegeben sind zwei parallele Gerade und ein Punk P;
es ist ein Kreis zu zeichnen, welcher beide Gerade be-
rithrt und durch P hindurchgeht (a, d).

6. Gegeben sind drei gleich groBe Kreise; es ist ein
Kreis zu konstruieren, welcher alle drei Kreise von auflen
beriihrt (h).

7. Eine gegebene Strecke o ist in zwei Teile 2 und y
so zu zerlegen, dafl das geometrische Mittel von 2 und y
gleich einer zweiten gegebenen Strecke b ist (c, b).

8. Gegeben ein Dreieck 4 BC; es ist jener Punkt zu
konstruieren, von welchem aus die drei Seiten unter gleich
groBen Winkeln erscheinen (1209).

9. Auf einer Geraden liegen die Punkte 4, B, (', D:
es ist jener Punkt der Ebene zu suchen, von welchem
aus die Strecken A5, BC, ('D unter gleichen Winkeln
erscheinen (f).

10. Gegeben sind drei Kreise; es ist ein Kreis zu
konstruieren, welcher alle drei Kreise rechtwinklig
schneidet (h).

11. Gegeben sind drei Kreise; es ist jener Punkt zu
konstruieren, von dem aus die drei Kreise unter gleichen
Winkeln erscheinen. (Die Abstéinde des gesuchten Punktes
von den Kreismittelpunkten miissen sich so wie die Radien
der Kreise verhalten.)

12. Gegeben sind zwei Kreise K,, I, und eine
Strecke s; es ist ein Kreis von gegebenem Radius » zu
zeichnen, so, daB sein Mittelpunkt auf K, liegt und er den
Kreis K, nach einer Sehne von der gegebenen Linge s
schneidet. (Welches ist der geometrische Ort der Miftel-
punkte aller Kreise vom Radius », welche K, unter der
Sehne s schneiden?)

13. Gegeben ist eine Gerade g, auf derselben ein
Punkt 4 und auBerhalb derselben ein Punkt B; es ist

jener Punkt X von ¢ zu suchen, fiir welchen A4 X - XB=s,
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wobei s eine gegebene Strecke ist. (Man trage s auf der
gegebenen Geraden von A aus auf.)

14. Gegeben sind drei gerade Linien @, b, ¢ und ein
Punkt P; durch P ist eine Gerade z so zu ziehen, daf
die drei entstehenden Schnittpunkte zusammen mit P
eine harmonische Punktreihe bilden. (Welches ist der
geometrische Ort aller Punkte, welche den Punkt P von
zwei Geraden harmonisch trennen? Wie viele Auflosungen
hat die Aufgabe?)

15. Gegeben sind zwei konzentrische Kreise K, , K,
und ein Punkt P; durch P ist eine Gerade « so zu ziehen,
daB jenes Stiick derselben, welches von den konzentrischen
Kreisen abgeschnitten wird,
vom Mittelpunkte aus, unter
einem gegebenen Winkel o ge-
sehen wird. (Dreht man um
den Mittelpunkt den Winkel &,
bringt den einen Schenkel des-
selben mit K;, den anderen
mit K, zum Schnitt und ver-
bindet die Schnittpunkte, so
umbhiillen diese Verbindungs-
linien einen neuen konzentri-
schen Kreis, Fig. 11.)

16. Gegeben sind zwei Fig. 11.

Paare paralleler Gerade und

ein Punkt P’; durch P ist eine gerade Linie so zu ziehen, daf3
von beiden Paaren paralleler Linien auf ihr gleich grofie
Stiicke abgeschnitten werden. (Man beachte das Parallelo-
gramm, welches die beiden Paare paralleler Linien bilden.)

17. Gegeben sind vier Punkte 4, B, C, D; es ist
jenes Quadrat zu konstruieren, dessen Seiten durch die
vier Punkte gehen. (Schligt man iiber A D (Fig. 12) als
Durchmesser einen Kreis, so geht die Halbierungs-
linie des Winkels A P durch einen Punkt S des Kreises,
welcher sich nicht andert, wenn P auf dem Kreise sich
fortbewegt.)

18. Gegeben sind zwei Kreise K, und K, ; es ist eine
Gerade zu konstruieren, welche beide Kreise unter ge-
gebenen Sehnen s, resp. s, schneidet. (Gemeinschaftliche
Tangenten an zwei Kreise.)
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22 I Abschhitt. Aufl('isunggeometrischerKonstruktionsaufgaben.

19. Gegeben ein Viereck; demselben ist ein Parallelo-
gramm so einzuschreiben, daB dessen Seiten gegebene

Richtungen haben. (Welchen Ort beschreibt die vierte
Ecke des Parallelogrammes von den gegebenen Richtungen,
wenn eine Seite des Viereckes weggelassen wird ¥)?)

§ 3. Methode der ihnlichen Figuren.

1. Manche Konstruktionsaufgaben haben die Eigen-
schaft, daB alle unendlich vielen Losungen derselben, die
sich ergeben, wenn man einen Teil der gegebenen Be-
dingungen wegliBt, untereinander #hnliche Figuren
bilden. Hat man z. B. ein Dreieck zu konstruieren aus
zwei Winkeln und seinem Umfange, und 1iBt man die
letztere Bedingung weg, so sind alle entstehenden Drei-
ecke untereinander dhnlich.

") Weitere zahlreiche Beispiele findet man in dem sehr
empfehlenswerten, schon erwihnten Buche von Petersen ,Me-
thoden und Theorien zur Aufléssung geometrischer Kon-
struktionsaufgaben*.
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§ 3. Methode der &hnlichen Figuren. 23

Bei Aufgaben dieser Art wendet man mit groBem
Vorteile die Methode der dhnlichen Figuren an: ,,Man
zeichne zuerst eine der gesuchten Figur dhnliche
Figur und vergréBere oder verkleinere dieselbe
dann im notwendigen Verhéltnisse.”

In unserem Beispiele wiirde man aus den Winkeln
« und B ein Dreieck A’B ¢’ zeichnen, dessen Umfang
bestimmen (Fig. 13), dann den Punkt O als Ahnlichkeits-
punkt betrachten, u auftragen und daraus durch Ziehen
von parallelen Linien das gesuchte Dreieck A BC finden.

AN )
Ot B—5~

Fig. 13.

2. In zwei Fallen wird man immer die Methode der
dhnlichen Figuren anwenden:

x) Wenn von der zu suchenden Figur nur eine
Linge, sonst aber durchweg Winkel und Verh&lt-
nisse gegeben sind. (LaBt man die Ldnge weg, so
sind alle den iibrigen Bedingungen geniigenden Figuren
ahnlich.)

p) Wenn die gesuchte Figur eine bestimmte
Lage zu gegebenen Linien oder Punkten ein-
nehmen soll, so daB nach Wegnahme einer Be-
dingung ein System von #hnlichen und gdhnlich
liegenden Figuren erhalten wird.

3. Wir wollen nun eine Reihe von Ubungsaufgaben
geben, welche nach der Methode der dhnlichen Figuren
gelost werden konnen:

20. Von einem Quadrate kennt man die Summe s
einer Seite und der Diagonale; das Quadrat ist zu kon-
struieren.

21. Einem gegebenen Dreiecke ist ein Quadrat ein-
zuschreiben.
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24 I.Abschnitt. AuflijsunggeometrischerKonstruktionsaufgaben.

22. In einem Kreise sind zwei Radien gegeben; man
ziehe jene Sehne des Kreises, welche von den gegebenen
Radien in drei gleiche Teile geteilt wird. (« sei der
Winkel zwischen den beiden Radien. Man trage auf einer
beliebigen Geraden drei gleiche Teile hintereinander auf,
wodurch man die Punkte .4’ L', ¢, I¥ erhdlt; dann
zeichne man die Symmetrale der Strecke A’7) und suche
auf derselben jenen Punkt auf, von dem aus 5’'(” unter
dem Winkel « erscheint; die erhaltene Figur ist der ge-
suchten Figur dhnlich.)

23. Gegeben ein Viereck; es ist demselben ein Rhom-
bus einzuschreiben, dessen Seiten den Diagonalen des
Viereckes parallel sind. (Man zeichne einen beliebigen
Rhombus, dessen Seiten den Diagonalen des Viereckes
parallel sind, und ziehe durch seine Ecken Parallele zu
den Seiten des Viereckes.)

24. Ein Kreis ist zu zeichnen, der durch einen ge-
gebenen Punkt P geht und zwei gegebene Gerade ¢ und b
beriihrt.

25. Gegeben sind eine gerade Linie [ und ein Punkt I,
auBerdem eine Gerade a; auf « ist jener Punkt X zu
suchen, fiir welchen die Entfernung von ! doppelt so
grofl ist als der Abstand von F. (Man nehme den
Schnittpunkt von « und 7 als Ahnlichkeitszentrum.)

26. Gegeben sind zwei Punkte 4 und B und eine Ge-
rade ¢; es ist jener Kreis zu konstruieren, welcher durch
4 und B hindurchgeht und g beriihrt.

27. Von einem Dreiecke kennt man die Hohen
iy Py, he; das Dreieck ist zu konstruieren. (Die Hohen
jenes Dreieckes, welches h,, &, , h, zu Seiten hat, sind
proportional den Seiten des gesuchten Dreieckes.)

28. Gegeben sind zwei Kurven K, und K, und ein
Punkt P; durch Pist eine Gerade so zu ziehen,dall PA,: PA,
==m:n, wobei 4, A, die Schnittpunkte von z mit K L resp. I,
bedeuten und m , n gegebene Zahlen sind. (Man nehme P
als Ahnlichkeitszentrum an und zeichne zu K, die dhn-

liche und &hnlich Tiegende Kurve X mit dem Modulus " ,

d. h. man multipliziere die Kurve K, mit Z—Z.*))

*) Petersen a. a. O,
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§ 4. Methode der Hilfsfiguren. 25

§ 4. Methode der Hilfsfiguren.

1. Manche geometrische Aufgaben werden durch Hin-
zufiigen einzelner Linien in die gesuchte Figur leicht
losbar, indem man dadurch Figuren erhélt, welche ohne
weiteres aus den Bedingungen konstruiert werden konnen.

Beim Studium einer zu konstruierenden Figur be-
achte man daher folgendes:

Gegebene Stiicke fiihre man immer in die
Figur ein. Ist z. B. die Summe zweier Strecken ge-
geben, so fiihre man diese Summe in die Figur ein.

Man trachte dann Linien, Winkel oder ganze
Teile der Figur zu finden, welche man aus den
gegebenen Stiicken leicht bestimmen kann; be-
sonders suche man nach Dreiecken mit drei be-
kannten Bestimmungsstiicken.

2. Einige einfache Ubungsaufgaben mogen dies
erldutern:

29. Von einem Dreiecke 4 B( (Fig. 14) kennt man den
Winkel «, die Hohe ., und die Winkelhalbierende 1,
durch A4 ; das Dreieck ist zu
konstruieren. (Das recht- C
winklige Dreieck aus 0, und
h, kann konstruiert werden.)

30. Von einem Dreiecke
kennt man /%,, m, und r,
wobei » der Radius des ein-

geschriebenen Kreises und n, "

die Mittellinie (Mediane) durch

den Punkt 4 bedeutet. (Man -4 B
konstruiere zuerst das recht- Fig. 14.

winklige Dreieck /i, m, und
suche den eingeschriebenen Kreis nach der Methode der
geometrischen Orter.)

31. Von einem Dreiecke kennt man die Seite a, die
Summe s der beiden Seiten b, ¢ und die Hohe 4, . (Man fiihre
b-c in die Figur ein, indem man b iiber 4 um¢ verlingert.)

32. Von einem Dreiecke kennt man a, « (der «
gegeniiberliegende Winkel) und 6+ c¢—=s; das Dreieck ist
zu konstruieren. (Man verlingere b iiber 4 hinaus um ¢
und erhilt so den Winkel {«.)

%

http://Amww.dmg-lib.de
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33. Ein gegebener Kreisbogen ist in zwei andere so
zu zerlegen, dafl die Summe der zugehdrigen Sehnen ein
Maximum wird. (Geometrischer Beweis?)

34. Durch einen Schnittpunkt von zwei Kreisen ist
eine Gerade so zu ziehen, daB die Summe der aus-
geschnittenen Sehnen ein Maximum wird.

3b. Gegeben eine Gerade ¢, auf derselben ein Punkt 0
und auBerhalb derselben noch zwei Punkte A und B;
durch 4 und B sind parallele Gerade 4 X und BY so

zu ziehen, dall X0 :0Y

4 =m:n. (Man teile die

7 Verbindungslinie 4B

7 (Fig. 15) in dem Ver-

/ T y héltnis m : n und ziehe

I F 7 A durch 4 und B Parallele

—

) zu Z0))

B 36. Gegeben sind

Fig. 15, zwei parallele Gerade

und auf jeder derselben

ein Punkt P resp. ¢, auBerdem ein Punkt 0, welcher

auf keiner der Parallelen liegt; durch 7 und @ sind

parallele Gerade PX und QY so zu ziehen, dafB3 die Ge-
rade X'} durch O hindurchgeht.

37. Gegeben sind zwei Punkte P, () und eine durch
@ gehende Gerade ¢; auf g sind zwei Punkte X, ¥V in
gleicher Entfernung von ¢ so zu bestimmen, daB die
Strecke XY von P aus unter dem Winkel « erscheint. (Man
verlingere P bis R, so daB QI gleich PQ wird.)

38. Von einem Dreiecke kennt man die Summe der
Seiten also @ -+ b--c== s, den Winkel « und den Radius R
des umgeschriebenen Kreises; das Dreieck ist zu kon-
struieren.

39. Gegeben sind zwei parallele Gerade « und b, auBer-
dem auf ¢ der Punkt 4, auf b der Punkt 5 und zwischen
den Parallelen der Punkt O; man soll durch O eine Ge-
rade ziehen, welche @, b in X resp. in Y so schneidet,

daB AX + BY = wird, wobei s eine gegebene Strecke

ist und die Vorzeichen von AX und BY zu beriick-
sichtigen sind.
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§ 5. Methode der Umformung der Figur.
(Parallelverschiebung, Umlegung, Drehung.)

A) Parallelverschiebung.

1. Zur Losung einer geometrischen Konstruktions-
aufgabe ist es oft vorteilhaft, einzelne Stiicke der
Figur parallel zu verschieben und die ganze Figur
dadurch in eine fiir die Auflssung giinstigere Gestalt zu
bringen.

Kennt man z. B. in einer Figur zwei Strecken und
den Winkel, welchen sie miteinander einschliefen, und
verschiebt die eine Strecke parallel mit sich selbst, bis
einer ihrer Eckpunkte auf einen Endpunkt der anderen
Strecke fillt, so erhilt man ein Dreieck, von dem zwei
Seiten und der eingeschlossene Winkel bekannt sind.
Dieses Dreieck 1iBt sich also leicht konstruieren, was
fir die Auflosung der Aufgabe vorteilhaft sein kann.

Auch andere Parallelverschiebungen erweisen
sich oft recht niitzlich: Kommt z. B. ein Polygon in
der zu suchenden Figur vor, und zieht man durch
einen gegebenen Punkt zu den Seiten des Poly-
gones parallele und
gleich lange Strecken, ¢
so bilden die End- /
punkte derselben ein /,‘
neues Polygon, welches
sich nicht selten leicht
zeichnen liBt, und dann /
das gesuchte Polygon 4

bestimmt.

/T
2. Fir das Dreieck
und Viereck sind zwei Par- /
allelverschiebungen von be- \
sonderem Vorteile*). v

' Verschiebt man nim-

\ lich im Dreiecke ABC Fig. 16.
(Fig. 16) die Seiten AD
nach BD, BC nach EA und AC nach EB, so erhilt
man ein neues Dreieck (' DE. Die Seiten desselben sind

AT
/

*) Petersen a. a. O.

3
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28 1. Abschnitt. Auflssung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

parallel den Mittellinien des urspriinglichen Dreieckes
und doppelt so lang als dieselben; die Winkel, welche
Seiten, Mittellinien und Héhen im urspriinglichen Dreieck
miteinander einschlieBen, kommen auch in dem Drei-
eck CDE vor.

3. Bei dem Vierecke ABCD erweist sich
folgende Parallelverschie-
bung fiir viele Aufgaben
von Vorteil:

Man verschiebe A (' (Fig.17)
nach BB und DD, ; auf diese
Weise erhilt man das Par-
allelogramm BB, D, D. Die
Seiten  desselben sind  so
lang wie die Diagonalen des
urspringlichen Viereckes; die
Strecken, welche von (' aus-
gehen, sind den Seiten des Vier-
eckes ABCD gleich, und die

Fig. 17. Winkel um € herum sind gleich

den Winkeln desselben Vier-

eckes; die Diagonalen des Parallelogrammes sind parallel

und doppelt so groB als die Strecken, welche die Mitten
gegeniiberliegender Seiten miteinander verbinden.

4. Wir wollen wieder einige Ubungsaufgaben zur
Losung vorlegen:

40. Von einem Dreiecke kennt man die drei Mittel-
linien; das Dreieck ist zu konstruieren.

41. Von einem Parallelogramme kennt man die beiden
Seiten und den Winkel zwischen den Diagonalen; das
Parallelogramm ist zu konstruieren. (Man verschiebe
die eine Diagonale, bis einer ihrer Endpunkte mit einem
Endpunkte der anderen Diagonale zusammenfillt.)

42. Gegeben sind zwei Kreise; eine Strecke von der
Léinge s ist mit ihren Endpunkten auf diese beiden
Kreise so zu legen, daf} sie zu einer gegebenen Geraden
parallel wird.

43. Gegeben ist ein Dreieck 4 B(; demselben ist ein
gleichseitiges Dreieck von moglichst groflem Flichen-
inhalte umzuschreiben. (Die Aufgabe kommt darauf
hinaus, durch den Schnittpunkt zweier Kreise (Fig. 18)
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§ 5. Methode der Umformung der Figur. 29

eine Gerade zu ziehen, fiir welche die Summe der Sehnen
moglichst grof ist. Aufgabe 34.)

44. Von einem Trapeze kennt man die Diagonalen
und die beiden nicht paral-
lelen Seiten; das Trapez ist
zu konstruieren.

45. Von einem Vierecke
kennt man die vier Seiten
und die Linge der Strecke,
welche die Mitten der Dia-
gonalen verbindet; das Vier-
eck ist zu konstruieren. (Man
verbinde die Mitten der Dia-
! gonalen mit den Mitten der
Seiten.)

46. Auf einer geraden Fig: 18.

Linie ¢ liegen zwei Punkte A
und A’; dieselben sind durch die Punkte P und P’ har-
monisch so zu teilen, dal PP’ eine gegebene Linge s hat.

47. Ein Trapez ist zu konstruieren aus den parallelen
Seiten und den Diagonalen.

48. Von einem Vierecke kennt man die Diagonalen,
zwei gegeniiberliegende Seiten und den Winkel zwischen
letzteren; das Viereck ist zu konstruieren.

19. Gegeben sind zwei Kreise K, , K, und ein Punkt P
(Fig. 19); durch den Punkt P ist jene Gerade x zu ziehen,

Fig. 19.

die aus beiden Kreisen gleiche Sehnen herausschneidet.
(Man denke sich die Aufgabe geldst und K, so lange
parallel zur gefundenen Geraden verschoben, bis seine

1
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30 I Abschnitt. AufliisunggeometrischerKonstruktionsaufgaben.

Sehne s auf die Sehne s des Kreises K, fallt. Von dem
neuen Mittelpunkte () erscheint die Zentrale unter einem
rechten Winkel; die Tangente von P an K ist gleich der
Tangente von P an K, .)

50. Gegeben sind zwei Kreise K, , K, und eine Ge-
rade g; es ist parallel zu ¢ eine Gerade z so zu ziehen,
daB die Summe der Sehnen, welche sie aus beiden Kreisen
ausschneidet, gleich einer gegebenen Strecke s wird. (Ver-
schiebt man den Kreis K, (Fig. 20) parallel zur gegebenen

Fig. 20.

Geraden um die Strecke s, so erhilt man den Kreis K/;
sucht man die Symmetrale dieser beiden Kreise und ver-
schiebt den Kreis K, parallel zur gegebenen Geraden, bis
sein Mittelpunkt in die Symmetrale fallt, so bestimmt
er schon die gesuchte Gerade z.)

B) Umlegung.

1. Man bringt bei dieser Methode die Figur
durch Bewegung eines Teiles derselben in eine
fir die Ausfithrong giinstigere Lage. Vorteilhaft
ist es wieder, die gegebenen Stiicke in die Figur ein-
zuzeichnen, gleiche Winkel und Strecken zur Deckung
zu bringen, oder eine symmetrische Zeichnung zu erzeugen
so, daBl ein gesuchter Punkt auf der Symmetrie-
achse zu liegen kommt.
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§ 5. Methode der Umformung der Figur. 31

Dies soll durch einige Ubungsaufgaben erldutert
werden.

51. Von einem Dreiecke kennt man die Seiten a, b
und die Differenz der Winkel « — p=¢. (Legt man
das gesuchte Dreieck so
um, daB A auf I3 und B
auf A4 fillt, so erhdlt man
ein neues Dreieck mit den
Seiten @, b und dem ein-
geschlossenen Winkel 4.)

52, Von einem Vier-
ecke ABCD, dem sich
ein Kreis einschreiben 4
1aBt (Tangentenviereck),
kennt man die Seiten
AD, AB, den Winkel D
und den Winkel B; das
Viereck ist zu konstru-
ieren. (Man ziehe die D
Symmetrale des Winkels Fig. 21.

A (Fig. 21); D, C, seien
die Gegenpunkte von D und C beziiglich dieser Sym-
metralen; dann ist ¢, D, auch Tangente an den Kreis.)

53. Von einem Sehnenvierecke ABCD kennt man
die vier Seiten; das Sehnenviereck ist
zu zeichnen. (Man zeichne (Fig. 22)
B,A=AD, B,C, parallel BC und
DE =B,C,; dann ist Dreieck ADE
kongruent dem Dreiecke AB, C .
Das Dreieck (AE ist zunéchst zu
konstruieren; dabei ist zu beachten,
daB AE:AC=AD:AD; siehe geom.
Ort f.)

54. Gegeben ist eine Gerade [,
ein Punkt F und eine Gerade ¢
durch F; es ist auf g jener Punkt
X zu suchen, welcher von F' und !
gleich weit absteht. (Man ziehe n
normal zu ¢ durch F'und suche die Symmetrale von » und’.)

55. Glegeben ist eine Gerade g, auf derselben ein
Punkt 4, auBerdem ein Kreis K; man konstruiere einen

S

&y
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32 I Abschnitt. Auflssunggeometrischer Konstruktionsaufgaben.

Kreis mit dem Mittelpunkte X so, daB er gin A beriihrt und
den Kreis X rechtwinklig schneidet. (A’— K schneide 9

Fig. 23.

in A rechtwinklig, X liegt
dann auf der Symmetralen
(Potenzlinie) von K und K”.)

56. In einem Kreise K
ist ein Dreieck A B( so ein-
zuschreiben, daB die Punkte
a, 8,y die Mitten der zu
den Seiten des Dreieckes ge-
hérigen Bogen sind. (Dreht
man einen beliebigen Punkt
P (Fig. 23) der Kreigperi-
pherie um $ nach P, , dann P,
um « nach F,, P, um y nach
P;,s0ist A die Mitte von P, P.)

57. Gegebenist ein Kreis
K und drei von seinem

Mittelpunkte ausgehende Linien «, ), ¢; es ist ein Drei-
eck ABC dem Kreise so umzuschreiben, daB A auf a,

Fig. 24. b

B auf b und C auf ¢ zu liegen kommt. (Spiegelt man
(Fig. 24) die beliebige Tangente ¢ des Kreises an «, die
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§ 5. Methode der Umformung der Figur. 33

so erhaltene Tangente ¢ an b und ¢’ an ¢, wodurch man
#” erhilt, so schlieBt die Seite b des gesuchten Dreieckes
mit ¢ und ¢” gleiche Winkel ein.)

58. Gegeben ein Dreieck A BC und durch C eine ge-
rade Linie g; auf g ist jener Punkt X zu suchen, von
dem aus die Seiten AC und BC
unter gleichen Winkeln erscheinen.
(Man spiegle das Dreieck A BC in
bezug auf die Linie g.)

59. Gegeben ist ein Dreieck
ABC und auf der Linie 4B ein
Punkt D ; man suche auf AC jenen
Punkt X, von dem aus die beiden
Strecken AD und DB unter den-
selben Winkeln erscheinen. (Man
bestimme den zu B in bezug auf D X
symmetrisch liegenden Punkt B, .)

60. Gegeben sind zwei Kur-
ven C; und C, und eine Gerade g;
senkrecht zu ¢ ist eine Gerade x
go zu ziehen, daBl beide Kurven Fig. 52.
auf ihr, vom Schnittpunkt g mit x
aus gerechnet, gleiche Stiicke abschneiden. (Man lege C,
um ¢ um und bringe die umgelegte Kurve mit C; zum
Schnitt.)

61. Gegeben eine Gerade g und zwei auf derselben
Seite der Geraden liegende Punkte 4 und B; auf g ist

ein Punkt X so zu suchen, daB 4 X + X B ein Minimum
wird. (Man lege 3 um g
um und verbinde den
so erhaltenen Punkt
62. Gegeben ein
Dreieck ABC und auf
der Seite 4 B Punkt P;
diesem Dreiecke ist ein
neues Dreieck PXY
so einzuschreiben, daB Fig. 26.
i die Seiten des gesuchten
Dreieckes mit den Seiten » und ¢ des gegebenen Dreieckes
gleiche Winkel einschliefen (Fig. 25).

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 3
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34 I.Abschnitt. Auflésunggeometrischer Konstruktionsaufgaben.

63. Gegeben ist ein Dreieck ABC; demselben ist
ein Dreieck von kleinstem Umfange einzuschreiben.
(Nach dem in der Aufgabe 62 beniitzten Vorgange wird
diese Aufgabe auf folgende zuriickgefiihrt (Fig. 26): ,,Ge-
geben sind zwei gerade Linien m:, #; auf jeder der-
selben ein Punkt M resp. N; es sind zwei Punkte R
und S auf m resp. n so zu bestimmen, dall RM = SN

und RS ein Minimum ist; RS steht senkrecht auf der
Winkelhalbierenden.)

C) Drehung.

1. Dreht man eine Figur /' um ein Zentrum O um
den Winkel «, so beschreiben alle Punkte der Figur
Kreisbogen mit verschiedenen Radien aber gleichen
Zentriwinkeln « .

Eine Gerade g wird um den Winkel & gedreht,
indem man z. B. ihre Normale um den Winkel « dreht.
Die neue Lage g, der Geraden schliefit mit der ur-
spriinglichen Geraden g den Drehungswinkel « ein.

Denkt man sich ferner O als Ahnlichkeitszentrum
und von ihm aus die Figur f, in einem bestimmten Ver-
hiltnisse vergroBert oder verkleinert oder, wie Petersen
sagt, mit einer Zahl multipliziert, so erhidlt man eine
neue Figur f,, welche zu f; und daher auch zu f &hn-
lich ist.

2. Sind umgekehrt zwei &hnliche Figuren f,
und f, welche denselben Umlaufungssinn haben,
in einer Ebene gegeben, so ist man immer im-
stande, einen Punkt O so zu bestimmen, dal} f
durch Drehung um O und Multiplikation mit einer
bestimmten Zahl mit f, zur Deckung gebracht
werden kann.

Wir brauchen diesen Satz nur fiir den Fall zu be-
beweisen, dal3 die Figur / eine Strecke 43 und die
Figur f, eine andere Strecke 4, B, ist, indem bei gleichem
Umlaufungssinne beider Figuren die anderen Punkte von
selbst zur Deckung kommen, sobald diese beiden Strecken
zur Deckung gebracht werden. Zur Losung dieser Auf-
gabe beachte man, daBl der Winkel, den die beiden
Strecken im Punkte S (Fig. 27) miteinander einschlieflen,
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§ 5. Methode der Umformung der Figur. 35

schon der gesuchte Drehungswinkel « ist. O muf daher
mit 4, 4,, S auf einem Kreise K; und mit B, B;, S auf
einem zweiten Kreise K,
liegen. Die Zahl, mit wel-
cher f multipliziert werden
» By

AB

3. Bei sehr vielen Auf-
gaben wendet man die
Drehung um einen Punkt,
eventuell auch den zuletzt
‘ erwahnten Satz, mit groiem
] Vorteile an.

mull, ist

Wir wollen dies wieder K,
an einigen Ubungsauf-
gaben erliutern: Fig. 27.

64. Gegeben drei gerade
Linien p, ¢, r und auf p der Punkt 4; ein gleichseitiges
Dreieck ist so zu konstruieren, daB einer der Eckpunkte
mit A4 zusammenfillt und die beiden anderen auf den

Fig. 28.

geraden Linien ¢ und » liegen. (Man drehe (Fig.28) die
Seite b, die Qerade » und damit den Punkt C um 60°
nach b , 7, C;.)

65. Gegeben ist ein Quadrat; demselben ist ein gleich-
seitiges Dreieck einzuschreiben, welches von einem, auf
einer der Seiten des Quadrates gegebenen, Punkte ausgeht. .

3*

http://Amww.dmg-lib.de
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66. Gegeben sind zwei gerade Linien ¢ und «,, auf jeder
derselben ein Punkt 4 resp. 4, und auflerhalb der Geraden
ein Punkt P; durch P

B m A4— ~ soll eine Gerade =z,

\/Q\\ welche die gegebenen
o

Geraden in X resp. X,
schneidet, so gezeich-
th net werden, daB

g AX 4, X, = e,

" wobei m und m, ge-
gebene Zahlen sind.
(Man trage (Fig.29) auf
den Geraden a und a,
r4, von A resp. A, aus
‘ zwel Strecken m resp.
\ m, auf, wodurch man
die Punkte B und B,
erhédlt. Nun betrachte
man 4 und A4,, B

X, und B, als homologe
Punkte #hnlicher Sy-

o, steme und bestimme

Fig. 29. nach Fig. 27 den Dre-

hungspunkt 0. Da
nun das Dreieck X X,0 #hnlich ist dem Dreiecke 4 4,0,
80 ist L X = 44 ; daher liegt X auf einem Kreisbogen K
itber OP.) (Nach Fig. 4.)

67. Gegeben sind zwei Gerade ¢ und @, und auf jeder
derselben ein Punkt 4 resp. 4,, auBlerdem noch ein
Punkt P, welcher auf keiner der Geraden liegt; man
soll durch P eine Gerade ziehen, welche die gegebenen
Linien in X resp. X, so schneidet, dal AX + 4, X, = s,
einer gegebenen Strecke, wird. (Trigt man auf « die
Strecke A B = s ab, so mufl 4, X, = X B sein, womit die
Aufgabe auf 66 zuriickgefiihrt ist.)

68. Gegeben sind zwei gerade Linien ¢ und a, , auller-
dem ein Punkt P; durch P eine Gerade X X, so zu ziehen,
dafl das Dreieck 4XX, einen gegebenen Flicheninhalt
besitzt. (Man konstruiere zuerst ein Dreieck A4 P4, ,
welches flichengleich mit dem gesuchten Dreieck ist,
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§ 6. Methode der Inversion. 37

wobei A, auf @, liegen muB. Die Flicheninhalte der
beiden Dreiecke PX, 4, und PAX sind gleich; daher ist
AX:4,X,="h,:h, wobei h und h, die Abstinde des
Punktes P von @ resp. a, sind; dadurch ist diese Auf-
gabe auf 66 zuriickgefiihrt.)

Petersen behandelt in seinem wiederholt erwéhnten
Buche noch eine ganze Reihe sehr schoner Aufgaben
nach der Drehungsmethode, indem er die zwei folgenden
Sitze benutzt:

a) Wenn ein Polygon sich so bewegt, daB es
sich immer #ahnlich bleibt und drei von seinen
Eckpunkten gerade Linien beschreiben, welche
nicht durch denselben Punkt zu gehen brauchen, -
so beschreibt auch jeder andere Eckpunkt des
Polygones eine gerade Linie. (Beweis?)

b) Wenn ein Polygon sich so bewegt, dall es
sich immer ahnlich bleibt und drei seiner Seiten
sich um feste Punkte drehen, welche aber nicht-
in einer geraden Linie zu liegen brauchen, so
drehen sich alle Seiten des Polygones um feste
Punkte. (Beweis?)

§ 6. Methode der Inversion.

Eine sehr niitzliche Methode zur Losung geometrischer
Konstruktionsaufgaben, namentlich solcher, welche den
Kreis betrefien, ist die Methode der Inversion oder
der reziproken Radien. Sie gestattet Figuren, welche
Kreise enthalten, in einfachere Figuren zu verwandeln.

1. Zunichst miissen wir das Prinzip der
Inversion (Prinzip der reziproken Radien) er-
! ldutern.

Gegeben sei (Fig. 30) ein Kreis K mit dem Radius »
und ein Punkt P. Bringt man die Zentrale des Punktes P
mit der Polaren p von P beziiglich K zum Schnitt, so
erhilt man den Punkt P’, jenen Punkt, der P in bezug
auf K nach dem Prinzipe der Inversion zugeordnet ist.

Aus dem rechtwinkligen Dreiecke O AP folgt sofort

OP-0P =r?,

I
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1
also Q’_l
Q 3

wenn 7 =1 und OP, O P mit ¢ resp. ¢’ bezeichnet werden.
Daher nennt man dieses Abbildungsprinzip auch das
Prinzip der reziproken Radien.
K heiBt der Grundkreis, O das Inversions-
zentrum und #? die Potenz der Inversion.

»
A

N

Q
4
Q

Fig. 30.

2. Bewegt sich (Fig. 30) P auf der Geraden g, so
bewegt sich auch P’ auf derselben Geraden; riickt P
immer weiter hinaus, so nihert sich P’ immer mehr dem
Punkte O; dem unendlich fernen Punkte von ¢ entspricht O
als inverser Punkt. Nihert sich P auf der Geraden g¢
dem Punkte O, so entfernt sich P’ von O, der Punkt ¢
des Kreises fillt mit seinem entsprechenden Punkte ¢’
zusammen.

Die Beziehung zwischen P und P’ ist eine in-
volutorische, d. h. fallt P auf P’, so kommt P’ auf P
zu liegen, wie aus der Gleichung

OP.0FP =t
folgt.

Die ganze auBlerhalb des Kreises liegende Ebene ist da-
durch auf die Fliche innerhalb des Kreises abgebildet; samt-
liche unendlich ferne Punkte haben den Punkt O als Bild.

Bewegt sich P auf einer geraden oder krummen Linie,
so bewegt sich P’ auf einer Linie, welche das inverse
Bild der ersten Kurve heifit. Insbesondere entspricht ¢
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sich selbst (Eig. 30), d.h. g fallt mit seiner entsprechenden
f Linie ¢ zusammen. Auch K entspricht sich selbst,
und zwar Punkt fiir Punkt.

3. Fiir das Folgende sind einige Sétze, die wir jetzt
ableiten wollen, von Wichtigkeit:

a) Entsprechen sich (Fig. 31) die Punkte P und P’, @
und ¢ beziiglich K nach dem Prin-
zip der reziproken Radien, so ist:

AOPQ o NOYP,
denn es ist:

0P . 0P'=00 - 04,
also:

OP:0Q = 0@ :0P".

| Die vier Punkte PP/, Q¢ liegen
also auf einem Kreise, welcher den Kreis K rechtwinklig
schneidet (c).

b) Beschreibt Peine Gerade g, so beschreibt P’
einen durch O gehenden
Kreis.

Beweis. Ist(Fig.32)0¢
die Normale auf g, P ein
beliebiger Punkt von ¢, und
sind @’ und P’ die inversen
Punkte von @ und P, so
mufB nach a)

SOP( = £0QP = 90°

‘ gein. P’ liegt also auf |
| dem Kreise mit dem Halb- \
\ messer 0¢'. x

Aus der Figur folgt auch, i
wie man zur Geraden g den \
inversen Kreis ¢’ konstruiert.

¢) Sind 4 und A, B und B’ inverse Punkte auf
einer und derselben Geraden aus O und P, P’ irgend ein
weiteres inverses Punktepaar (Fig. 33), so ist

LA APB~AAPH,

Fig. 31.

4

Fig. 32.

|
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denn aus a) folgt

< OA’ P = 40P4A ,
ebenso

OB P = $O0PHB ,
demnach ist

S AP'B =< APB

(aber entgegengesetzten Sinnes). o
Daraus ergibt sich: Beschreibt P den Kreis K, mit 4 5
als Durchmesser, so beschreibt P’ den Kreis K mit A’B’
als Durchmesser.
Die inverse Figur eines Kreises ist demnach
- wieder ein Kreis; beide Kreise liegen so, daBl 0
ihr duBerer Ahnlichkeitspunkt ist.

T
¢
/—><
\\\
0 ~B\
K
\ //

\\A_,// Fig. 33,

Ist K, gegeben, so zeichnet man K] am vorteil-
haftesten, indem man zum Punkte @ den inversen
Punkt ¢ sucht und den Mittelpunkt von K] aus der

- dhnlichen Lage zu K, bestimmt. (Die Mittelpunkte der
beiden Kreise sind nicht inverse Punkte.)

d) Aus der Fig. 33 laBt sich noch ein wichtiger Satz
schlieBen: Ist A P ein unendlich kleines Dreieck, so kann
man dessen inverse Figur zusammenfallend denken mit dem
Dreiecke A’P’B’. Diesesist dem Dreiecke A P Bihnlich, weil:

S P =P und <« B =<B.
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Daraus ergibt sich folgender Satz:

Sind (, €, zwei Kurven, welche sich unter
dem Winkel o schneiden, so schneiden sich ihre
inversen Figuren (], Cj unter demselben Winkel «;
beriithren sich insbesondere die beiden Kurven, so be-
rithren sich ihre inversen Figuren ebenfalls. ,

DieAbbildung ist also dhnlich in den kleinsten
Teilen, winkeltreu oder konform.

4. Mit dem eben erwihnten Abbildungsverfahren
steht ein zweites, welches

wir spiiter brauchen wer-

den, in inniger Beziehung:

Es sei O (Fig. 34) ein % P
fester Punkt, » eine ge- § e
gebene Strecke, P ein be- P o r

liebiger Punkt der Ebene; Fig. 34,

man ziehe O P und suche

auf der Verlingerung dieser Linie iiber O hinaus einen

Punkt P’ so, dal}

OP - OP = —12.

Weist man irgend zwei Punkte P> und P’ der Ebene
einander zu, welche dieser Gleichung geniigen, so ist
dadurch auch eine Verwandtschaft zwischen den Punkten
der Ebene festgelegt.

Konstruiert man nun (Fig. 34) den Punkt P” nach
der fritheren Methode, so also, dafl

so sieht man, daB P’ aus P” durch Drehung um 180°
erhalten wird.

Sind also F' und I zwei inverse Figuren fiir O als
Inversionszentrum und 72 als Potenz, und dreht man F”
‘ um O um 180°, wodurch man F” erhilt, so sind " und F”
| inverse Figuren fiir O als Inversionszentrum und —r?
als Potenz.

Der Radius des Grundkreises fiir die Potenz —r?2
ist #Y—1, also imaginér.

Die frither entwickelten Sitze gelten auch fiir die
Inversion mit einer negativen Potenz:
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Einer Geraden entspricht wieder ein Kreis durch
den Mittelpunkt der Inversion, einem Kreise wieder ein
Kreis, wobei aber jetzt O der innere Ahnlichkeitspunkt
beider Kreise ist; die Abbildung ist auch winkeltreu,
zwei inverse Winkel haben wieder entgegengesetzten Sinn.

Ubungsaufgaben:

69. Auller dem Grundkreise K ist eine Gerade gegeben;
ihr inverses Bild ist zu konstruieren, wenn die Gerade
den Kreis beriihrt, ihn schneidet oder an ihm vorbeigeht.

Gegeben ist der Grundkreis K und noch ein Kreis K, ;
man konstruiere die inverse Figur zu K, in folgenden Fallen:

,, K, gehe durch den Mittelpunkt von K; K, moge
K von auflen oder von innen beriihren; K, schneide K
unter einem schiefen, rechten Winkel; K, mdge ganz
innerhalb oder auflerhalb I liegen.<

70. Die Gesamtheit aller Kreise, welche die-
selbe Potenzlinie haben, nennt man ein Kreis-
biischel.

a) Schneiden sich irgend zwei von diesen Kreisen, so
liegen ihre Schnittpunkte auf der gemeinschaftlichen Potenz-
linie und gehoren somit simtlichen Kreisen des Biischels an.
Das Biischel hat dann zwei reelle Grundpunkte und
besteht aus der Gesamtheit aller Kreise, welche durch
diese zwei Punkte gehen (Elliptisches Kreisbiischel).

b) Es kann aber auch der Fall eintreten, dafl kein
Kreis des Biischels mit einem anderen desselben
reelle Punkte gemein hat (Hyperbolisches Kreis-
biischel).

Sind dann K, und K, zwei Kreise dieses Biischels,
so konnen aus ihnen unschwer weitere Kreise des Biischels
konstruiert werden:

Ist ndmlich P der Schnittpunkt ihrer Potenzlinie mit
ihrer Zentralen, so hat P in bezug auf alle Kreise die-
selbe Potenz p2. Von P aus miissen sich daher an sdmt-
liche Kreise des Bilischels gleich lange Tangenten (= p)
ziehen lassen. Die Beriihrungspunkte aller dieser Tan-
genten liegen also auf einem Kreise K, welcher P als
Mittelpunkt hat und simtliche Kreise des Biischels recht-
winklig schneidet.

Will man nun einen weiteren Kreis K des
Biischels konstruieren, so ziehe man einen beliebigen
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Radius von K und errichte in seinem Endpunkte E die
Normale, welche die Zentrale in einem Punkte O; schneidet.
Der Kreis 0, (FE) gehort dem Biischel an, denn er hat
im Punkte P auch die Potenz p2.
Aus dieser Konstruktion folgt auch die Beziehung:
72 =d? —p?,
wobei r der Radius des Kreises (), d der Abstand seines
Mittelpunktes von P und p? die konstante Potenz im
Punkte P ist.

Setzt man d=p,
so wird r=20,

d. h. dieses hyperbolische Biischel enthalt auch
zwei Punkte (Punktkreise); es sind dies die Schnitt-
punkte der Zentralen mit dem Kreise K.

c) Ist p die gemeinschaftliche Potenzlinie eines
Biischels, ¢ irgend ein Punkt der Potenzlinie, so hat
derselbe in bezug auf alle Kreise des Biischels die gleiche
Potenz g2 ;es lassen sich also von ihm aus an alle Kreise des

‘ Biischels gleich lange Tangenten ziehen.

Schligt man um @ mit der Linge ¢ dieser Tangenten
einen Kreis, so schneidet er samtliche Kreise des Biischels
orthogonal.

Aus jedem Punkte ¢ der Potenzlinie erhiilt man
also einen Kreis, welcher simtliche Kreise des gegebenen
Biischels orthogonal schneidet.

d) Die Gesamtheit aller dieser Orthogonal-
kreise bildet ein neues Biischel, welches die Zen-

| trale des gegebenen Biischels zur Potenzlinie hat.
| Beweis: Irgend ein Kreis K des ersten (gegebenen)
Biischels wird ndmlich von simtlichen Kreisen des zweiten
,, Biischels orthogonal geschnitten. Die Tangenten in
i diesen Schnittpunkten an die Kreise des zweiten Biischels
| gehen also durch den Mittelpunkt O; des angenommenen
] Kreises K,. Der beliebige Punkt O, der Zentrale des
ersten Biischels hat daher gleiche Potenz in bezug auf
samtliche Kreise des zweiten Biischels.

e) Hat das erste Biischel reelle Grundpunkte,
so hat das orthogonale Biischel keine reellen
Grundpunkte. Das orthogonale Biischel hat die Knoten-
punkte des ersten Biischels zu Punktkreisen.
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Hat jedoch das erste Biischel keine reellen
Grundpunkte, so hat das zweite Biischel reelle
Grundpunkte, und zwar in den Punktkreisen des ersten
Biischels.

f) Zeichnet man von einem Systeme konzen-
trischer Kreise und ihrer Durchmesser die in-
verse Figur, so erhdlt man zwei orthogonale
Kreisbiischel.

71. Gegeben sei der Kreis K, und auBerhalb desselben
der Punkt P.

Zieht man von P die Tangenten an K; und schligt

mit der Linge
K der Tangenten den
Kreis X um P,
, so entspricht K,
K, 5 sich selbst in-
vers in bezug auf
A den Kreis K; was
S zu beweisen ist.
B Die Kreise K
’ und K, schnei-
den einander
rechtwinklig.
Die einander ent-
Fig. 35. sprechenden
Punkte 4 und 4’,
B und B ... (Fig. 35) des Kreises X, bilden dabei eine
Involution. Die Potenz unserer Inversion ist die Potenz
des Punktes P in bezug auf den
B Kreis K .

. Auch wenn P innerhalb K,
(Fig. 36) liegt, kann man eine In-
K 5 version mit P als Zentrum fest-
legen, in welcher K, sich selbst
entspricht. Die Potenz der In-
A version ist dann wieder gleich der
Potenz desPunktes P in bezug auf

den Kreis K, also negativ.

Der Grundkreis K der Inversion ist hier imaginar.

72. Gegeben sei der Kreis K, und ein Punkt P auBer-
halb oder innerhalb von K, (Fig. 37a, b); man bestimme

Fig. 36.
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zu einem weiteren Punkte ¢ den zugehdrigen Punkt ¢
in jener Inversion, welche P zum Zentrum hat, und
den Kreis K, in sich selbst tiberfiihrt.

I'ig. 87a. Fig. 37b.

73. Gegeben sind zwei Kreise K, und K,, welche
sich im Punkte 4 beriihren; man nehme 4 als Inversions-
zentrum und zeichne die inversen Figuren zu K, und K, ;
welche- Lage werden diese Figuren zueinander haben'?

v

Fig. 38.

74. K,, K, seien zwei Kreise, p sei ihre Potenzlinie,
K, ein Kreis, welcher beide beriihrt, { eine gemeinsame
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Tangente, welche zum selben Systeme berithrender
Kreise gehort wie K; (Fig. 38).

K, schneidet dann die Potenzlinie p unter
demselben Winkel, unter dem ¢ die Potenzlinie
schneidet; ein Satz, der zur Auflssung des Apollonischen
Beriihrungsproblemes Anwendung findet.

Man ziehe zum Beweise von O aus Tangenten an
K, (oder K,) und betrachte die Liinge derselben als Radius

Fig. 99,

eines Kreises K, in bezug auf welchen man zu der
ganzen Figur die inverse Figur zeichnet; K, K, und p
entsprechen sich selbst in dieser Inversion; aus K, wird
die gemeinschaftliche Tangente K;. Die Abbildung ist
winkeltreu.

75. Gegeben sind ein Kreis KX und zwei Punkte A
und B; man konstruiere jenen Kreis, welcher dnrch A
und B geht und K beriihrt.

Man nehme einen beliebigen Punkt des Kreises als
Inversionszentrum, wenn moglich, einen der Schnittpunkte
der Symmetralen von 4B mit K.

76. Gegeben sind drei Kreise K, K,, K,, welche
einen Punkt S gemeinsam haben; man konstruiere jenen
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Kreis, welcher alle drei Kreise beriihrt. (Man nehme S
als Zentrum der Inversion an.)

77. Gegeben sind der Kreis I, , die Punkte P’ und @;
man ziehe durch P (Fig. 39) eine beliebige Sekante,
welche K, in A und A’ schneidet, und lege dann durch
A, A und @ den Kreis K, ; dndert man die Sekante 4P,
so erhdlt man neue Kreise K, , welche alle aufler durch
Q noch durch einen zweiten festen Punkt ¢’ gehen, also
ein Biischel bilden. (Die Tangenten von P an K und K,
sind gleich lang; schligt man mit dieser Tangente um P
einen Kreis KX und betrachtet denselben als Inversions-
kreis, so entsprechen K; und alle Kreise K, sich selbst.
K, muB also noch durch jenen Punkt @ gehen, welcher
¢ in der Inversion entspricht.)

78. Gegeben ein Kreis K; und zwei Punkte ¢ und ¢’;
es ist ein Kreis zu zeichnen, welcher durch ¢ und ¢’ geht
und K, beriihrt (77).

79. Gegeben sind zwei Kreise K, und K,; es ist
jener Kreis K zu zeichnen, in bezug auf welchen sich
die beiden Kreise invers entsprechen (mit positiver Potenz).

Der Mittelpunkt O von K (Fig. 40) mufl der duBere
Ahnlichkeitspunkt von K, , K, sein; der Radius » von K
folgt aus der Gleichung:

?=0A4.04=08B-0F .

Da die beiden Kreise inverse Figuren sind, so ergibt
sich auch weiter:

OP.OP =0Q-0@ =r2.

Aus der Inversion folgt sofort, dafll jener Kreis X,
welcher K, in @ (Fig. 40) berithrt und durch @ geht,
auch K, in ¢ berithren muB; denn er entspricht in der
Inversion sich selbst, schneidet also den Inversionskreis
senkrecht. Daraus folgt der oft gebrauchte Satz:

Beriihrt ein Kreis zwei gegebene Kreise, so
geht die Verbindungslinie der beiden Beriihrungs-
punkte durch einen Ahnlichkeitspunkt, und zwar
durch einen #uBeren, wenn die Beriihrung mit den
beiden Kreisen gleichartig, durch den inneren, wenn
die Berithrung mit den beiden Kreisen eine ungleich-
artige ist.
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Die Potenz des duBleren Ahnlichkeitspunktes in be-
zug auf alle gleichartig berithrenden Kreise K; ist also
konstant und zwar gleich

v —04-04—0B-0B=0P 0P

Wie gestaltet sich die vorhergehende Aufgabe, wenn
man an Stelle des &dufBleren Ahnlichkeitspunktes den
inneren Ahnlichkeitspunkt als Inversionszentrum an-
nimmt? (K wird dann imaginir.)

Fig. 40.

80. Legt man durch die inversen Punkte ¢, ¢’ der
Fig. 40 (Aufgabe 77) irgend einen Kreis K, , so entspricht
er in bezug auf den Inversionskreis K sich selbst, schneidet
also K orthogonal und die beiden Kreise K, , K, unter
gleichen Winkeln. K, ist ein Isogonalkreis der beiden
Kreise K, , K, .

Jeder Orthogonalkreis von K ist ein Isogonal-
kreis von K, K,, weil er sich in der Inversion selbst
entspricht.
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Es seien nun drei Kreise M, , M,, M, gegeben;
Ay, 2 sei ein Ahnlichkeitspunkt von M, und M,, K, ; jener
Kreis, in bezug auf welchen M, und M, einander
invers entsprechen mit 4,, als Inversionszentrum:
;s und K, 5 sollen die analoge Bedeutung fiir die
Kreise M, , M, haben.

Alle Orthogonalkreise von K » resp. K; ; schnei-
den nach Aufgabe 80 die Kreise M, und M, resp. I,
und M, unter gleichen Winkeln. Alle gemeinsamen
Orthogonalkreise von K; » und K; 4 schneiden also alle
drei gegebene Kreise unter gleichen Winkeln.

Die Gesamtheit der Orthogonalkreise von zwei Kreisen
bilden ein Biischel (70), welches die Zentrale der zwei
Kreise zur Potenzlinie hat.

Die Gesamtheit aller so erhaltener Isogonal-
kreise von M, M,, M, wird also ein Biischel
bilden, welches die Ahnlichkeitsachse « zur
Potenzlinie hat.

Nun kann man von einer anderen Ahnlichkeitsachse
der drei Kreise ausgehen, man erhilt wieder ein Biischel
von Isogonalkreisen, welches diese Ahnlichkeitsachse zur
Potenzlinie hat.

Es gilt also der Satz:

»,Die Gesamtheit aller Isogonalkreise der drei
gegebenen Kreise bilden vier Kreisbiischel mit
je einer Ahnlichkeitsachse als Potenzlinie.«

Je zwei M, M,, M, beriihrende Kreise gehéren
einem und demselben Biischel an.

Z sei das Potenzzentrum der drei Kreise,
K jener Kreis, welcher alle drei Kreise recht-
winklig schneidet, also jener Kreis, welcher um Z
mit einem Radius beschrieben wird, gleich der Linge
der Tangenten, die man von Z an die drei Kreise legen
kann.

Nimmt man nun K als Inversionskreis an, so ent-
sprechen die Kreise M, M,, M, als Orthogonal-
kreise von K sich selbst, und jedem Isogonalkreise
der drei Kreise entspricht ein Isogonalkreis desselben
Biischels, insbesondere jedem beriihrenden Kreise der
drei Kreise ein anderer beriihrender Kreis derselben
drei Kreise.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 4
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Zwei in bezug auf I invers liegende Kreise haben
aber Z als Ahnlichkeitspunkt und schneiden sich auf K.
Daraus folgt:

a) Die Grundpunkte der vier Isogonalkreis-
biischel liegen auf K; K gehort also allen vier
Isogonalkreisbiischeln an.

Die Grundpunkte sind also die Schnittpunkte
der Ahnlichkeitsachsen mit K.

b) Die berithrenden Kreise desselben Biischels
schneiden K in den eben erwdhnten Grund-
punkten und haben Z als Ahnlichkeitspunkt.

Diese Bemerkungen werden bei der Losung des
Apollonischen Berithrungsproblemes von Nutzen sein.

81. Gegeben sind zwei Kreise X, K, und ein Punkt P;
es ist jener Kreis zu zeichnen, welcher durch P geht und
beide Kreise berithrt. (Man nehme einen Ahnlich-
keitspunkt von K, und K, als Inversionszentrum
an, bestimme den Radius r des Inversionskreises, in
bezug auf welchen K, und K, einander entsprechen.

Der gesuchte Kreis entspricht in dieser Inversion
sich selbst und muf daher durch jenen Punkt P’ gehen,
welcher invers zu P ist. Diese Aufgabe ist dann zuriick-
gefithrt auf 78.

Als Inversionszentrum nehme man einmal den
duBeren, dann den inneren Ahnlichkeitspunkt an.

82. Gegeben eine Gerade gy, ein Kreis K, und
ein Punkt P; es sind Kreise X zu konstruieren,
welche ¢ und K, beriithren und durch P hindurch-
gehen (Fig. 41).

Man nehme A4 oder J als Inversionszentrum an, be-
stimme den Grundkreis K so, daf K, und g einander
invers entsprechen (fiir den Punkt J wird dieser Grund-
kreis imaginir).

Die Potenz der Punkte 4 und J in bezug auf die
gesuchten Kreise laBt sich unmittelbar aus der Figur

bestimmen.
83. Gegeben sei ein Kreis K und » Inversionen
0.(r)), 0y(ry) , O5(73), ..., Ou(r,); man suche zu K be-

ziglich O,(r,) den inversen Kreis K,, zu K, bezliglich
0, (r,) den inversen Kreis K, , zu K, beziiglich O;(r,) den
inversen Kreis K, usw. Schlieflich erhidlt man den
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Kreis K, durch Inversion des vorletzten Kreises K, 1
an 0,(r,) .

K, kann auch mit K zusammenfallen; dann muB
0,(r,) jener Grundkreis sein, durch welchen K,_; in K
ibergefithrt wird (Aufgabe 71).

Wir wollen voraussetzen, daBl 0, derart ge-
wahlt wurde.

Nimmt man nun auf K einen Punkt 4 an, so ent-
stehen durch die aufeinanderfolgenden Inversionen die
Punkte 4, auf K,, A4, auf K,, ..., schlieBlich ein Punkt 4,

£

auf K,,, welcher mit dem auf K angenommenen Punkte 4
im allgemeinen nicht zusammenfallt. Wir stellen folgende
Aufgabe:

Es soll 4 auf dem Xreise K so bestimmt
werden, daB 4 mit 4, zusammenfallt.

Der gesuchte Punkt heile X. Die Aufsuchung
desselben ist die Aufgabe des Folgenden.

Bei dieser Aufgabe spielen zwei Punkte eine Hauptrolle:

Sucht man zu 0, in der zweiten Inversion O,(r,) den
entsprechenden Punkt, zu dem so erhaltenen Punkte den
entsprechenden Punkt in der dritten Inversion O, (r;) usw.,
so erhilt man nach sukzessiver Inversion an den n — 1
Zentren Oy, ..., O, den Punkt H, .

Sucht man nun zu O, in der Inversion O,_;(r._i)
den zugehérigen Punkt, zu dem so gefundenen den
entsprechenden in bezug auf O,_,(r,-2) usw., die Reihe

4*
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der Inversionen in entgegengesetzter Folge durchlaufend,
so erhialt man schliefilich nach den » —1 Inversionen
den Punkt H, .

Jeder Geraden « aus IH, entspricht nach Vor-
nahme der aufeinanderfolgenden » Inversionen
an O, Oy, ..., 0, eine Gerade o’ aus H, .

Beweis. Durch die erste Inversion wird a iiber-
gefilhrt in einen Kreis a,, welcher durch O, hindurch-
geht; dieser Kreis wird durch die zweite Inversion
wieder in einen Kreis verwandelt usw. SchlieBlich
erhilt man nach » —1 Inversionen einen Kreis, der
durch O, gehen mufi, weil H,, welches auf « liegt, nach
den n —1 aufeinanderfolgenden Inversionen auf 0, zu
liegen kommt. Durch die noch fehlende Inversion an 0,
wird der zuletzt erhaltene Kreis in eine Gerade o’ iiber-
gefiihrt.

Die Gerade a geht dabei durch die erste Inversion
an O, in einen Kreis @, iiber, welcher durch O, gehen
muBl; der Kreis a; geht also durch die aufeinander-
folgenden Inversionen an O, Os, ..., O, auch in die
Gerade o iber. Weil aber @, durch O, geht, so muBl
« durch I, gehen, womit der Satz bewiesen ist.

Das Strahlenbtischel /7, geht daher durch die # In-
versionen an O, ..., O, in das Strahlenbiischel H, iiber.

Aus den Punkten H, und H, ergibt sich die Losung
unserer Aufgabe, wobei wir aber zwei Fille unterscheiden
miissen, je nachdem » gerade oder ungerade ist.

Bei jeder Inversion ist ndmlich der Winkel «
seinem entsprechenden gleich aber entgegengesetzten
Sinnes.

Unterwirft man den Winkel n aufeinanderfolgenden
Inversionen, so wird die GroBe des Winkels erhalten
bleiben, der Sinn aber nur dann, wenn » gerade ist.
Ist » ungerade, so hat sich der Sinn des Winkels um-
gekehrt.

a) n sei gerade.

Verbindet man den gesuchten Punkt X auf K,
mit I, , so wird dieser Verbindungsgerade nach den » In-
versionen die Linie XFH, entsprechen. Beide Linien
miissen im Punkte X mit dem Kreise gleiche Winkel
von demselben Sinne einschliefen. Dies ist nur mog-
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lich, wenn X auf die Verbindungslinie der Punkte
H,, H, fallt.

Unsere Aufgabe hat also zwei Losungen: Die
Schnittpunkte der Geraden H;H, mit dem ur-
spriinglichen Kreise K.

b) » sei ungerade.

Die Gerade I, H, entspricht sich in diesem Falle
nicht mehr selbst.

Rechnet man diese Gerade zum Biischel H, und be-
zeichnet sie mit s, so entspricht ihr nach obigem eine
Gerade s von H,; rechnet man aber die Gerade H,IH,
zum Biischel I, und bezeichnet sie dann mit o, so ent-
spricht ihr eine Gerade o aus I .

Die Geraden H H,, s und ¢ missen den Kreis K
unter denselben Winkeln schneiden, sie miissen daher
ein und denselben zu K konzentrischen Kreis beriihren.
Ferner entspricht dem Geradenpaare s, s das Geraden-
paar o, ¢; es miissen daher die Winkel o, s und o, §
gleich sein.

Beides ist aber nur dann moglich, wenn H, und H,
vom Mittelpunkte des Kreises K gleich weit entfernt sind.

Legt man nun durch H;, H, und den Mittelpunkt
des Kreises K einen neuen Kreis, so schneidet derselbe
den Kreis K in den gesuchten Punkten X; denn die
Verbindungsgerade jedes dieser Schnittpunkte mit H;
schneidet K unter demselben Winkel, wie die Ver-
bindungslinie dieses Punktes mit H,.

Petersen behandelt (a.a. O. Nr. 201) dieselbe Auf-
gabe; er entwickelt aber nicht die Eigenschaft, da die
Punkte H, und H, von dem Mittelpunkte des Kreises K
gleich weit abstehen. Seine Konstruktion der Punkte X
ist daher weniger einfach als die eben angegebene.

84.*) Gegeben sind ein Kreis K und vier Punkte
0,,0,,0,, 0,; dem Kreise K ist ein Viereck X YZO so
einzuschreiben, daB die Seite X Y durch O, , YZ durch 0, ,
Z0 durch 0,, 0X durch O, geht.

(Man fithre den Kreis K durch Inversion an O, in
sich selbst iiber (Aufgabe 71), hierauf durch Inversion
an 0, wieder in sich selbst; analog durch Inversion an 0,

*) Petersen a.a. O.

http://Amww.dmg-lib.de



54 I Abschnitt. Auflosung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

und O,. Der Kreis K ist dann durch vier bestimmte
Inversionen in sich selbst iibergefithrt. Der Punkt X
wird nach Nr. 83a gefunden.)

85.*) Gegeben ein Kreis und drei Punkte O, , 0, , O;;
es ist ein Dreieck zu zeichnen, welches dem Kreise ein-
geschrieben ist so, daf seine Seiten durch die gegebenen
Punkte gehen.

(Zuriickzufithren auf Aufgabe 83b.)

Fig. 42a. Fig. 42b,

86. Gegeben sind drei Kreise K, , K, , K;; es ist
ein Kreis zu zeichnen, welcher alle drei Kreise
beriihrt. (Apollonisches Beriihrungsproblem.)

Die angegebenen Methoden setzen uns in den
Stand, eine ganze Reihe von Verfahren zur Auflésung
dieser altberiihmten Aufgabe zu geben; wir wollen in
den Absitzen a), b), ¢), d) einige Lésungsweisen anfiihren.

a) Man kann diese Aufgabe immer auf folgenden
speziellen Fall reduzieren:

,Gegeben sind zwei Kreise und ein Punkt;
es ist jener Kreis zu suchen, welcher die zwei ge-
gegebenen Kreise beriithrt und durch den Punkt
geht.«

Diese Aufgabe hat (81) vier Ldsungen.

Die Zuriickfiihrung der allgemeinen Aufgabe
auf diesen speziellen Fall ergibt sich aus folgender
Uberlegung:

*) Petersen a. a. O.
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Es seien m und n zwei Kreise, y ein sie berithrender
Kreis (Fig. 42, 43).

Wir lassen diese drei Kreise sich so dndern, daB
ihre Mittelpunkte unveréndert bleiben und y immer m
and » beriihrt; die Kreise konnen sich also nur aus-
dehnen und zusammenziehen.

Beriihrt y die beiden Kreise m und n gleichartig
(Fig. 42a, b), so werden die Radien der beiden Kreise
dabei gleichzeitig wachsen oder gleichzeitig abnehmen.

Beriihrt y die beiden Kreise m und » ungleichartig
(Fig. 43a, b), so muB von den Kreisen m und #» der
eine wachsen und gleichzeitig der andere abnehmen.

Sind nun drei Kreise K|, K,, K; mit den Mittel-
punkten O, 0,, O, und den Radien r,, 7,, 7, gegeben,
und ist X jener Kreis, welcher alle drei Kreise beriihrt,
so 1Bt man den Kreis K, auf den Punkt O; sich redu-
zieren und gleichzeitig, dem Erkldrten nach, die anderen
Kreise sich ausdehnen oder zusammenziehen, wodurch
die Zuriickfithrung auf 81 erfolgt ist.

Die Ausfiithrung der ganzen Konstruktion ge-
staltet sich folgendermafen:

Man schlage um O, zwei Kreise X; und K3 mit den
Radien 7,7, und r,—7, , um O, ebenfalls zwei Kreise Kj
und K7 mit den Radien »,+7r, und r; —7; . Man suche
nun jene Kreise, welche durch O, gehen, aufBerdem K3
und K% oder Ky und Ky beriihren, und zwar jedesmal
die beiden Kreise gleichartig beriihren (vier Losungen).
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Man suche ferner jene Kreise, welche durch O, gehen,
aullerdem K, K7 oder Ky, Kj beriihren, und zwar jedes-
mal ungleichartig (vier Losungen).

Die gefundenen acht Kreise sind schon konzentrisch
mit den gesuchten Kreisen. Die Aufgabe hat daher
acht Losungen.

b) Man nehme die Aufgabe als gelost an, lasse dann
die Radien der Kreise um ein bestimmtes Stiick wachsen
oder abnehmen so lange, bis zwei Kreise, z. B. K/
und K; einander im Punkte ¢ beriihren (Fig. 44).

Fig. 44,

Nimmt man nun ¢ zum Inversionszentrum, so
verwandeln sich K] und Kj in parallele Gerade usw.

c) K sei jener Kreis, welcher alle drei Kreise senk-
recht schneidet (S. 49).

Nimmt man auf KX einen Punkt O als Inversions-
zentrum an, so verwandeln sich die gegebenen Kreise
in Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden
liegen; durch nochmalige Inversion kann man auf den
Fall kommen, welchen Fig. 3 darstellt.

Vorteilhaft ist es, das Inversionszentrum woméglich
im Schnittpunkte von K mit einem der gegebenen
Kreise anzunehmen.
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Schneiden sich zwei der gegebenen Kreise,
so ist es vorteilhaft, das Inversionszentrum im Schnitt-
punkte derselben anzunehmen, wodurch sie in gerade
Linien verwandelt werden.

Es empfiehlt sich auch, zuerst nach 86, a einen Kreis
auf einen Punkt zu reduzieren, bevor man die Inversion
anwendet.

d) Mittels der in Aufgabe 80 entwickelten Sitze er-
gibt sich folgende Losung des Apollonischen Beriihrungs-
problemes:

Gegeben sind die Kreise M, , M,, M; (Fig. 4D).

Fig. 45.

Wir gehen von einer Ahnlichkeitsachse, z. B. von
der 4uBeren Ahnlichkeitsachse a aus und konstruieren
einen Isogonalkreis W des Isogonalkreisbiischels, fiir
welche a die Potenzlinie ist.

Zu diesem Zwecke nehmen wir auf 3/, einen Punkt B,
an und konstruieren den inversen Punkt B, auf M, in
bezug auf A4, . als Inversionszentrum; auflerdem suchen
wir zu B, den inversen Punkt B, auf J; in bezug auf 4, s
als Inversionszentrum.

Der Kreis W durch die drei Punkte B, B,, B;
ist ein Isogonalkreis (80).
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Konstruiert man nun die Potenzlinie von W
und M, und bringt sie zum Schnitt mit ¢ im Punkte ¢,
so hat @ dieselbe Potenz in bezug auf M, und W;
da aber ¢ auf « liegt, so hat @ auch in bezug auf
den gesuchten Kreis X, welcher dem Isogonal-
kreisbiischel W angehort, dieselbe Potenz, denn «
ist die Potenzlinie dieses Blschels. ¢ ist daher ein
Punkt der Potenzlinie von X und M, .

Da nun X und M, einander beriihren sollen, ihre
Potenzlinie also ihre gemeinschaftliche Tangente sein
mul}, so folgt daraus sofort die Konstruktion des Be-
rithrungspunktes von X und M, (Fig. 45).

e) Eine elegante Losung des Apollonischen Beriih-
rungsproblemes werden wir in dem folgenden Paragraphen
auf Grund rdumlicher Betrachtungen kennen lernen.

§ 7. Rilumliche Betrachtungen als Hilfsmittel
zur Lisung geometrischer Konstruktionsaufgaben.

1. Rédumliche Betrachtungen werden zur Lésung geo-
metrischer Konstruktionsaufgaben oft vorteilhaft benutzt,
z. B. zur Losung der folgenden Aufgabe:

,,Gegeben ist ein Kegelschnitt; es ist ein zweiter
Kegelschnitt zu konstruieren, welcher den gegebenen
Kegelschnitt doppelt beriihrt und drei weitere Be-
dingungen erfiillt, z. B. durch drei Punkte geht.«

Auf diese Aufgabe wollen wir aber nicht niher ein-
gehen, sondern rdumliche Betrachtungen nur zur Lésung
von Aufgaben und Siatzen heranziehen, die in dem Rahmen
der jetzt behandelten Aufgaben liegen.

2. Wir wollen zuerst mittels rdumlicher An-
schauung einige Sdtze beweisen, die wir spiter
brauchen werden.

a) Es seien die Kreise K; und K, mit den Mittel-
punkten O, resp. O, und den Radien », resp. », gegeben.

Man denke sich senkrecht zur Zeichenfliche in den
Punkten O; und 0, die Radien r, resp. », aufgetragen
und die so erhaltenen Punkte S, und S, mit simtlichen
Punkten der Kreise K, resp. K, verbunden.

Dadurch erhdlt man Kegelflichen, welche auf den
Kreisen aufstehen, und welche wir rechtwinklige Kegel-
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flachen nennen wollen, weil jeder Achsenschnitt derselben
ein rechtwinkliges, gleichschenkliges Dreieck ist.

Zieht man nun in den beiden Kreisen zwei gleich-
gerichtete Radien, so sind dieselben Projektionen von zwei
parallelen Erzeugenden der Kegelflichen. Legt man durch
diese Erzeugenden eine Ebene, so geht deren Spur durch
den Schnittpunkt 4 der Verbindungslinie der Kegelspitzen
mit der Zeichenebene, also geht auch die Verbindungs-
gerade der Endpunkte der Radien durch 4.

Wir haben dabei beide Kegelflichen auf derselben
Seite der Zeichenebene gedacht.

Nimmt man den Punkt S, auf einer Seite der Zeichen-
ebene und den Punkt S, auf der anderen an, so er-
hilt man ganz analog die Haupteigenschaft des
inneren Ahnlichkeitspunktes der beiden Kreise.

b) Es seien (Fig. 46) drei Kreise K, K,, K; mit
den MittelpunktenO;, 0,, O, und den Radienr,r,,7;
gegeben.
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Man errichte in den Mittelpunkten wieder Strecken
mit den Radien » resp. », und »,, z. B. alle oberhalb
der Zeichenebene; man erhilt dadurch die Punkte S, , S, , S, .

Der Schnittpunkt der Linie S,S, mit der Zeichen-
fliche ist der dullere Ahnlichkeitspunkt 4,, der beiden
Kreise K, K,; analog ist 4,, der Schnittpunkt der
Geraden S, S, und d,; der Schnittpunkt der Ge-
raden S, S; .

Die drei Geraden S, S,, §,S;, S,S, liegen in der Ebene,
welche die Spitzen der Kegel bestimmen; daher liegen
ihre Spurpunkte A4,,, 4,;, Ay, in einer Geraden.

Denkt man sich ferner die Kegelflichen auf andere
Art errichtet: iiber K, oberhalb, iiber K, und K,
aber unterhalb der Zeichenfliche, so erhilt man durch
eine ganz analoge Betrachtung den Satz, daB die
drei Punkte J,,, J;;, 4,; in einer Geraden liegen
miissen, usw.

Damit ist folgender Satz rdumlich bewiesen:

Die sechs Ahnlichkeitspunkte von drei Kreisen
bilden die Ecken eines vollstandigen Vierseites.

Die Seiten des Viereckes nennt man die Ahnlich-
keitsachsen der drei Kreise.

c¢) Auch die Hauptsitze der Polarentheorie fiir
den Kreis kann man durch rdumliche Anschauung sofort
gewinnen:

Gegeben sei ein Kreis K. Man denke sich denselben
als groiten Kreis einer Kugel, welche zur Hilfte oberhalb,
zur Hélfte unterhalb der Zeichenfliche liegt.

Nimmt man nun einen Punkt P auBlerhalb der Kugel
an, so ist seine Polare p die orthogonale Projektion des
Beriihrungskreises jenes Kegels, welchen man von P an
die Kugel legen kann. Bewegt sich 7 in einer Geraden g,
so dndert sich dieser Beriihrungskreis, geht aber immer
durch die Beriihrungspunkte der Tangentialebenen, die
man von g an die Kugel legen kann. Die Polare des
Punktes P wird sich also um G' drehen, wenn P die
Gerade ¢ beschreibt.

Wenn (¢ eine Gerade f beschreibt, wird ¢ sich
um einen Punkt I drehen, demy POIQ von f; denn die
Polare g von G wird nach obigem gefunden, indem man
durch G eine Normale zur Zeichenfliche zieht, sie mit
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der Kugel zum Schnitte bringt im Punkte S, dann in S
die Tangentialebene an die Kugel legt, welche die Zeichen-
fliche in der gesuchten Geraden g schneidet.

f ist die Projektion eines Kreises s der Kugel. Die
Tangentialebenen in simtlichen Punkten dieses Kreises
umbhiillen einen Rotationskegel, dessen Spitze F' in der
Zeichenfliche liegt.

Bewegt sich nun G auf der Geraden f, so wird der
Punkt S immer auf dem Kreise s liegen, daher wird seine
Tangentialebene immer durch F' gehen, d. h.: Bewegt sich
(¢ auf der Geraden f, so dreht sich die Polare ¢ um den
Punkt F'.

d) Wir wollen noch einen Satz, welchen wir spéter
oft brauchen werden, durch rdumliche Betrachtung
beweisen.

Dieser Satz ist der folgende:

,,Sind 4, B, C und 4, B, (' zwei Dreiecke der-
selben Ebene, @, b, ¢ und o, ¥, ¢ ihre Seiten, und
gehen die Verbindungslinien entsprechender
Punkte 4, A’, B, B, C, (" durch ein und denselben
Punkt S der Ebene, so schneiden sich die ent-
sprechenden Seiten a, @, b,l,c,¢ in Punkten
P,Q, It, welche in einer Geraden s liegen.

Umgekehrt gilt:

,,Schneiden sich die Seiten a, a, b, ¥, ¢, ¢ in
Punkten P, @, B einer Geraden, so gehen die
Verbindungslinien entsprechender Ecken durch
ein und denselben Punkt S.¢

Wir wollen beide Aussagen durch rédumliche Be-
trachtung beweisen; dabei werden wir folgende zwei,
wohl unmittelbar einleuchtende, Sitze anwenden:

1. ,,Liegt eine Gerade g in einer Ebene F', so
liegt ihr Spurpunkt mit einer zweiten Ebene B
in der Schnittlinie der Ebene E mit der Ebene F'.¢

2. ,,Projiziert man eine Gerade g auf eine
Ebene E, so geht die Projektion der Geraden
immer durch den Spurpunkt von ¢ mit £, ob nun
das Projektionszentrum im Endlichen oder im
Unendlichen liegt.*

«) Es seien nun ABC und A’B'C’ zwei Dreiecke
der Ebene F in einer derartigen gegenseitigen
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Lage, dal} die Verbindungslinien der Punkte 4, 4,
B, B, €, ¢’ durch ein und denselben Punkt Sgehen.

Wir zieheh durch S eine nicht in E liegende, sonst
aber beliebige Gerade & und nehmen auf derselben zwei
Punkte O und ¢ an; den Punkt O verbinden wir mit
den Ecken des Dreieckes 4 BC und den Punkt (¥ mit
den Eckpunkten des zweiten Dreieckes A’B’(".

Die Linien O4 und (Y4’ werden sich in einem
Punkte A” schneiden, weil sie in einer und derselben
Ebene liegen, ebenso werden sich die Geraden OB, OB’
in B” und die Geraden OC, (¥’ in C” schneiden.

Wir haben im Raume ein Dreieck A”B”C” er-
halten, von welchem die beiden gegebenen Dreiecke
Zentralprojektionen sind, und zwar ist 4 BC die Pro-
jektion von A”B”C” aus O und A’B'C’ die Zentral-
projektion desselben Dreieckes aus (V.

Die Geraden « und « miissen daher durch den Spur-
punkt der Geraden B”C” mit der Ebene F gehen. Der
Punkt P(=a X ') ist also der Spurpunkt der Geraden B” (.

Analog ist @ (=bX¥) der Spurpunkt der Geraden A" ("
und der Punkt R(==¢<¢’) der Spurpunkt der Geraden 4”B"
mit der Ebene F'.

Da aber die Punkte 47, B”, C” in einer Ebene liegen,
so mussen die Punkte P, @, R in einer Geraden liegen,
némlich in der Schnittlinie dieser Ebene mit der Ebene E .

Damit ist die erste Aussage des Satzes: nach-
gewiesen.

B) Es seien ABC und A’B'(’, zwei Dreiecke der-
selben Ebene, in einer derartigen Lage, daB die
Schnittpunkte P, ¢, R der entsprechenden Seiten
e und «, b und ¥, ¢ und ¢ auf einer und derselben
Geraden s liegen.

Wir legen durch s eine Hilfsebene H und zeichnen
in derselben ein Dreieck A”B”(” derart, daB B”C” durch P,
C”4” durch @ und 4”B” durch R geht.

Die Seiten dieses neuen Dreieckes nennen wir a”, 1/, ¢’;
legen wir nun durch die Geraden ¢ und ¢” eine Ebene,
ebenso durch b, b resp. ¢, ¢’, so schneiden sich diese
drei Ebenen in einem Punkte O; O ist derjenige Punkt
des Raumes, aus welchem das Dreieck A”B”C” in ABC
projiziert wird.
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Analog finden wir den Punkt (¥, aus welchem das
Dreieck 4”B”C” in A BC projiziert wird.

Die Gerade O(’ schneidet die Ebene F in einem
Punkte S, welcher mit den Punkten 4, A’ resp. B, B’
und C, ¢’ auf einer Geraden liegen muf}; denn die
Punkte O’ liegen mit dem Punktepaare 4, A’ in einer
Ebene, ebenso mit dem Punktepaare B, B’ und dem
Punktepaare C, ', womit der Satz vollstindig be-
wiesen ist.

Zwei Dreiecke in einer derartigen Lage nennt man
zwei perspektiv liegende Dreiecke oder zwei homologe
Dreiecke.

3. Abbildung der Kreise einer Ebene auf den
Raum (Zyklographie von Fiedler).

K sei ein Kreis der Ebene F, O sein Mittelpunkt,
r sein Radius; man errichte in O die Normale auf E
und mache sie gleich dem Radius r; man erhdlt da-
durch einen Punkt P.

Ist umgekehrt P gegeben, so findet man zu P
einen einzigen Kreis der Ebene I/, indem man von
P auf E die Normale fillt und um den FuBpunkt der-
selben den Kreis beschreibt mit einem Radius, der
dem Abstande des Punktes P von E gleich ist.

Pbestimmt mit dem Kreise K einen rechtwinkligen
Kegel, den wir schon frither kennen gelernt haben. Jedem
Kreise K entsprechen zwei Punkte des Raumes,
einer oberhalb und einer unterhalb der Zeichen-
flache. (Wir wollen die Ebene E horizontal annehmen.)

Reduziert sich der Kreis auf einen Punkt, so
ist derselbe sein riumliches Bild. Einer Geraden g

entsprechen zwei Ebenen, welche durch g gehen und 7

mit K einen Winkel von 45° einschlieBen.

4. Gegeben sei ein Kreis K der Ebene E; P sei sein i

raumliches Bild, und zwar oberhalb der Ebene E (Fig. 47).

Nimmt man nun auf einer Erzeugenden e der Kegel-
fliche irgend einen Punkt an, so entspricht ihm ein be-
stimmter Kreis in der Ebene E, welcher den Kreis K
im Spurpunkte @ der Erzeugenden ¢ beriithren wird.
Liegt dabei der Punkt oberhalb der Ebene E aber
tiefer als P etwa wie P,, so wird der zugehdrige
Kreis K, den Kreis K von innen berithren, wihrend
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der Kreis K, , welcher zu P, (Fig. 47) gehort, den Kreis K
umfassend beriithrt; die Kreise K;, welche zu allen
unterhalb der Ebene liegenden Punkten der Kegelflichen
gehéren, werden den Kreis K von auBen beriihren.

5. Losung des Apollonischen Beriihrungs-
problemes.

Diese wenigen Bemerkungen gestatten, das Apol-
lonische Beriihrungsproblem zu 1ésen:

iy Fig. 47.

K,, K,, K; seien die gegebenen drei Kreise, man
konstruiere die zugehérigen Kegel nach der Methode
der Zyklographie. Zu jedem Kreise gehoren zwei
Kegel. Wir wollen zunéchst nur jene drei Kegel
betrachten, welche oberhalb der Zeichenfldache
liegen.

Je zwei von diesen Kegeln schneiden sich nach einer
Kurve, die eine Hyperbel ist, wie wir gleich sehen
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werden. Die Schnittpunkte X; X, dieser Hyperbel mit
dem dritten Kegel sind Punkte, welche allen drei Kegeln
angehoren.

Konstruiert man nun zu diesen gemeinsamen Punk-
ten X, , X, die zugehorigen Kreise der Zeichenebene, so
missen dieselben die gegebenen Kreise beriihren,
sie sind also zwei der gesuchten Kreise.

Weitere Losungen erhédlt man, wenn man die Kegel
nicht nur oberhalb der Zeichenfliche, sondern einen Teil
derselben oberhalb, den anderen Teil unterhalb dieser
Ebene annimmt.

6. Durchfiithrung der Konstruktion zur Losung
des Apollonischen Beriihrungsproblemes.

1. Die vorige Nummer enthilt wohl die allgemeine
Auflésung des Apollonischen Beriihrungsproblemes; um
die Konstruktion auf mdglichst einfachem Wege durch-
fiilhren zu konnen, sind noch einige Bemerkungen
wichtig, die wir jetzt geben wollen:

a) In Fig. 48 sind in orthogonaler Projektion Grund-
und Aufril von zwei rechtwinkligen Kegelflichen P, , P,
dargestellt, deren Achsen auf der horizontalen Projektions-
ebene senkrecht stehen und von der vertikalen Projektions-
ebene gleich weit entfernt sind.

Die zweite Projektion der Schnittfigur dieser beiden
Kegel ist ein Teil der Linie ¢,; die Schnittfigur liegt daher
in einer Ebene und ist eine Hyperbel.

Die erste Spur e, der Ebene, in welcher die Schnitt-
figur liegt, geht durch die gemeinschaftlichen Punkte
von K{ und K7, d. h.: Die Grundrifispur der Ebene,
in welcher die Schnittfigur der beiden Kegel-
flaichen liegt, ist die Potenzlinie der beiden Kreise
K, und K, .

b) Die Verbindungsgerade P, P, schneidet die Grund-
rilebene in 4, einem Ahnlichkeitspunkte der beiden
Kreise. Die Linie @, der Fig. 48 ist die Polare des
Punktes 4 in bezug auf den Kreis K,; a, und a, sind
die Spuren einer Ebene, welche durch P, geht und welche
die Polarebene des Punktes 4 in bezug auf den
Kegel P, genannt wird.

Die Punkte 4”, B, C, D der Projektionsachse sind
vier harmonische Punkte; die vier Strahlen, welche Py

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. b
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mit diesen vier Punkten bildet, sind daher vier har-
monische Strahlen, welche bekanntlich von jeder Ge-
raden, also auch von ¢, nach vier harmonischen Punkten
geschnitten werden.

Da nun der Punkt 2 der Fig. 48 der Mittelpunkt
der Strecke 1, 3 ist, also der vierte harmonische Punkt
der Punktreihe 7, 2, 3 im Unendlichen zu liegen kommf,
so muB a, parallel ¢, und daher die Ebene a,, a, parallel
zur Ebene ¢, , ¢, sein.

] s
; /
: /
N\ ! /
N/
R
X RSN |
e B K i
i \{ LA
02’ //

Fig. 48.

Folglich gilt der Satz:

Die Ebene ¢, ¢,, welche die Schnittfigur der
beiden Kegel P,, P, enthilt, ist parallel zur Polar-
ebene a,, a, des Punktes 4 beziiglich der Kegel-
flache K, (oder der Kegelfliche K,).

c) Es sei K ein Kreis der Zeichenfliche (Fig. 49);
itber demselben sei wieder ein rechtwinkliger Kegel (mit
der Spitze P) errichtet. Die Projektion P’ der Spitze
auf die Zeichenfliche fillt mit O zusammen.

Ein Punkt I der Zeichenfliche sei mit dem Punkte P
durch eine Gerade h verbunden, %’ ist deren Projektion.
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Durch den beliebigen Punkt (+ der Zeichenebene sei eine
Gerade ¢ parallel zu & gezogen (¢ parallel 7/ ist ihre
Projektion). Es sollen die
Schnittpunkte X, Y der
Geraden g mit der Kegel-
flaiche bestimmt werden.

Man lege durch % und g eine
Hilfsebene; dieselbe schneidet
die Zeichenebene in der Linie s
und den Kegel nach zwei Er-
zeugenden, welche sich in OM
und ON projizieren. Die ge-
suchten Punkte X, Y miissen auf
diesen Erzeugenden liegen; X', ¥’ Fig. 49.
sind damit (Fig. 49) gefunden.

2. Mit Hilfe dieser Bemerkungen und des friiher
genommenen konnen wir nun das Apollonische Be-
rithrungsproblem leicht losen:

Gegeben seien die Kreise K, K,, K, mit den
Mittelpunkten O,, O,, 0, (Fig. 50).

a) Man denke sich iiber diesen Kreisen die recht-
winkligen Kegelflichen P, P,, P, errichtet und zwar alle
oberhalb der Zeichenfliche. Man hat die gemeinschaft-
lichen Punkte dieser drei Kegel zu bestimmen.

Zu diesem Zwecke bringe man den Kegel P, mit
dem Kegel P, zum Schnitte. Die Schnittfigar liegt in
einer Ebene s; 2, welche durch die Potenzlinie P1,2 geht
und parallel ist zu jener Ebene, welche durch die
Polare @, » und P, bestimmt ist, wie wir in a) und b)
der vorigen Nummer gezeigt haben.

Nun bringe man die Kegelfliche P; mit der Kegel-
fliche I, zum Schnitte. Die Schnittkurve wird in jener
Ebene s; 5 liegen, welche durch die Potenzlinie p; ; geht
und parallel ist zur Ebene a, 3, P, .

b) Gemeinsame Punkte der drei Kegelflichen
werden also in der Schnittlinie ¢ der beiden
Ebenen s;» und s;,3 liegen und werden erhalten, in-
dem man die Gerade ¢ mit irgend einem der drei Kegel,
z. B mit P, zum Schnitte bringt.

Nun ist g parallel zu der Schnittlinie % der beiden
Ebenen a3, P, und a;3, P,; man bestimmt daher

5*
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die Projektionen X’, ¥’ der Schnittpunkte von g und P,
nach der Nummer ¢ (Fig. 49).

Die so gefundenen Punkte X’ und Y’ sind
schon die Mittelpunkte von Kreisen, welche alle
drei Kreise berithren, und zwar in Punkten,
welche man findet, indem man X’ und Y” mit den
Mittelpunkten der gegebenen Kreise verbindet.

Fig. 50.

¢) Auf diese Weise wurden zwei Kreise erhalten.

Weitere beriithrende Kreise erhalten wir, wenn
wir nicht alle drei Kegel auf derselben Seite der
Zeichenebene annehmen, sondern zwei auf der einen und
den dritten auf der anderen Seite.

Aus jeder dieser Annahmen erhdlt man zwei
Kreise, also im ganzen acht. Mehr Losungen erhilt
man nicht, weil z. B. die Annahme, alle drei Kegel liegen
oberhalb der Ebene, dieselben Losungen hat, wie die
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Annahme, alle drei Kegel liegen unterhalb der Zeichen-
ebene.

3. Diese Gergonnesche Losung des Apollonischen
Beriihrungsproblemes kann man auch in anderer Form
darstellen:

Der Schnittpunkt H von a; s und a; 5 (Fig. b0) ist
nidmlich der Pol einer Ahnlichkeitsachse der drei
Kreise (§ 7, 2b).

Der Schnittpunkt  der Geraden p;, und p,; ist
das Potenzzentrum der drei Kreise (§ 6); die Linie O, H
steht senkrecht auf der Ahnlichkeitsachse; daher steht
auch ¢ senkrecht auf der Ahnlichkeitsachse.

Zur Auffindung der Mittelpunkte X’ und ¥’ gehe
man also so vor:

Man suche zuerst das Potenzzentrum G der
drei Kreise (Fig. 50), dann den Pol H einer Ahnlich-
keitsachse in bezug auf den Kreis K,. Verbindet
man H mit (r, soschneidet diese Linie den Kreis K,
in zwei Punkten M und N; die Projektionen der
Punkte M und N aus O, auf die Senkrechte ¢ aus
auf die Ahnlichkeitsachse liefern die gesuchten
Punkte X’ und Y.

Aus jeder der vier Ahnlichkeitsachsen der drei Kreise
erhilt man zwei Losungen, also im ganzen acht Losungen.

In Fig. 50 wurden alle acht beriihrende Kreise ge-
zeichnet; um die Figur nicht zu iiberladen, wurde die
Konstruktion nur fiir die gleichartig beriihrenden Kreise
durchgefiihrt.

Ubungsaufgaben.

88. Welchen Ort erfiillen die riumlichen Bilder P
aller Kreise der Ebene, welche zwei gerade Linien be-
rithren?

89. Die Gesamtheit aller Kreise, welche dieselbe
Potenzlinie haben, nennt man ein Kreisbiischel.

Schneiden sich zwei Kreise des Biischels in reellen
Punkten, hat also das Kreisbiischel reelle Grund-
punkte, so gibt es unter den Kreisen des Biischels
einen kleinsten, ndmlich den, der die gemeinschaftliche
Sehne zum Durchmesser hat; haben aber die Kreise des
Biischels keine reellen Grundpunkte, so gehoren zu diesen
Kreisen auch zwei Punkte K, und K, .
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Ist namlich P der Schnittpunkt der Potenzlinie mit
der Zentralen der Kreise, p? die Potenz des Punktes P
in bezug auf alle Kreise des Biischels, d der Abstand
des Mittelpunktes eines der Kreise des Biischels von P,
r der Radius dieses Kreises, so gilt immer die Gleichung:

2= ? — p*.
r=20,
d=p.

Es wird also:

wenn

Welche Kurven erfiillen nun die rdumlichen Bilder
eines Kreisbiischels mit reellen Grundpunkten, welche
die Bilder eines Kreisbiischels mit imagindren Grund-
punkten?

90. Zu jedem Kreisbiischel gehort ein orthogonales
Kreisbiischel. Ist nimlich p die gemeinsame Potenz-
linie des ersten Biischels, so ist jeder Punkt von p der
Mittelpunkt eines Kreises, welcher alle Kreise des ersten
Biischels senkrecht schneidet.

Zeichnet man alle diese orthogonalen Kreise, so
bilden sie wieder ein Kreisbiischel, welches imaginére
Grundpunkte hat, wenn das erste Biischel reelle,
und reelle Grundpunkte, wenn das erste Biischel
imaginédre hat.

Gegeben ist nun ein Kreisbiischel und das dazu
orthogonale Kreisbiischel. Welches sind die riumlichen
Bilder der Kreise beider Biischel?

91. Gegeben ein Punkt A der Zeichenebene und ein
Kreis K: welchen Ort erfiillen die rdumlichen Bilder
aller Kreise der Ebene, welche durch den Punkt A gehen
und K beriihren?

92. Gegeben eine Gerade g; welchen Ort erfiillen
die raumlichen Bilder aller Kreise der Ebene, welche die
Gerade ¢ beriithren?

93. Glegeben eine Gerade und ein Punkt; welchen
Ort erfiillen die Spitzen aller rechtwinkligen Kegelflichen,
welche zu jenen Kreisen gehiren, welche die Gerade be-
rithren und durch den Punkt gehen?

94. Gegeben ein Kreis; welchen Ort erfiillen die
raumlichen Bilder aller Kreise der Ebene, welche diesen
Kreis beriihren?
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95. Gegeben zwei Kreise; welchen Ort erfiillen die
Spitzen aller rechtwinkligen Kegelflichen, welche zu den
Kreisen gehoren, die beide gegebene Kreise beriihren?

96. Gegeben ein Kreis und eine Gerade; welchen
Ort erfiillen die Spitzen aller rechtwinkligen Kegelflichen,
welche zu den Kreisen gehoren, die den gegebenen Kreis
und die gegebene Gerade beriihren?

97. Gegeben zwei Kreise K, und XK,; zieht man
Linien, wie sie aus Fig. 51 hervorgehen, so ist P ein Punkt
der Potenzlinie der beiden Kreise. (Der Beweis ergibt
sich aus Fig. 48 durch Umlegung der Symmetrieebene
der beiden Kegelflichen.)

Fig. 51.

98. Gegeben zwei Kreise und ein Punkt P.
Man konstruiere die vier beriithrenden Kreise nach
der erérterten Gergonneschen Konstruktion.

Die Potenzlinie eines Punktes und Kreises halbiert
die Tangenten, welche man von dem Punkte an den
Kreis legen kann. Ist ein Punkt und ein Kreis gegeben,
so fallen suBerer und innerer Ahnlichkeitspunkt derselben
mit dem gegebenen Punkte zusammen. Sind zwei Kreise
und ein Punkt gegeben, so gibt es also nur zwei Ahn-
lichkeitsachsen.

99. Gegeben sind zwei Kreise und eine Gerade;
man konstruiere sidmtliche Kreise, welche die
beiden Kreise und die Gerade beriihren.

Artet von zwei Kreisen der eine Kreis in eine Ge-
rade aus, so fallt die Potenzlinie der beiden Kreise mit
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der Geraden zusammen, der innere und der #uBlere Ahn-
lichkeitspunkt fallen auf den festen Kreis, und zwar
ist der innere Ahnlichkeitspunkt jener Punkt des
Kreises, welcher der Geraden am néachsten ist, und
der duBere der, welcher von der Geraden am ent-
ferntesten ist.

Die ganze Konstruktion gestaltet sich wie friiher.

100. Gegeben ein Kreis, eine Gerade und ein
Punkt; man konstruiere simtliche Kreise, welche
den gegebenen Kreis und die Gerade beriihren
und durch den gegebenen Punkt gehen.

Artet von zwei Kreisen der eine in eine Gerade aus,
wahrend sich der zweite auf einen Punkt zusammenzieht,
so fallt die Potenzlinie mit der Geraden zusammen, und
die beiden Ahnlichkeitspunkte vereinigen sich in dem
Punkte.

Die Gergonnesche Konstruktion kann wieder an-
gewendet werden.

101. Gegeben ein Kreis und zwei Punkte; es
sind jene Kreise zu konstruieren, welche durch
die beiden Punkte gehen und den gegebenen
Kreis beriihren.

Ziehen sich zwel Kreise in Punkte zusammen, so
geht ihre Potenzlinie in die Symmetrale der beiden
Punkte iiber, der innere Ahnlichkeitspunkt fallt mit
dem Mittelpunkte der Zentralen zusammen, wihrend der
auBere Ahnlichkeitspunkt im Unendlichen liegt.

§8. Niiherungsweise Losung von Konstruktionsaufgaben.

1. Im Vorhergehenden haben wir die wichtigsten
Methoden kennen gelernt, welche bei der Auflésung geo-
metrischer Konstruktionsaufgaben von Vorteil sind, und
sie an einer groBen Reihe von Aufgaben angewendet.

Weitere Aufgaben findet man in dem oft zitierten
Buche von Petersen , Methoden und Theorien
zur Auflésung geometrischer Konstruktionsauf-
gaben, ins Deutsche {ibersetzt von Fischer-Benzon,
Kopenhagen 1879, und in zahlreichen anderen Biichern.
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Liegt eine geometrische Konstruktionsaufgabe zur
Loésung vor, so wird man aber nicht selten trotz der
angegebenen Methoden ldngere Zeit nachdenken und die
Figur eifrig studieren miissen, bis man eine befriedigende
Lésung findet.

2. Soll nun diese geometrische Aufgabe rasch gelost
werden, ohne dafi man noch ihre strenge Lésung kennt,
oder ist eine strenge Losung derselben mit Hilfe des
Zirkels und des Lineales iiberhaupt nicht moglich (es
gibt solche Aufgaben, wie wir spdter sehen werden),
so muB man Ndherungsverfahren anwenden. Ein
sehr verwendbares Niéherungsverfahren wollen wir an
einem Beispiele erldutern:

3. Man habe folgende Aufgabe konstruktiv zu lésen:

Gegeben ist ein Kreis & und drei Punkte 7,2, 3
(Fig. 52); man soll dem Kreise ein Dreieck X, X, X|
so einschreiben, daB
die Seiten des Drei-
eckes durch die ge-
gebenen Punkte 7
resp. 2 und 3 gehen.
(Vergleiche Aufgabe 83).

Man nehme zum
Zwecke der Losung die-
ser Aufgabe einen Punkt
A auf dem Kreise A an
und bestimme daraus
die Punkte 4,, 4,, 4,
(Fig.52). A ist der ge-
suchte Punkt X, wenn
A, mit Azusammenfillt.

Andert man den angenommenen Punkt 4, so be-
schreibt der Punkt 4; eine Kurve f, eine sogenannte
Fehlerkurve, welche den gegebenen Kreis K in dem
gesuchten Punkte X schneidet.

Von [ zeichnet man einige wenige Punkte in der
Nihe ihres verdnderlichen Schnittpunktes mit K.

Dadurch wird man den Punkt X mit einer, praktisch
genommen, vollstindig geniligenden Genauigkeit erhalten.
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Konstruktionen, ausgefiihrt durch bloBes

Ziehen von geraden Linien, wenn ge-

gebene Figuren zur Benutzung vorliegen.
(Steinersche Konstruktionen.)

§ 9. Einleitung.

1. In diesem Abschnitte werden wir hauptsichlich
Aufgaben behandeln, welche durch bloBes Ziehen
von geraden Linien gelost werden kénnen, wenn zwei
parallele Gerade oder ein Parallelogramm, ein
Quadrat oder ein Kreis schon gezeichnet vor-
liegen.

2. Es gibt aber auch Aufgaben, welche sich
nur durch bloBes
Ziehen von geraden
Linien, ohne ge-
gebene Figuren zu
benutzen, ldsen
lassen.

Man kann z. B.
zu drei Punkten
4d,B,4jenenPunkt
B durch DbloBes

Pyl B~ Ziehen von ge-

Fig. 53, raden Linien kon-

struieren, welcher

von B durch 4, 4° harmonisch getrennt ist.
(Fig. 53.)
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Ebenso kann man den vierten Strahl ¥ (Fig. 53)
eines harmonischen Strahlenbiischels immer durch blofes
Ziehen von geraden Linien finden.

Eine andere Aufgabe, die sich durch blofes Ziehen
von geraden Linien ohne Voraussetzungen l6sen liGt,
ist die folgende:

Gegeben sind zwei Gerade a, b und ein Punkt P
(Fig. b4); es ist durch P jene gerade Linie zu ziehen,
welche durch den un-
zuginglichen  Schnitt-
punkt der beiden ge-
gebenen Geraden « und
b geht. Die Losung er-
kennt man aus der Fi- 6
gur; sie beruht auf der
zweimaligen ~ Anwen-

" 2
dung des Satzes der .
vorhergehenden Figur. 3
Die projektive
Geometrie kennt eine L \
groBe Reihe von Auf- b
gaben, welchesich durch /o

bloBes Ziehen von gera- Fig. 54.
den Linien 16sen lassen,
ohne dabei Daten zu benutzen, welche der Figur fremd sind.

Kennt man z. B. von einem Kegelschnitte fiinf
Punkte, so kann man mit Hilfe des Pascalschen Sechs-
eckes den weiteren Schnittpunkt einer Geraden, welche
durch einen der gegebenen fiinf Punkte geht, durch
bloBes Ziehen von geraden Linien finden.

Eine andere Aufgabe ist die folgende:

Sind 4, B, C, D, F finf Punkte des Kegelschnittes K ,
A,B,C, F,G finf Punkte des Kegelschnittes K, , kennt

) man also drei Schnittpunkte dieser beiden Kegelschnitte,
so kann man den vierten Schnittpunkt durch blofes
Ziehen von geraden Linien finden.

102. Von einem Vierecke liegen zwei Eckpunkte auf
der Zeichenfliche, die beiden anderen mogen auBerhalb
der Zeichenfliche fallen; es ist die Verbindungslinie der
beiden unzuginglichen Schnittpunkte durch bloles Ziehen
von geraden Linien zu bestimmen.
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§ 10. Konstruktionen, ausgefiihrt durch bloBes Ziehen
von geraden Linien, wenn zwei parallele Gerade ge-
geben sind.*)

1. Wir miissen zuerst an einen Satz erinnern, der

im folgenden oft Anwendung finden wird:
Verbindet man (Fig. 55) den Schnittpunkt E
der beiden Diagonalen des Trapezes ABCD mit
dem Schnittpunkte F der

\F beiden nicht parallelen
Seiten, so wird die Seite
/ \” . AL halbiert; denn es ist:
1o AG:GB=DH: HC,
7 und:

AG:GB=HC: DH.

Durch Multiplikation dieser
Fig. 5. beiden Proportionen ergibt
sich der Satz.

Mit Hilfe desselben lassen sich die folgenden Auf-
gaben l6sen:

103. Auf einer Geraden sind drei Punkte 4,G, B
gegeben so, dall ¢ in der Mitte von 4 B liegt; man
soll durch bloBes Ziehen von geraden Linien durch
einen gegebenen Punkt /) die Parallele zu der ge-
gebenen Geraden ziehen.

104. Gegeben sind zwei parallele Gerade m, »
und auf m die Strecke 4B; man soll diese Strecke
durch blofles Ziehen von geraden Linien halbieren.

105. Gegeben zwei parallele Gerade m, n und
aullerhalb der beiden Geraden ein Punkt P. Man
soll durch P die Parallele zu den beiden gegebenen
Geraden bestimmen durch bloBes Ziehen von ge-
raden Linien. (Man zeichne zuerst auf m zwei gleiche
Strecken.) :

7

R
RN
&

*) Die Konstruktionen der folgenden Paragraphen 10, 11,12, 13
befinden sich in dem beriihmten Werke von Jakob Steiner
nGeometrische Konstruktionen, ausgefithrt mittels der
geraden Linie und eines festen Kreises* (Berlin 1833, in
Oswalds Klassiker der exakten Naturwissenschaften, Nr. 60).
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106. Gegeben zwei parallele Linien m, n und
auf m eine Strecke; dieselbe ist zu verdoppeln
durch bloBes Ziehen von geraden Linien*).

2. Wenn zwei parallele Linien m, » und auf
einer derselben die Strecke AB gegeben sind, so
kann man unschwer folgende Aufgaben l6sen:

107. Man soll die Strecke AB (Fig. b6) verviel-
fachen. (Man ziehe p parallel m, Aufgabe 105.)

108. Man soll AB in eine gegebene Anzahl
gleicher Teile zerlegen, z. B. in drei. (Man ver-
dreifache zuerst die Strecke AB und bestimme dann
den Punkt J (Fig. 56).)

P

72

Fig. 56.

109. Man soll auf m eine Strecke zeichnen,
welche zu AB in einem rationalen Verhdltnisse
r:s steht, wobei » und s ganze relativ prime Zahlen
sind. (Man teile AB in r gleiche Teile und trage einen
dieser Teile von B aus noch smal auf.)

110. Man teile die Strecke AB in zwei Teile,
welche sich wie 7:s verhalten.

Anmerkung. Brianchon hat in dem Werke
»Application de la Théorie des Transversales,
Paris 1818, S. 37, ein sehr elegantes Verfahren angegeben,
um durch bloBes Ziehen von geraden Linien den dritten,

*) In diesem ganzen Abschnitte ist die einzige erlaubte
Zeichenoperation das Ziehen von geraden Linien. Eine
Aufgabe wird also erst dann als gelést betrachtet, wenn sie
durch Ziehen von geraden Linien geldst wurde.
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vierten, fiinften ... Teil einer Strecke AB zu
finden, vorausgesetzt, daB eine zu 4B parallele
Gerade ab gegeben ist:

Man nehme P (Fig. 57) beliebig an und ziehe die
Linien A4b und Ba, dann ist AD die Hialfte der
Strecke AB. Zieht man weiter die Linien Da und Pe,
so ist AF der dritte Teil der Strecke 4 B; denn die vier
Punkte 4, F, D, B sind vier harmonische Punkte, wie
aus ihrer Lage zu dem vollstindigen Vierecke aedP
folgt. Daher gilt:

AE:FED=AB:DB;

Fig. 57.

da aber AB = 2DRB ist, so folgt auch:

AE=2ED,
also:
AE=1A4B.

Zieht man ferner die Linien K« und Pf, so erhilt man
den Punkt F', und es ist
AF= 148,

wie aus den vier harmonischen Punkten 4, ', £, D folgt.
Zieht man die Linien o und Pg, so erhilt man G,

und es ist

AG=14B,
was sich aus den vier harmonischen Punkten 4, G, F, E
ergibt.
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Diese Konstruktion kann man ins Unbegrenzte fort-
setzen.

111. Man denke sich die ganze Fig. 57 auf eine
zweite Ebene so projiziert, daBl P ins Unendliche fillt
und der Winkel bei 4 ein rechter wird. Welche Figur
entsteht daraus?

3. In einer Geraden ¢ (Fig. 58) seien zwei
Strecken 4B, BC gegeben, welche ein bekanntes

rationales Verhédltnis e:0 (z.B. 5:3) zueinander
haben sollen.

N\
E 4. @« BbC—__ _——D

A ¥ / b

Fig. 58.

Es soll durch Ziehen von geraden Linien allein
durch den beliebigen Punkt P die Parallele zu g
gezeichnet werden. Diese Aufgabe kommt darauf
hinaus, auf der Geraden g zwei Strecken zu erhalten,
welche gleich lang sind.

Wir nehmen an, a sei grofler als b und konstruieren
den vierten harmonischen Punkt D (Fig. 58); dann ist:
AB:BC=AD:CD

oder
a:b=(u+b-t+z):
und daraus
b(a+4b)

’

a—Db

daher verhalten sich die Strecken:

CD:AC = 7?)(;;}—2)()7)7 2 (a -+ b)

=b:(a—0).
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Wir haben damit zwei Strecken erhalten, welche sich
wie b:(a —b) verhalten, deren Verhiltniszahlen also
kleiner geworden sind.

(In unserem speziellen Falle verhalten sich diese
beiden Strecken wie 3:2.)

Nun gehen wir mit den beiden Strecken AC, 0D
ganz in der eben erklirten Weise vor, d. h. wir suchen
zu (' den Punkt £/, welcher von 4, D harmonisch getrennt
ist, und erhalten dadurch zwei Strecken, deren Ver-
héltniszahlen wieder kleiner geworden sind. Durch wieder-
holte Anwendung dieser Konstruktion kommen wir schlie$3-
lich zu zwei Strecken, die einander gleich sind.

In unserem speziellen Beispiele verhalten sich:

‘ AB:BC=5:3,
daher (Fig. 58)
AC:CD=3:2.

Konstruiert man zu ' den harmonischen Punkt £ in
bezug auf 4D, so verhalten sich:

AD:DE=2:1.

Konstruiert man endlich zu D den harmonischen
Punkt F' in bezug auf AFE, so erhdlt man schon zwei
gleiche Strecken AL und EF, denn es verhilt sich:

AFE:EF=1:1,
also
AFE =FEF.

4. Man erkennt aus dieser Aufgabe, dafl die An-
gabe von zwei parallelen Geraden der Angabe
von zwei Strecken mit gegebenem rationalen
Verhdltnisse haben, dquivalent ist, d. h. hat man
parallele Linien gezeichnet, so kann man leicht Strecken
von gewinschtem rationalen Verhéltnis zeichnen, hat
man Strecken von bekanntem rationalen Verhiltnis ge-
geben, so kann man sofort parallele Linien konstruieren.
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§ 11. Konstruktionen,
ausgefithrt durch bloBes Ziehen von geradem Linien,
wenn ein Parallelogramm gegeben ist.

1. Man kann dann folgende Aufgaben leicht losen
(wie immer, nur durch blofles Ziehen von geraden Linien).

112. Durch den Punkt E (Fig. 59) ist eine
Parallele zu den Seiten des gegebenen Parallelo-
grammes ABCD zu konstruieren¥).

Fig. 59.

113. Zu der beliebig gegebenen Geraden g ist
eine Parallele durch einen beliebig gegebenen
Punkt zu ziehen.

Auf ¢ entstehen (Fig. 59) zwei gleiche Strecken F'G
und G H. Eine zweite Losung ergibt sich aus der Figur,
welche zeigt, dall zu der Geraden g eine bestimmte
Parallele ¢ leicht konstruiert werden kann.

114. Gegeben sei eine Strecke 4B in beliebiger Lage
zum Parallelogramme; man teile die gegebene Strecke
in einem bestimmten Verhiltnisse. -

*) Im folgenden werden wir nicht immer bereits behandelte
Aufgaben, auf welchen die Auflésung der gestellten Aufgabe be-
ruht, angeben.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 6
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115. Gegeben sind drei parallele Gerade «, b, ¢,
welche auf einer vierten (Geraden d Strecken von dem
bekannten Verhiltnisse p: ¢ abschneiden; welcher Figur
ist diese Angabe dquivalent?

116. Zwei Strecken auf beliebigen Geraden seien in
bekannte rationale Verhiltnisse geteilt; man zeichne ein
Parallelogramm *).

§ 12. Konstruktionen, ausgefiihrt durch bloBes Ziehen
von geraden Linien, wenn ein Quadrat gegeben ist.

Wenn ein Quadrat A BCD (Fig. 60) zur Benutzung

vorliegt, so kann man mit demselben alle Aufgaben der

vorhergehenden Paragraphen

D N & ¢ 10, 11 lésen, auBerdem aber
N T noch folgende Aufgaben:

T 117. Zur Geraden FG,

NN . welche durch den Mittel-

\ - punkt des Quadrates

Vo geht, sonst aber beliebig

z«,\\\ ist, soll eine Normale er-

\ ¥ richtet werden.

\ Man ziehe G H (Fig. 60)
\\ N parallel zu CB, ferner HX
NAL parallel zu BD; dann ist
A r H B XYLFG.

Fig. 60. 118. Gegeben sei eine

beliebige Gerade g und

ein Punkt P; durch P ist das Perpendikel auf ¢

zu fiallen. (Man konstruiere die Parallele ¢ zu g
durch E usw.)

119. Gegeben ist ein rechter Winkel XEG mit
dem Mittelpunkte des Quadrates als Scheitel
(Fig. 60); dieser rechte Winkel ist zu halbieren.
(Man ziehe EK parallel XG und SN normal EK, so ist
schon die Halbierungslinie gefunden.)

*) Bei diesen Aufgaben gibt es oft, aufier den unmittelbar
aus dem Vorhergehenden sich ergebenden Lissungen, noch Lésungen,
die sich einfacher gestalten; man trachte immer, die einfachste
Losung zu finden.
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120. Irgend ein gegebener rechter Winkel ist
zu halbieren.

121. Von drei Strahlen a, b, ¢ mégen b und ¢
aufeinander senkrecht stehen; es ist eine vierte
Gerade d so zu konstruieren, daB Winkel 6d gleich
dem Winkel ab ist. (Da d von @ durch b und ¢ har-
monisch getrennt ist, kann ¢ durch bloBes Ziehen von
geraden Linien konstruiert werden.)

122, Gegeben ist der Winkel ab; derselbe ist
zu vervielfachen mit Hilfe des Quadrates und durch
bloBes Ziehen von geraden Linien. (Man beachte die
vorhergehende Aufgabe.)

Mit Hilfe des Quadrates ist man also auch imstande,
Winkel zu vervielfachen.

§ 13. Konstruktionen, ausgefiihrt durch bloBes Ziehen
von geraden Linien, wenn ein fester Kreis samt Mittel-
punkt gezeichnet vorliegt.

1. Es sei ein Kreis K samt Mittelpunkt O ge-
geben.

Man kann dann durch bloBSes Ziehen von geraden
Linien ein Quadrat (Fig. 61) zeichnen, indem man A4’B’
parallel zum Durchmesser AR
zieht (40=0B) und dann ver-
fahrt, wie aus der Figur er-
sichtlich.

Mit Benutzung des Kreises K
kann man also alle Aufgaben A
16sen, die in den frither behandelten
Paragraphen 9, 10, 11, 12 durch
bloBes Ziehen von geraden Linien
gelost wurden, also insbesondere <4
Parallele ziehen, Senkrechte
fillen, Strecken teilen und
vervielfachen und Winkel ver-
vielfachen.

Man kann aber auch Aufgaben
l6sen, die man mit dem Quadrat allein nicht lésen
kann, z. B. beliebige Winkel halbieren.

1
Fig. 61.

&

6‘
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Wir werden auch gleich sehen, daB man bei Be-
nutzung des festen Kreises (samt Mittelpunkt) alle Auf-
gaben losen kann, die man gewdhnlich mit Zirkel und
Lineal 18st; also alle Aufgaben der elementaren Geo-
metrie, alle sogenannte geometrische Aufgaben zweiten
Grades.

2. Eine dieser Aufgaben wollen wir hier besonders
besprechen:

123. Gegeben sei auBer dem Hilfskreise K die
Strecke AB (Fig. 62), die Gerade g und auf g der
Punkt C; ein Punkt X auf g ist so zu bestimmen,
daB CX gleich AB ist*).

Fig. 62.

Man zeichne O D (Fig. 62) parallel und gleich lang 4B,
¢ (parallel g”) parallel g, DG parallel EF', G Hparallel 04
und HX parallel AC.

3. Es soll nun bewiesen werden, dafl bei Be-
nutzung des Hilfskreises jede quadratische Auf-
gabe durch bloBes Ziehen von geraden Linien
gelost werden kann.

Um dies zu zeigen, muB zuniichst eine Bemerkung
eingeschaltet werden:

So kompliziert eine geometrische Konstruktion, die
bei uneingeschrinktem Gebrauch des Zirkels und

*) Durch blofies Ziehen von geraden Linien, wie in allen
Aufgaben dieses Abschnittes.

http:/Amww.dmg-lib.de



§ 13. Ein Kreis samt Mittelpunkt ist gegeben. 8H

Lineales ausgefiihrt wurde, auch immer sein moge,
so setzt sie sich doch aus einigen Zeichenoperationen
der einfachsten Art zusammen.

Nimmt man ndmlich das Lineal zur Hand, so
kann man nur eine der folgenden Operationen unmittel-
bar ausfithren:

1. Eine gerade Linie ziehen,

2. den Schnittpunkt einer zu suchenden
Geraden mit einer schon gezeichneten
bestimmen,

3. den Schnittpunkt einer zu suchenden
Geraden mit einem schon gezeichneten
Kreisbogen finden.

Nimmt man den Zirkel zur Hand, so kann man
direkt nur eine der folgenden Operationen ausfiihren:

4. Einen Kreisbogen schlagen,

5. einen zu suchenden Kreis mit einer
schongezeichnetenGeradenzumSchnitte
bringen,

6. einen zu suchenden Kreis mit einem
schon gegebenen Kreis zum Schnitte
bringen.

Sind nun Zirkel und Lineal zur unbeschrinkten
Benutzung gegeben, so bietet die Ausfilhrung dieser
Operationen keine Schwierigkeiten, und die Schwierig-
keit der Auflosung einer geometrischen Konstruktions-
aufgabe liegt nur darin, diese Operationen passend zu
kombinieren.

Sind dagegen die Zeichenhilfsmittel beschrinkt, somuf
zuerst gezeigt werden, dafl sich mit diesen beschrank-
ten Hilfsmitteln obige Grundoperationen durch-
fithren lassen; dann ist aber auch streng bewiesen,
daB alle quadratischen Konstruktionen mit diesen
beschriankten Hilfsmitteln geldst werden kdnnen.

4. In unserem Falle diirfen nur gerade Linien
gezeichnet werden.

Die Ausfithrung der obigen Operationen 1, 2 bietet da-
her keine Schwierigkeiten. Die Aufgabe 4 kénnen wir durch
bloBes Ziehen von geraden Linien iiberhaupt nicht 16sen;
wir konnen aber dadurch beliebig viele Punkte einer Kreis-
linie finden, wie wir gleich sehen werden. Es bleibt also
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nur noch zu zeigen, dafl mit unseren beschréinkten Hilfs-
mitteln sich folgende zwei Aufgaben losen lassen:

A) Gegeben ist ein Kreis durch Mittelpunkt
und Radius, aullerdem eine Gerade; es sind die
Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreise zu
konstruieren.

B) Gegeben sind zwei Kreise durch ihre Mittel-
punkte und Radien; es sind die Schnittpunkte
dieser Kreise zu bestimmen.

5. Die Aufgabe B 148t sich nun auf die Auf-
gabe A reduzieren. Man ist ndmlich imstande, durch
bloBes Ziehen von geraden Linien die Potenzlinie der
beiden gegebenen Kreise zu bestimmen *).

Wir wollen diese Konstruktion der Potenzlinie
auf zwei verschiedene Arten zeigen:

1. Art: O, 0, seien die Mittelpunkte der beiden

gegebenen Kreise (Fig. 63),

B r, r, ihre Radien, gegeben
/ durch  beliebig gelegene
M. Strecken.
' Man ziehe 0, 4 und 0, B
(Fig. 63) senkrecht O,0,
(Aufgabe 118), mache O 4
gleich », und 0, B gleich r,
(Aufgabe 123); halbiere nun
ADBin M und ziehe durch M
Fig. 63. die Normale MD; diese
schneidet die Zentrale der
beiden Kreise in einem Punkte I, welcher schon ein
Punkt der gesuchten Potenzlinie ist.
Beweis: Aus der Fig. 63 folgt:

@Ay — a3,

also \
di —dj =13 —r3,

womit bewiesen ist, daBl P ein Punkt der Potenzlinie
ist (S. 17).

*) Steiner, a. a. O., schligt diesen Weg nicht ein, sondern
fiihrt durch Ahnlichkeitstransformation die Aufgabe B auf folgende
zurlick: ,Die Schnittpunkte eines durch Mittelpunkt und
Radius gegebenen Kreises mit dem gegebenen Hilfs-
kreise sind zu bestimmen.”
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2. Art: Diese ergibt sich aus Fig. 9.

(124. Gegeben sind aufler dem Hilfskreise zwei Kreise
durch ihre Mittelpunkte und Radien; man konstruiere die
gemeinschaftliche Potenzlinie auf die zweite Art.)

6. Wir miissen jetzt zeigen, wie man die Auf-
gabe A mit unseren beschrinkten Hilfsmitteln
16sen kann:

Gegeben seien, auBer dem Grundkreise K mit dem
Mittelpunkte O (Fig. 64), der Punkt M, die Strecke r
und die Gerade g; es sind die Schnittpunkte X, Y
von ¢g mit jenem Kreise K, zu bestimmen, welcher
um M mit dem Radius r geschlagen werden kann.

Zu diesem Zwecke zieht man M P parallel und gleich »
(Fig. 64), ferner O P’ parallel M P; dann ist 4 der duBlere
Ahnlichkeitspunkt der beiden Kreise K, und K.

Zeichnet man in diesen #hnlichen Systemen zu g
die homologe Gerade ¢, so erhilt man schon X’ und Y’
und daraus X und Y.

Bemerkung. Sollte der Punkt 4 auBerhalb der
Zeichenfliche fallen, so kann man zu M P den parallelen,
aber entgegengesetzt gerichteten Radius des Kreises I
ziehen und den inneren Ahnlichkeitspunkt J der beiden
Kreise K, und K benutzen.

7. Die Hauptaufgabe A 148t sich also mittels
unserer beschrinkten Hilfsmittel 16sen; damit ist
der Steinersche Satz bewiesen, daBl man alle geo-
metrischen Aufgaben, die gewohnlich mit Hilfe des
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Zirkels und Lineales gelést werden, durch bloBes
“Ziehen von geraden Linien 18sen kann, wenn in
der Ebene ein fester Kreis samt Mittelpunkt ge-
zeichnet vorliegt*).

Ist ndmlich eine geometrische Konstruktions-
aufgabe mit unseren beschrinkten Hilfsmitteln
zu l6sen, so denke man sich die Aufgabe auf gewdhn-
liche Weise geldst und folge der so erhaltenen Losung
' Schritt fiir Schritt, indem man
aber jede vorzunehmende Zeichen-
operation mit den beschrinkten
Hilfsmitteln ausfihrt; dies ist
immer méglich, wie bewiesen
wurde.

8. Dieses Verfahren, geo-
metrische Aufgaben mit unseren
Hilfsmitteln zu l6sen, wire aber
zumeist sehr umstdndlich. Es
ist daher vorteilhaft, fiir die am
hiufigsten vorkommenden Kon-
struktionen einfache Lisungen mit-
tels des Hilfskreises direkt zu
suchen.

Wir wollen (nach Steiner)
diese Grundoperationen durch-
nehmen, ihre Ldsungen angeben
oder wenigstens andeuten.

Fig. 65. 125. Zueiner geraden Linie
¢ ist eine Parallele zu ziehen.
Die Aufgabe ist fiir folgende Fille zu losen:

1. g ist ein Durchmesser A B des Kreises K,

2. g schneidet den Kreis in zwei Punkten FE, I,

3. g liegt auBerhalb des Kreises. (Die Lésung

geschieht nach der Fig. 65.)

*) Steiner, a.a. O. Die Steinersche Arbeit fiihrt bekannt-
lich den Titel: ,,Die geometrischen Konstruktionen, ausgefiihrt
mittels der geraden Linie und eines festen Kreises, .. .. Vom
Mittelpunkte des Kreises ist dabei nicht die Rede; derselbe ist
aber von der grifiten Bedeutung, denn ohne den Mittelpunkt
kann man nicht eine einzige der Aufgaben der Paragraphen 11,
12, 13 durch blofies Ziehen von geraden Linien Igsen.
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126. Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P;
durch P ist die Normale auf ¢ zu konstruieren.

(Ist g ein Durchmesser 4B des Kreises K (Fig. 66)
und A’B’ parallel zu AB, so steht CO senkrecht auf g;
schneidet g den Kreis K (Fig. 66) in zwei Punkten DF,
so steht F'E auf DFE normal.)

c

Fig. 66. Fig. 67.

127. Gegeben sind ein Winkel &« mit den Schen-
keln a, b, eine Gerade g und auf ihr ein Punkt P;
durch Pist eine Geradez so
zuziehen, dafl siemitg den
Winkel « einschliefit.

(Man ziehe durch O
(Fig. 67) die Geraden o', ¥/, ¢
parallel zu «, resp. b, ¢,
ferner A D parallel BC und
z parallel 2.)

128. Gegeben ist
(auBer dem Hilfskreise, der
in diesem Paragraphen im-
mer gegeben sein mufl) der
Winkel &« mit den Schenkeln ¢ und b; es ist die
Halbierungslinie # des Winkels zu konstruieren.

(Man ziehe durch O (Fig. 68) die Geraden o/, ¥V
parallel zu « resp. b.)

Fig. 68,
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129. Der Winkel « soll verdoppelt werden.

(Ziehe o parallel ¢ und ¥ parallel b (Fig. 69).)

130. Gegeben ist ein Dreieck, von dem ein Eckpunkt
auf dem Hilfskreise liegt; man konstruiere die drei Hohen
des Dreieckes, den
Mittelpunkt des ein-
geschriebenen und des
umschriebenen Kreises.

131. Gegeben sind
ein Kreis K und zwei
Punkte 4, B; man kon-
struiere die  Mittel-
punkte jener Kreise,
welche durch 4 und B
gehen und K beriihren,
durch bloBes Ziehen
von geraden Linien, indem man K als Grundkreis an-
nimmt.

132. Gegeben sind drei Kreise K, K;, K; und nur
von K, der Mittelpunkt O, ; man konstruiere nach der Ger-
gonneschen Methode durch bloBes Ziehen von geraden
Linien den Mittelpunkt eines der Kreise, welcher alle
drei Kreise beriihrt.

133. Gegeben sind zwei Kreise K und K, , aulerdem
der Mittelpunkt von K; es ist der Mittelpunkt O, von K,
durch bloBes Ziehen von geraden Linien zu bestimmen.

134. Ist auBer einer gezeichneten Kreislinie
nichts weiteres gegeben, so ist man nicht im-
stande, den Mittelpunkt dieses Kreises durch
bloBes Ziehen von geraden Linien zu finden. Ist
aber auBer einer Kreislinie noch ein Parallelo-
gramm gegeben, so kann man den Mittelpunkt
des Kreises finden. (Wie?)

135. Wenn ein Quadrat gegeben ist, so braucht man
vom Steinerschen Hilfskreise den Mittelpunkt nicht zu
kennen. Was muf3 man zu dem Quadrate noch hinzufiigen,
damit es mit der hinzugefiigten Figur zusammen dem
Steinerschen Hilfskreise samt Mittelpunkt dquivalent ist?

9. An Stelle des Steinerschen Kreises kdnnte
auch ein anderer Kegelschnitt gegeben sein,
z. B. eine Ellipse. Von dieser Ellipse miite man

http:/Amww.dmg-lib.de



§ 13. Ein Kreis samt Mittelpunkt ist gegeben. 91

noch den Mittelpunkt und einen Brennpunkt
kennen; den Mittelpunkt zum Ziehen von paral-
lelen Geraden, den Brennpunkt zum Fillen von
Normalen.

136. Es sind einige der zuletzt behandelten Aufgaben
durch blofles Ziehen von geraden Linien zu l8sen, wenn
eine Ellipse samt Mittelpunkt O und einem ihrer Brenn-
punkte gezeichnet vorliegt.

Zu jedem Durchmesser der Ellipse kann man
leicht parallele Linien ziehen und daher den kon-
jugierten Durchmesser bestimmen. Soll man zu
der Geraden g die Parallele z durch O durch bloBes
Ziehen von geraden Linien konstruieren, so zeichne man
den Pol G von g; seine Verbindungslinie mit dem Mittel-
punkte ist die Polare » des unendlich fernen Punktes U
der Geraden g, und die gesuchte Gerade  ist konjugiert
zum Durchmesser .

An Stelle des Mittelpunktes der Ellipse kann auch
ein Parallelogramm gegeben sein. Ist ein Quadrat
gegeben, so braucht man nur die Ellipse zu kennen, ihren
Mittelpunkt und Brennpunkt jedoch nicht.
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Konstruktionen, ausgefiihrt durch bloBes
Schlagen von Kreishogen (Mascheronische
Konstruktionen™).

§ 14. Hilfssatz.

1. Das einzige Zeichenhilfsmittel, welches in
diesem Abschnitte gebraucht werden darf, ist der
Zirkel; nur das Schlagen von Kreisbogen ist erlaubt; es
darf in der Konstruktion nicht eine einzige gerade Linie
gezeichnet werden. Zum Beweise der Konstruktionen
werden wir uns aber der geraden Linie bedienen.

9. Wir wollen zunichst einen einfachen Satz ent-
wickeln:

Ist ABC ein Dreieck, D die Mitte der Seite A D,
ferner Winkel A D' gleich «, so folgt aus dem AADC:

AC?P =AD" + DC?* —2A4D -DCcosw
und aus dem ABCD:

BO®=BD*+DC*+2BD -DCcosw .

*) Mascheroni, ,La geometria del compasso¥, Pavia,
1797, ins Deutsche aus dem Franzosischen iibersetzt von Gruson
1820, Der Inhalt des Mascheronischen Werkes ist dargestellt
in dem Buche von Hutt, Die Mascheronischen Konstruk-
tionen¥ 1880. Frischauf hat in der Schrift: ,Uber die
geometrischen Konstruktionen von L. Mascheroni und
J. Steiner¥, Graz 1869, auch den wesentlichen Inhalt der Kon-
struktionen gegeben.
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Addiert man die beiden Gleichungen und beachtet, dafl
AD =BD,

so erhalt man:
A0+ BC?=24D* +2DC*.

Diese Gleichung driickt einen Satz aus, den wir wiederholt
brauchen werden.

§ 15. Teilung des Kreises in eine Anzahl gleicher Teile.

1. Man kann einen Kreis mit Hilfe des Zirkels allein
leicht in sechs gleiche Teile zerlegen (Fig. 71).

Um die Teilung des Kreises in eine andere Anzahl
gleicher Teile zu erdrtern, ist es vorteilhaft, zuvor zwei
Hauptaufgaben zu lsen, nimlich:

Die Halbierung eines gegebenen Kreisbogens und die
Konstruktion des eingeschriebenen Fiinf- und Sechseckes.

E

N

7

(4 [7] D
Fig. 70a,

2. Die Halbierung des Kreisbogens 4B
(Fig. 70a, b):

Man konstruiere die Parallelogramme ABOC, ABDO
und ziehe die Linie CB (Fig. 10a).

Nach dem Satze in § 14 ist nun:

AB* 1+ 0B*=2A4G" +2BG*.
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Bezeichnet man den Radius des Kreisbogens mit + und
die Strecke 4B mit d, so folgt aus dieser Gleichung:

CB' =24 -+ r?.
Aus dem Dreiecke COF folgt (wobei ¥ den Bogen 4B
halbiert): L

CF? = g2 + 72,
und aus dem Dreiecke COFE

OF® =d*+r2.

Es ist also CF=0EFE.

Hat man demnach den Bogen AB mit Hilfe des
Zirkels allein zu halbieren, so geht man folgendermafen
vor (Fig. 70b):

Man setzt in den Endpunkten des Bogens 4, B

mit dem Radius r des
E Kreises ein, dann in O
mit der Ldnge der Sehne
d und erhdlt so die

3 Punkte Cund D. Durch
/—b\ Schlagen von Kreis-

A B bogen um € und D mit

dem Radius C'B erhilt

4 . ... man den Punkt F.
¢ 0 2 Der Halbierungspunkt ¥
Fig. 70b. wird endlich erhalten,

indem man den ge-
gebenen Bogen 4B mit einem der Kreise zum Schnitte
bringt, welche man um C oder D mit dem Radius OF
beschreiben kann.

3. Konstruktion der Fiinf- und Zehneckseite.

Hat man (Fig. 71) die Seite des einem Kreise ein-
geschriebenen Fiinf- oder Zehneckes zu konstruieren, so
geht man folgendermaBen vor:

Man konstruiert zuerst die Punkte 4, B,C, D, F
des eingeschriebenen Sechseckes; hierauf sucht man den
Punkt G als Schnitt der Kreise mit den Mittelpunkten
in 4 resp. D und dem Radius AC=BD.

Setzt man nun in C resp. £ mit dem Radius OG ein,
schlidgt zwei Kreise, welche sich in K schneiden, so ist

http:/Amww.dmg-lib.de



§ 15. Teilung des Kreises in eine Anzahl gleicher Teile. 95

schon OIK die gesuchte Zehneck- und KH die gesuchte
Fiinfeckseite.

Beweis: Man ziehe die Hilfslinie CFE, welche den
Durchmesser 4D in L schneiden mdge, es ist dann

AC=7rY3, O0G—=AH=1rJ2=CK, LC=~;}/§;
daraus folgt ’
KL=§1F5
und
1(0:77;}/5—%2510.

O K ist daher die Lénge der Seite des eingeschriebenen
regelméfligen Zehneckes, und H K ist nach einem bekannten
Satze (s =72+ s})) die Linge der Fiinfeckseite.

137. Man zerlege einen Kreis in sechs, drei,
zwei Teile; dann in
fiinf, zehn, vier Teile. <
(Nach den beiden Haupt-
aufgaben.) H T

138. Man zerlege YB ¢
einen Kreis in acht N L
gleiche Teile. R

Eine Loésung der @
Aufgabe erfolgt, indem V
man ein Viertel des Kreis- 41
umfanges konstruiert
(137) und es halbiert.

Eine zweite Lo-
sung ergibt sich aus
folgendem: 7 E

Macht man (Fig. 71) Fig. 7.
GN=0A=r, so ist der
Bogen A H durch N halbiert; denn Dreieck ONG ist ein
rechtwinklig gleichschenkliges, also Winkel 40 N gleich 45¢.

Konstruiert man (Fig. 71)

RH=40 und AP=DP-=RG,

so ist auch OP gleich der Seite des eingeschriebenen
regelméfBigen Achteckes, also gleich AN.
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96 III. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

Beweis: OG = r}2; daher folgt aus dem recht-
winkligen Dreiecke AOP:

0P =r)2 —y2=s,.
139. Ein Kreis ist in sechzehn gleiche Teile
zu zerlegen.
Man halbiere entweder den achten Teil des Umfanges
gemifl der Hauptaufgabe 2, oder man gehe auf folgende

Weise vor: Man bestimme den Punkt P (138, Fig. 70)
und konstruiere den Punkt @ so, daB

QP=A0 =r.
Dann ist 4 ¢ die Seite des eingeschriebenen regelmiBigen
Sechzehneckes.
Beweis:
NOQP 2 ANANO;
weil
AN=0P

und

A0 =NO=QO0 =QP=r.
Nun ist:

S ANO=<xQOP=4R,
also

+Ad0Q=1iR.

140. Man teile den Kreis in 12, 24, 48, 15, 20,
120, 240 gleiche Teile.
Man beachte:

U K24 n U (] u
31 T 175 T2
u u u u u 12
12716 ~ 48 Por T T
wo_u_u p U w_u
8§ 12 24’ 48710 240"
w u u

% 73 “15°
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§ 16.  Vervielfachen und Teilen von Strecken.

141. Es sei die durch ihre Endpunkte 4, B
gegebene Strecke zu verdoppeln, zu vervielfachen.
Man schlage (Fig. 72)
mit dem Radius 4B einen ) D
Kreis um B und mache: 2
AC=0D=DE.
Es ist dann
AE=24F.
Schligt mandenKreis I/(B) *),
so findet man ebenso:
AF =348
142. Eine durch ihre Endpunkte 4, B gegebene
Strecke s ist in »# gleiche Teile zu zerlegen.
Mascheroni gibt zur Lésung dieser Hauptaufgabe

zwei Methoden an, die sich iibrigens aufeinander zuriick-
fithren lassen:

1. Methode. Man konstruiere (Fig. 73) AC=n.4B,
schlage danndie Kreise
A(B) und C(4), wo- D
durch man die Punkte
D, IV erhilt; die bei-
den Kreise D(4) und
D’(A) schneiden sich
in einem Punkte X,
fiir welchen gilt:

Fig. 72.

*

A

ix-L1isp.
n ¥/

Beweis: X liegt, Flg.
wie aus der Symmetrie der ganzen Figur ersichtlich,
auf 4C.

Die beiden gleichschenkligen Dreiecke 4 XD und AD(C

sind einander dhnlich, daher gilt:
AX:AD=AD:4AC.
*) Einen Kreis, der M zum Mittelpunkt hat und durch den
Punkt P geht, wollen wir mit M(B) bezeichnen.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 7
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98 III. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.
Da nun AD (gleich AB) gleich %AC ist, so ist auch
_ ) —
AX=—AB.
7

2. Methode. Man mache wieder AC (Fig. 74) gleich

n - AB; ferner zeichne man die Kreise 4(B), A(C), C(4)
und C(F) samtlich mit

D r  dem Radius A B. Zeich-
net man nun um C den

Kreis mit dem Radius

ED, so wird er von

dem Kreise D(4) im

Al X B ¢ Punkte X geschnitten,
so daB:
AX -1 4B.
n

Beweis: Die Linie

Fig.74. CX der Figur ist zur

Linie D E parallel, also

auch zur Linie 4C; der Punkt X ist folglich der Schnitt-

punkt des Kreises D (A4) mit der geraden Linie AC, daher
schon der Punkt X der fritheren Methode.

Hat man A X gefunden, so kann man durch wieder-
holtes Auftragen von 4X simtliche Teilungspunkte der
Strecke bestimmen.

143. Eine Strecke 4B ist in zwei, vier,
acht usw. gleiche Teile zu zerlegen.

Aus der vorigen Nummer ergibt sich, wie man eine
Strecke in zwei, vier, acht usw. gleiche Teile zerlegen
kann.

Mascheroni lehrt noch zwei andere sehr elegante
Methoden zu diesem Zwecke:

1. Methode. Man verdopple die Strecke A B (Fig. 75),
zeichne dann in bekannter Weise die Kreise 4(B), C(4),
D(A), I’(4) und erhalte so (142) den Mittelpunkt X der
Strecke AB .

Macht man ferner

AF =AF'=BD,
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§ 16. Vervielfachen und Teilen von Strecken. 99

so schneiden sich die Kreise F'(4) und F’(4) in einem

Punkte Y, welcher die Mitte der Strecke X B ist.
Konstruiert man weiter:

AG=AG —=BF,
so schneiden sich die Kreise G(4) und G/(4) in dem
Mittelpunkte Z der Strecke

Y B, usw. 72

Die Konstruktion kann »
ins Unbegrenzte fortgesetzt
werden.

Beweis: Xist der Mit- /
telpunkt der Strecke 4 B.

Nach dem in § 14 be-
wiesenen Satze ist daher
(Fig. 75):

AD + BD?
=24X" 4 2XD".
Daraus folgt, wenn man A B

gleich s setzt,

BIF = st
Aus der Abnlichkeit der
beiden gleichschenkligen Dreiecke 4 F' Y und 4 C Ffolgt nun:

AY : AT =AF:4C.

Fig. 75.

Da aber 2
AP =BD* =2
und
AC=2s,
8o ergibt sich:
AY =35,
d. h.
XY =1%s.

Y ist also der Mittelpunkt der Strecke XB.
Berechnet man analog mittels desselben Hilfssatzes

(§ 14) o

BF =AG,
7*
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100 IIL. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

40 erhilt man aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke AGZ
und ACG fir YZ den Wert {s, usw.

9. Methode. AB sei die zu teilende Strecke.

Man konstruiere AC = 2AB (Fig. 76) mittels des
Kreises B(4) und zeichne dann die Kreise A(B), 4(C),
C(D); auf diese Weise erhiilt
man die Punkte F, E’.

Macht man nun:
XE=XE'=0D,

so ist X die Mitte von AB.
Ist ferner:

und
FY=—TF"Y=BE,

so erhilt man Y in der Mitte

von XB.
Ist weiter
(G =0G —BF
und
GZ = GZ=DBF,
Fig. 76. sgist Z die Mitte der Strecke
Y B usw.

Beweis: Aus der Ahnlichkeit der beiden gleich-
schenkligen Dreiecke X EC (Fig. 76) und CAFE folgt:

Setzt man AB gleich s, so wird
OF =CD — 513
und daraus
XC=3s,

d. h. X ist die Mitte von 4B.
Um die Eigenschaft des Punktes ¥ nachzuweisen,

berechnen wir zunichst die Strecke BE:
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Mittels des Satzes § 14 ergibt sich

Beachtet man, daB
AE=2s, CE—DC—sy3,
so erhdlt man o
BE*=CF* =352,
Nun betrachte man die beiden gleichschenkligen Drei-
ecke Y I'C und CATI"; aus ihrer Ahnlichkeit folgt:

YC:CF=0F: 40,
daher ist, wenn man den gefundenen Wert von CF
einsetzt:

YC=1is,
d. h. Y ist die
Mitte von XB.
Um die analoge
Eigenschaft von Z
nachzuweisen, be-
rechne man zuerst

I F'mittels des Satzes
§ 14. Aus der Ahn-
lichkeit der beiden
Dreiecke ZGC und
74 G folgt dann, dall
7 die Mitte von D
ist usw.

144. EineStrecke
ist in drei gleiche
Teile zu zerlegen.

Auch fir diesen ;
Fall gibt Masche- Fig. 7.
roni noch eine ele-
gante Konstruktion, welche von jener abweicht, die aus
der allgemeinen Methode folgen wiirde:

Man konstruiere (Fig.77) zundchst AC = AB = BD;
dann die Kreise C(B), C(D), D(C), D(4). Man erhilt
dadurch die Punkte E, F” und F', F'. Macht man nun

XE=XE=YF=YF=0D,
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102  IIL Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

so teilen X und Y die Strecken AB in drei gleiche Teile.
Beweis: Aus der Ahnlichkeit der beiden gleich-
schenkligen Dreiecke CXF und CDE folgt:

CX:CE=CE:DC,
nun ist
CE =248 und (D =348,
daher

OX— 448, also AX— 1A,

§ 17. Addition und Subtraktion von Strecken,
Konstruktion von Parallelen und Normalen.

145. Eine gegebene Strecke um eine zweite
gegebene Strecke zu verlingern oder zu ver-
kiirzen.

Gegeben seien (durch ihre Endpunkte) die Strecken 4 B
und CD.

Mit CD als Radius schlage man um 4 den Kreis K
(Fig. 78) und schneide
ihn mit einem beliebigen
Kreise K, um B; man er-
hilt so die Punkte F
und E’; halbiert man den
Bogen EE’ in X und Y,
so ist BX die Summe
der Strecken und BY
die Differenz der ge-
gebenen Strecken.

Fig. 7. 146. In dem Punkte

4 der durch ihre End-

punkte 4, B gegebenen Strecke ist die Normale z

auf die gegebene Strecke zu errichten, d. h. ein
Punkt X dieser Normalen zu finden*).

*) Bei allen diesen Aufgaben, wie bei den vorhergehenden,
diirfen nur Kreisbogen, nicht aber gerade Linien gezeichnel
werden,
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§ 17. Addition und Subtraktion von Strecken. 103

Man konstruiert zwei Kreise um 4 resp. B mit
gleichem, sonst beliebigen Radius, L sei einer ihrer
Schnittpunkte. Zeichnet man nun den Kreis C(B) und

verdoppelt die Strecke .B(, so erhilt man schon einen
Punkt X der gesuchten Normalen; denn X liegt auf dem
Durchmesser des durch 4 und B gehenden Kreises C(B).

Soll die gesuchte Normale die gegebene Linge s
haben, so schlage man um 4 (Fig. 79) einen Kreis K mit
dem Radius s, schneide denselben mit dem Kreise B(A)
in D und E. Konstruiert man nun jenen Punkt F des
Kreises K, welcher mit 4 und ¥ auf derselben Geraden
liegt, so ist der Halbierungspunkt des Bogens FI) der
gesuchte Punkt X.

Dl

A+

Xx

Fig. 79. Fig. 80.

147, Von einem Punkte Pist auf eine Gerade A B
die Normale zu fillen.

Man zeichne die Kreise 4(P) (Fig. 80) und B(P).
Der zweite Schnittpunkt X der beiden Kreise liegt auf der
gesuchten Normalen und ist das
Spiegelbild von P beziiglich AB. P +X

148. Zu einer gegebenen
Geraden ist durch einen ge-
gebenen Punkt die Parallele
zu konstruieren.

Die gegebene Gerade sei AB, B
der Punkt P. Man schlage aus P Fig. 81.
einen Kreisbogen mit dem Radius
AB (Fig. 81) und aus B einen Kreisbogen mit dem
Radius A P. Thr Schnittpunkt X liegt auf der gesuchten
Parallelen.
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§ 18. Konstruktion der Proportionalen.

149. Zu drei Strecken a, b, ¢ ist die vierte
geometrische Proportionale zu konstruieren, also
jene Strecke, welche mit den gegebenen Strecken ‘«
die Proportion bildet: |

a:b=c:x.

Diese Proportion kann mittels des Zirkels allein leicht
gelost werden, wie nachstehende Betrachtung zeigt:

Fig. 82,

Man zeichne um O (Fig. 82) zwei konzentrische Kreise
und mache:

AA'=BB .
Es ist dann
. NAOA > NBOB’
und daher:
ANAOB co NA' OB,

Demnach verhilt sich
0A:04'=AB: A'D .
Schldgt man also mit ¢ und b konzentrische Kreise,

macht AB gleich ¢ und A4’ = BB’ (sonst aber beliebig), l
so ist schon 4’B’ jene Strecke x, welche obige Proportion |

befriedigt.
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§ 18. Konstruktion der Proportionalen. 105

Sollte ¢ zu grof} sein, um als Sehne des Kreises 0(4)
eingetragen werden zu kénnen, so nehme man statt ¢ die

Strecke %, wobei n eine geniligend grofle Zahl ist. Man
erhilt dann durch die Konstruktion nicht x sondern i; .

150. Es ist zu zwei Strecken a und b die dritte
Proportionale # aufzusuchen, also die Proportion
zu ldsen:

a:b=>b:x.

Diese Aufgabe Lkonnte einmal nach der vorigen
Nummer gelost werden. Mascheroni gibt aber noch
eine Auflésung an, die wir jetzt darstellen wollen:

Man schlage um O mit a als Radius einen Kreisbogen
(Fig. 83), nehme auf demselben den Punkt O; beliebig an
und schlage hierauf um O; mit b als Radius den Kreis
bogen ABC, wobei C so be-
stimmt werden soll, daB AC
ein Halbkreis wird.

Es ergénzt sich dann jeder
der Winkel «, o’ der Fig. 83
mit 2 f zu zwei Rechten; « und
o’ sind daher gleich. Daraus
folgt aber:

AC0, B~ ABO,O .

Es gilt demnach die Pro-
portion:

0.0: B0, — B0, : BC

c
Fig. 83.

oder
a:b=10:2.

BC ist also die dritte geometrische Proportionale
zwischen « und b.

151. Konstruktion der mittlerengeometrischen
Proportionalen.

Es ist also die Proportion @ : x = z: b aufzuldsen.

Mascheroni gibt zur Loésung dieser Aufgabe zwei
verschiedene Methoden an:
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106 II1. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

1. Methode. Es sei (Fig. 84) AB=« und AC=0.
Man suche den Mittelpunkt H der Strecke BC,
x ferner den Punkt XA so,

dall K4 = AH wird.
Setzt man dann in

Hund K mit der Strecke

HB ein, so schneiden

sich die so erhaltenen

Kreisbogen im Punkte
: —. X und die Strecke X A4
c Fg &A K B ist schon die gesuchte

mittlere geometrische
Proportionale der beiden Strecken a und 5.

Den Beweis dafiir ersicht man unmittelbar, da X
auf dem Halbkreise liegt, welcher H als Mittelpunkt
und a 4 b als Durchmesser hat.

2. Methode. Man mache 4B =a (Fig. 85) und

X AC="5; ferner hal-
biere man die Strecke
AB in H und kon-
struiere:

KC=CH.

Setzt man nun
in H und K mit der
Strecke HA ein und
schlagt Kreisbogen, so
schneiden sich dieselben in einem Punkte X.

Die Strecke 4 X ist das gesuchte geometrische Mittel;
denn X liegt auf einem Halbkreise, welcher H als Mittel-
punkt und 4B als Durchmesser hat.

152. Es ist die Strecke 4B nach dem goldenen
Schnitt zu teilen.

Man schlage mit 4B einen Kreis (Fig. 86) um B,
suche die Eckpunkte C, D, E, F', G des eingeschriebenen
Sechseckes und den Punkt H als Schnittpunkt der beiden
Kreise A(D), E(C).

Konstruiert man nun den Punkt X so, daB

XD=XF=BH,

A K ¢ H B
Fig. 85.
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so teilt der Punkt X die Strecke 4 B nach dem goldenen
Schnitte; denn X B ist (nach § 15, 2) die Seite des
dem Kreise eingeschriebenen regelméifigen Zehneckes.
153. Ziehen von
Quadratwurzeln. <K
Nimmt man ni

Fig. 86 AB=1 an, * ¢ =

so ist:
BH=Y2,
AD =13,
, X B N
AfF—yi-2. “

Sucht man ferner
den Punkt M so, daf

MA—-MK=AB,
so ist <L
- _ Fig. 86.
ME =75
Verlingert man die Strecke A um 4B bis N, so daB:
ND=NF=DA,

80 ist

Konstruiert man nun den Punkt L als Schnittpunkt der
beiden Kreise A(F) und E(G), so ist

LH—78,
AN —y9,
TN =10 .

Bemerkung: Mittels der so gefundenen Wurzeln der
Zahlen bis 10 kann man leicht die Wurzeln aller Zahlen
bis 36 konstruieren:

Hat man z. B. }23 zu finden, so setze man
23 —25 —2,

(f28) =52 — (y2) .

also
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Konstruiert man nun ein rechtwinkliges Dreieck, in

welchem die Hypotenuse 5 und eine Kathete 2 ist
(welches man nach obigem erhalten kann), so ist damit
schon }23 gefunden.

154. Wenn man die Wurzeln der Zahlen bis 36
kennt, so kann man die Wurzeln aller Zahlen bis 361 finden.
(Dies ist analog dieser Bemerkung zu entwickeln.)

Hat man die Quadratwurzel aus einem Bruche zu

. m .
ziehen, also z. B. 1/ P konstruieren, so setze man:

fm _1-ym
Man hat demnach die vierte geometrische Proportionale

. — — m
zwischen 1, Vm und }'» zu suchen, um V P erhalten.

§ 19. Schnitt von geraden Linien mit Kreisen und
miteinander; Vervielfiiltigung und Teilung von Winkeln.

155. Es ist der Schnitt eines gezeichneten
Kreises mit einer durch ihre Endpunkte gegebenen
geraden Linie zu be-
stimmen. I sei der ge-
gebene Kreis, ADB die ge-
gebene gerade Linie:

Man konstruiere (Fig.87)
zu K das Spiegelbild X in
bezug auf die Gerade AD;
die Kreise I{ und K, schnei-
den sich in den gesuchten
Punkten X, Y.

Geht die gegebene
Gerade durch den Mit-
telpunkt des Kreises K,
so beschreibe man von

Fig. 87. dem Endpunkte 4 der Ge-
raden mit einem beliebigen
Radius einen Hilfskreis H, welcher den Kreis K in den

Punkten B und B’ schneidet. Halbiert man die Bogen BT,
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so sind die Halbierungspunkte X, ¥ die gesuchten
Schnittpunkte.

156. Es sind die Schnittpunkte zweier Geraden
AB und CD zu bestimmen durch blofles Schlagen
von Kreisbogen. Die geraden Linien selbst sind durch
ihre Endpunkte gegeben.

A
(/4 4 c”

D D,
B

Fig. 88.

Man spiegle (Fig. 88) die Punkte ¢ und D an der
Geraden A B; man erhilt dadurch eine Gerade C, D,
welche auch durch den gesuchten Punkt X geht. Be-
stimmt man nun den Punkt C” so, daBl

CC”=DD,
D, ¢"=D0,
so ist D, C” parallel DC, daher gilt die Proportion
GX:CD, =0 C:CC".
Sucht man nun die vierte geometrische Proportionale

zu C,C”, C,C, C; D, und trigt dieselbe von C, auf der
Geraden C, D, auf (Aufgabe 145), so erhilt man den ge-
suchten Punkt X.

157. Ein Winkel ist zu iibertragen.

Der Winkel « (Fig. 89) sei gegeben durch die drei
Punkte A4, B, C; auBerdem seien die Punkte F und D
gegeben. Ein Punkt X ist zu bestimmen, so dall

*XED=<«<CBA.

und
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Die beiden Dreiecke 4 BC und DEX sind #hnlich;
es gelten daher die folgenden Proportionen:

XD:DE=CA:4B
und
XE:DE=CB:AB.

Fig. 89.

Die Strecken X.I) und X% sind also als vierte geo-
metrische Proportionalen zu bestimmen. Daraus ergibt
sich dann der Punkt X und der Winkel « .

158. Ein gegebener Winkel ist zu vervielfachen
oder zu halbieren.

Der Winkel &« sei wieder gegeben durch die drei
Punkte 4, B, (' (Fig. 90).
Man schlage die Kreisbogen
B(A4), B(C) und mache

AC=CD=DE=...

Dann ist:
4DBA=2ux,

s IFEBA4d =3«,

Zur Halbierung eines
Winkels kann man ver-
schiedene Wege einschlagen, z. B. den folgenden:

Man schlage wieder die beiden Kreise B(A4) ungB (),
bestimme den Punkt D, halbiere den Bogen 4D in F

und den Bogen A F in X.
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§ 20. Anwendung des Prinzipes der reziproken Radien
zur Losung der geometrischen Konstruktionsaufgaben
zweiten Grades mit Hilfe des Zirkels allein*).

Die von Mascheroni gegebenen Konstruktionen sind
sehr elegant, aber oft auf so gekiinsteltem Wege gefunden,
daB beim Lesen des umfangreichen Mascheronischen
Werkes, von dem das obige nur ein kurzer Auszug
ist, der Wunsch rege wird, diese oder &hnliche Kon-
struktionen mit dem Zirkel allein durch ein allgemeines
Prinzip zu erhalten.

Dies gelingt mit Hilfe des Prinzipes der reziproken
Radien, wie im folgenden dargelegt werden soll:

1. Konstruktion inverser Punkte mit Hilfe des
Zirkels allein.

Ist K ein Kreis der Ebene mit dem Radius r
und P ein beliebiger Punkt der Ebene, so findet
man bekanntlich (S. 38) den inversen Punkt P’ als
Schnitt der Zentralen PO mit der Polaren von P be-
ziiglich K.

Es gilt dabei die Gleichung:

OF.0F — 1.

Beschreibt der Punkt P eine gerade Linie, so be-
schreibt sein inverser Punkt P’ einen Kreis, welcher durch
den Mittelpunkt O des Kreises K geht; beschreibt P einen
Kreis A, so beschreibt P’ ebenfalls einen Kreis A’, welcher
zu A so liegt, daB O der duBere Ahnlichkeitspunkt der
beiden Kreise ist.

Fiir unsere Zwecke ist es notig, den Punkt P’ aus P
mit Hilfe des Zirkels allein zu konstruieren. Dies gelingt
auf folgendem Wege:

Man schlage den Kreis P(0) (Fig. 91), welcher K
in den Punkten S, und S, treffen moge, die beiden
Kreise S,;(0) und S,(0) schneiden einander in einem
Punkte P’, welcher schon der inverse Punkt von P in
bezug auf K ist.

*) A. Adler, ,Zur Theorie der Mascheronischen Kon
struktionen® Wiener Akademie, Bd. XCIX, Abt. ITa, 1890.
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Wegen der Symmetrie der Figur liegt namlich P’ auf
der Linie OP. Aus der Ahnlichkeit der beiden gleich-
schenkligen Dreiecke S, O P’ und

PS8, 0 folgt auBerdem, daB

OP-0P =r* q.e.d.

Diese Konstruktion ist
jederzeit anwendbar, solange

P auBerhalb des Kreises
liegt; fiir Punkte innerhalb
des Kreises nur dann, wenn
der Abstand des Punktes
8, vom Mittelpunkte groBer als
Fig. 91. der Radius ist. Wie man

sich in dem Falle helfen kann,

wenn letzteres nicht zutrifft, soll erst spéiter gezeigt werden.

2. Konstruktion des Mittelpunktes jenes

Kreises, welcher einer gegebenen Geraden oder

einem gegebenen Kreise in bezug auf K invers
entspricht.

R

Fig. 92.

a) Der gesuchte Mittelpunkt  des Kreises (+/, welcher
der Geraden g (Fig. Y42) entspricht, wird gefunden, in-
dem man zundchst das Spiegelbild 2 von O beziiglich der
Geraden ¢ sucht und dann zu M’ den inversen Punkt in
bezug auf den Kreis K. :
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Beweis: Sind P und P’ die zwei auf der Geraden O M
liegenden Punkte von g resp. &, so ist-
O — yOP
und folglich J— —
OM=20P,
wie sich aus der Beziehung:
OM.0OM=0P.0PF
sofort ergibt.
Von der Geraden g brauchen nur zwei Punkte ge-
geben zu sein, da man nach einer friiheren Konstruktion
(147) daraus das Spiegelbild M’ von M finden kann.

Fig. 93.

b) Sind 4 und 4’ inverse Kreise in bezug auf den
Kreis K, und zieht man von O eine gemeinsame Tangente
an die beiden Kreise, so miissen deren Beriihrungspunkte
@, ¢ (Fig. 93) invers in bezug auf den Kreis K sein.

Zieht man nun @M senkrecht auf diese Tangente und
QO senkrecht auf die Zentrale der Kreise, so sind die
Dreiecke 0Q(’ und 0@’ M einander dhnlich. Daraus folgt:

03L:0Q—0§: 00,
OM-00=0Q -0Q¢=r2.
Die Punkte ¢ und O sind demnach zueinander invers

in bezug auf den Kreis K.
Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 8

also
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114 III. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

Nun ist, wie man aus der Figur erkennt, (/ jener
Punkt, welcher zu O in bezug auf den Kreis A invers
ist, und M ist der Mittelpunkt des Kreises A’

Um also M zu erhalten, suche man zu O den
inversen Punkt (#/ in bezug auf den gegebenen
Kreis 4 und zu dem so gefundenen Punkte (/
den inversen Punkt J} in bezug auf den Grund-
kreis K.

3. Allgemeine Methode zur Losung geome-
trischer Konstruktionsaufgaben mit Hilfe des
Zirkels allein.

Mit Hilfe des in Nummer 1 und 2 Erwidhnten kann
man nicht nur nachweisen, dal} alle geometrischen Kon-
struktionsaufgaben zweiten Grades mit Hilfe des Zirkels
allein 16sbar sind, sondern auch eine Methode angeben,
nach welcher dieses erreicht werden kann:

Jede ausgefiihrte Konstruktion zweiten Grades ist
eine Figur, die aus geraden Linien und Kreisen besteht;
ihre inverse Figur in bezug auf einen angenommenen
Kreis X wird daber nur aus Kreisen bestehen, welche
man nach Nummer 2 mit dem Zirkel allein konstruieren
kann.

Da auBerdem die Ubergangskonstruktion vom Punkte P
zu seinem inversen Bilde P’ nach Nummer 1 mit Hilfe des
Zirkels allein ausgefiihrt werden kann, so ist damit schon
eine Methode angegeben, nach welcher man alle geo-
metrischen Konstruktionsaufgaben zweiten Grades mit
Hilfe des Zirkels allein 16sen kann:

Soll man niimlich eine geometrische Aufgabe nur
mit Hilfe des Zirkels durchfiihren, so denke man sich
diese Aufgabe auf gewohnlichem Wege geldst, wodurch
man vor dem geistigen Auge eine Figur I erhilt, welche
aus geraden Linien und Kreisen besteht.

Nun zeichne man méglichst passend den Grundkreis I,
hierauf die zu F nach dem Prinzip der reziproken Radien
gehorige Figur F”. Endlich konstruiere man zu dem Re-
sultate der so erhaltenen Figur F” das inverse Bild, wo-
durch man dann das gewiinschte Ergebnis erhilt.

Alle dabei auftretenden Konstruktionen lassen sich
mit Hilfe des Zirkels allein durchfiithren. Den Kreis K
wird man dabei moglichst vorteilhaft wihlen.
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In den meisten Fillen wird es auch angezeigt sein,
die ganze Aufgabe in mehrere Teile zu zerlegen, welche
man dann nach obigem I6st.

4. Bemerkungen.

a) Mit Hilfe des Auseinandergesetzten wollen wir

die Aufgabe behandeln: Eine Strecke AB ist in »
gleiche Teile zu teilen.

Zu diesem Zwecke ver-n-fachen wir die Strecke A3,
wodurch wir den Punkt C erhalten, und suchen hierauf
zu C in bezug auf den Kreis 4(B) den inversen Punkt X.
Dann muf}:

Ax- 113
. . n
sein, denn es ist -
AX . AC=A4B".
Man bemerkt, dafl diese Konstruktion genau dieselbe ist,
welche Mascheroni zu demselben Zwecke angibt.

b) Wir miissen noch (§ 20, 1) zeigen, wie man zu
einem Punkte Pdeninversen findet, wenn Pinner-
halb des Kreises K liegt und sein Abstand vom Mittel-
punkte kleiner als % ist.

Zu diesem Zwecke multiplizieren wir zunéchst die

Strecke OP mit einer passend gewihlten ganzen Zahl n
so, dafl der erhaltene Punkt P, von O weiter als —;— ent-
fernt ist. Nun konstruieren wir zu P, den inversen
Punkt P} und multiplizieren OP;, mit n. Der so ge-
fundene Punkt P’ ist dann der zu P inverse Punkt, wie
aus der Gleichung:
OP.OP=0P,-0P]

folgt.

c) Die (§20, 1) vorgefiilhrte Konstruktion inverser
Punkte mit Hilfe des Zirkels allein ist einfacher als die

gewdhnliche mit Hilfe der geraden Linie; sie zeigt so
recht die fundamentale Bedeutung des Prinzipes der re-

* ziproken Radien fiir alles, was den Kreis betrifft:

Will man ndmlich, wie dies Mascheroni in seinem
Werke anstrebte, eine Geometrie des Zirkels schaffen,
8*

|
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116 III. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

so muB man doch mit dem Zeichnen eines Kreises an-
fangen; hierauf ist es am einfachsten, einen Punkt P an-
zunehmen und den dadurch bestimmten Kreis zu zeichnen;
unwillkiirlich wird man auf unsere Konstruktion gefiihrt
als der einfachsten unter allen moglichen.

Nimmt man P auf dem Kreise selbst an (Fig. 94),
so ergibt sich eine noch einfachere Konstruktion:

Fig. 94.

Ist nimlich P ein Punkt von K und beschreibt man
den Kreis Q(P) =K, , wobei @ ein beliebiger Punkt auf K
ist, so erhilt man den Punkt R; bringt man nun K, zum
Schnitte mit dem Kreise P(R), so ergibt sich ein Punkt S,
und es laBt sich zeigen, daf SP die Tangente von K im
Punkte P ist.

Die Linie P@ ist nimlich die Symmetrale der beiden
Kreise K, und P(R); daher ist

F o = {ﬂ ’
da aber auch

<ﬂ bl {Y 3
weil L

PQ == Qﬁ’
go ist schon:

<):06 = <):}’ )

RS ist also die Tangente an den Kreis K im Punkte P.

Diese Konstruktion ist die einfachste, welche man
mit Hilfe von Kreisen durchfiihren kann; sie erfordert
auBer dem gegebenen Kreise K nur das Schlagen von
zwei Kreisbogen.
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d) Man kann zur Auflésung der geometrischen
Konstruktionsaufgaben mit Hilfe des Zirkels
allein noch einen ganz anderen Weg einschlagen:

Steiner hat, wie wir wissen (Abschnitt IT), gezeigt,
daB man alle geometrischen Aufgaben durch bloBes Ziehen
von geraden Linien l6sen kann, sobald in der Ebene ein
Kreis K samt Mittelpunkt O gezeichnet vorliegt.

Denkt man sich nun eine Aufgabe auf diesem
Steinerschen Wege gelost, so enthdlt die entstehende
Figur auBer dem Kreise K nur gerade Linien.

Nimmt man jetzt K als Inversionskreis und
konstruiert zu der erhaltenen Figur die inverse, so
besteht diese aus lauter Kreisen, welche sich mit Aus-
nahme des Kreises & in dem Punkte O schneiden.

Da der Ubergang zwischen der Steinerschen Figur
und der inversen Figur wieder mit Hilfe des Zirkels
allein durchfiihrbar ist, so sieht man folgendes ein:

Es ist nicht nur moglich, wie schon Mascheroni ge-
zeigt hat, alle geometrischen Konstruktionen zweiten Grades
mit alleiniger Zuhilfenahme des Zirkels zu zeichnen, sondern
man kann noch die Bedingung hinzufiigen, dal
alleinder Konstruktion vorkommenden Kreise mit
Ausnahme eines einzigen durch ein und denselben
willkiirlich anzunehmenden Punkt gehen sollen.

Man kann demnach jede geometrische Konstruktion
nicht nur durch bloBes Ziehen von Kreisen ausfiibren,
sondern man kann diesen Kreisen noch Bedingungen
auferlegen.

Ubungsaufgaben.

159. Konstruktion des Mittelpunktes X einer ge-
zeichnet vorliegenden Kreislinie K.

1. Methode (nach Mascheroni).

Man nehme auf K den Punkt 4 an (Fig. 95), be-

schreibe mit einem beliebigen Radius AB den Kreis I
und bestimme den Punkt C so, daB B( ein Halbkreis wird.

Mit dem Radius CD schlage man um A und (' Kreise,
welche sich in I schneiden und konstruiere auf H den
Punkt F so, dal3 o

FE=CD
wird. BF ist dann der gesuchte Radius des Kreises K.

l
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Beweis:
S BAE = gACFE + < AEC—= < FAE + «<TFAB,

weil

NACE < NATE .
Es ist also:

< IFAB=4FEA,
daher:

DNABF ~ ANAFE

Fig. 95,
daraus ergibt sich:
BF:AF—AF: AR,
oder:

wobei X dadurch gefunden wurde, da man
BX =AX =BF

konstruierte. Aus der letzten Proportion folgt, daB
NABX o NADC.

Daraus ergibt sich weiter:
S BAX = ACD =1+ BAD .
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Hieraus schlieBt man endlich, daB:

/ BAX >~ AXD,
also:
AX=BX=DX.
X ist daher der gesuchte Mittelpunkt des Kreises K .

2 Methode. Losung mit Hilfe des Prinzipes
der reziproken Radien.

Man nehme auf K das Inversionszentrum O an und
schlage den Inversionskreis 21
mit beliebigem Radius so,
daB er K in zwei Punkten
A und B schneidet.

Der Geraden 4 B(Fig.96)
entspricht dann der ge-
gebene Kreis K als Inver-
sionsfigur beziiglich 1.

Sucht man nach Aufgabe
147 zu O den symmetrischen
Punkt C in bezug auf A Bund
zu C den inversen Punkt X in
bezug auf H, so ist X der ge-
suchte Mittelpunkt von K.

160. Von einem Kreise Sy
kennt man drei Punkte Fig. 9.

A, B, C seines Umfanges;
es ist der Mittelpunkt dieses Kreises zu kon-
struieren.

Man kann zur Losung dieser Aufgabe nach dem-
selben Prinzipe vorgehen wie bei der letzten Aufgabe:

Man verwandle den Kreis K durch Inversion in eine
Gerade g und suche dann umgekehrt den Mittelpunkt
jenes Kreises, welcher g in dieser Inversion entspricht.

Man nehme zu diesem Zwecke A als Inversions-
zentrum, den Kreis 4(B) als Inversionskreis H und kon-
struiere zunichst jenen Punkt D, welcher C in bezug
auf fT nach dem Prinzipe der reziproken Radien entspricht.

BD ist dann jene Gerade g, deren inverses Bild in
bezug auf [T der gegebene Kreis K ist. Nun suche man
das Spiegelbild E von 4 beziiglich ¢ und von E den in-
versen Punkt X in bezug auf H.

X

|
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X ist dann der gesuchte Mittelpunkt des
Kreises ABC.

161. Ndherungsweise Rektifikation des Kreises.

Mascheroni gibt zur ndherungsweisen Rektifikation
eines Viertelkreises, also zur niherungsweisen Bestimmung

von g eine Methode an, die einfach und praktisch sehr

wertvoll ist.
Zeichnet man in Fig. 71

AB—BC=0D =0

und schligt die beiden Kreise 4(C) und D(B), so erhilt
man den Punkt (¢; macht man

BT =14,
so ist AT niherungsweise gleich dem vierten Teile des
Kreisumfanges. L -
Beweis: Ist A0=1, so ist 0G=72; da nun
BC =1, so folgt aus dem Dreiecke BGT, daB:
BG—13—76.
In dem Dreiecke ABT ist <« ATDB = 30°, die Seite

Bezeichnet man die Strecke A7 mit «, so gilt die
Gleichung:

1—a22+ (3 —76) — 2xV3:]75 cos30°
l=a2+3—y6—a)9—3/6.

Daraus ergibt sich:

=15H712...
Da % =1'5708 ..., so wurde der Viertelkreis bis

auf drei Dezimalstellen genau gefunden.
Der Fehler zwischen dem konstruktiv gefundenen und

dem berechneten Werte betrigt Tfm‘ des Radius, daher
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§ 21. Konstruktionen mit einer Zirkeléffnung. 121

iz mm, wenn der Radius 1 m grofl ist; ein Resultat,
welches fiir alle praktisch vorkommenden Fille voll-
standig geniigt.

§ 21. Konstruktionen mit einer Zirkeléffnung.

1. Wir haben oben gesehen, dafl man alle geo-
metrischen Konstruktionen, die man gewdhnlich mit
Zirkel und Lineal ausfithrt, durch bloBes Schlagen von
Kreisbogen streng losen kann, und dafl man sogar den
zu suchenden Kreisen noch Bedingungen auferlegen kann.

Wir wissen auch, dafl die Konstruktionen mit dem
Zirkel allein ein besonderes praktisches Interesse
haben, da der Zirkel ein viel genaueres Zeichen-
instrument ist als das Lineal.

Fiir praktische Zwecke wire es am vorteilhaftesten,
wenn alle zu zeichnenden Kreise gleichen Radius hétten,
wenn man also alle Konstruktionen mit einem Zirkel
und mit einer Zirkeléffnung durchfithren kénnte.

2. Cantor sagt in seiner ,,Geschichte der Mathe-
matik®, 8. 383, dall es keinem Zweifel unterliegt, daf
bei den Griechen eine Geometrie mit einer Zirkel-
6ffnung bekannt war; ferner erwiahnt auch Cantor,
daB ein groBer Teil des Werkes ,,Buch der geometri-
schen Konstruktionen‘ des arabischen Mathematikers
Abw’l Wafa der Auflésung von Aufgaben bei Anwendung
nur einer Zirkeldffnung gewidmet ist.

3. Versucht man die geometrischen Grundaufgaben
mit Hilfe eines Zirkels mit konstanter Zirkel6ffnung
zu l6sen, ohne eine einzige gerade Linie zu zeichnen, so
erkennt man, dafl sich Strecken wohl vervielfachen,
nicht aber teilen lassen.

Es ist daher unméglich, alle geometrischen Kon-
struktionen mit diesem beschrinkten Hilfsmittel zu losen,
ohne eine einzige gerade Linie zu zeichnen.

Anders ist es aber, wenn man auBer dem Zirkel
mit konstanter Zirkeléffnung noch die gerade
Linie zuliBt. Dann lassen sich alle Konstruktionen
mit diesen beschrinkten Hilfsmitteln losen, denn nach
dem Steinerschen Satze geniigt schon ein Kreis, um

i
¥
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122 III. Abschnitt. Mascheronische Konstruktionen.

durch bloBes Ziehen von geraden Linien alle quadra-
tischen Konstruktionen zu 1sen.

Eine Geometrie mit einer Zirkeléffnung kann
demnach nur so verstanden werden, dafl man auch ge-
rade Linien zuliBt, sonst aber moglichst einfache Kon-
struktionen zeichnet.

162. Gesetzt, man hitte zwei Zirkel, jeden mit
einer anderen, aber konstanten Offnung; welche
Aufgaben ist man damit imstande zu 16sen durch
bloBes Schlagen von Kreisbdgen, ohne eine einzige
gerade Linie zu ziehen?
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Konstruktionen mit Hilfe eines Parallel-
lineales (zwei parallele Linien in konstantem
Abstande); Konstruktionen mit Zuhilfenahme
eines beweglichen rechten Winkels; Konstruk-
tionen mit Hilfe eines beliebigen beweglichen
Winkels; Konstruktionen mittels des Lineales
und eines EichmafBes; Konstruktionen mit
Hilfe des Winkelhalbierers.

§ 22. Einleitung.

1. Strenge und ndherungsweise Losungen geo-
metrischer Konstruktionsaufgaben.

Man sagt gewdshnlich: ,,Eine geometrische Auf-
gabe ist konstruktiv streng 16sbar, wenn zu ihrer
Loésung nur das Schlagen von Kreisbogen und das
Ziehen von geraden Linien in endlicher Anzahl
notwendig ist, und wenn bei Voraussetzung ideal
vollkommener Zeichenhilfsmittel die Losung ge-
nau erhalten wird.

Man sagt dagegen, eine Aufgabe sei niherungs-
weise geldst, wenn selbst bei ideal vollkommenen Hilfs-
mitteln die Losung der Aufgabe sich nicht mathematisch
genau auf dem eingeschlagenen Wege ergibt oder, wenn
ihre Losung eine unbegrenzte Anzahl von Konstruktionen
erfordert.

Diese Bemerkungen sind fiir das folgende wichtig:

Zur Losung der Aufgabe: ,In einer Geraden g ist
ein Punkt X so zu finden, dal von X aus eine gegebene

Strecke AB unter einem rechten Winkel erscheint®,
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124 1V. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, Eichma8.

konnte man auch in der Weise vorgehen, dal3 man einen
beweglichen rechten Winkel (etwa aus Holz) durch 4
und B legt und ihn solange bewegt, bis der Scheitel
dieses Winkels in die Gerade g zu liegen kommt.

Gewdhnlich 16st man die Aufgabe auf anderem Wege;
schligt man aber den eben erwiihnten Weg ein, so ist X
dadurch keineswegs naherungsweise gefunden, denn
bei vollkommener Beschaffenheit der verwendeten Zeichen-
hilfsmittel ergibt sich X vollkommen genau.

Man muB den rechten Winkel wohl einige Zeit lang
verschieben, bis er in die gewiinschte Lage kommt; dies
macht aber die Konstruktion durchaus nicht zu einer
nitherungsweisen, denn man muBl auch beim Verbinden
zweier Punkte durch eine gerade Linie das ver-
wendete Lineal einige Zeit lang verschieben, bis
es in die brauchbare Lage kommt.

2. Grundoperationen.

a) Aus der Betrachtung der Steinerschen Kon-
struktionen (S. 85) wissen wir, da man mittels der
geraden Linie und des Kreises nur jede der folgenden
sechs Grundoperationen direkt ausfithren kann:

1. Gerade Linien ziehen, 2. den Schnittpunkt einer
zu suchenden Geraden mit einer schon gezeichneten be-
stimmen, 3. die Schnittpunkte einer zu suchenden Ge-
raden mit einem schon gezeichneten Kreis aufsuchen,
4. einen Kreisbogen beschreiben, 5. die Schnittpunkte
eines zu suchenden Kreises mit einer schon gezeichneten
Geraden bestimmen, 6. die Schnittpunkte eines zu
suchenden Kreises mit einem schon gezeichneten Kreise
aufsuchen.

Sind die Hilfsmittel beschrinkt, so mull gezeigt
werden, daB sich mit Hilfe derselben die obigen sechs
Grundoperationen ausfiihren lassen.

b) In diesem Abschnitte wird es immer gestattet
sein, gerade Linien zu zeichnen.

Die Aufgaben 1 und 2 werden daher ohne weiteres
durchzufiihren sein; die Losung der Aufgabe 4 kann ohne
Zirkel nur punktweise geschehen. Es bleiben also nur noch
die Aufgaben 3, b, 6 iibrig, welche sich, wie frither gezeigt
wurde (S. 86), auf eine einzige Hauptaufgabe zuriick-
fithren lassen, nimlich auf die Aufgabe:
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A) ,,Gegeben ist eine Gerade, auBlerdem ein
Kreis durch seinen Mittelpunkt und Radius; es
sind die Schnittpunkte der Geraden mit dem
Kreise zu konstruieren.”

Um zu beweisen, daB alle Konstruktionen mit einem
vorgelegten Hilfsmittel durchfiihrbar sind, hat man nur
zu zeigen, daB sich die Hauptaufgabe A mit diesem
Hilfsmittel 16sen laBt.

¢) Man kénnte dann mit Hilfe unserer beschrinkten
Zeicheninstrumente jede beliebig vorgelegte Aufgabe in der
Weise losen, daB man Schritt fiir Schritt der Losung
folgt, welche man bei uneingeschrinktem Gebrauche des
Zirkels und des Lineales einschlagen wiirde, aber jede
der vorkommenden Operationen mit dem gegebenen Hilfs-
mittel durchfiihrt.

Ein derartiger Vorgang wiire aber in vielen Féllen
unvorteilhaft, da sich viele der einfachsten und am
hiiufigsten vorkommenden Konstruktionsaufgaben (so-
genannte geometrische Elementaraufgaben) auf anderem
Wege mit einem unserer Zeichenhilfsmittel leichter losen
lassen, nicht selten sogar leichter als mit Zirkel und der
geraden Linie zusammen.

3. Elementaraufgaben.

Es ist daher vorteilhaft, sich zunichst mit der Auf-
16sung dieser Elementaraufgaben zu befassen, um so mehr,
als auf denselben die Losung der Hauptaufgabe A beruht.

Diese Elementaraufgaben sind nach Steiner (,,Geo-
metrische Konstruktionen, ausgefithrt mittels der geraden
Linie und eines festen Kreises*“) die folgenden:

a) ,,Parallele Gerade zu ziehen‘;

b) ,,der GroBe nach gegebene Gerade beliebig
zu vervielfachen oder in beliebig viele, gleiche
Teile zu teilen*;

¢) ,zueinander rechtwinklige Gerade zu
ziehen®;

d) ,,einen Winkel zu hilften oder beliebig zu
vervielfachen®;

e) ,,durch einen gegebenen Punkt eine Gerade
zu ziehen, die mit einer gegebenen Geraden einen
Winkel einschlieBt, welcher einem der GroB8e und
Lage nach gegebenen Winkel gleich ist;
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f) ,,an einem gegebenen Punkte nach be-
liebiger Richtung eine Gerade anzulegen, welche
einer der GrofBe und Lage nach gegebenen Ge-
raden gleich ist*.

Wir werden in diesem Abschnitte immer so vorgehen,
da wir zunidchst die Auflésung dieser Aufgaben zeigen
und hierauf die der Hauptaufgabe A.

§ 23. Geometrische Konstruktionen, ausgefiihrt mit
Hilfe eines Parallellineales (zwei parallele Geraden in
konstantem Abstande «).

a) Als Resultat wird sich ergeben, dal man mit
Hilfe eines Parallellineales alle geometrischen
Konstruktionsaufgaben zweiten Grades streng
lésen kann und dafl die dabei auftretenden Konstruk-
tionen mitunter einfacher sind als die gebriduchlichen
mittels Zirkel und Lineal.

b) Wir miissen zunichst mittels des Parallel-
lineales allein die oben erwihnten Steinerschen
Elementaraufgaben auflésen.

Bei diesen Konstruktionen werden wir oft den Satz
iiber das Trapez (8. 76) anwenden.

163. ,,Parallele zu ziehen‘ (geschieht ganz wie
in Fig. b5).

164. ,,Der GroBe nach gegebene Gerade zu
vervielfachen oder zu teilen® (wird analog gel6st
wie in Fig. 56).

165. ,,Zueinander rechtwinklige Gerade zu
ziehen.©

Gegeben sei die Gerade ¢ und auf derselben der
Punkt 2’; es ist in P die Normale auf g zu errichten.

Man ziehe durch P die Gerade % (Fig. 97), lege an &
das Parallellineal zweimal an; nun lege man das Lineal
so in die Zeichenebene, daB eine Kante desselben durch P
und die andere Kante durch 4 (Fig. 97) geht. PB ist
die gesuchte Normale.

Die Gerade /: wird man passend wihlen, so dafl 4
in eine geeignete Entfernung von P kommt.
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Die Konstruktion selbst ist nach § 22, 1 dieses
Abschnittes keineswegs eine ndherungsweise, denn bei
idealer Vollkommenheit des verwendeten Hilfsmittels ist
das Resultat vollkommen genau.

Fig. 97.

166. ,,Einen Winkel zu halbieren oder zu ver-
vielfdaltigen.*

Ist der Winkel M SN zu halbieren, so gehe man so
vor, wie aus der Fig. 98 ersichtlich. ist. (a bedeutet
immer die Breite des Parallellineales.)

]

Fig. 98.

Die Konstruktion ist einfacher als die gewdhnliche
mit Zirkel und Lineal.
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Um den Winkel MSN (Fig. 99) zu verdoppeln,
lege man das Parallellineal zuerst an SM, wodurch man
den Punkt P erhilt; nun lege man das Parallellineal durch
die Punkte P und S (Fig. 99). SQPR ist ein Rhombus.

Ny

P

/S\/ N

Fig. 99.

167. ,,Durch den Punkt P ist eine Gerade z zu
ziehen, die mit der gegebenen Geraden ! einen
Winkel einschlieBt, welcher dem der GroBe und
Lage nach gegebenen Winkel ASB gleich ist.”

Y P x
Fig. 100. 4

Man konstruiere SL’ parallel ! (Fig. 100) und die
Halbierende » des Winkels 4SL’; macht man dann

< X'Sh = <hSB =<8
Y SL' =« L'SX = %o,
so sind SY” und SX’ parallel zu den gesuchten Geraden.

und
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168. ,,Gegeben sind die Gerade g, der Punkt I/
auf g und die Strecke 4B; es ist ein Punkt X auf g
so zu bestimmen, daB MX — AB wird.”

/
Ve ’
// e A

Fig. 101,

In Fig. 101 ist & die Halbierende des Winkels 4’Mg;
A’X ist parallel zu %.
¢) Nachdem wir die Elementarkonstruktionen er-
erledigt haben, zeigen wir die L&sung der Haupt-
aufgabe A:
y S A a4

.
g \
s N \,
s N AN
g 7 \
X, / X B
4 2N\ \,
7/ s \ \
/ // \
@ / N\ «
o N
7 Fig. 102, <

Gegeben sei die Gerade g (Fig. 102) und die
Strecke M A parallel zu g; es sind die Schnitt-
punkte X, und X, der Geradeng mit jenem Kreise zu
konstruieren, welcher M als Mittelpunkt und M4
als Radius hat*).

* Ist der Radius des Kreises durch eine beliebige Strecke
gegeben, so kann man mit Zuhilfenahme der Aufgabe 167 den
gegebenen Radius parallel zu g legen.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 9
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Man lege das Parallellineal an die Gerade 1/ 4, wodurch
man die Gerade g’ erhilt (Fig. 102); nun ziehe man die
beliebige Gerade M B, welche g in B und ¢’ in B’ schneidet,
und konstruiere ferner A’B’ parallel zu A B.

Legt man nun das Lineal so in die Zeichenfliche, dal}
eine seiner Kanten durch M, die andere durch A4’ geht,
was auf zwei verschiedene Arten moglich ist, so erhalt
man die gesuchten Schnittpunkte X; und X, .

Beweis: MA'DX, und MA'CX; sind Rhomben.
X, und X; sind die Schnittpunkte der Geraden g’ mit
dem Kreise M(A), X, und X, daber die gesuchten
Schnittpunkte mit dem konzentrischen Kreise M(A4).

d) Die Aufsuchung der Schnittpunkte zweier
Kreise konnen wir ganz wie auf wie S. 86 auf die
eben geloste Aufgabe zuriickfihren.

e) Wir haben damit streng bewiesen, dall man
mit Hilfe eines Parallellineales (zwei parallele Linien
in konstantem Abstande) imstande ist, jede geo-
metrische Konstruktionsaufgabe zweiten Grades
zu 16sen, und auch gesehen, dafB die Losungen durch-
aus nicht kompliziert, manchmal sogar recht einfach
werden.

Diese Konstruktionen haben praktischen Wert na-
mentlich fiir die Feldmefkunde.

Ubungsaufgaben.

169. Gegeben ist ein Dreieck; es sind die Mittel-
punkte des dem Dreiecke ein- und umbeschriebenen
Kreises mit dem Parallellineal allein zu finden.

170. Gegeben ist eine Strecke A, kleiner als der
Abstand @ der beiden Kanten des Parallellineales; es ist
im Punkte A die Normale auf A B zu errichten. (Man ver-
vielfiltige die Strecke AB).

171. Gegeben sind zwei Punkte 4 und . Das zum
Zeichnen vorliegende Parallellineal sei zu kurz, um die Ver-
bindungslinie A1 direkt zeichnen zu konnen; man kon-
struiere trotzdem einen Punkt X , welcher auf der Linie 4 B
liegt.

& Man zeichne durch B zwei gerade Linien ¢ und b
(Fig.103). Die beiden Geraden a und b werden, eventuell
durch wiederholtes Anlegen des Parallellineales, bis in die
Niihe des Punktes A gezeichnet; zieht man nun durch 4
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§ 23. Konstruktionen mit dem Parallellineal. 131

die Geraden c¢, d, e und konstruiert ¢ parallel e,
¢ parallel ¢, ¢ parallel d, so ist X ein Punkt der Ge-
raden A D.

Man kann also die Verbindungslinie 4B auch mit
einem kurzen Lineal zeichnen.

Uberhaupt ist jede der obigen Aufgaben auch
mit einem kurzen Parallellineal zu 16sen.

@ e [
i 3’/
j o4
i 7
|

- i x B
\ {3'
B N\
o
Fig. 103.

172. Eine bemerkenswerte Methode zur Losung von
geometrischen Aufgaben mit dem Parallellineale allein 148t
sich aus den Steinerschen Konstruktionen herleiten, wie
F. Enriques auf S. 267 seiner ,Vorlesungen {iiber
projektive Geometrie (deutsch herausgegeben von
Dr. H. Fleicher, Leipzig 1903) lehrt.

a) Mit Hilfe eines Parallellineales, dessen Breite a ist,
kann man gerade Linien ziehen; man kann aber auch

» leicht die Tangenten von dem beliebigen Punkte P an
einen Kreis / zeichnen, wenn der Mittelpunkt M von K
gegeben und sein Radius gleich @ ist.

Mittels dieser beiden Zeichenoperationen allein ist
man auch imstande, zu jeder Geraden ihren Pol beziig-
lich K und zu jedem Punkte seine Polare in bezug auf K
zu konstruieren.

b) Lost man eine geometrische Aufgabe im Steiner-
schen Sinne, so erhélt man eine Figur ¥, welche aufler
dem Steinerschen Kreise J{ nur gerade Linien enthilt.

Sucht man nun zu I die polare Figur F” beziiglieh
des durch J und « gegebenen Kreises K, so erfordert

9*
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nach obigem das Konstruieren von F” auBler dem Ziehen
von geraden Linien nur noch das Zeichnen von Tangenten
an K. Auch der Ubergang von F zu I’ und von I’
zu F kann mittels dieser beiden Zeichenoperationen allein
ausgefithrt werden.

¢) Man kann also simtliche quadratische Aufgaben
mit Hilfe des Parallellineales allein losen und dem Ge-
brauche desselben noch eine Beschréinkung auferlegen.

Man 16se die Aufgaben dieses Paragraphes auf diesem
angedeuteten Wege.

§ 24. Konstruktionen
mit Zuhilfenahme eines rechten Winkels.

a) Das in diesem Abschnitte einzig verwendete
Konstruktionshilfsmittel ist ein beweglicher rech-
ter Winkel etwa aus Holz, z. B. ein rechtwinkliges Dreieck,
dessen Hypotenuse abgebrochen ist.

b) Es wird sich wieder als Resultat ergeben, dal wir
mit diesem Hilfsmittel allein samtliche Kon-
struktionen zweiten Grades durchfiihren kénnen.

Wir werden spater sogar sehen, dafl der rechte Winkel
ein viel michtigeres Zeicheninstrument ist als der Zirkel,
indem man mit zwei oder drei rechten Winkeln imstande
ist, auch Gleichungen dritten Grades streng zu ldsen,
was bekanntlich auch mit mehreren Zirkeln zusammen
nicht gelingt.

Wir wollen wieder die Elementaraufgaben (§ 22, Nr. 3)
der Reihe nach betrachten. Die Losung einzelner dieser
Aufgaben ergibt sich ohne weiteres.

173. ,,Parallele ziehen mit einem rechten
Winkel allein. (Man ziehe zuerst die Normale.)

174. ,,Strecken vervielfachen oder teilen.

Es sei (Fig. 104) die Strecke AB zu verdreifachen.
Man ziehe g beliebig durch A, h senkrecht darauf und
verfahre, wie die Fig. 104 zeigt. Wie man eine Strecke 4 B
halbiert, zeigt Fig. 105.

Die Teilung einer Strecke in mehrere gleiche Teile
geschieht wie frither (S.77) mit Hilfe zweier paralleler
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§24. Konstruktionen mit Zuhilfenahme eines rechten Winkels. 133

Geraden oder mit Zuhilfenahme der frither gezeigten
Brianchonschen Methode. (A4 Bba kann dabei als Recht-
eck angenommen werden.)

g
y] 'gll
/ N Ch
B N\
VS
A X B
Fig. 104, Fig. 105.

175. ,,Zueinander senkrechte Gerade ziehen.
(Ist ohne weiteres losbar.)

176. ,,Einen Winkel vervielfachen oder hal-
bieren.«

Ist der Winkel 4SB zu verdoppeln, so ziehe man

nach Fig. 106 AC L SB und mache CD = AC.

Fig. 106. Fig. 107.

Ist der Winkel ASC zu halbieren, so gehe man auf

folgende Weise vor: Man mache BS = AS (Fig. 107), lege
dann den rechten Winkel so in die Zeichenfliche, daB
die Schenkel des rechten Winkels durch 4 und B gehen
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und sein Scheitel auf dem zweiten Schenkel des Winkels «
liegt; « parallel zu BC ist schon die gesuchte Winkel-

C

Fig. 108.

B
% -

symmetrale. (Die Konstruk-
tion ist nach § 22, Nr.1 keines-
wegs eine nidherungsweise.)

177. ,,Durch einen ge-
gebenen Punkt P ist eine
Gerade « zu ziehen, wel-
che mit einer gegebenen
Geraden ! einen Winkel
einschlieBt, der einem
der GroBe und Lage nach
gegebenen Winkel A4SB
(Fig. 108) gleich ist.”

Man ziehe durch S die
Gerade I parallel zul, nehme
auf ¢ den Punkt 4 beliebig
an und fille die Normalen
AB, AC auf [ resp. I'; dann
verbinde man die Punkte

B, C und ziehe von S aus die Normale SD auf BC.
Das gesuchte x ist parallel zu SD.
Beweis: ABSC ist ein Kreisviereck; daher ist

Lo =f

als Peripheriewinkel
iiber demselben Bogen;
ferner ist

Sy =<f

als Normalwinkel, folg-

Fig. 109.

v lich ist
Xy =<« .
178. ,,Gegeben ist

eine Geradeg, aufihr
der Punkt O, auBer-

dem eineStrecke A ;

es ist auf g der Punkt X so zu bestimmen, daf}

O0X = AB wird.“
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§ 25. Konstruktionen mit Hilfe eines beliebigen Winkels. 135

Man konstruiere durch Paralleleziehen (Fig. 109)
0C=0D=AB

und lege dann den rechten Winkel so in die Zeichen-
ebene, daB seine Katheten durch C' und I gehen und
sein Scheitel auf ¢ liegt. (Die Konstruktion ist keines-
wegs eine niherungsweise.)

179. Hauptaufgabe A: ,,Gegeben ist eine ge-
rade Linie g und eine dazu parallele Strecke M 4;
es sind die Schnittpunkte X,, X, der geraden
Linie ¢ mit jenem Kreise zu konstruieren, welcher

M als Mittelpunkt und M4 als Radius hat.«

Man verlingere M A iiber M um sich selbst, wodurch
man einen Punkt B erhilt; nun lege man den rechten
Winkel so in die Zeichenfliche, daf seine Schenkel
durch 4 und B gehen und sein Scheitel auf g liegt.

180. Gegeben ist ein Dreieck 4 B(; man kon-
struiere den Mittelpunkt O des dem Dreiecke
umschriebenen Kreises mit Hilfe des rechten
Winkels allein.

Man ziehe in A die Normale auf 4C und in B die
Normale auf BC; die Verbindungslinie ihres Schnitt-
punktes mit dem Punkte C geht durch den gesuchten
Punkt O.

§ 25. Konstruktionen,
ausgefithrt mit Hilfe eines beliebigen Winkels.

a) Als einziges Zeichenhilfsmittel setzen wir
in diesem Paragraphen einen beweglichen Winkel «
(etwa aus Holz) voraus; « kann jeden beliebigen Wert,
mit Ausnahme von 180° haben.

Es wird sich als Resultat herausstellen, daf
man mit Hilfe dieses Instrumentes allein alle
geometrischen Aufgaben zweiten Grades streng
16sen kann.

b) Um dies zu beweisen, miissen wir die Losung der
sechs Elementaraufgaben und dann der Hauptaufgabe
des § 22 mit unserem Hilfsmittel zeigen:
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136 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, Eichma$.

/<o° 181. ,,Parallele ziehen.*
(Erkennt man aus Fig. 110 ohne
weiteres.)
182. ,,Strecken verviel-
fachen oder teilen.«

; ad Fig. 111 zeigt, wie man
g / mit Hilfe des beweglichen
Fig. 110. Winkels « eine Strecke A B

verdreifacht: Man bestimmt
durch Anlegen des Winkels o in 4 und B den Punkt P,
zieht durch diesen die Parallele zu 4B und sucht dann
die Punkte P, C, P”,D.

’

L N7 &
A B % 0
Fig. 111.

Fig. 112 zeigt, wie man eine Strecke A B halbiert.

Die Teilung einer Strecke in mehrere gleiche Teile
geschieht wie S. 77.

183. ,,Fillen von Normalen.“ (Ergibt sich aus
Fig. 112.)

Fig. 112, Fig. 113

184. ,,Gegeben ist die Gerade g, auf derselben

ein Punkt O und aulerdem eine Strecke AE;_esiiﬁst

auf g ein Punkt X so zu bestimmen, daB OX=A4RB
wird.*
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§ 25. Konstruktionen mit Hilfe eines belicbigen Winkels. 137

Man bestimme nach Fig. 113 die Punkte C, D und E;
nun lege man den Winkel « so in die Zeichenfliche, daf
seine Schenkel durch 7 und C gehen und sein Scheitel
auf ¢ liegt.

Beweis: C, F und X liegen auf dem Kreise mit O
als Mittelpunkt und 4 B als Radius.

185. ,,Einen Winkel zu halbieren oder zu ver-
vielfachen.*

Das Halbieren des Winkels ASB geschieht nach

Fig. 114, wobei vorher S4 =SB gemacht wurde.

()
ny A
Fig. 114. Fig. 115,

Das Verdoppeln eines Winkels zeigt Fig. 115. Man
nehme auf dem Schenkel S4 einen Punkt M an und be-
stimme daraus durch
wiederholtes Anlegen
des Winkelsdie Punkte
N,O0,P.

186. ,,Einen ge-
gebenen Winkel
iibertragen.«

187. Hauptauf-
gabe A: ,,Gegeben
ist eine gerade
Linie ¢ und eine
Strecke MA par-
allel zu ¢; es sind
die Schnittpunkte Fig. 116.

X, X, von g mit
jenem Kreise zu suchen, welcher M als Mittel-
punkt und M4 als Radius hat.
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138 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, EichmaB.

Man konstruiere (Fig. 116) den Rhombus M ABC
durch wiederholtes Anlegen des Winkels o; legt man
nun den Winkel « so in die Zeichenfliche, daB seine
Schenkel durch die Punkte 4 und C gehen und sein
Scheitel auf g zu liegen kommt, so sind X, X, die ge-
suchten Schnittpunkte von g mit dem Kreise; denn
X,, X,, 4 und C liegen auf dem Kreise mit dem Mittel-
punkte in 3.

Bemerkung: Zirkel, Lineal, rechter und spitzer
Winkel sind die gewdhnlichen Zeichenhilfsmittel
eines jeden Zeichners.

Es wurde bewiesen, daBB man imstande ist,
mit jedem dieser Zeichenhilfsmittel allein sdmt-
liche Konstruktionsaufgaben zweiten Grades zu
16sen.

§ 26. XKonstruktionen mittels der geraden Linie
und eines EichmabBes *).

1. In diesem Abschnitte sind erlaubte Zeichen-
operationen: Das Ziehen von geraden Linien und
das Ubertragen einer Strecke.

Das Ubertragen der Strecke kann mittels des Eich-
mafles geschehen, d. h. mittels eines Instrumentes, welches
das Ubertragen einer ganz bestimmten Strecke, z. B. der
Einheitsstrecke gestattet (etwa ein Papierstreifen von be-
stimmter Linge).

Die zu ubertragende Strecke darf dabei nur
auf einer schon gezeichneten (Geraden von einem
gegebenen Punkte aus aufgetragen werden.

Eine nicht erlaubte Zeichenoperation ist es
also, den einen Endpunkt des Eichmafles auf einen ge-
gebenen Punkt der Zeichenfliche zu legen und das Eich-
maf um den festgehaltenen Endpunkt so lange zu drehen,
bis der andere Endpunkt in eine gegebene Gerade fillt;
mit anderen Worten, es ist nicht erlaubt, auf diese Weise

*) Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie®, 2. Auflage
1903, Feldblum, ,Uber elementargeometrische Konstruk-
tionen*, Inauguraldissertation, Gottingen 1899.
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§ 26. Gerade Linie und Eichma8. 139

ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, von dem eine
Kathete bekannt und die Hypotenuse gleich der Linge
des EichmaBes ist.

2. Wir miissen zunichst die Steinerschen Ele-
mentaraufgaben (S. 125) mit diesen beschrinkten Hilfs-
mitteln der Reihe nach l6sen:

188. ,,Parallele ziehen.*“ (Geschieht nach S. 76,
da man auf jeder Geraden das EichmalB zweimal hinter-
einander auftragen und dadurch zwei gleiche Strecken
erhalten kann.)

189. ,,Strecken vervielfachen oder teilen*
(nach S.77).

190. ,,Normale fdallen.*

Auf der Geraden a (Fig. 117) ist eine Senkrechte zu
errichten; man nehme A
auf a beliebig an, kon- H
struiere:

= Linge des Eichmales

und ziehe BD und CE;
FH steht auf a senkrecht,
denn BE und CD sind die
Hohen des Dreieckes BCH .

191. ,,Einen ge-
gebenen Winkel an eine & " a A
gegebene Gerade an- Fig. 117.
zulegen.

Gegeben sei die Gerade I, der Winkel BAD =«
und der Punkt P; es ist durch P eine Gerade zu ziehen,
welche [ unter dem Winkel « schneidet.

Man ziehe " parallel zu !, nehme B beliebig auf
einem Schenkel des Winkels « an und fille die Nor-
malen BD und BC; zieht man nun 4 F senkrecht auf CD,
so ist nach S. 134

S FEAC=xBAD = ¥u«;

z ist dann parallel 2.

192. ,,Eine gegebene Strecke auf einer ge-
gebenen Geraden von einem gegebenem Punkte
aus aufzutragen.
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140 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, EichmaB.

Gegeben sei die Strecke 4 B, die Gerade ¢ und auf
derselben der Punkt P; es ist jener Punkt X auf g zu
g bestimmen, fiir welchen

X X P=AB wird; das Eich-

D mafl, welches der Strecke

z APB nicht gleich zu sein

braucht, ist dabei (Fig.118)

9
TC gleich 1 gesetzt.
Man ziehe nach Auf-
gabe 188 P parallel zu

A B ADB (Fig.118), bestimme

Fig. 118. mittels des EichmaBes die

Punkte C, D und kon-

struiere QX parallel zu CD; dann ist PX gleich AB.

Das Ubertragen einer beliebigen Strecke ge-

lingt also durch Anwendung eines ein- fiir allemal

gegebenen EichmaBes¥*).

193. ,,Winkel halbieren
und vervielfachen.«

Der Winkel M AN ist zu

halbieren.
Konstruiert man (Fig.119)

BA=BC=DA=DE =1,

so ist AI" die gesuchte
Winkelsymmetrale.

Will man einen Winkel verdoppeln, so fille man
von einem beliebigen Punkte des einen Schenkels die
Normale auf den anderen Schenkel und verlingere die-
selbe iiber den FuBpunkt hinaus um sich selbst.

3. Die Steinerschen Elementaraufgaben sind also
mit unseren beschrinkten Hilfsmitteln streng lésbar.

Um nun zu zeigen, daB alle Aufgaben, die man ge-
wohnlich mit Zirkel und Lineal 16st, durch bloBes Ziehen
von geraden Linien und Ubertragen von Strecken gelost
werden konnen, hitte man noch die Aufgabe A zu lésen
(S. 25), welche die Aufsuchung der Schnittpunkte einer

Fig. 119.

*) J. Kiirsehak, ,Das Streckeniibertragen® Math,
Ann. Bd. 55, 1902.
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gezeichneten Geraden mit einem Kreise von gegebenem
Mittelpunkte und gegebenem Radius verlangt, nachdem
auch bei unseren beschriinkten Hilfsmitteln die Zuriick-
fiihrung der Aufgabe ,,es sind die Schnittpunkte zweier
Kreise zu bestimmen* auf dieselbe Weise gelingt, wie
dies frither (S. 96) gezeigt wurde.

Diese Hauptaufgabe A ist aber mit unseren
beschrinkten Hilfsmitteln nicht l6sbar.

Wir sind namlich nicht imstande, die zweite Kathete
eines rechtwinkligen Dreieckes zu finden, von dem man
die Hypotenuse und eine Kathete kennt.

Der strenge Beweis dafiir wird erst in einem der
folgenden Abschnitte gegeben werden.

4. Welche Aufgaben sind mit diesen be-
schrinkten Hilfsmitteln 16sbar?

DieseFragelaft sichvollstindig beantworten:

a) Sind a, b, ¢, ... gegebene Strecken, so kénnen wir
nach obigem durch bloBes Ziehen von geraden Linien
und Ubertragen von Strecken folgende Ausdriicke finden:

a-b

a+b, a—>0, p

durch Streckenauftragen und Parallelezichen allein und
V a? 4 b?
durch Konstruktion des rechten Winkels und Auftragen

von Strecken.
Aber auch kompliziertere Ausdriicke*), wie z. B.

w=lx2+y2+223
kann man konstruieren, indem man zuerst
w— ]/x2 +y?
und dann o
w =Yu? + z?

sucht.
Auch v=a}n, wobei a eine gegebene Strecke und
n eine ganze Zahl ist, 1dBt sich mit den vorliegenden be-
schrinkten Hilfsmitteln konstruieren; denn es ist:
v=7Va?+a*+a’+... +a?,
*) Feldblum a. a. O.
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142 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, EichmaB.

v ist also durch Fillen von Normalen und Streckenabtragen
konstruierbar.
Man kann z. B. auch folgenden Ausdruck konstruieren:

= a]/él-} —12Y2,
denn es ist:

z=Y(1a) + (2ay2 - 34)* ;
man suche nun zuerst 2 ¢} 2 als Hypotenuse eines recht-

winkligen Dreieckes mit den Katheten 2« und dann z als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreieckes mit den Ka-

theten 42 und (2ay2 —3a).

b) Man kann also alle Ausdriicke konstruieren,
welche aus den gegebenen Strecken durch wieder-
holtes Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren,
Dividieren und Quadratwurzelziehen aus einer
Summe von Quadraten hervorgehen.

Kommt man daher bei der rechmerischen Behand-
lung einer geometrischen Konstruktionsaufgabe schlieBlich
auf einen Ausdruck, welcher auBler den rationalen Opera-
tionen nur Quadratwurzeln aus Summen von Quadraten
enthilt, so kann man diese Aufgabe mit unseren be-
schrénkten Hilfsmitteln 16sen.

So z. B. kommt man bei der Losung des Malfatti-
schen Problemes (S. 11) auf Ausdriicke, in welchen
aufler den rationalen Operationen nur Quadratwurzeln
aus der Summe von Quadraten vorkommen. Diese Auf-
gabe wird sich daher mit unseren beschrinkten Hilfs-
mitteln lésen lassen.

Ist s die Seite eines regelmiBigen Dreieckes, so ist
seine Hohe s -

h = 5V 3;

daher wird sich auch ein regelmiBiges Dreieck mit
unseren beschrinkten Hilfsmitteln konstruieren lassen.
Ist » der Radius eines Kreises, so sind:

S10 = %V(V? —1)

s =1+,

wobei s;, und s; die Seiten des eingeschriebenen regel-
méBigen Zehn- und Fiinfeckes bedeuten. Beide Poly-

und
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gone werden sich daher durch bloBes Ziehen von geraden
Linien und Abtragen von Strecken losen lassen.
5. a) Man kann aber, wie spater streng nach-

gewiesen werden soll, Ya?—0* und daher Jab mit
diesen beschrinkten Hilfsmitteln allein nicht
16sen.

Man kann daher alle Aufgaben nicht l6sen, welche,
rechnerisch behandelt, auf ein Resultat fithren, das
Wurzeln aus der Differenz zweier Quadrate oder aus
Produkten zweier Strecken enthélt.

b) Es sei z. B. eine Gerade g gegeben und zwei auler-
halb derselben liegende Punkte 4 und B; es ist ein Kreis
zu zeichnen, welcher durch 4 und 53 geht und gy beriihrt.

Nennen wir den Schnittpunkt der Geraden AL mit g
C und den gesuchten Berithrungspunkt X, so ist be-

kanntlich: e
CX=}AC.BC.
Es ist nun mitﬁ unseren beschrinkten Hilfsmitteln

unmoglich, ]/A C - BC zu konstruieren, und es ist daher
auch sicher, daB man diese Aufgabe mittels der vor-
gelegten beschrinkten Hilfsmittel weder auf diesem noch
auf anderem Wege losen kann.

¢) Uberhaupt liBt sich das Apollonische Be-
riithrungsproblem mit diesen beschrinkten Hilfs-
mitteln nicht 16sen.

Natiirlich diirfen die drei Kreise, welche bei diesem
Probleme gegeben sind, nicht zur Benutzung gezeichnet
vorliegen; denn dann konnte man diese Aufgabe nach
Steiner durch bloBes Ziehen von geraden Linien 1dsen.
Die Kreise miissen durch ihre Mittelpunkte und ihre
Radien gegeben sein. Dann ist aber die Aufgabe mit
unseren beschriinkten Hilfsmitteln nicht durchfithrbar.

§ 27. Konstruktionen mittels des Winkelhalbierers.

Feldblum#*) hat ein Instrument angegeben, mittels
dessen man Winkel halbieren kann. Er hat dann die
Konstruktionen untersucht, die man durch bloBes Ziehen

*) Feldblum, »Uber elementargeometrische Kon-
struktionen®, Inauguraldissertation, Gottingen 1899.
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144 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, Eichmat.

von geraden Linien und durch Winkelhalbieren mittels
dieses Instrumentes 16sen kann, und gefunden, daf
nicht alle geometrischen Konstruktionen zweiten Grades
damit 16sbar sind, sondern nur jene, welche sich durch
Ziehen von geraden Linien und Abtragen von Strecken
16sen lassen:

1. Dieser Winkelhalbierer (Fig. 120) ist ein
Instrument, das die Form eines Rhombus hat, in

allen Ecken beweglich ist,

B und von dem zwei Seiten

und eine Diagonale ver-
lingert wurden.

Nihert man in diesem
Instrumente die Punkte A4
und C, so entfernen sich die
Punkte B und D voneinander
und umgekehrt; jederzeit
aber halbiert die Linie BD
den Winkel 4 BC.

D Feldblum verwendet

dieses Instrument nur

Fig. 120, zum Winkelhalbieren,

nicht aber zum Verdoppeln

eines Winkels. Daher bietet auch die folgende Aufgabe
einige Schwierigkeiten:

2. Gegeben ist eine gerade Linie ¢ und auf ihr
ein Punkt 4; es ist in 4 die Normale auf g zu
konstruieren.

Um die Losung zu zeigen, welche Feldblum angibt,
brauchen wir zwei Séitze aus den Grundlehren der
projektiven Geometrie:

a) ,,8ind @, b, ¢ und &, ¥, ¢ entsprechende Strahlen
in zwei projektiven Strahlenbiischeln, so 148t sich zu dem
beliebigen Strahle d des ersten Biischels der entsprechende
Strahl @' des zweiten Biischels durch bloBes Ziehen von
geraden Linien finden.

b) Betrachtet man irgend zwei aufeinander normale
Strahlen eines und desselben Biischels als entsprechende,
so sind die Strahlen des Biischels involutorisch gepaart.

Sind also a,b,c, &, ¥, ¢ gegeben, wobei o auf a,
v auf b, ¢ auf ¢ senkrecht steht, so kann man zu
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§ 27. Konstruktionen mittels des Winkelhalbierers. 145

jedem d das normale d’ durch bloBes Ziehen von ge-
raden Linien konstruieren.

¢) Nun kehren wir zu unserer Aufgabe zuriick. Man
ziehe durch A4 eine beliebige Gerade 4, suche mittels des
Winkelhalbierers die Halbierende ¢ von kg und die Hal-
bierende a’ seines Nebenwinkels; « steht auf a senkrecht.

Zieht man durch A eine zweite Gerade % und hal-
biert wieder -k ¢ und seinen Nebenwinkel, so erhilt man
zwei aufeinander senkrecht stehende Gerade b, ¥/; analog
erhilt man noch ein drittes Paar normaler Geraden ¢, ¢

Die gesuchte, zu ¢ senkrechte Gerade wird nach
obigem aus folgender Bedingung gefunden:

(@Vg) 7 (abey).

Bemerkung: Wiirde man sich gestatten, mittels
des Winkelhalbierers auch
Winkel zu verdoppeln, so
wiirde sich diese Aufgabe viel
einfacher l6sen lassen.

3. Das Verdoppeln
und Vervielfachen einer

Strecke. o
Soll die Strecke AB A4 B X
(Fig. 121) verdoppelt werden, Fig. 121.

so ziehe man AU L AB,
BE 1 AB, halbiere ferner den Winkel 4 und konstruiere
EX 1 AF; dannist AX=2A48.

4. Das Paralleleziehen geschieht mit Zuhilfe-
nahme der Aufgabe 3.

5. Eine Strecke B 9
um ihren Endpunkt
drehen.

Gegeben sei die
Strecke A B und die Ge-
rade g, welche durch
einen  Endpunkt der 5 >
Strecke A B gehen moge; Fig. 122.
es ist der Punkt C -
auf ¢ so zu bestimmen, daB AC = A B wird.
Man ziehe ¢’ parallel zu g durch B (Fig. 122) und
halbiere den Winkel bei B.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 10

<
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146 IV. Abschnitt. Parallellineal, Winkel, Eichmaf.

6. Eine gegebene Strecke auf eine gegebene
Gerade von einem bestimmten Punkte aus ab-
zutragen.

Man verschiebe die Strecke parallel zu sich selbst,
bis einer ihrer Endpunkte mit dem gegebenen Punkte
zusammenfillt, und drehe sie dann um diesen Punkt so,
daB sie in die gegebene Gerade fallt.

d) Bemerkung: Mittels des Winkelhalbierers kann
man durch blofles Ziehen von geraden Linien Strecken be-
liebig iibertragen. Da man anderseits durch Ubertragen
von Strecken und Ziehen von geraden Linien jeden Winkel
halbieren kann, so sind der Winkelhalbierer und das
Eichmafl in gewissem Sinne einander dquivalent.

Jede Aufgabe, welche mittels des EichmaBes
und mittels Ziehen von geraden Linien I6sbar ist,
wird auch mit Hilfe des Winkelhalbierers und
Ziehen von geraden Linien lésbar sein und um-
gekehrt.

Ist jedoch eine Aufgabe durch Ziehen von
geraden Linien und Abtragen von Strecken nicht
streng l6sbar, so wird sie es auch nicht sein durch
Ziehen von geraden Linien und Winkelhalbieren.
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V. Abschnitt.

Aufgaben ersten und zweiten Grades.

§ 28. Hilfssiitze aus der projektiven Geometrie.

Fir das Folgende ist die Kenntnis einiger Sdtze
aus der projektiven Geometrie unentbehrlich. Wir
wollen davon das spéter Nétige hier in der Einleitung
zusammenstellen.

1.Doppelverhédltnis,harmonische Punktreihen
undStrahlenbiischel, Involution auf einer geraden
Linie.

a) Sind 4, B, C, D vier Punkte einer Geraden, so
nennt man den Ausdruck:

AC 4D
BC BD
das Doppelverhdltnis dieser vier Punkte.

Dieses Doppelverhédltnis dndert sich bekannt-
lich nach dem Satze von Pappus beim Projizieren
nicht, d. h. projiziert man diese vier Punkte auf
eine andere Gerade, so ist das analog gebildete Doppel-
verhiltnis der entstehenden Punkte gleich dem Doppel-
verhidltnis der gegebenen Punkte.

Unter dem Doppelverhéltnis von vier Strahlen eines
Biischels versteht man das Doppelverhidltnis der vier
Punkte, welche von irgend einer Geraden aus dem
Biischel herausgeschnitten werden.

Haben vier Punkte das Doppelverhidltnis
gleich —1, so nennt man sie vier harmonische Punkte.

10*

— (A4BCD)
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148 V. Abschnitt. Aufgaben ersten und zweiten Grades.

Vier Strahlen eines Biischels nennt man vier
harmonische, wenn sie von irgend einer Geraden in
vier harmonischen Punkten geschnitten werden.

b) Sind 4 und A’ zwei Punkte einer Geraden, so
kann man unendlich viele Punktepaare B, B’ derselben
Geraden finden, welche mit A, 4’ zusammen vier har-
monische Punkte bilden so, dafl 4, 4’ durch B, I ge-
trennt werden.

Bewegt sich B auf der Geraden, so bewegt sich (bei
festgehaltenen 4 und A’) auch der Punkt B’. Fillt ins-

besondere B in den Mittelpunkt der Strecke A4.A4’, so
kommt der Punkt B’ unendlich weit zu liegen.

Sind @ und « die Schenkel eines Winkels und b, ¥
die Halbierenden des Winkels und seines Nebenwinkels,
80 bilden diese vier Strahlen ein harmonischesStrahlen-
biischel.

c) Es seien wieder die Punkte 4 und 4’ gegeben. Die
Gesamtheit aller unendlich vielen Punktepaare, welche
durch 4, A" harmonisch getrennt sind, nennt man eine
Involution.

Ist auf derselben Geraden A4.A’ noch ein zweites
Punktepaar M, M’ gegeben, so bilden die durch M, 3’
harmonisch getrennten Punktepaare eine zweite Involution
auf demselben Triger.

Es laf3t sich unschwer beweisen, daBl diese beiden
Involutionen ein und nur ein Punktepaar gemein
haben, welches auch imaginir sein kann.

Sind also 4, 4 und M, M’ zwei Punktepaare
auf demselben Tréiger, so gibt es nur ein einziges
Punktepaar X, X', welches sowohl durch 4, 4’ als
auch durch M, M’ harmonisch getrennt wird.

Es seien ferner ¢ und o' zwei beliebige gerade Linien
einer Ebene und S ihr Schnittpunkt; die Punkte B und B’
derselben Ebene mogen eine solche Lage haben, daf ihre
Verbindungslinien  und ¥ mit S durch ¢ und & har-
monisch getrennt werden. Man sagt dann: ,,Die beiden
Geraden a,a sind durch die beiden Punkte har-
monisch getrennt.

Sind insbesondere «, o/, m, m’ vier Strahlen ein
und desselben Biischels und ¢ eine beliebige Gerade der
Ebene, so gibt es nach obigem auf dieser Geraden ein
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§ 28. Hilfsséitze aus der projektiven Geometrie. 149

einziges Punktepaar X, X’, durch welches sowohl a, o
als auch m , m’ harmonisch getrennt wird.

2. Perspektive Raumanschauung.

a) Durch Projizieren und Schneiden, also durch die
zwei Grundoperationen der projektiven Geometrie, wird
man zu Annahmen iiber das Unendlichferne ge-
’ fiihrt, welche von groflem Werte fiir das Folgende sind
und daher auseinandergesetzt werden sollen:

E sei eine beliebige Ebene, F eine zweite, s die
Schnittlinie der beiden Ebenen und Z ein beliebiger
Punkt des Raumes (Fig. 123).

Wir denken uns nun die Punkte und Geraden der
Ebene I aus Z auf I projiziert.

Es sei g eine beliebige Gerade in der Ebene FE
(Fig. 123); man findet ihre Projektion ¢’ auf ¥, indem
man auf g zwei Punkte 4 und B annimmt und deren
Projektionen auf I’ bestimmt; ¢ muB sich mit ¢ in einem
Punkte S von s schneiden.

b) LafBt man den Punkt B auf g immer weiter hinaus-
ricken im Sinne des Pfeiles, so wird auch der Punkt B’
seinen Ort dndern; wenn insbesondere ‘ler Punkt B un-
endlich fern zu liegen kommt, so wira semn Bild B in

|
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150 V. Abschnitt. Aufgaben ersten und zweiten Grades.

jenen Punkt U’ der Geraden ¢ fallen, in welchem die
Parallele p zu g die Ebene I trifft (Fig. 123).

LiBt man den Punkt B die Gerade g nochmals
durchlaufen, aber in entgegengesetztem Sinne, so wird
sich auch sein Bild bewegen und wieder mit U/ zu-
sammenfallen, sobald sich der Punkt B unendlich weit
entfernt hat.

Das Unendlichferne einer Geraden g bildet
sich demnach als ein Punkt U7 ab; wir werden daher
zu der Annahme gefiihrt, dall die Gerade einen un-
endlich fernen Punkt hat. Man spricht in diesem Sinne
von dem unendlich fernen oder uneigentlichen
Punkte der Geraden g.

Das Bild ¢ der Geraden g konnen wir auch be-
stimmen, indem wir durch Z den Parallelstrahl p ziehen,
ihn mit F in U’ zum Schnitte bringen und {7 mit S ver-
binden; denn U7 ist das Bild des unendlich fernen Punktes
‘der Geraden g und S das Bild des Spurpunktes der Ge-
raden ¢ auf der Bildebene F'.

Sind nun in der Ebene F mehrere parallele Gerade
g, h, k gegeben, so haben sie ein und denselben Parallel-
strahl durch Z; ihre Bilder gehen daher durch ein und
denselben Punkt.

Wir werden dadurch zu der Annahme gefiihrt,
daB parallele Gerade sich in einem unendlich
fernen Punkte schneiden.

¢) Man nehme in der Ebene noch eine Gerade [
und suche das Bild des unendlich fernen Punktes der-
gelben; man hat zu diesem Zwecke durch Z den Parallel-
strahl zu [ zu ziehen und mit ' zum Schnitte zu bringen
(Fig. 123).

Andert sich 7, so andert sich auch der Parallelstrahl
durch Z, liegt aber immer in jener Ebene, welche man
durch Z parallel zu E legen kann.

Die Bilder der unendlich fernen Punkte aller Ge-
raden der Ebene werden daher in einer ganz bestimmten
Geraden u von F liegen; diese Gerade wird erhalten,
wenn man durch Z eine Ebene parallel zu F legt und
dieselbe mit F' zum Schnitte bringt.

Alles unendlich Ferne der Ebene bildet sich
also als gerade Linie ab.
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§ 28. Hilfssiitze aus der projektiven Geometrie. 151

Bildet sich irgend eine im Endlichen gelegene
Figur als gerade Linie ab, so muB} sie selbst eine Gerade
sein. Wir werden daher zur Annahme gefiihrt:

,,Die Ebene E hat eine unendlich ferne oder
uneigentliche Gerade.”

Durch analoge Betrachtungen im Raume kommt
man dazu, zu sagen: ,,Parallele Ebenen haben eine
unendlich ferne Gerade; alles unendlich Ferne im
Raume liegt in einer Ebene.*

S

fr

Fig. 124.

3. Zentralkollineation in der Ebene oder Ho-
mologie®).

In einer Ebene seien gegeben: Der Punkt S, die Ge-
rade s, die auch durch S gehen kann, und zwei Punkte
A, A" auf ein und demselben Strahle aus S (Fig. 124).

Ist B ein beliebiger weiterer Punkt der Ebene, so
wollen wir ihn mit 4 durch die Gerade g verbinden, die
so erhaltene Gerade mit s zum Schnitte bringen, diesen
Schnittpunkt mit 4” verbinden und die dadurch erhaltene
Gerade ¢’ mit der Geraden SB in B’ schneiden (Fig. 124).

*) F. Enriques, ,Yorlesungen i{iber projektive Geo-
‘metrie®“. Deutsch herausgegeben von Dr. Hermann Fleischer,
Leipzig 1903.
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Zwei so erhaltene Punkte B, B’ wollen wir ent-
sprechende Punkte nennen.

Ist nun ein dritter Punkt C gegeben, so kann man seinen
entsprechenden Punkt (” entweder mit Hilfe des Punkte-
paares A A’ oder mit Hilfe des Punktepaares B B’ bestimmen.

Beide Male gelangt man zufolge des Satzes iiber
perspektiv liegende Dreiecke (S.61) zu demselben Punkte (7
sind D, E,I',... weitere Punkte der Ebene, so erhilt
man ihre entsprechenden aus irgend einem Paare ent-
sprechender Punkte.

Zwei gerade Linien wie g ¢/, 1/ oder k% der Fig.124
heiflen einander entsprechend.

Irgend zwei entsprechende Punkte liegen also auf
einer Geraden durch S und irgend zwei entsprechende
Gerade schneiden sich in einem Punkte von s. Jeder
Punkt von s entspricht sich selbst; jede Gerade aus S
entspricht sich auch selbst. Der Punkt S fillt mit seinem
entsprechenden Punkte zusammen; ebenso fillt die Ge-
rade s mit ihrer entsprechenden zusammen.

Beschreibt ein Punkt P eine Gerade g, so beschreibt
der Punkt I” die entsprechende Gerade ¢’; dreht sich
die Gerade g um einen Punkt @, so dreht sich die ent-
sprechende Gerade ¢ um den entsprechenden Punkt ¢V.

Man nennt die Beziehung, die zwischen den Punkten
und Geraden der Ebene auf diese Weise hergestellt ist,
eine zentrale Kollineation oder Homologie; sie
kommt bekanntlich in der darstellenden Geometrie und
bei geometrischen Aufgaben sehr hiufig vor.

S nennt man das Kollineationszentrum, s die
Kollineationsachse.

Die angenommenen Elemente S, s und 4, 4’ kénnen
verschiedene Lagen zueinander annehmen; es entstehen
dadurch spezielle Falle der Homologie.

Die fiir uns spéter wichtigen wollen wir hier er-
wahnen.

a) Die Kollineationsachse s moge im Endlichen
liegen (Fig.125); die Verbindungslinie 4 A4’soll aufs
senkrecht stehen und von s halbiert werden; auler-
dem soll das Kollineationszentrum S, welches auf
der Linie A4’ liegen mufl, unendlich fern ange-
nommen werden.
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Zwei entsprechende Dreiecke ABC und A'B'C’
(Fig. 125) sind dann kongruent, aber invers gelegen;
5

e——

AT
N

A

B

Fig. 125.

die eine Figur wird mit der anderen durch Um-
klappung der ersten Figur um die Kollineationsachse
) zur Deckung gebracht.
Die beiden Fi-
guren sind sym-
metrisch gelegen in
bezug auf die Kol-
lineationsachse s;
dieseSymmetrieist
also ein spezieller
Fallder Homologie.
Durch Projektion
zweier axial symme-
trisch liegender Fi- g
guren auf eine neue
Ebene erhilt man den
allgemeinen Fall der
Homologie.
b) DieKollineatiocnsachse m6ge durch S gehend
angenommen werden.

1
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154 V. Abschnitt. Aufgaben ersten und zweiten Grades.

Die Konstruktion entsprechender Punkte und Geraden
erfolgt dann wie im allgemeinen Fall (Fig. 126).

¢) Nehmen wir S und s unendlich fern an,
ist also die Kollineationsachse die unendlich ferne Ge-
rade unserer Ebene und
S ein Punkt derselben, so
sind die Verbindungslinien
entsprechender Punkte par-
allel, und auflerdem sind
entsprechende Gerade par-
allel (Fig. 127).

Zwei entsprechende Drei-
ecke A BC und A’B’C’ sind
kongruent und kénnen
durch Parallelverschie-
bung miteinander zur

Deckung gebracht
werden.

Die Parallelverschie-
bung ist daher auch ein
spezieller Fall der Homologie und geht durch Pro-
jektion in den allgemeinen Fall iiber.

4. ImagindreKreispunkte,absoluteInvolution.

a) Es sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem
gegeben.

Dann 148t sich die Gleichung jedes Kreises der Ebene
in der Form schreiben:

224+ tar+by+c=0,
wobei a, b, ¢ fiir jeden gegebenen Kreis gegebene Zahlen
sind. Wir wollen die Schnittpunkte o, J, dieses
Kreises mit der unendlich fernen Geraden bestimmen.

S
Zu diesem Zwecke setzen wir z = "Z, , Y= ;4 und erhalten

die Kreisgleichung in homogenen Koordinaten *)
224y tadt+byt+ct2=0.
Fiir unendlich ferne Punkte muf3 ¢ = 0 sein, daher:
22 - ?/,2 = Q R

*) M. Simon, , Analytische Geometrie der Ebene®. 8.8. VIIL
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also
v oo .
vV,

d. h. die Linien OJ,, OJ, schlieBen mit der X-Achse
Winkel ein, deren Tangenten -+¢ und —¢, also un-
abhéngig von a, b, ¢ sind.

Demnach schneiden alle Kreise der Ebene
die unendlich ferne Gerade in zwei ganz be-
stimmten Punkten J;,J, den imagindren Kreis-
punkten.

Ein Kreis kann daher als ein Kegelschnitt betrachtet
werden, welcher durch die imagindren Kreispunkte der
Ebene geht. Deshalb ist auch ein Kreis schon durch
drei Punkte bestimmt.

b) Von den vielen Beziehungen, die sich fiir die
imaginéren Kreispunkte aufstellen lassen, wollen wir nur
jene angeben, die wir spiter brauchen werden.

Zuerst soll folgender wichtiger Satz bewiesen
werden:

,,Sind @ und b zwei aufeinander senkrechte Ge-
rade, so werden sie durch

| dieimagindren Kreispunkte 5
harmonisch getrennt, um- X
gekehrt stehen zwei Ge-
radeaufeinandersenkrecht, 9’
wenn sie durch die beiden a

Kreispunkte  harmonisch ,

getrennt werden.” 5
Beweis: Es sei (Fig. 128) 0

XO0Y ein rechtwinkliges Ko- %P/

ordinatensystem, a, b zwei be-

liebige Gerade und 4, ,7,, jene 4 T 4 X
\ Geraden, welche O mit den ima- Fig. 195.
. gindren Kreispunkten verbinden.

Die Gleichungen der beiden imagindren Geraden 7, . 7,
sind nach «:

U ees Yy =12

fgees = —32.
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Die Gleichungen der beiden Geraden @, b durch O seien:
a...y=mz
b...y=nzx.

Nun nehmen wir den Punkt 4 in der Entfernung 1 auf
der X-Achse an, ziehen durch 4 die Parallele zur Y-Achse
und bringen sie mit den vier Geraden i, i,, @, b zum
Schnitte.

Das Doppelverhiltnis der vier Strahlen ist dann
gleich dem Doppelverhiltnisse der Schnittpunkte, also:

G iyal) — (PPQ@) = £€ . P¥

_ PQ PQ-
Nun ist: AP — 1i
44..P’: ‘—i
AQ =m
AQ=mn,
daher: . .
—t+m _ —14+n

(PPQQ) = it m Fidn

Wenn die beiden Geraden «, b aufeinander senkrecht
stehen, so besteht bekanntlich die Gleichung:

N o= ——
m’

es ist dann 1

—i4m _%_E
4+ +m -H'—"l"

m

(PPQQ) =

woraus folgt:
(PPQE)=—1,
womit die erste Aussage des Satzes bewiesen ist.
Ist nun umgekehrt:
(PPQE)=—1,
also
—i+m Li—mn

i+m  idn’
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so folgt daraus

n=——>,
m
womit der Satz bewiesen ist.

c) Wir wollen noch eine sehr wichtige Formel
ableiten, welche die projektive Darstellung des
Winkels gestattet: die Laguerresche Formel.

Wir bilden wieder das Doppelverhéltnis der vier
Strahlen 4, 4,, a, b, wobei i, ¢, jene Linien sind,
welche O mit den imaginéren Kreispunkten verbinden
und die Geraden a, b zwei beliebige Strahlen durch O
bedeuten (Fig. 128).

Dann ist

.. —i4+m  —i+n
(iripal) = (PPQQ) = T re:

Es ist nun m = tgoe und % = tgf, daher
—icosx + sinw  —icosf 4 sinf

(PPQE) = +icosa -+ sina * 44 cosf + sinf
_ cosa +¢sina  cosf 4 isinf
"~ cosx —ésina  cosf — isinf
Nun ist bekanntlich (Eulersche Formel):

cosz -+ ising = €%

setzen wir fiir # die entsprechenden Werte ein, so er-

halten wir:
, , g . el B
PPQQ) =2
— (i . g2ip
= e2i(x-p) ,
daraus folgt
1
& —f= EZDV,

wobei D V das Doppelverhéltnis der vier Strahlen ¢, ,4,,a,b,
also das Doppelverhiltnis der Schenkel des Winkels mit
den durch seinen Scheitel gehenden Minimalgeraden
(isotrope Geraden) ist.
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Zwei Winkel sind demnach gleich, wenn das Doppel-
verhiltnis, welches die Schenkel des ersten Winkels mit
den imagindren Kreispunkten bilden, dasselbe ist, wie
das Doppelverhiltnis, welches die Schenkel des zweiten
Winkels mit den imaginiren Kreispunkten bilden.

5. Visuelle und metrische Eigenschaften der
geometrischen Figuren¥).

a) Die Eigenschaften einer Figur kénnen in zwei
verschiedene Kategorien gehéren:

o) Sie konnen visuelleEigenschaften sein (Eigen-
schaften der Lage, graphische Eigenschaften, de-
skriptive Eigenschaften); dieselben beziehen sich nur
auf die Begriffe Punkt, Gerade, Kegelschnitt usw. und geben
nur Aussagen iiber Lagenbeziehungen dieser Elemente.

Schneiden sich z. B. drei Gerade in einem Punkte,
liegen in der Figur mehrere Punkte auf einer Geraden,
beriihrt eine Gerade einen Kegelschnitt der Figur, oder
entsprechen zwei Figuren einander in einer Homologie,
so sind dies visuelle Eigenschaften.

p) Sie konnen metrische Eigenschaften sein und
beziehen sich dann auf die Begriffe Linge einer Strecke,
GroBe eines Winkels.

Eine metrische Eigenschaft der Figur ist es, wenn in
ihr z. B. zwei gleiche Strecken oder Winkel, rechte
Winkel, Winkel von 60° vorkommen, oder wenn ein
Kegelschnitt derselben ein Kreis ist usw.

7) Man kann auch von projektiven Eigenschaften
einer Figur sprechen.

Man nennt eine Eigenschaft einer Figur pro-
jektiv, wenn sie sich bei beliebigem Projizieren auf
eine andere Ebene nicht #ndert, d. h. in eine wortlich
gleichlautende Eigenschaft der transformierten Figur
iibergeht.

Jede visuelle Eigenschaft ist auch projektiv,
d. h. sie bleibt beim Projizieren erhalten; aber nicht
jede projektive Eigenschaft ist eine visuelle.

Haben z. B. vier Punkte einer Geraden das Doppel-
verhiltnis zwei, so bleibt diese Eigenschaft beim Pro-

*) F. Enriques, ,Vorlesungen iiber projektive Geometrie®,
Leipzig 1903.
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§ 28. Hilfssitze aus der projektiven Geometrie. 159

jizieren erhalten; denn die vier Punkte gehen wieder in
vier Punkte mit demselben Doppelverhéltnisse liber (S.145).

Diese Eigenschaft ist also eine projektive; aber sie
ist keine visuelle, da der Wert eines Doppelverhéltnisses
nur durch Messen (Vergleichen zweier Strecken) bestimmt
werden kann.

Haben dagegen z. B. zwei Strahlenbiischel abcd und
a't/¢ &' dasselbe Doppelverhiltnis, so ist diese Eigenschaft
eine visuelle, denn es lift sich dann bekanntlich ein
drittes Strahlenbiischel konstruieren, welches zu beiden
perspektiv liegt.

Um sagen zu konnen, dall zwei Strahlenbiischel
dasselbe Doppelverhiltnis haben, braucht man némlich
nicht das Doppelverhiltnis von jedem der Strahlenbiischel
zu bestimmen, sondern nur nachzusehen, ob sich zu beiden
ein perspektives Strahlenbiischel konstruieren 1a(t.

b) Sind zwei Winkel einer Figur einander
gleich, so ist dies eine metrische Eigenschaft der
beiden Figuren.

Wir haben aber oben gesehen, dafl jeder von zwei
gleichen Winkeln mit den imaginidren Kreispunkten der
Ebene dasselbe Doppelverhiltnis bildet.

Die Aussage, dafi zwei Doppelverhéltnisse einer Figur
gleich sind, ist aber eine visuelle Eigenschaft der Figur.

Wir konnen demnach obige metrische Eigenschaft
auch als visuelle Eigenschaft betrachten, wenn wir die
beiden imagindren Kreispunkte hinzufiigen.

Andere Beispiele lassen sich leicht geben:

Ist M z. B. der Mittelpunkt der Strecke AB, so ist
diese Aussage eine metrische Eigenschaft. Nun ist M
von dem unendlich fernen Punkte der Geraden 45 durch
die Punkte 4, [ harmonisch getrennt; wenn daher
dieser unendlich ferne Punkt gegeben ist, so gibt
die bestehende Beziehung eine visuelle Eigen-
schaft an.

Die Halbierende eines Winkels (¢, ) und seines
Nebenwinkels stehen, um ein anderes Beispiel zu geben,
aufeinander senkrecht; sie sind also jene Geraden des
Biischels a, b, welche von a, b und von den imaginédren
Kreispunkten harmonisch getrennt werden, und sind dem-
nach durch visuelle Eigenschaften, Lagenbeziehungen, be-

t
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stimmt, wenn die imagindren Kreispunkte gegeben
sind.

7. Wir wollen nun allgemein zeigen, daBl man
durch Hinzufiigung der unendlich fernen Geraden
und der imagindren Kreispunkte, welche man zu-
sammen auch das Absolute der Zeichenebene nennt,
jede metrische Eigenschaft der Figur als eine
visuelle darstellen kann:

a) Alle metrischen Eigenschaften der Figur fiihren
auf zwei Begriffe zuriick, auf den Begriff der Gleich-
heit zweier Strecken und auf den Begriff der
Gleichheit zweier Winkel.

Um den obigen Satz zu beweisen, werden wir also
nur gezwungen sein, die Gleichheit zweier Strecken als
visuelle Eigenschaft hinzustellen, nachdem wir schon
(8. 159) die Gleichheit zweier Winkel als visuelle Eigen-
schaft der Figur definiert haben, wenn das Absolute der
Ebene gegeben ist.

b) Sind nun AP und A’S zwei gleiche Strecken

(Fig. 129), so kann man die

Strecke A B mit der zwei-
ten Strecke zur Deckung

bringen, indem man 4B

zuerst parallel verschiebt

und ferner die so erhaltene

Strecke an der Winkelhal-

bierendenf(Fig.129)spiegelt.

Die Parallelverschie-

bung ist aber ein spe-

\ zieller Fall der Homo-

\s, logie; die Achse s, der

Fig. 129. Homologie ist dabei die

unendlich ferne Gerade der

Ebene und das Zentrum S, der unendlich ferne Punkt
der Geraden 4.4’ (§ 28).

Die Spiegelung ist ebenfalls ein spezieller
Fall der Homologie; die Kollineationsachse s, fillt
dabei auf die Winkelhalbierende £, und das Kollinea-
tionszentrum S, in die dazu senkrechte Richtung
von g¢.
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Ist nun das Absolute der Ebene gegeben, so
ist damit s, , S, gegeben, und s,, S, kann ohne Zuhilfe-
nahme des MaBes durch Aufsuchen derjenigen Geraden f, g
bestimmt werden, welche von A’B’ und A’B” einer-
seits und von den imaginiren Kreispunkten andererseits
harmonisch getrennt sind.

Fiigt man demnach das Absolute der Ebene
hinzu, so kann man auch die Gleichheit zweier
Strecken als eine visuelle Eigenschaft betrachten.

8. Es soll die Darstellung metrischer Eigenschaften
durch visuelle noch an einigen Beispielen erliutert
werden:

a) Stehen zwei Gerade aufeinander senkrecht, so
kann man diese metrische Eigenschaft visuell ausdriicken,
indem man sagt: ,,Die beiden Geraden sind durch die
imagindren Kreispunkte harmonisch getrennt.

b) Wenn ein gegebenes Viereck ein Parallelogramm
ist, so kann man unter Zuhilfenahme der unendlich fernen
Geraden auch sagen: ,Die Gegenseiten schneiden sich
auf der unendlich fernen Geraden.” Diese Aussage ist
dann eine visuelle.

c) Ist eine Figur ein Quadrat, so kann man diese
Eigenschaft unter Zuhilfenahme des Absoluten der Ebene
visuell ausdriicken, indem man sagt: ,,Die Gegenseiten
schneiden sich auf der unendlich fernen Geraden in
Punkten, welche durch die imaginiren Kreispunkte har-
monisch getrennt sind; die Diagonalen sind auch durch
die imaginidren Kreispunkte harmonisch getrennt.*

d) Ein Dreieck ist ein gleichseitiges, wenn je zwei
Paare seiner Seiten mit den imagindren Kreispunkten
gleiche Doppelverhiltnisse bilden.

¢) Die Summe der Winkel in einem Dreiecke betrigt
180%; wie kann man diesen Satz als eine visuelle Eigen-
schaft des Dreieckes ausdriicken?

f) Ein Winkel einer Figur betrage 60°;, wie kann
man dies als visuelle Eigenschaft ausdriicken?

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 11
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§ 29. Klassifikation der geometrischen Konstruktions-
aufgaben.

Die geometrischen Konstruktionsaufgaben konnen
von verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachtet und
darnach in Klassen gebracht werden:

a) Einmal kann man sie nach obigem in visuelle
und in metrische Konstruktionsaufgaben einteilen.

Jede geometrische Konstruktionsaufgabe verlangt
nimlich die Zeichnung einer Figur, welche gegebene
Eigenschaften besitzen soll.

Sind diese Eigenschaften sidmtlich visuell, so nennt
man die Aufgabe eine visuelle Konstruktionsaufgabe.

Sind jedoch die zu erfiillenden Eigenschaften auch nur
zum Teile metrisch, so heilt die Aufgabe eine metrische.

Die visuellen Aufgaben &ndern ihren Wortlaut
micht, wenn sie aus irgend einem Zentrum auf eine
zweite Ebene projiziert werden, d. h. projiziert man die
gegebenen Elemente, so erfordert das Aufsuchen der Pro-
jektion des Resultates wortgetreu dieselben Operationen
in der zweiten Ebene, welche notig sind, um in der
ersten Ebene zu den gegebenen Elementen die gesuchten
zu finden.

Visuelle Aufgaben miissen daher immer l6sbar
sein durch bloBes Projizieren und Schneiden von
Geraden, Kegelschnitten usw. untereinander.

Eine metrische Aufgabe erfordert zu ihrer Losung
aufler dem Ziehen von geraden Linien das Vergleichen
und Ubertragen von Strecken und Winkeln, das Schlagen
von Kreisbogen oder das Verzeichnen von htheren Kurven.

Wir wissen, da8 jede metrische Eigenschaft einer
Figur immer als visuelle Eigenschaft betrachtet werden
kann, wenn man der Figur noch das Absolute der Ebene
hinzufiigt.

Man kann daher auch sagen: ,,Jede metrische Auf-
gabe kann durch Hinzufiigen des Absoluten der
Ebene in eine visuelle Aufgabe verwandelt werden.

Wir nennen eine Aufgabe projektiv, wenn sie ihren
Wortlaut durch Projektion nicht dndert.

Die Aufgabe: ,,Zu drei Strahlen eines Biischels den
vierten zu suchen, welcher mit den drei Strahlen das
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Doppelverhiltnis zwei bildet,” ist z. B. eine projektive
Aufgabe; aber sie ist keine visuelle Aufgabe, da in ihr
von einem Mafle die Rede ist.

b) Ein anderes wichtiges Einteilungsprinzip
der geometrischen Konstruktionsaufgaben ergibt
sich, wenn man die Aufgaben auf rechnerischem
Wege 16st.

Die Aufgaben werden dann nach der Art der dazu
notwendigen Rechenoperationen und nach dem Grade der
Gleichungen, auf welche die Losung fiihrt, eingeteilt.

Zunichst teilt man sie in algebraische und in
transzendente ein, je nachdem ihre Losung von
algebraischen oder transzendenten Gleichungen
abhéngt.

So ist z. B. die Quadratur des Zirkels eine
transzendente Konstruktionsaufgabe.

Die algebraischen Konstruktionsaufgaben teilt
man weiter in solche ersten, zweiten, dritten, vierten
Grades, entsprechend dem hochsten Grade der bei ihrer
Lésung vorkommenden Gleichungen.

¢) Man kann die geometrischen Konstruktions-
aufgaben auch einteilen nach der Art der Kurven,
welche man zu ihrer Losung verzeichnen mufl oder nach
der Beschaffenheit des Instrumentes, welches man
zum Zeichnen der Kurve und damit zur Losung der Auf-
gabe verwendet.

So kann man, wie wir wissen, von geometrischen
Konstruktionsaufgaben sprechen, die durch bloBes Ziehen
von geraden Linien (S. 74) oder durch bloBes Schlagen
von Kreisbogen (S. 921f.) gelost werden konnen.

Man kann von Aufgaben sprechen, welche z. B. durch
bloBes Ziehen von geraden Linien, Kreisen und einer
Konchoide losbar sind.

Man kann auch von einer Geometrie der geraden
Linie, des Zirkels, des Ellipsenzirkels usw. reden.

d) Jede geometrische Aufgabe, fiir welche
iiberhaupt eine Losung existiert, ist auch kon-
struktiv 16sbar, aber nicht mit jedem Hilfsmittel.

Die Dreiteilung des Winkels z. B. ist mit dem Zirkel
und dem Lineal allein nicht streng durchfiihrbar, aber,
wie wir bald beweisen werden, mit hoheren Hilfsmitteln.

11*
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Es gibt daher keine unlésbaren Aufgaben,
sondern nur relativ unlésbare Aufgaben*).

Die Griechen lieBen als alleinige Zeichenhilfs-
mittel den Zirkel und das Lineal zu; daher waren
viele Aufgaben unlésbar, wie z. B. die beriihmten Auf-
gaben der Dreiteilung des Winkels, Verdopplung des
Wiirfels, Quadratur des Zirkels.

Alle diese Aufgaben sind aber konstruktiv lésbar,
auch die Quadratur des Zirkels, welche darauf hinaus-
kommt, eine gerade Linie zu zeichnen, die so lang als
der Umfang eines gegebenen Kreises ist. Diese Aufgabe
ist aber mittels des Zirkels und des Lineales nicht streng
l6sbar, auch nicht mit Hilfe des Ellipsenzirkels, sondern
erst mit einem Instrumente, welches transzendente Kurven
zeichnet, wie z. B. der Integraph von Abdank-
Abahanowicz.

§ 30. YVisuelle Aufgaben ersten und zweiten Grades.

A) Visuelle Aufgaben ersten Grades.

1. Dies sind Konstruktionsaufgaben, welche
durch Projektion ihren Wortlaut nicht #andern,
kein Messen von Strecken oder Winkeln erfordern
und rechnerisch behandelt auf Gleichungen ersten
Grades fithren.

Aus letzterem Grunde haben sie jedesmal eine
Losung, wenn sie nicht in eine Reihe anderer linearer
Aufgaben zerfallen.

Thre Ausfiihrung erfordert nur die Operationen des
Projizierens und Schneidens; sie sind daher durch bloBes
Ziehen von geraden Linien lésbar, denn das Verwenden
eines Kegelschnittes wiirde sicher zwei Léosungen zur
Folge haben.

Umgekehrt kann man von jeder geometrischen
Konstruktionsaufgabe, die nur eine Lésung hat
und visuell ist, also durch Projizieren ihren Wortlaut
nicht &ndert und kein Messen erfordert, behaupten,

*) F. Enriques a. a. O, S, 268,
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daB sie durch bloes Ziehen von geraden Linien
1sbar ist.

2. Die neuere Geometrie kennt viele visuelle
Aufgaben ersten Grades.

Z. B. die Konstruktion des vierten harmonischen
Punktes zu drei gegebenen Punkten; die Vervollstindigung
zweier projektiver Punktreihen oder Strahlenbiischel, wenn
drei Paare entsprechender Elemente gegeben sind; die Ver-
vollstindigung projektiver ebener Systeme, wenn vier Paare
entsprechender Elemente gegeben sind; die Bestimmung
des Schnittpunktes einer Geraden, welche durch einen
schon bekannten Punkt eines durch fiinf Bestimmungs-
stiicke gegebenen Kegelschnittes geht; die Bestimmung
des vierten Schnittpunktes von zwei Kegelschnitten, wenn
man bereits drei Schnittpunkte kennt.

Alle diese Aufgaben sind visuell, haben nur eine
Losung und konnen daher durch bloBes Ziehen von ge-
raden Linien gelost werden.

Bemerkt sei, dal aber nicht jede projektive Aufgabe
(S. 162), die nur eine Losung hat, auch durch bloBes
Ziehen von geraden Linien IGsbar ist:

Es seien z. B. drei Punkte einer Punktreihe gegeben;
man soll einen vierten Punkt der Punktreihe so be-
stimmen, dafB sein
Doppelverhiltnis mit / ‘g"

]

den drei gegebemen 4

Punkten zwei ist.
Diese Aufgale .
g '

!
!

ist projektiv, aber
nicht visuell; sie
ist durch bloBes
Ziehen von geraden
Linien nicht losbar,
wenn das Absolute
der Ebene nicht ge-

geben ist. ¥
3. Auf die Auf- /
I6sung der linearen Fig. 180.

visuellen Aufgaben
soll hier nicht naher eingegangen werden, da sie in
die projektive Geometrie gehoren. Es sollen nur einige
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dieser Aufgaben betrachtet und ihre Losung angedeutet
werden.

Dieselbe beruht bei simtlichen Aufgaben auf dem
Satze iiber perspektiv
liegende Dreiecke (S.61).

194. Gegeben sind
zwei gerade Linien und
ein Punkt P; es ist durch

s I und den unzuging-
lichen Schnittpunkt der
beiden geraden Linien
eine Gerade z zu ziehen.

Die Losung ge-
schieht nach Fig. 130
oder Fig. 131. In der

Fig. 131. ersten Figur sind die

Linie / und die Punkte

A, B beliebig; in der zweiten Figur sind die Linien %, &,
und der Punkt S beliebig.

195. Gegeben sind zwei Paare von Linien aa/, bV
so, daBl die Schnittpunkte a X a’, b X ¥ auBerhalb der
Zeichenfliche fallen (Fig. 132); es ist die Verbindungs-
linie # dieser beiden Punkte zu konstruieren:

Man nehme zu dem Zwecke auf der zweiten Dia-
gonale des Vierseites a @’ bl den Punkt S willkiirlich an,
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ziehe durch ihn die beiden Geraden %, ¢ und betrachte
die entstehenden, perspektiv liegenden Dreiecke.

Die Punkte 4 und B liegen auf der gesuchten Ge-
raden .

Fig. 133,

196. Gegeben sei eine auflerhalb der Zeichenfliche
liegende Gerade g durch zwei Paare von Geraden ada’, b/
(Fig. 133), aullerdem eine Gerade ¢, welche die Gerade g
in einem auBerhalb der Zeichenfliche liegenden Punkte P
schneidet; es ist eine zweite Gerade ¢ zu konstruieren,
welche durch P geht. Man verbinde die Punkte a X b
mit & XV (Fig. 133), nehme auf dieser Geraden den’
Punkt S beliebig an und konstruiere ¢ als Seite eines

i Dreieckes, welches zu dem Dreiecke abc beziiglich S
perspektiv liegt.

B) Visuelle Aufgaben zweiten Grades.

1. Dieselben sind Aufgaben, welche nur die
Herstellung von Lagenbeziehungen der zu kon-
struierenden Figur fordern, und welche rech-
nerisch behandelt auf Gleichungen vom ersten

f und zweiten Grade fiithren; sie &ndern durch Pro-
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jektion ihren Wortlaut nicht und verlangen kein
Messen von Strecken oder Winkeln.

Da jede Gleichung zweiten Grades zwei Auflésungen
hat, so hat jede Aufgabe zweiten Grades, wenn sie sich
nicht in mehrere Aufgaben zweiten Grades zerlegen liBt,
nur zwei Auflésungen, welche aber auch zusammen-
fallen oder imagindr sein konnen.

Man sagt demnach auch: ,,Die geometrischen
Aufgaben zweiten Grades haben zwei, eine oder
gar keine Losung.

Visuelle Aufgaben zweiten Grades sind z. B.:
die Bestimmung der Schnittpunkte einer Geraden mit
einem durch fiinf Punkte gegebenen Kegelschnitt; das
Zeichnen der Tangenten von einem Punkte aus an einen
durch fiinf Punkte bestimmten Kegelschnitt; das Auf-
suchen der iibrigen Schnittpunkte zweier Kegelschnitte,
wenn zwei ihrer gemeinsamen Punkte bekannt sind;
die Konstruktion der Doppelpunkte einer durch drei
Paare entsprechender Punkte gegebenen Projektivitiit
auf einer Geraden; die Konstruktion der Doppel-
punkte einer Involution, welche durch zwei ihrer
Punktepaare gegeben ist, oder (anders ausgesprochen)
die  Bestimmung  jenes
Punktepaares einer Ge-
raden, welches durch zwei
Punktepaare derselben Ge-
raden harmonisch getrennt
ist usw.

2. Samtliche visuelle
quadratische Konstruktions-
aufgaben kann man auf
folgende Aufgabe zuriick-
filhren (wie wir beweisen
werden):

Auf dem gezeich-
net vorliegenden Kegel-
schnitte K (Fig. 134) sei

Fig. 134. eine Projektivitdt
durch drei Paare ent-
sprechender Punkte AA’, BB, CC" gegeben; es
sind die Doppelelemente X und Y (die sich selbst

http:/Amww.dmg-lib.de



§ 30. Visuelle Aufgaben ersten und zweiten Grades. 169

entsprechenden Punkte) dieser Projektivitdt zu
bestimmen.

Zur Bestimmung dieser Punkte projiziert man be-
kanntlich die beiden auf K liegenden Punktreihen aus A4
resp. A’ und erhilt dadurch zwei projektive Strahlen-
biischel, die perspektiv liegen, weil sie den Strahl 4.4 ent-
sprechend gemein haben.

Die entsprechenden Strahlen dieser beiden Strahlen-
biischel schneiden einander daher in Punkten einer Ge-
raden s, welche auch zur Vervollstindigung der beiden
Punktreihen mit Vorteil zu benutzen ist.

Man bemerkt, daB die Schnittpunkte von s mit K
die gesuchten Doppelpunkte X und Y sind.

Auf die eben geloste Aufgabe fiihrt man bekanntlich
die Bestimmung der Doppelelemente von zwei auf einer
Geraden liegenden projektiven Punktreihen zuriick, daher
auch die Bestimmung der Schnittpunkte einer geraden
Linie mit einem durch fiinf Bestimmungsstiicke gegebenen
Kegelschnitt.

Auch die frither erwihnten Aufgaben lassen sich auf
diese Aufgabe zuriickfithren.

3. Jede visuelle quadratische Aufgabe muf
sich nimlich durch bloB8es Ziehen von geraden
Linien 16sen lassen, wenn in der Ebene ein fester
Kegelschnitt K gezeichnet vorliegt.

Bei der Ausfiihrung jeder visuellen quadratischen Auf-
gabe kann man ja nur Gerade ziehen, Kegelschnitte be-
stimmen, die Schnittpunkte von Geraden mit Geraden
und Kegelschnitten aufsuchen, die Operationen des Pro-
jizierens und Schneidens ausfiihren.

Nun 158t sich aber die Aufsuchung der Schnittpunkte
einer Geraden mit einem durch fiinf Bestimmungsstiicke
gegebenen Kegelschnitte immer auf die Hauptaufgabe
in Nr. 2 zuriickfithren und unter Benutzung des Kegel-
schnittes K und durch bloBes Ziehen von geraden Linien
16sen.

Daher kann man jede quadratische visuelle Aufgabe
durch bloBes Ziehen von geraden Linien lésen, wenn in
der Ebene ein Kegelschnitt gezeichnet vorliegt, z. B. auch
ein Kreis, von dem man aber den Mittelpunkt nicht zu
kennen braucht. (Vgl. S. 88.)
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4. Jede visuelle Aufgabe zweiten Grades l1iBt
sich also schlieBlich auf die Bestimmung der
Doppelpunkte zweier projektiver Punktreihen
auf demselben Triger zuriickfiihren.

Daraus ergibt sich eine sehr allgemeine Me-
thode, derlei Aufgaben zu lésen, die sogenannte
,Methode der Versuche*.

Wir wollen dieselbe an einem Beispiele erliutern:

g S
KT ™~
e
7% Z G4, B, >p,
Fig. 185.

Es seien drei gerade Linien ¢, g,, g und drei
Punkte 17, 2, 3 gegeben (Fig. 13h); es ist ein Dreieck
XYZ so zu zeichnen, daB seine Ecken auf g, resp. g,
und g, liegen und seine Seiten durch I resp. 2 und 3
gehen.

Man nebme auf g, den Punkt 4; beliebig an, pro-
jiziere ihn aus 7 auf g, in 4,, ferner 4, aus 2 auf g,
in 4; und 4; aus 3 auf ¢, in 4,.

Durchlduft nun 4, die Gerade g,, so beschreibt 4,
eine zu g, perspektive Punktreihe auf g,, A, eine zu g,
perspektive Punktreihe g, und 4, eine zu g, perspektive
Punktreihe auf g, .

Die Punktreihen, welche 4, und A4, auf g, beschreiben,
sind demnach projektiv; die gesuchten Punkte X sind
die Doppelpunkte dieser Projektivitdt, denn wenn A,
mit 4, zusammenfillt, so folgt daraus eine Losung der
Aufgabe.
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Ubungsaufgaben.

197. Gegeben sind zwei Dreiecke ABC und DEF;
es ist ein neues Dreieck XY Z zu konstruieren, welches
dem Dreiecke 4 BC eingeschrieben und dem Dreiecke D E F'
umgeschrieben ist.

198. Gegeben sind ein Kegelschnitt und drei Punkte;
es ist dem Kegelschnitte ein Dreieck so einzuschreiben,
daB seine Seiten durch die gegebenen Punkte gehen.

199. Gegeben sind ein Kegelschnitt und drei gerade
Linien; es ist jenes Dreieck zu konstruieren, welches dem
Kegelschnitte umgeschrieben ist und dessen Ecken auf
den gegebenen Geraden liegen.

Anmerkung. Mit Hilfe eines gezeichneten Kegel-
schnittes kann man wohl jede visuelle quadratische Auf-
gabe durch bloBes Ziehen von geraden Linien 18sen, aber
keine einzige metrische Aufgabe.

So z. B. ist man unter diesen Voraussetzungen nicht
imstande, eine Strecke zu halbieren, Parallele zu ziehen,
Normale zu féllen.

§ 31. Metrische Aufgaben ersten und zweiten Grades.

1. Es sind dies geometrische Konstruktionsaufgaben,
welche bei rechnerischer Behandlung auf Gleichungen
ersten, resp. zweiten Grades fithren und in welchen auch
vom MaBe die Rede ist.

Lineare metrische Aufgaben sind z. B. folgende:

,,Eine Strecke zu halbieren; zu einer Geraden eine
Parallele zu ziehen; Normale zu fillen®“ usw.

Diese Aufgaben haben nur eine Losung, da sie von
einer linearen Gleichung abhiingen. Sie sind aber durch
bloBes Ziehen von geraden Linien nicht 16sbar,
solange das Absolute der Ebene nicht gegeben ist.

Metrische Aufgaben zweiten Grades sind z. B.
folgende:

,,Das Halbieren eines Winkels; das Ubertragen einer
Strecke; die Bestimmung der Schnittpunkte einer Ge-
raden mit einem Kreise, von dem man Mittelpunkt und
Radius kennt‘‘ usw.
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Diese Aufgaben haben séimtlich zwei Losungen, welche
auch zusammenfallen oder imaginir werden kénnen, da
sie von quadratischen Gleichungen abhingen; sie sind,
bei Zugrundelegung eines gezeichneten Kegelschnittes,
durch bloBes Ziehen von geraden Linien nicht Iosbar,
solange das Absolute der Ebene nicht gegeben ist.

2. Man kann aber nach § 28 jede metrische Eigen-
schaft als eine visuelle betrachten, indem man das Ab-
solute der Ebene in Beziehung zur Figur bringt.

Zwei parallele Linien bestimmen einen unendlich
fernen Punkt, zwei Paare paralleler Linien (ein Parallelo-
gramm) bestimmen die unendlich ferne Gerade.

Liegt ein Quadrat gezeichnet vor, so ist dadurch
die unendlich ferne Gerade bestimmt, auBerdem aber
noch die imaginiren Kreispunkte gegeben. Dieselben
sind némlich durch je zwei in einer Ecke zusammen-
stoflende Seiten des Quadrates und auch durch die
Diagonalen harmonisch getrennt; sie sind also vollsténdig
bestimmt.

Ein gezeichnet vorliegendes Quadrat be-
stimmt daher die unendlich ferne Gerade und
die imagindren Kreispunkte, also das Absolute
der Ebene.

Ist daher ein Quadrat gegeben, so kann man
jede lineare metrische Aufgabe als visuelle lineare
Aufgabe betrachten und sie durch bloBes Ziehen von
geraden Linien l6sen (§ 12).

Liegt ein Kreis samt Mittelpunkt gezeichnet vor, so
ist dadurch das Absolute der Ebene gegeben; die unend-
lich ferne Gerade ist nimlich die Polare des Mittelpunktes
beziiglich des Kreises, und die imaginiren Kreispunkte
sind die Schnittpunkte des Kreises mit der so bestimmten
unendlich fernen Geraden.

Ein gezeichneter Kreis ohne Mittelpunkt geniigt nach
§ 30, um jede visuelle Aufgabe zweiten Grades durch bloBes
Ziehen von geraden Linien zu l6sen; ist auBer dem Kreise
noch der Mittelpunkt gegeben, so kann man jede me-
trische Aufgabe zweiten Grades als visuelle betrachten
und sie daher durch bloBes Ziehen von geraden Linien
losen, ein Resultat, welches wir schon frither im II. Ab-
schnitte eingehender kennen gelernt haben.
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Liegt ein Kegelschnitt und ein Quadrat ge-
zeichnet vor, so kann man jede visuelle und metrische
Aufgabe zweiten Grades durch blofles Ziehen von geraden
Linien l6sen; dasselbe erreicht man auch mittels eines
gezeichneten Kegelschnittes, wenn man von demselben
den Mittelpunkt und einen Brennpunkt kennt (§ 13).

Ubungsaufgaben.

200. Gegeben sind zwei parallele Linien a, @’ und
ein Punkt P; man konstruiere die Parallele zu a, o
durch den Punkt P durch bloBes Ziehen von geraden
Linien. (Vgl. Fig. 130, 131.) (Der unendlich ferne Punkt
wird als ein auBerhalb der Zeichenfliche liegender Punkt
angesehen.)

201. Gegeben sind zwei Paare paralleler Linien aa’, b ¥/,
also ein Parallelogramm, auBlerdem die Gerade ¢ und der
Punkt P; man konstruiere durch P die Parallele ¢ zu ¢
durch blofles Ziehen von geraden Linien. (Vgl. Fig. 133.)
(Die unendlich ferne Gerade wird als eine auBerhalb der
Zeichenfliche liegende Gerade betrachtet.)

@ <~
~
& & N
0 ~
- ~ o
/ -
. /ﬁ” H\{h
/J
Fig. 136.

202. Nach einem bekannten Satze der projektiven
Geometrie schneiden die drei Paare Gegenseiten eines voll-
stindigen Viereckes 71234 jede Gerade s in drei Punkte-
paaren A4’, BB und CC’ einer Involution (Fig. 136).
Andererseits ist folgendes bekannt:

,,Weist man je zwei aufeinander senkrechte Strahlen
ad, bl/, cc eines Strahlenbiischels einander zu, so sind
die Strahlen des Biischels involutorisch gepaart.
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Eine Involution ist aber durch zwei ihrer Elementen-
paare bestimmt; ist daher « senkrecht auf «’, b senkrecht
auf ¥/, so kann man nach Fig. 136 den Strahl ¢’ senkrecht
auf ¢ linear konstruieren.

(Man nehme die Gerade s und den Punkt 2 auf ¢
beliebig an und konstruiere daraus die Punkte 3, £.)
(Vgl. § 27.)

203. Gegeben ist ein Quadrat, eine Gerade ¢ und
aulBerhalb ein Punkt P; man fille durch P die Normale
auf g durch bloBles Ziehen von geraden Linien. (Ver-
mittels vorhergehender Aufgabe. Vgl. §12.)

204. Gegeben sind ein Quadrat, drei Punkte 4, I, C
und eine gerade Linie g, welche durch 4 geht; man be-
stimme durch bloles Ziehen von geraden Linien den
zweiten Schnittpunkt der Geraden ¢ mit dem XKreise,
welcher durch die Punkte 4, B, C' geht.

§ 32. Graphische Auflosung der Gleichungen
zweiten Grades.

Jede geometrische Aufgabe zweiten Grades er-
fordert, rechnerisch behandelt, die Auflésung von Glei-
chungen zweiten Grades, deren Koeffizienten aus den
bekannten GréBen durch rationale Operationen und durch
Wurzelziehen entstehen.

Kommt man bei rechnerischer Behandlung einer
geometrischen Aufgabe auf eine quadratische Gleichung

(1) 224 mae+n=0,

so mul} m eine bekannte Strecke und n das Quadrat einer
Strecke sein, oder Zahlen, wenn eine Strecke als Einheit
angenommen wurde; x selbst wird als Strecke gefunden,
und zwar durch Konstruktion des Ausdruckes:

m fm?>

(2) x:——g »_[—]/—I~n.

Liegt ein Zirkel oder ein Parallellineal (zwei par-
allele Linien in konstantem Abstande) als einzig ge-
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gebenes Hilfsmittel zur Bestimmung der Wurzeln
der Gleichung (1) vor, so gehe man so vor, dafl man
den gefundenen Wert von # mit diesen Hilfsmitteln allein
nach den frither gegebenen Regeln konstruiert.

Wir wollen diese beiden Fille hier nicht ndher er-
ortern, dafir aber die Auflésung einer quadratischen
Gleichung mittels des Steinerschen Kreises und die
Auflosung derselben Gleichung mittels des rechten Winkels
eingehender behandeln.

1. Auflosung einer quadratischen Gleichung durch blofes
Ziehen von geraden Linien bei Benutzung eines gezeichneten
Kreises.

Es sei die Gleichung

(3) @ —prtq—0

aufzulosen, p und ¢ sollen rationale Zahlen sein. Wir
ziehen in dem gegebenen Hilfskreise K mit dem Radius 7
(Fig.137) einen Durch-

messer 4B, legen in A v

dessen Endpunkten die 900 /
Tangenten an K und = /
bestimmen auf den- B

selben die Punkte C /
und D so, dafl AC:%— 3
und  BD — ;{ dem 7

Werte und Vorzeichen
nach wird, wobei
wir die positive Rich-
tung der beiden Tan- i \_
genten gemeinschaft- B DX X,
lich wahlen. Tig. 137.

Die Linie CD
(Fig. 137) schneidet dann den Kreis in zwei Punkten ¥
und I, welche, aus A projiziert, zwei Punkte X, und X,
ergeben; wir werden beweisen, dal BX, =, BX, =,
die gesuchten Wurzeln der Gleichung (3) sind.

Beweis: Wir nehmen die Wurzeln 2z, 2,, also
auch die Punkte X, , X, als gegeben an, und bestimmen

daraus die Strecken AC resp. BD unserer Figur.
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Aus derselben folgt:

x x
tg%:—.zi, tg%:“.)l-

In dem Dreiecke 4 F'C sind

¥A4A=90—0a, und «F =9 —uq,,
daher

v

- gin(“l + &)

Aus dem Dreiecke 4 F'B ergibt sich

i  AFcosa,
A

AF = 2cosx, ;
demnach ist
—7_ 2c08a, COSK, 2
T sin(x; + o) | tanw, + tano,
. 4
R

Analog folgt aus dem Dreiecke BLED, in welchem
<B=«, und «<FE=a,
ist,
BD — ‘BEsino;L, _ ‘Z.Sinle sina,
sin(a, + &)  sin(ay - &)

_ ,?}g%tg%‘ . Ty

Cotgag +tgx, @+ @
Nun sind z; und z, die Wurzeln der Gleichung:
2 —pr+4+q=0;
es ist daher
T+ @=p und @z -z, =¢q,
A0~ uwna BD=1,
p b

was zu beweisen war.

Bemerkung. Mit Hilfe des Steinerschen Kreises
kann man bekanntlich (Abschnitt II) Strecken verviel-
fachen und teilen durch bloBes Ziehen von geraden Linien.

also
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§32. Graphische Auflosung der Gleichungen zweiten Grades. 177
Sind daher p und ¢ rationale Zahlen, so koénnen

. 4 .
die Strecken 7 und % durch blofles Ziehen von geraden

Linien konstruiert werden.
Die Wurzeln der Gleichung wurden durch die Strecken

BX, und BX, gefunden. Will man ihre Zahlenwerte
bestimmen, so muB man das Verhiltnis dieser Strecken
zum Radius des Kreises suchen.

Dies geschieht, indem man zuerst untersucht, wie
oft sich der Radius des Kreises auf BX, auftragen 1aGt,
hierauf den Radius des Kreises in zehn gleiche Teile
zerlegt und nachsieht, wie oft sich {; des Radius auf-
tragen laBt, eventuell noch untersucht, wie oft sich }
des Radius auftragen laft.

2. Bestimmung der Wurzeln einer Gleichung zweiten
Grades mit Hilfe des rechten Winkels.

Die aufzulésende Gleichung sei:

(4) a2+ a4 ag =0,
wobel a, , a3, a; ganze Zahlen (und @, insbesondere eine
positive ganze Zahl) sein sollen.

a) Wir wollen zunichst zwei Fille unterscheiden:

«) Der Koeffizient a; sei positiv, habe also
dasselbe Vorzeichen wie q .

Man zeichnet dann den rechtwinklig gebrochenen
Linienzug ABCD (Fig. 138), dessen Seiten der Reihe
nach den Koeffizienten «, , a,, a; proportional sind und
CD entgegengesetzte Richtung zu 4B hat.

Zieht man nun die Gerade 4 E, unter dem beliebigen
Winkel o gegen ADB geneigt, und EF normal zu AE,
so ist, wenn tgw — x gesetzt wird:

Bl =a,x,

CE=az+a,,

CF =(a,z+a,)x,

FD=a 22+ a,z+a, .
Fallt ¥ mit D zusammen, so ist

FD =0,
also tgw eine Wurzel der Gleichung.
Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 12
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178 V. Abschnitt. Aufgaben ersten und zweiten Grades.

In der Figur sind tgw, und tgw, (negativ genommen)
Wurzeln der Gleichung, da die rechtwinkligen Linienziige
AX, D, AX,D in D enden.

Einen solchen auflésenden Linienzug findet man nun
leicht mit Hilfe eines rechten Winkels:

F

Fig. 138.

Man lege denselben so in die Zeichenfliche, daf3
seine beiden Schenkel durch A resp. D gehen und sein
Scheitel auf der Linie BC (eventuell auf ihrer Verlingerung)
zu liegen kommt. Es sind dann die Wurzeln der Gleichung:

o — BX, __BX,

=T up T AR
B) Das absolute Glied a; der aufzulésenden
Gleichung sei negativ, habe also das entgegen-

gesetzte Vorzeichen von a .

Man zeichnet dann einen rechtwinklig gebrochenen
Linienzug, dessen Seiten gleich a, resp. a, und a; sind,
nimmt aber a, und a, gleich gerichtet an (Fig. 139).

Trigt man nun an AB einen beliebigen Winkel o
auf und zieht FE senkrecht zu 4 E, so ergibt sich, wenn
wieder tanw = z gesetzt wird:

BE—=az, CE=aqz+a, FD=a2?taz+ta
(die Zahl a; ist negativ).
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Die Bestimmung der Wurzeln der Gleichung er-
fordert das Aufsuchen der auflésenden Linienziige. Man
findet dieselben, indem man das rechtwinklige Dreieck
; so in die Zeichenfliche legt, daBl seine Schenkel durch 4
\ resp. D gehen und sein Scheitel auf der unbegrenzten
; Geraden BC zu liegen kommt.

Fig. 139.

b) Beide Fille x) und ) kann man in eine Regel
zusammenfassen:

»Man zeichne einen gebrochenen Linienzug,
dessen Seiten gleich den Koeffizienten der auf-
zulésenden Gleichung sind (eine passende Strecke
als Einheit angenommen); die beiden ersten Seiten
stehen aufeinander senkrecht, kénnen sonst in
beliebiger Lage zueinander angenommen werden;
die dritte Seite des Linienzuges muB mit der
zu ihr parallelen ersten Seite gleich gerichtet
oder entgegengesetzt gerichtet sein, je nachdem
die Koeffizienten a, und a, der aufzuldsenden
Gleichung ungleiches oder gleiches Vorzeichen
haben.

Sind die auflésenden Linienziige gefunden, so er-
fordert die Bestimmung des Vorzeichens der gefundenen
Werte noch Aufmerksamkeit:

Der Winkel w muBl von 4B aus in einem derartigen
Sinne als positiv gezihlt werden, daB erst der Winkel

12*
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180 V. Abschnitt. Aufgaben ersten und zweiten Grades.

» = 270° der positiven Richtung der Geraden BC ent-
spricht, wobei diese positive Richtung durch BCresp. CB
gegeben ist, je nachdem «, positiv oder negativ ist.

Bemerkung. Wenn man den rechten Winkel als
alleiniges Zeichenhilfsmittel benutzt, so kann man be-
kanntlich Parallele ziehen, Normale fillen, Strecken ver-
vielfachen und teilen (§ 24).

Man kann daher den Linienzug A BCD , welcher das
Trinom a, 22 + a,z + a, ,,repriasentiert, mit diesem
Hilfsmittel allein zeichnen, sobald a,, a,, a, rationale
Zahlen sind.

Die auflésenden Linienziige findet man wieder durch
alleinige Benutzung des rechten Winkels. Die ziffern-
miBige Bestimmung der Wurzeln kann ebenfalls mit
dem rechten Winkel allein geschehen.
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VI. Abschnitt.

Unmoglichkeitsbeweise.

§ 33. Einleitung.

1. In den fritheren Abschnitten haben wir mehrmals
von der Unmoglichkeit gesprochen, eine Konstruktion
mit gegebenen Hilfsmitteln auszufiihren.

Wir erwihnten z. B., daB zur Losung quadratischer
Konstruktionsaufgaben mit Hilfe eines festen Kreises und
der geraden Linie nicht nur dieser Kreis, sondern auch
sein Mittelpunkt unumginglich notwendig ist, und da8
es insbesondere unméglich ist, durch blofes Ziehen von
geraden Linien auch nur eine Strecke zu halbieren, oder
eine Parallele zu ziehen, wenn der Mittelpunkt des
Steinerschen Kreises nicht gegeben ist.

Wir erwihnten, daB es auch unmoglich sei, den
unbekannten Mittelpunkt eines gezeichnet vorliegenden
Kreises durch bloBes Ziehen von geraden Linien zu
bestimmen.

Wir haben ferner (§ 26) erwihnt, daB sich nicht
alle geometrischen Konstruktionsaufgaben zweiten Grades
durch blofles Ziehen von geraden Linien und Abtragen
von Strecken losen lassen, daB es z. B. unmdoglich ist, damit
den Ausdruck }a® —0? zu konstruieren, wobei ¢ und b
i gegebene Strecken sind.

2. Der strenge Beweis aller dieser Aussagen ist eine
dringende Forderung des Erkenntnistriebes, denn unsere
Erkenntnis ist erst dann befriedigt, wenn uns entweder
die vollige Losung eines Problemes oder der strenge Be-

1
¥
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182 VI. Abschnitt. Unméglichkeitsbeweise.

weis eines Satzes gelingt oder der Grund fiir die Un-
moglichkeit des Gelingens und damit zugleich die Not-
wendigkeit des Millingens von uns klar erkannt wird*).

Wir werden daher in diesem Abschnitte die Fragen
erledigen, welche wir eben erwihnt haben, und dann
noch beweisen, daBl jede Aufgabe, welche rechnerisch be-
handelt auf irreduktible Gleichungen dritten Grades fiihrt
(wie z. B. die Dreiteilung eines beliebigen Winkels und
die Verdoppelung des Wiirfels), durch bloBes Ziehen von
geraden Linien und Schlagen von Kreisbogen nicht streng
zu l6sen ist.

§34. Uber die Unmoglichkeit, durch visuelle Zeichen-
operationen das Absolute der Ebene zu bestimmen.

1. Unter einer visuellen Zeichenoperation versteht
man das Ziehen von geraden Linien, das Schneiden von Ge-
raden miteinander oder mit anderen gegebenen Figuren,
die auch Kurven sein kénnen, z. B. Kegelschnitte usw.;
ansgeschlossen ist jede Art des Messens.

Wir setzen dabei auch voraus, daB die gezeichnet
vorliegenden Kurven nicht das Absolute der Ebene be-
stimmen, wie es z. B. der Fall ist, wenn ein Kreis samt
Mittelpunkt vorliegt.

2. Durch Ziehen von geraden Linien, durch Schneiden
und Projizieren ist man nicht imstande, die unendlich
ferne Gerade und die absolute Involution auf ihr (mit
den Kreispunkten als Doppelpunkten) zu bestimmen:

Wire man niamlich imstande, das Absolute der Ebene
oder wenigstens die unendlich ferne Gerade durch bloBes
Ziehen von geraden Linien zu bestimmen, so konnte man
die ganze so ausgefiihrte Zeichnung auf eine zweite Ebene
derart projizieren, daB die unendlich ferne Gerade in
eine ganz beliebige Gerade g und die absolute In-
volution o, J, in eine gegebene (imaginire Involution)
auf g iibergeht.

Durch dieselben Operationen, mit deren Hilfe
man die unendlich ferne Gerade in der ersten Zeichnung

*) Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie® S. 82,
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§ 34. Das Absolute der Ebene. 183

findet, miite man die ganz beliebige Gerade g finden
kénnen; man miiBte also imstande sein, durch eine ge-
gebene Operation nicht nur eine bestimmte, sondern
eine beliebige Gerade der Ebene zu finden, was un-
moglich ist.

3. Die unendlich ferneGerade hat in der reinen
Geometrie der Lage, welche nur von Lagenbeziehungen
und nicht von MaBeigenschaft handelt, keine aus-
gezeichnete Stellung; sie ist eine Gerade wie jede
andere, da sie durch Projektion in jede andere Gerade
iibergefithrt werden kann.

Die unendlich ferne Gerade lafit sich durch Pro-
jizieren und durch Schneiden ohne jede MaBbenutzung

| gar nicht definieren, sie 14t sich in keine visuellen Be-
ziehungen zu Figuren bringen, welche kein Maf enthalten.

4. Es ist daher auch unmdglich, eine Strecke durch
bloBes Ziehen von geraden Linien zu halbieren, denn
man konnte in diesem Falle die unendlich ferne Gerade
durch visuelle Operationen bestimmen, was nach eben
Gesagtem nicht moglich ist.

Ebenso ist es unmdoglich, den Mittelpunkt eines ge-
zeichnet vorliegenden Kreises durch bloBes Ziehen von
geraden Linien zu finden, denn dann wiirde das Absolute

\ der Ebene gefunden sein durch visuelle Operationen, was
nicht sein kann.

5. Liegt ein Kegelschnitt gezeichnet vor, so kann man
wohl siamtliche visuelle Aufgaben zweiten Grades durch
bloBes Ziehen von geraden Linien losen (S. 169), aber
keine einzige metrische Aufgabe, auch z. B. das Hal-
bieren einer Strecke nicht, denn in diesem Falle wiirde
durch visuelle Operationen das Absolute der Ebene be-
stimmt sein. Dieses Absolute der Ebene 1af3t sich aber
in keine visuellen Beziehungen zu einem Kegelschnitte,
von dem nur der Umril gegeben ist, bringen.

Kennt man aber aufler dem XKreise noch seinen
Mittelpunkt oder ein Quadrat, oder kennt man von dem
Kegelschnitte den Mittelpunkt und einen Brennpunkt,
so ist damit das Absolute der Ebene gegeben und jede
Aufgabe ersten und zweiten Grades durch bloBes Ziehen
von geraden Linien l6sbar (S.172).

}
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§ 35. Beweis der Unmoglichkeit, durch bloBes Ziehen
von geraden Linien und Abtragen von Strecken jede
Konstruktionsaufgabe zweiten Grades zu lésen*).

1. Das Abtragen der Strecken geschieht in diesem
Paragraphen durch Benutzung eines EichmaBes (einer
Strecke von gegebener Linge, welche wir als Einheit an-
nehmen kénnen) (§ 26).

Es wird bewiesen werden, dafl man mit diesen be-
schrinkten Hilfsmitteln nicht jede quadratische Aufgabe
I6sen kann.

Zunichst aber mull die Frage nach jenen Aufgaben,
welche sich mit den jetzt vorliegenden Hilfsmitteln 16sen
lassen, beantwortet werden.

2. Analytische Darstellung der Koordinaten
von Punkten, welche durch Ziehen von geraden
Linien und Abtragen von Strecken konstruiert
werden kdénnen.

a) Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zugrunde und beziehen alle gegebenen Punkte durch Ko-
ordinaten auf dasselbe.

Sind P, , P, resp. P;, P, zwei beliebige gegebene Punkte-
paare, so haben die Verbindungslinien dieser Punktepaare
die Gleichungen:

v =T
!/ ./ql ;172 . xl (‘1’ ‘Ll) E
resp.
gy =T Y
Yy—Y pra— (@ — z4) .

Sucht man die Koordinaten des Schnittpunktes dieser
beiden Geraden, so bemerkt man, daf3 dieselben aus den
Koordinaten der vier Punkte P, P,, P, P, nur durch
rationale Operationen erhalten werden.

Verbindet man diesen Schnittpunkt mit einem anderen
gegebenen Punkte und bringt diese Verbindungslinie mit
irgend einer durch die gegebenen Punkte bestimmten
Geraden zum Schnitt usw., so bemerkt man, dafB3 die Ko-
ordinaten sdmtlicher Punkte, welche man durch

*) Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie®“ 2. Auflage,
S. 76, 1.
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dieses Ziehen von geraden Linien aus den ge-
gebenen Punkten erhalten kann, Zahlen sind,
die durch rationale Operationen aus den Ko-
ordinaten der gegebenen Punkte ableitbar sind.

. Auch die Richtungskonstanten, z. B. m ;_;Z?m__%{ ,

2 T M
dieser Geraden sind aus den Koordinaten der gegebenen
Punkte auf dieselbe Weise herstellbar.

Zieht man daher durch einen der gegebenen Punkte
oder durch einen der bereits konstruierten Punkte eine
Parallele zu einer bereits gezeichneten Geraden, bringt
dieselbe mit einer anderen bereits gezeichneten Geraden
zum Schnitt, so erhilt man als Koordinaten der Schnitt-
punkte immer Zahlen, welche nur durch rationale Opera-
tionen aus den Koordinaten der gegebenen Punkte zu
erhalten sind.

b) Das Ubertragen einer Strecke kann durch
Parallelverschieben derselben und durch darauffolgendes
Drehen um einen Endpunkt ersetzt werden.

Das Parallelverschieben erfordert die Bestimmung
des Schnittpunktes paralleler Linien, also nur rationale
Operationen der ge-
gebenen Koordinaten. |¥°

¢) Wir wollen
nun das Drehen
einer Strecke niaher
betrachten.

Es sei in dem
rechtwinkligen Koor-
dinatensysteme XOY @
(Fig. 140) der Winkel %
o durch den Punkt C ¢
mit den Koordinaten
@, b, auBlerdem ein
Punkt P mit den Koordinaten z, y gegeben.

Dieser Punkt soll nun um O um den Winkel w gedreht
werden; es sind die Koordinaten 2/, ¥’ des so erhaltenen
Punktes P’ zu bestimmen:

Es ist

¥ =rcos(x + w) =rcosx cosw — rsina sinw .

A
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Da nun
a .
COS ) == —=mm— und SN == —zmomTs
Ya? -+ b2 Ya? + b?
und .
yYCcOBX ==X, ¥SINX =Y
sind, so ist
i Ci Y L ——

. S »
Yat 4 b2 yaz + 0%

Analog findet man

b ) a

Y == e B b e Y
Ja* + b2 Ya* 4 b?

wobei die Wurzeln positiv zu nehmen sind.

Daraus erkennt man, daB3 die Koordinaten &, ¥
des gesuchten Punktes P’ aus den Koordinaten
der gegebenen Punkte C, P durch rationale Opera-
tionen und durch Wurzelziehen aus der Summe
zweier Quadrate erhalten werden.

d) Sind also M und N zwei Punkte, welche durch
Ziehen von geraden Linien und Abtragen von Strecken
konstruiert wurden, so kann man ihre Koordinaten aus
den Koordinaten der gegebenen Punkte immer durch
rationale Operationen und durch Quadratwurzelziehen
aus der Summe zweier Quadrate finden. Fiir die Ent-

fernung M N gilt daher dasselbe.

Wir konnen folglich den Satz aussprechen:

,,Ist eine geometrische Figur mit Hilfe der ge-
raden Linie und des EichmaBes entworfen worden,
so miissen die Koordinaten der gefundenen Punkte
solche Funktionen der Koordinaten der gegebenen
Punkte sein, deren Herstellung nur rationale Ope-
rationen, ferner die Operation des Ziehens der
Quadratwurzel aus der Summe zweier Quadrate
und zwar diese fiinf Operationen in endlicher An-
zahl erfordert.

3. Es soll jetzt bewiesen werden, da nicht jede
geometrische Konstruktionsaufgabe mit unseren
beschrinkten Hilfsmitteln 16sbar ist.

Wir konstruieren zu diesem Zwecke einen gewissen
Bereich 2 von algebraischen Zahlen.
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Wir gehen von der Zahl 1 aus und wenden auf sie
und alle entstehenden Zahlen die vier rationalen Opera-

tionen und die fiinfte Operation |J1 + w?| an, wobei o

jedesmal eine vermdge der fiinf Operationen erhaltene

Zahl bedeutet. Die Wurzel selbst nehmen wir immer
\ nur positiv.

Dieser Zahlenbereich enthilt offenbar die Koordinaten
und Entfernungen simtlicher Punkte, die man aus den
zwei Punkten (0,0), (1,0) eines rechtwinkligen Ko-
ordinatensystemes durch Ziehen von geraden Linien und
Abtragen von Strecken erhalten kann.

Er enthilt insbesondere die Strecke 2, aber nicht
die Strecke

3=V2H/§iﬁi?;.

Unser Bereich enthilt nimlich nur reelle Zahlen, da
wir ja von einer reellen Zahl ausgehen und eine imaginire
Zahl aus reellen Zahlen durch unsere Operationen gar
nicht entstehen kann.

Ist ferner w irgend eine Zahl des Bereiches, so muf3
auch die zu w konjugierte algebraische Zahl dem Zahlen-
bereich angehdren, wie sich aus der Definition des Zahlen-

\ bereiches sofort ergibt.

: Unser Zahlenbereich 2 enthédlt daher nur solche
Zahlen, welche reell sind und deren konjugierte Zahlen
auch reell sind.

Nun ist die zu s konjugierte Zahl

=) —2[y2] 2.

Dieselbe ist imagindr; demnach ist s und also auch
die Zahl s im Bereiche 2 nicht enthalten.

Wir stellen nun folgende Aufgabe:

Bei einem rechtwinkligen Dreiecke sei die
Hypotenuse ¢=1 und eine Kathete a = lﬁ' —1;
esist die zweite Kathete mit unserenbeschrinkten
Hilfsmitteln zu konstruieren.

Die beiden Zahlen ¢ und ¢ sind in dem Bereiche
enthalten. Die gesuchte Kathete ist |2 V2| —2; diese
Zahl ist in unserem Bereiche £ aber nicht enthalten.

{
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188 VI. Abschnitt. Unmaoglichkeitsbeweise.

Die Aufgabe ist daher mit unseren Hilfsmitteln
unlésbar, wahrend sie bei unbeschrinktem Gebrauche
des Zirkels und Lineals leicht 16sbar ist.

§ 36. Beweis der Unmoglichkeit, eine geometrische

Aufgabe, welche auf eine irreduzible Gleichung dritten

Grades fithrt, durch Ziehen von geraden Linien und
Schlagen von Kreisbogen streng zu lisen.

In diesem Paragraphen wird bewiesen werden, daB
es unmoglich ist, geometrische Aufgaben, welche rech-
nerisch behandelt, auf irreduzible Gleichungen dritten
Grades fithren, mit Zirkel und Lineal streng zu ldsen.

Um diesen Beweis fithren zu konnen, mull zunichst
an einige wichtige Begriffe der Algebra erinnert werden:

1. Rationalitdtsbereich.

Auf die gegebene Zahl ¢ und alle entstehenden
Zahlen sollen die rationalen Operationen und nur diese
angewendet, also die Zahlen addiert, subtrahiert, multi-
pliziert und dividiert werden. (Mit Ausnahme der Division
durch Null.)

Man erhilt auf diesem Wege unbegrenzt viele Zahlen.
Die Gesamtheit aller dieser Zahlen, welche auf diese
Weise aus der gegebenen Zahl a entstehen, nennt man
einen Rationalitdtsbereich.

Darunter versteht man also ein Zahlengebiet,
(Zahlenkorper), in welchem man die rationalen
Rechenoperationen zwischen den Zahlen des Be-
reiches ausfithren kann, ohne auf Zahlen zu
kommen, die in dem Ko6rper nicht enthalten sind.

Ist insbesondere a eine rationale Zahl, so erhdlt man
durch obige Operationen alle rationalen Zahlen, also den
Koérper der Rationalzahlen.

2. Es sei R, die Gesamtheit aller rationalen
Zahlen und @ eine bestimmte rationale Zahl.

Verbindet man alle Zahlen von R, mit }a durch
rationale Operationen und alle dadurch entstehenden
Zahlen wieder durch rationale Operationen, so erhilt man
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einen neuen Rationalititsbereich R,, welcher R, als Teil
enthilt.

In R, kommt die Zahl 7, —m, + n,}a vor, wobei
m; und m; rationale Zahlen sind; denn die Zahl s
kann durch rationale Operationen aus m , #, und Ve
erhalten werden.

Alle Zahlen, welche in dem Bereiche R, vor-
kommen, werden aber auch die Form haben
M4 Nya, wobei M und N bereits dem Bereiche R,
angehoren, also rationale Zahlen sind.

Sémtliche Zahlen von I, werden némlich erhalten,
indem man zuerst ¥ a mit den Zahlen von R, und hierauf
die so erhaltenen Zahlen untereinander rational verbindet.

Es seien nun 2z, und 2, zwei Zahlen, welche auf die
erste Weise entstehen; sie miissen die Form haben:

z =y +nja, & =m+nja.
Addiert oder subtrahiert man 7 und 2, so erhdlt das
Resultat die Form M + Nya; bildet man das Produkt
2, +%,, so erhalt dieses wieder dieselbe Form. Bildet
man endlich den Quotienten f}, indem man den Nenner
“2

rational macht und den so entstehenden Zahler durch
den Nenner dividigrt, so erhilt der Quotient wieder
die Form M 4 Nya, wobei M und N Zahlen des Be-
reiches R, sind.

Man kann also sagen: ,,Fiigt man dem Bereiche
der rationalen Zahlen eine neue Zahl ya hinzu
(adjungiert man ya), wobei a eine rationale Zahl
sein mull, so erhialt man einen neuen Ratio-
nalitidtsbereich und jede Zahl dieses erweiterten
Rationalitdtsbereiches 1dBt sich auf die Form
bringen M+ Nya, wobei M und N rationale Zahlen
sind, also dem wurspriinglichen Rationalitdts-
bereiche angehéren, iibrigens auch Null sein
kénnen.

3. R, sei wieder der Bereich der rationalen Zahlen.

Adjungiert man z. B. ¥3, so erhilt man einen
neuen Bereich R,, dessen séimtliche Zahlen in der Form
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m +n}3 geschrieben werden konnen, wobei m und %

rationale Zahlen sind. B

Der Bereich R, enthilt aber nicht die Zahl V5;
denn fiir diesen Fall wiire:

m-+ny3 =10,
wobei m und n rationale Zahlen sind, was unmdglich ist.

Adjungiert man zu dem Bereiche R, die Zahl V5,
so erhiilt man einen neuen Bereich R,. Simtliche Zahlen
dieses ‘neuen Bereiches lassen sich (Nr. 2) auf die Form
k -+ 1Y5 bringen, wobei % und ! Zahlen sind, welche dem
Bereiche R, angehéren, also auch 3 enthalten kénnen.

4. Wir gehen wieder von dem Bereiche R, der ratio-
nalen Zahlen aus, adjungieren die Zahl Va, , wobei a,
rational ist, und erhalten dadurch den Bereich R,; zu
demselben adjungieren wir ya,, wobei a,, nicht aber ya,
dem Bereiche R, angehéren soll, und erhalten so den
Rationalitétsbereich £,. Diesem Bereiche adjungieren
wir Ja;, wobei a, schon dem Bereiche R; angehoren
soll usw. o

SchlieBlich erhalten wir durch Adjunktion von ]/ A1
dgn Bereich R, und durch nochmalige Adjunktion von
Ya. den Bereich R,.;.

Jede Zahl dieses letzten Bereiches hat dann die Form
»+ gYa., wobei p, q, @, schon dem vorletzten Bereiche
angehéren.

5. Es sei eine Zahl z gegeben, welche aus anderen

gegebenen Zahlen durch rationale Operationen und durch
Waurzelziehen ableitbar sei, sonst aber eine ganz beliebige

Form habe.
Esseiz. B. z = V_“liﬁ’_;ﬁ , wobei @, b, ¢, m und »
Ym —Vn

rationale Zahlen sein mégen.

Man ist durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln imstande, aus dem Bereiche der rationalen Zahlen
einen Bereich zu bilden, in dem z enthalten ist:

Adjungieren wir zu dem Bereiche R, der rationalen

Zahlen die Zahl b, so enthilt der neue Bereich R, die
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Zahl « +7'b; adjungieren wir nun zu R, die Zahl Ja -+ b
und zu dem so erhaltenen Bereiche R, die Zahl ¢, so
erhalten wir den Bereich R,, in welchem der Zahler
von ¢ vorkommt. Adjungieren wir ferner zu R, die
Zahl VYn, so ist in diesem Bereiche R; auch m — }Jn ent-

halten; adjungieren wir endlich zu R, die Zahl Vo — Vn,
so erhalten wir einen Bereich R,, in welchem Zahler
und Nenner der Zahl 2z und daher auch die Zahl z selbst
vorkommt.

Wir haben also von den rationalen Zahlen ausgehend
einen Rationalitdtsbereich konstruiert, in welchem die
Zahl z enthalten ist.

6. Jetzt sind wir imstande, zu beweisen, daB eine
Gleichung dritten Grades, die keine rationalen Wurzeln
hat, nicht durch Quadratwurzeln lésbar ist.

A) Gegeben sei die Gleichung:

(1) ?+axr="0,

wobei ¢ und b rationale Zahlen sein mogen. Diese Glei-
chung hat bekanntlich drei Wurzeln x,, z,, a,; der
Koeffizient von z? ist Null, daher muB folgende Glei-
chung bestehen:

() 2y + T 7y = 0.

Wir wollen nun annehmen, dafB keine dieser
Wurzeln rational sei und beweisen, daB dann
keine der Wurzeln durch eine Kette von Quadrat-
wurzeln darstellbar ist.

Beweis. Wir filhren den Beweis indirekt. Wir
nehmen an, eine der drei Wurzeln, z. B. z,, sei durch
eine Kette von Quadratwurzeln darstellbar.

Es 1iBt sich dann nach 5. ein Rationalitdtsbereich
durch Adjunktion von Quadratwurzeln konstruieren, in

welchem z; enthalten ist. Ist }I die letzte der dabei zu
adjungierenden Quadratwurzeln, so muB:

(3) x =m 4 nyl,

wobei m, n und 7 nach 5. dem vorletzten Rationalitiits-
bereiche angehdren miissen.
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192 VI. Abschnitt. Unméglichkeitsbeweise.

Setzt man diesen Wert von x, in die Gleichung (1)
ein, so erhilt man:

(4) M+ Nyl=0,
dabei sind:

M=m3+3mn2l+am—>, N=3mn+nltan.

M, N, ! gehoren also dem vorletzten Rationalitéts-
bereich an, nicht aber JI; daher kann 7 nicht gleich

M
— = sein.

N
Die Gleichung (3) kann demnach nur bestehen, wenn
M—=0und N=0 sind. Ist dies aber der Fall, so ge-
niigt der Gleichung (1) auch der Wert

(5) 2y =m —nyl,

wie man sich durch Nachrechnen iiberzeugt.
Aus Gleichung (2) folgt weiter:

(6) Ty = — (2 + &) = —2m .

Dieses Resultat kann man so aussprechen:

L&Bt sich eine Wurzel der Gleichung (1) durch
eine Kette von Quadratwurzeln darstellen, so 148t
sich durch Adjunktion von Quadratwurzeln ein
Bereich bilden, dem z, angehért, demselben Be-
reiche muB noch eine zweite Wurzel der Gleichung
angehdren; die dritte Wurzel z; gehdrt dann dem
vorletzten Bereiche an.

Da aber z; dem vorletzten Bereiche angehért, so
folgt durch analogen SchluB, daB8 ; oder x, dem vor-
letzten Bereiche und die iibrig bleibende Wurzel dem dritt-
letzten Bereiche angehort usw. SchlieBlich kommt man
so auf den Bereich der rationalen Zahlen.

Man bemerkt also, daB die Annahme, eine der
Wurzeln der Gleichung sei durch Quadratwurzeln
darstellbar,nicht erlaubt ist, wenn die Gleichung keine
rationale Wurzeln haben darf, wie vorausgesetzt wurde.

Damit ist gezeigt, daB die kubische Gleichung (1)
nicht durch Quadratwurzeln losbar ist, falls sie keine
rationalen Wurzeln hat.
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B) Die allgemeine kubische Gleichung
(1) B+ A2+ Bz4+C=0
18t sich durch die Substitution:

A
(2) ::x——§

auf die Form bringen:
(3) 2 faxr="5.

Die allgemeine Gleichung dritten Grades la8t sich
also ohne Anwendung von Quadratwurzeln auf die re-
duzierte Form (3) bringen.

Daher haben die allgemeine Gleichung und die daraus
erhaltene reduzierte Form entweder beide gleichzeitig
rationale Wurzeln oder beide keine rationalen Wurzeln.

Der frither erhaltene Satz kann jetzt also allgemein
8o ausgesprochen werden: ,,Eine kubische Gleichung
mit rationalen Koeffizienten, welche keine ratio-
nalen Wurzeln hat, kann nicht durch eine Kette
von Quadratwurzeln gelést werden.«

C) Es ist noch notig zu zeigen, wie man erkennt,
ob eine Gleichung dritten Grades mit rationalen Koeffi-
zienten rationale Wurzeln hat oder nicht.

Dies geschieht mit Hilfe eines leicht beweisbaren
Satzes der Algebra, welcher lautet: ,,Hat eine Glei-
chung lauter ganzzahlige Koeffizienten und ist
der Koeffizient der hochsten Potenz der Un-
bekannten 41, so muB jede rationale Wurzel
dieser Gleichung eine ganze Zahl sein, welche in
dem absoluten Gliede ohne Rest enthalten ist.

Beweis: Gegeben sei die Gleichung

(1) a4 a1t a, =0,
wobei a, , a,...a, ganze Zahlen sind.
Es sei nun die rationale Zahl £ eine Wurzel der

Gleichung, wobei p und ¢ als relativ prime ganze Zahlen
vorausgesetzt werden kénnen. Dann muB die Gleichung

bestehen:
(2) P Haptet...Faapgttag=0.
Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 13
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Daraus erhilt man durch Division von ¢
(3) %~+mﬁ**+~-+amuw“2+m@“’:0.

Alle Glieder bis auf das erste sind ganze Zahlen,
daher mull auch das erste Glied eine ganze Zahl sein;
da aber p und ¢ teilerfremde Zahlen sind, so ist dies
nur moglich, wenn ¢ = 1.

Jede rationale Wurzel der Gleichung (1) ist
also eine ganze Zahl.

Aus Gleichung (2) folgt nun durch Division durch p
und unter Beriicksichtigung, dafl ¢ gleich 1 ist

(4) p”“—{—%p””—l—---+’1'n-1—l—%’=0.

Aus dieser Gleichung folgt, dal auch das letzte Glied eine
ganze Zahl sein muBl; p ist daher ein Teiler von a,.

Daraus ergibt sich: ,,Liegt eine Gleichung vor, bei
welcher der Koeffizient der hochsten Potenz der Un-
bekannten gleich 1 ist und deren iibrige Koeffizienten
ganze Zahlen sind, so ist man unschwer imstande zu
entscheiden, ob diese Gleichung rationale Wurzeln hat
oder nicht. Man hat zu diesem Zwecke nur sdmtliche
Teiler des absoluten Gliedes aufzusuchen und nach-
zusehen, ob sie positiv oder negativ genommen, der
Gleichung geniigen. Ist dies nicht der Fall, so hat die
Gleichung keine rationalen Wurzeln.¢

D) Es sei z. B. die Gleichung 2*—2=0 gegeben,
eine Gleichung, auf welche man bei dem Probleme der
Verdoppelung des Wiirfels kommt.

Die Zahl 2 hat die Teiler 1 und 2; beide befriedigen
positiv oder negativ genommen die Gleichung nicht.

Diese Gleichung hat also keine rationalen Wurzeln
und ist daher durch eine Kette von Quadratwurzeln
nicht 16sbar.

Gegeben seien weiter die Gleichungen

Y+y—2y—1=0,
¥ —3y+1=0.

Beide Gleichungen konnen nach C) nur die rationalen
Wurzeln -1 oder —1 haben; da dies aber nicht der

und
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Fall ist, so haben sie iiberhaupt keine rationalen Wurzeln
und sind daher durch Quadratwurzeln nicht 16sbar.

7. Jede Aufgabe, die, rechnerisch behandelt,
durch Quadratwurzeln unlésbar ist, ist durch
Ziehen von geraden Linien und Schlagen von
Kreisbogen, also mit Hilfe des Zirkels und Lineals
allein unlésbar.

a) Jede mit diesen Hilfsmitteln ausgefiihrte Figur
besteht ndmlich aus geraden Linien und aus Kreisen.

Man lege der ganzen Figur ein rechtwinkliges Ko-
ordinatensystem zugrunde. Die rechnerische Bestimmung
der Schnittpunkte von Geraden miteinander fiihrt dann auf
lineare Gleichungen; die Bestimmung der Schnittpunkte
einer geraden Linie mit einem Kreise oder der Schnitt-
punkte von zwei Kreisen fithrt auf quadratische Glei-
chungen.

Bei rechnerischer Behandlung dieser Figur kommt
man daher nur auf lineare Gleichungen und auf Glei-
chungen zweiten Grades. Die Koordinaten samtlicher
Punkte miissen daher aus den Koordinaten der gegebenen
Punkte durch rationale Operationen und durch Quadrat-
wurzelziehen ableitbar sein.

b) Ist umgekehrt ein Ausdruck gegeben, der
nur rationale Operationen und Quadratwurzeln
enthilt, so ist er mit Zirkel und Lineal 15sbar,
indem man die Konstruktion der Addition und Sub-
traktion von Strecken, der vierten geometrischen Pro-
portionalen, mittleren geometrischen Proportionalen und
den Pythagoreischen Lehrsatz wiederholt anwendet.

c) Fiihrt daher eine Aufgabe bei rechnerischer Be-
handlung auf eine Gleichung dritten Grades, welche nicht
durch eine Kette von Quadratwurzeln lésbar ist, so ist
es unmoglich, diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu 16sen.

§ 37. Uber die Moglichkeit oder Unméoglichkeit, eine
geometrische Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu losen.
1. Es kommt nicht selten vor, daB eine scheinbar

einfache Aufgabe allen Versuchen zu ihrer Lésung mittels
Zirkel und Lineal trotzt.

13*
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Der Grund kann einmal darin liegen, daf3 der rich-
tige Weg schwer zu finden ist, er kann aber auch darin
liegen, daBl diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal iiber-
haupt nicht 16sbar ist.

Es ist daher sehr wichtig, einfache Mittel zu haben,
um entscheiden zu konnen, ob eine vorgelegte geometrische
Aufgabe zu den 16sbaren oder nichtlésbaren gehért (vgl. §29).

Am Schlusse des vorigen Paragraphen haben wir
einen Weg Lkennen gelernt: Man fiihre die Aufgabe
rechnerisch durch; kommt man dabei auf Gleichungen
von hochstens zweitem Grade, so ist die Aufgabe l6sbar;
kommt man dagegen auf irreduzible Gleichungen dritten
oder vierten Grades, so ist die Aufgabe mit Zirkel und
Lineal unlésbar.

Fiir Gleichungen dritten Grades haben wir dies nach-
gewiesen. Bekanntlich gilt dasselbe auch firr die Glei-
chungen vierten Grades, da die Auflosung jeder Gleichung
vierten Grades abhingt von der Losung einer Gleichung
dritten Grades (§ 47, 1), ihrer sogenanntcn Resolvente,
und durch Quadratwurzeln 16sbar ist oder nicht, je nach-
dem diese Resolvente durch Quadratwurzeln ldsbar ist
oder nicht.

Fiir Gleichungen héheren Grades ist auch folgender
Satz der Algebra oft von Vorteil:

,Einerirreduziblen Gleichung von ungeradem
Grade geniigt sicher nicht ein Ausdruck, der aus
Quadratwurzeln aufgebaut ist.

2) Einfachere Hilfsmittel, mit denen man ohne
umsténdliche Rechnung untersuchen kann, ob eine vor-
gelegte Aufgabe mit Zirkel und Lineal 13sbar ist oder
nicht, gehen aus folgender Betrachtung hervor:

Kennt man von einem Kegelschnitte fiinf Bestim-
mungsstiicke, z. B. finf Punkte, so kann man seine
Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden mit Hilfe
von Zirkel und Lineal 16sen (§ 30).

Korrelativ ist die Konstruktion der Tangenten von
einem gegebenen Punkte an einen durch fiinf Bestimmungs-
stiicke gegebenen Kegelschnitt auch eine quadratische
Aufgabe.

In der Algebra werden nun die folgenden Um-
kehrungen dieser Sitze streng bewiesen:
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a) Wenn die Bestimmung der Schnittpunkte
einer Kurve mit einer beliebigen Geraden mittels
Zirkel und Lineal gelingt, so ist die Kurve ein
Kegelschnitt.

b) Die einzige Kurve, an die man von jedem be-
liebigen Punkte aus die Tangenten mittels Zirkel
und Lineal konstruieren kann,ist einKegelschnitt.

¢) Der Kreis und die gerade Linie sind die
einzigen Kurven, deren Schnittpunkte mit einem
beliebigen Kreise mittels Zirkel und Lineal ge-
funden werden kdnnen.

Es gibt auch hohere Kurven, fir welche man die
Schnittpunkte mit bestimmten Geraden oder Kreisen
mit Hilfe von Zirkel und Lineal finden kann; so lassen
sich z. B. bei der Pascalschen Schnecke (§ 46) die
weiteren Schnittpunkte einer durch den Doppelpunkt
der Kurve gehenden Geraden mittels Zirkel und Lineal
leicht finden. Die Gerade muB aber durch den Doppel-
punkt gehen, sie darf also keine beliebige Gerade sein.

Die Schnittpunkte der Pascalschen Schnecke mit
einer beliebigen Geraden lassen sich dagegen mit Zirkel
und Lineal nicht streng finden.

4. Diese angefithrten Sdtze wollen wir dazu be-
nutzen, um zu entscheiden, ob die folgende Aufgabe
mittels Zirkel und Linear 16sbar ist oder nicht:

205. Gegeben seien zwei gerade Linien g, , g,,
ein beliebiger Punkt P und eine beliebige Strecke s;
es ist durch P eine Gerade so zu ziehen, daB auf
ihr die Strecke s von den beiden Geraden g, und g,
abgeschnitten wird.

Versuche, diese scheinbar einfache Aufgabe mittels
Zirkel und Lineal zu l6sen, gelingen nicht, sie kénnen
auch nicht gelingen, denn diese Aufgabe ist mittels
Zirkel und Lineal iiberhaupt nicht 16sbar.

Um dies zu beweisen, lassen wir zuniichst die Ge-
rade g, weg, ziehen durch P eine beliebige Gerade und
tragen auf derselben von ihrem Schnittpunkte mit g, aus
die Strecke s auf.

Die so erhaltenen Punkte X werden eine Kurve ¢
erfiillen; die Schnittpunkte dieser Kurve ¢ mit g, geben
mit P verbunden die gesuchten Geraden.
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Die gerade Linie g, selbst ist eine ganz beliebige
Gerade der Ebene; sollen daher ihre Schnittpunkte mit ¢
mittels Zirkel und Lineal konstruierbar sein, so muf} ¢ ein
Kegelschnitt sein.

Nun ist aber ¢ kein Kegelschnitt, sondern eine
Konchoide, wie man aus der Entstehung dieser Kurve
sofort erkennt (§ 45).

Unsere Aufgabe ist also mit Zirkel und Lineal unlosbar.

4. Ganz ahnlich, wie bei der eben behandelten Auf-
gabe, kann man bei vielen Aufgaben vorgehen, um zu
entscheiden, ob dieselben vom zweiten oder von héherem
Grade sind:

Man fasse die Aufgabe so, dafl bei ihr ein Punkt X
zu suchen ist, welcher auf einer gegebenen Geraden g
oder auf einem gegebenen Kreise & zu liegen kommt.
Nun lasse man g resp. & weg; die Aufgabe wird dann
nicht eine LoOsung, sondern unzihlig viele haben. Fiir
den Punkt X entsteht ein geometrischer Ort.

Soll nun X auf der Geraden g liegen, so mull dieser
geometrische Ort entweder eine gerade Linie, ein Kreis
oder ein Kegelschnitt sein, falls die Aufgabe mit Zirkel
und Lineal l6sbar sein soll.

Soll aber X auf Kreis % fallen, so darf der gefundene
geometrische Ort nur eine gerade Linie oder ein Kreis
sein, falls die Aufgabe nicht von héherem als zweiten
Grade sein soll, vorausgesetzt, dal ganz allgemeine
gegenseitige Lagen vorkommen.

5. Manche Aufgaben lassen sich auf das Aufsuchen von
Geraden z zuriickfihren, welche durch einen gegebenen
Punkt P gehen oder einen bestimmten Kreis K oder
Kegelschnitt S beriihren.

LiBt man P, K oder S weg, so erhidlt man fir »
einen geometrischen Ort, und man kann mit Zuhilfe-
nahme der Sitze a), b), c) wieder entscheiden, ob die
Aufgabe mit Zirkel und Lineal 16sbar ist oder nicht.

6. Bemerkung. Ausdem zuletzt Gesagten folgt
auch eine allgemeine Methode zur Auflésung geo-
metrischer Konstruktionsaufgaben:

Man fithre die Aufgabe auf das Aufsuchen eines
Punktes X zuriick, welcher auf einer gegebenen Geraden g
liegen soll. Nun lasse man g weg und konstruiere den
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Ort, weichen dann X erfiillt; derselbe mufl ein Kegel-
schnitt sein, falls die Aufgabe mit Zirkel und Lineal
16sbar sein soll. Seine Schnittpunkte mit g liefern schon
die gesuchten Punkte.

206. Gegeben ist ein Kreis K mit dem Mittel-
punkte O und zwei Punkte A4,B in beliebiger
Lage zu O; auf K ist ein Punkt X so zu be-
stimmen, dafB3 der Winkel 4 XB von der Tangente
des Kreises im Punkte X halbiert wird.

Ist diese Aufgabe mit Zirkel und Lineal 16sbar oder
nicht? Welche Lagen miissen 4 und B annehmen, damit
die Aufgabe eine quadratische ist? (Vgl. §6.)
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Kreisteilung.
(Konstruktion regelmiBiger Polygone.)

§ 38. Einleitung.

1. Man kann bekanntlich mit Zirkel und Lineal allein
eine Reihe regelmiBiger Polygone zeichnen, oder was das-
selbe ist, einen gegebenen Kreis in gleiche Teile zerlegen.
Man kann ein regelmiBiges Sechseck, Dreieck, Zwoélfeck,
Zehneck und Fiinfeck konstruieren.

Man kann aber mit Zirkel und Lineal allein nicht ein
regelmiBiges Siebeneck oder Neuneck konstruieren, da-
gegen, wie wir spiter sehen werden, ein regelméBiges
Siebzehneck.

Fragen dieser Art sollen im folgenden behandelt werden.

2. Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius 1, wie im
folgenden immer angenommen werden soll; s, sei die
Seite des eingeschriebenen regelm#fBigen n-Eckes.

Aus den entstehenden gleichschenkligen und recht-
winkligen Dreiecken ergibt sich:

. T
Sy = 28In— .
n

Aus der n-Eckseite kann man die 2-Eckseite s,
berechnen, welche gleich 2 sin Tn ist. Zu diesem Zwecke
geht man von der Formel aus:

1 — cosx = ZSin’—g— .
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Daraus ergibt sich

1 —]/l —gin?” = QSin‘-’ﬂ— ,
n 2n
oder

oder
s
Sen=)2 — V4 — st

Aus der Seckseckseite kann man demnach die Liinge
der 12-Eck-, 24-Eck-, 48-Eckseite usw. berechnen.

Aus den Seiten der eingeschriebenen Polygone kann
man auch die Seiten der umgeschriebenen Polygone be-
stimmen. Auf diesem Wege hat bekanntlich Archimedes
die Zahl = bestimmt.

§ 39. Geometrische Darstellung imaginiirer Zahlen.

Wir miissen zuerst iiber die GauBsche Darstellung
imaginirer Zahlen sprechen, da dieselbe mit der Kon-
struktion der regelmiBigen Polygone in innigem Zu-
sammenhange steht. Wir wollen davon nur soviel ent-
wickeln, als wir fiir das Folgende brauchen.

1. Gegeben sei die komplexe Zahl {=a +b¢.

a) Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zugrunde, tragen ¢ und ) ihrem Werte und Vorzeichen
nach als Abszisse resp. Ordinate auf (Fig.141) und er-
halten einen Punkt mit den Koordinaten a, b.

Zu jeder Zahl ¢ gehort ein einziger Punkt der Ebene
und zu jedem Punkt der Ebene gehort eine einzige Zahl
f=ua-+bi. Man kann daher den Punkt als das Bild
der komplexen Zahl betrachten; die imaginéren Zahlen
sind damit auf die Ebene abgebildet.

Zwei Punkte der Ebene fallen nur dann aufeinander,
wenn ihre beiden Koordinaten gleich sind. Sind demnach
zwei komplexe Zahlen {=a +bi und {'=a'+4 V1 ein-
ander gleich, so muB ¢ =« und V=15 sein.

b) Von dieser Abbildung aus wird man auf eine
wichtige Darstellung der komplexen Zahlen gefiihrt:
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Man bezeichnet die Strecke 0¢ (Fig. 141) mit »,
nimmt dieselbe immer positiv und nennt » den ab-
soluten Wert der komplexen Zahl; den Winkel ¢ (Fig. 142),
welcher auch durch die komplexe Zahl gegeben ist, nennt
man ¢ ihre Phase (Amplitude). Aus der Figur folgt:

a=rcosw, b=rsinw.
Man kann daher die Zahl ¢ auch in der Form schreiben:
{ = r{cosw + isinw) .
Diese Darstellungsweise ist besonders wichtig wegen des
Moivreschen Satzes:
= r(cosn w + isinn ) .
¥

1

X

Fig. 141.

Ist n eine ganze Zahl, und nur diesen Fall werden wir
im folgenden brauchen, so 1iBt sich diese Formel leicht
beweisen.

2. Wir betrachten im folgenden nur komplexe
Zahlen, deren absoluter Wert gleich 1 ist; z sei
eine solche Zahl. Dann ist

Z = cosg + ising .
Nach dem Moivreschen Satze ist
22 =cos2 ¢ + isin2 ¢
2% = cos3 ¢ + isind ¢

= cosng - isinng .
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Die Bilder dieser Potenzen von #z liegen auf einem
Kreise mit dem Radius 7 (Fig. 141). Die Phase von 2*
ist gleich 2¢, jene von 2z gleich 3¢ und die Phase
von #* gleich ng.

In der Figur fillt 27 auf 1; es ist also 2" =1; 2 ist
eine Wurzel dieser Gleichung. Man sagt, z ist eine
siebente Einheitswurzel.

Man bemerkt, daB die Teilung eines Kreises in
n gleiche Teile darauf hinauskommt, die Wurzeln der
Gleichung #* — 1 = 0 zu bestimmen. Diese Gleichungen
fiilhren daher auch den Namen Kreisteilungsglei-
chungen.

Die Teilung eines Kreises in n gleiche Teile ist dann
und nur dann moglich, wenn sich die Wurzeln der Glei-
chung 2* — 1 =0 durch eine Kette von Quadratwurzeln
darstellen lassen.

§ 40. Einheitswurzeln.

1. Wir erkannten in dem vorigen Paragraphen, da8
die Teilung des Kreises in n Teile von der Auflésung der
Gleichung #* — 1 = 0 abhéngt.

Wir wollen jetzt die Auflésung derselben behandeln.
Aus der Gleichung folgt:

x =11 =r(cosp -+ ising) ,

wobei 7 und ¢ zu bestimmende Grofen sind. Durch
Potenzieren ergibt sich:

1 =r*(cosng + isinn @) .
Daraus folgt
Mm=cosnp=1, mM=sinneg=0.
Durch Quadrieren und Addieren erhilt man:

r=%=1,

da r positiv sein muB, und 1 die einzige positive Zahl
ist, deren nt® Potenz wieder 1 ist. Zur Bestimmung von ¢
ergeben sich die Gleichungen:

cosng=1, sinnp=0.
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Daraus folgt
ne=0, 2xa, 47 usw.
o, 27, A= Zkz
=0, ol e
Damit ist die Losung der Aufgabe in transzendenter
Form gegeben. Jede Wurzel der obigen Gleichung " —1 =0
hat also die Form:

.. 2k
2kn —|—zsm%ﬁj ’

CcOos

Setzt man in diesen Ausdruck % = %, so erhilt man
dieselbe Zahl wie fiir & = 0, nidmlich die Wurzel 1. Setzt
man k=mn-+m, wobei m <%, so erhilt man dieselbe
Wurzel wie fiir & = m .

Man erkennt daher, daB man nur fir die Werte
k=0,1,2,3,... n—1 verschiedene Wurzeln erhilt.
Man kann also sagen: Die Gleichung 2* —1=0 hat »
Wurzeln, die sogenannten nte® Einheitswurzeln;
dieselben haben die Form

2k

o 2ka : .
cos—=- + isin "“ fir £=0,1,2,3, ... —1.

Wir setzen 97 .. 2
£ = CO8-— - 18In— 5
n ”

es ist dann

e cos2kn + z'qinQ—l"'ﬂ

= n om0
d. h.: Ist ¢ eine n** Einheitswurzel, so ist jede positive
ganze Potenz von ¢ auch eine nt¢ Einheitswurzel. Die
nten Einheitswurzeln konnen also dargestellt werden durch

e, 82,88 ... 607, 1,

»Da ¢ =1, so ist
2kn . . 27&7{

g"-F = ¢-F — cos —esin——,

eine Gleichung, von der wir Gebrauch machen werden.
Die nten Einheitswurzeln 1, ¢, 2,3, ... &~1 sgind
simtlich voneinander verschieden, wie man aus ihrer
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bildlichen Darstellung sofort erkennt. Ihre Bilder sind
namlich die Eckpunkte des regelméBigen n-Eckes, welches
dem Kreise mit dem Radius 1 eingeschrieben ist, wobei
der Punkt mit der Zahl 1 ein Eckpunkt ist.

2. Algebraische Bestimmung der Einheits-
wurzeln.

Die Konstruktion des regelmiBigen - Eckes kommt
also auf die Bestimmung der nte" Einheitswurzel ¢ zuriick,
d. h. einer Zahl, welche der Gleichung z* — 1 = () geniigt;
nun ist

2 —1=(z—1) (2 +a224+ ... +2x+1).

Daraus folgt, daB 1 immer eine Wurzel der Gleichung
z* —1 =0 ist und daB jede andere Wurzel ¢ der Glei-
chung geniigt

e+ e84 ... e 1==1.

Die Konstruktion eines regelméfligen n-Eckes
ist dann und nur dann mit Zirkel und Lineal
durchfiihrbar, wenn die Wurzeln dieser Gleichung
durch eine Kette von Quadratwurzeln bestimm-
bar sind.

§ 41. Konstruktion des regelmiifigen Fiinfeckes und
des Zehneckes.

1. Die Konstruktion des regelmifigen Fiinfeckes
hingt von den fiinften Einheitswurzeln ab, welche der
Gleichung geniigen miissen:

(1) et te?fte=—1.

Da =1, so ist nach obigem &t =¢-!, & =¢"%; die
Gleichung (1) geht daher iiber in:

(2) et el b 2=—1.

Diese Gleichung ist durch Quadratwurzeln l6sbar; setzt
man némlich:
et+el=y,
so wird
(3) e tmy?— 2,
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und man erhilt fir y die Gleichung

4) ¥+y—1=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung sind

=i+ 415

Yo=—%— H/B_ .

Durch Substitution von y, in die Gleichung (3) erhilt man
e=1(15 —144)10 + 25).

Die Aufgabe ist algebraisch geldst.

2. Wir wollen zunéchst die geometrische Bedeutung
von y, erdrtern. Ks ist bekanntlich

und

2n .. 2
&= CO8 —— -4 isin= -
5 -+ 5
also
L 2n .. 2a
e l=cos—— —isin— "
5 5
daher

b')

Yy=¢c¢+¢e1=2 (30&;25?—Z =2 sin({} — “,f) = Zsin-l% =80 ;
die Gleichung (4) hat zwei Wurzeln, eine positive und
eine negative, die positive ist also die Seite des dem
Kreise eingeschriebenen Zehneckes. Aus dem regelmiBigen
Zehneck konstruiert man leicht das Fiinfeck.

Man kann aber auch s; unschwer berechnen mittels
der Formel (§ 38, 2)

Man findet daraus die bekannte Beziehung:
s2=14(10 — 2y5) =1 4 s, .

3. Zum Zwecke der Konstruktion des regelmiBigen
Zehneckes und damit auch des regelmiBigen Fiinfeckes
haben wir also die Gleichung

(4) PH+y—1=0

geometrisch aufzulGsen.
Wir wollen die Losung dieser Gleichung mit ver-
schiedenen Hilfsmitteln durchfiihren.
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a) Auflosung der Gleichung (4) mit Zirkel und Lineal.
Wir konstruieren dann die Wurzel

y=sm=——§'+%l/5-

Der Radius des Kreises ist gleich 1. Man schlage die
beiden Kreise A(0) und C(B)

(Fig. 142). OFE ist dann gleich \1 B

der Zehneckseite und BE gleich >

der Fiinfeckseite. /
Bemerkung. Diese Kon- /

struktion enthit auch die Drei- |
eck-, Viereck- und die Sechseck- '
seite.

Die Gleichung y?2+y—1=0
kann man auch schreiben in der
Form

y:1—y)y=1:y, Fig. 142,
d. h. y ist der grofere Teil des
nach dem goldenen Schnitte geteilten Radius.

b) Konstruktion des regelmaBigen Fiinfeckes durch bloBes
Ziehen von geraden Linien bei Zugrundelegung des Steiner-
schen Hilfskreises.

Zu diesem Zweck miissen wir die Gleichung y*+y—1=0
nach der auf S. 175 erorterten Methode auflgsen.

2
~

Fig. 143.

In unserem Falle ist p =—1 und ¢= —1; man
hat daher auf den Tangenten in den Punkten A resp. B
die Strecken —4 resp. +1 aufzutragen (Fig. 143). Ver-
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bindet man die so erhaltenen Punkte miteinander und
projiziert die Schnittpunkte dieser Verbindungsgeraden mit
dem Kreise aus 4 auf die untere Tangente, so erhilt
man die gesuchten Wurzeln der Gleichung. Es ist also
(Fig. 143) BE gleich y, = s,,; die Fiinfeckseite ist gleich
der Strecke EO; die Aufgabe geldst.

von Staudt zeigte in sehr eleganter Weise, wie
man auch die Ecken des regelmifBiigen Fiinfecks mit
Hilfe der Punkte G, H (Fig. 144) finden kann, wobei
OM senkrecht auf AB steht. 9 x

In § 41,2 bewiesen wir die Formel 2cos™ —~ =s,,,
daher ist 0

folglich 9

< LOM= MON = 5

Durch analoge Betrachtungen findet man 0 G = cosrg» ,
daher {POG:%, womit die von Staudtsche Kon-
struktion bewiesen ist.

c) Die Konstruktion des regelmifiigen Fiinfeckes

mit dem Zirkel allein gaben
wir schon in § 15.
d) Die Konstruktion
C des regelmifBigen Fiinfeckes
mit dem Lineal allein
gelingt durch Konstruktion
des Wurzelausdruckes mit
diesem Zeichenhilfsmittel
0 B allein; man fiithre dieselbe

< F\ durch.
e) Die  Konstruktion

eines regelméBigen Fiinf-
eckes mit Hilfe eines beweg-

D lichen rechten Winkels allein
Fig. 144, gestaltet sich besonders ein-
fach.

Wir haben zu diesem Zwecke die Gleichung 24y —1=0
durch alleinige Benutzung eines rechten Winkels zu
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16sen; dies gelingt nach der in § 32 angegebenen
Methode.

Man gelangt zu folgender Konstruktion: Man ziehe
in dem Kreise, welchem ein regelmiBiges Fiinfeck oder
Zehneck eingeschrieben werden soll, zwei aufeinander
senkrechte Durchmesser 4 B, C' D (Fig. 144) und bestimme
den Punkt F so, daB EB_1 OB und ED _LOD ist; legt
man dann den rechten Winkel so in die Zeichenflache,
daB seine Schenkel durch ¢ und E gehen und sein
Scheitel auf 4B zu liegen kommt, so ist OI" gleich s,

und F'C=s;.

§ 42. RegelmiiBiges Sieben- und Neuneck.

1. RegelmiBiges Siebeneck.
Bei der Siebenteilung des Kreises handelt es sich nach
obigem um die Auflésung der Gleichung:

et S Lt =—1.

Da =1, soist &8 =¢1, ef=1¢"%, ¢t =1¢"3; man er-

hilt daher die Gleichung
eteltette2tedted=—1.
Setzt man zur Aufldsung dieser Gleichung:

et+et=y,
so wird:
2t e 2=y?—2
und
e ?=y"—3y;

zur Bestimmung von y erhilt man die kubische Gleichung:
y¥+y—2y—1=0.

Von dieser Gleichung hingt also die Konstruktion des
regelmiBigen Siebeneckes ab. Diese Gleichung ist aber
(§ 36) durch eine Kette von Quadratwurzeln nicht l5sbar.
Die Konstruktion des regelmiBigen Siebeneckes
kann daher mittels Zirkel und Lineal nicht durch-
gefithrt werden.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 14

7
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Es soll noch die geometrische Bedeutung von y an-
gegeben werden:
Es ist

2 .. 271) ( 27 .. 271)
== -1 =5 e — —_— —_
y=c¢-+¢ (cos 7 -+ ¢ 8In 7 -+ {cos - 28In 7
2n
= QCosw-_(Tw .

Verbindet man demnach zwei Ecken des Siebeneckes, welche
durch eine Ecke desselben voneinander getrennt sind, so hat

diese Sehne vom Mittelpunkte den Abstand 008—2{—[ =¥,

2

2. Regelmidfiges Neuneck.

Das regelmiBige Neuneck erfordert eine etwas andere
Behandlung. Es kann ndmlich konstruiert werden, wenn
man zuerst den Kreis in drei gleiche Teile und dann
jedes Drittel wieder in drei gleiche Teile zerlegt.

Ist also ¢ eine neunte Einheitswurzel, so ist #® eine
dritte Einheitswurzel. Fiir die neunten Einheitswurzeln
gilt daher die Gleichung:

(62468 +1=0

oder:
(1) 3 1=0.
Da aber ¢ = 1, so ist &% = ¢-%; die letzte Gleichung geht
also iiber in:
(2) e84e341=0.
Setzt man
etel=y,
so wird:

&8t e 3=y?— 3y
und es ergibt sich fiir y die Gleichung
() ¥—3y+1=0.

Diese Gleichung ist nach § 36 durch eine Kette von
Quadratwurzeln nicht 16sbar. Die Konstruktion des
regelméBigen Neuneckes ist daher mit Zirkel und
Lineal nicht durchfiihrbar.
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Die Gleichung (3) hat die Wurzeln:

2n 2x 2n 2n
—_— -1 ___ A e eIy
Yy =€+ ¢ (cos 9 4 ¢sin 9 ) }—(cos 9 81N 9>

2n
— 9 cos .
cos—o—,

47 ( 4n . . 431)
o o2 -2 _. T *7T
Yo =2t ¢ (cos 4 4sin 3 )+ c0s g~ — isin—o

4n
=2 CoS—5-
und
8x . 8 8 8n
= gt ~4 S ey 8in—— e —i8in——
Y3 et ¢ (cos9 —}@smg)-{—(cosg zsmg)
8x
- °T _ _ 9
=2 cos 9 cos9 s

wie man durch Einsetzen der Wurzelwerte y, = &2 4 ¢~2
und y; = &* -+ ¢ * in die Gleichung (3) und Benutzung
von Gleichung (2) sofort erkennt.

Die Gleichung (3) hat also drei reelle Wurzeln, zwei
positive und eine negative; y, ist dabei die gréBere der
positiven Wurzeln.

Die Wurzeln y und y, haben geometrische Be-
deutungen, welche bei der Konstruktion des regelmiBigen
Neuneckes mit Vorteil angewendet werden konnen:

Es ist ndmlich
Y __ FZ,_‘_’
5 = cos g

gleich also dem Mittelpunktsabstande jener Kreissehne,

die zwei Ecken des Neuneckes miteinander verbindet,

welche durch eine Ecke voneinander getrennt sind.
Ferner ist

4 . (n 4=n .7
Yo = 20087 = 25111(5 — ST) =2 singg
gleich der Seite des regelméafligen Achtzehneckes.

14*

http://imww.dmg-lib.de



212 VIL Abschnitt. Kreisteilung.

§ 43. Konstruktion des regelmiiigen Siebzehneckes.

1. GauB hat bewiesen, daB diese Konstruktion
mit Zirkel und Lineal durchfiihrbar ist.

Die Aufgabe selbst hingt von der Auflssung der
Gleichung 21— 1—0

ab, welche, wie gezeigt werden soll, durch eine Kette von
Quadratwurzeln losbar ist.
Setzt man:
2x 2n

£ = COS—: isin——
17 + 17°

so sind (§ 40) die 17te» Einheitswurzeln:
1,6, ¢, ... 16
oder auch
1, 6,62, 6 ... 68, e78 &7, g-t
weil LBV IS

Die Gleichung, aus welcher man die 17tn Einheits-
wurzeln bestimmen. muB, ist bekanntlich:
(1) et 44 .88 e T .. g 1==—1.

2. Zum Zwecke der Auflosung dieser Gleichung
setzt man:
@) etel et S felfe?pet e 8oy

R A R i e e L s A S R T
Beide Gleichungen zusammen enthalten simtliche kom-
plexe 17t Kinheitswurzeln. Die linken Seiten der Glei-
chungen befolgen das Gesetz, daB jedes ihrer Glieder
das Quadrat des vorangehenden ist.

Bildet man die Summe der beiden Gleichungen, so
muB} dieselbe —1 sein (Gleichung (1)), also

n+n =—1.

Bildet man das Produkt der beiden Gleichungen, so
erhilt man jede Potenz von ¢ vier- und nur viermal,
wie man sich durch Nachrechnen iiberzeugen kann; es
ist daher (Gleichung (1)): '

N =—4.
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Daraus folgt, daB , und »; die Wurzeln folgender Glei-
chung sind:

3) 22t —4=0.
Es ist also y=— 4+ 3Y17 und o, = —3 — Y17

Nun setzt man:
etettettet=12z
e+ e %4 e 8 =g
B e bt et ef=u2
T L e bl T=0p.
Diese vier Gleichungen enthalten wieder simtliche kom-
plexe 17t Einheitswurzeln. Man bemerkt, daB jedes

ihrer Glieder die vierte Potenz des vorhergehenden
Gliedes ist. ‘

Durch Addition und Multiplikation dieser Gleichungen

iiberzeugt man sich von der Richtigkeit der folgenden
Gleichungen:

4)

Z + & =1,

Zes =—1,
z und #, sind also Wurzeln der Gleichung:
(5) 2 —nex—1=0.

Aus dem Gleichungssystem (4) erhdlt man auch die
Gleichungen '
Zy g =1y

und
2y 8y =—1,
z, und z; sind daher die Wurzeln der Gleichung
(6) 22 —nmax—1=0.
Endlich setze man
- etet=y
(7 £ gt :
€ + £ =Y
daraus erhdlt man
Yy + Yi=2,
wobei z die positive Wurzel der Gleichung (5) ist und
Yooy =24,

wobei z, die positive Wurzel der Gleichung (6) ist.
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y und y, sind daher die Wurzeln der Gleichung
(8) 22 —zrx+2,=0;

y ist grofer als g, .

Setzt man endlich den Wert von y in die Gleichung
e+ ¢ 1=y ein, so erhilt man eine Gleichung, aus welcher
¢ berechnet werden kann:

Es ist

Syt — 4.

9 L

|=

£ =

Do

Damit ist bewiesen, daB die 17te» Einheitswurzeln durch
eine Kette von Quadratwurzeln gefunden werden konnen.

Wir wollen noch die geometrische Bedeutung von ,
(die kleinere Wurzel der Gleichung (8)) auseinander setzen.

8 . 8x 8n . 8n

= gt -4 . in—— - — 381
A et 4+ ¢ (cos 17 -2 8In 17)—]— (oos 17 ¢ 81n 17)
(n 8n

e )x?ﬁ;infI

87 .
= 2008 = 2sin 5 17 34

17

y; ist also die Seite des eingeschriebenen regelmifBigen
34-Eckes.

3. Konstruktion des regelmiBigen Siebzehn-
eckes.

a) Man hat zu diesem Zwecke folgende zusammen-
hingende quadratische Gleichungen konstruktiv aufzu-

16sen.
22 + 2 — 4 = Omit denWurzeln g, 9, = — 4 +4y17,
7>0, 7,<0 '
2?—nx—1=0mit denWurzeln z, z = g +1Yn?44,
£>0, 2z <0
BN a2y, 21— 0 mibdenWarzeln 2 = 4 1Y d
x2—n, mitdenWurzelnz, , z,= 5+ 3yni+4 ,
2,>0, 2<0
?—z 2+4-2,=0 mit den Wurzelny , y, = -g + -‘ZL]/Q?:ZIE; ,
Y>> -
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y, ist die Seite des eingeschriebenen 34-Eckes; ferner ist
2x . g 2x .

17 folglich % = CO875 gleich dem
Mittelpunktabstande jener Kreissehne, welche zwei, durch
einen Eckpunkt voneinander getrennte, Eckpunkte des
Siebzehneckes miteinander verbindet.

Die Auflésung dieses Systemes quadratischer
Gleichungen soll auf vier verschiedenen Wegen
gegeben werden: A) bei unbeschrinktem Gebrauche
von Zirkel und Lineal (Konstruktionen Serret-Bach-
mann, H. Schubert), B) durch blofles Ziehen von
geraden Linien unter Zuhilfenahme des Steinerschen
Kreises (Konstruktion von v. Staudt), C) Kon-
struktion mit Hilfe des Zirkels allein (Gérardsche Kon-
struktion), D) Konstruktion mit Hilfe eines rechten
Winkels.

A) Konstruktion des regelmiBigen Siebzehneckes mit
Zirkel und Lineal.

1. Man konstruiere der Reihe nach die Wurzeln des
Systemes S.

Man zeichne zu dem Zwecke ein rechtwinkliges
Dreieck mit den Katheten 2 und §; dann ist die Hypo-

tenuse dieses Dreieckes 4717 .

Schligt man um den Schnittpunkt der Kathete {
mit der Hypotenuse einen Halbkreis mit dem Radius {,
so erhilt man auf der Hypotenuse die Werte # und #,,
wobei 7, negativ zu nehmen ist.

Konstruiert man ferner rechtwinklige Dreiecke mit

Y=gl -+ ¢! =2cos

i
2
als die andere Kathete, so erhélt man auf den Hypo-
tenusen dieser Dreiecke, nachdem man einen Halb-

(resp. %‘) als die eine Kathete und mit der Einheit

kreis mit dem Radius Z (resp. 7721) geschlagen hat, die

Wurzeln #, 2, (%, %), wobei z und z negativ zu
nehmen sind.

Zeichnet man endlich ein Dreieck mit den Katheten g

und 7,, so erhidlt man daraus die gesuchten Werte y
und ¥, .
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Trigt man nun auf einem Halbmesser des Kreises mit
dem Radius 7 vom Mittelpunkte die Strecke g auf und

errichtet in dem so erhaltenen Punkte die Senk-
rechte, so schneidet dieselbe den Kreis in zwei Eck-
punkten des regelméBigen Siebzehneckes, welche durch
einen Eckpunkt des Siebzehneckes voneinander ge-
trennt sind.

Zur Auflésung hat man also vier rechtwinklige
Dreiecke zu konstruieren. Legt man diese passend zu-
sammen, so kann man einige Linien ersparen.

Fig. 145.

Eine derartige Konstruktion ist die von Serret-
Bachmann.

2. Es sei 04 =1 der Radius des gegebenen Kreises,
welcher in 17 gleiche Teile geteilt werden soll (Fig. 145).
Senkrecht zu 0OA ziehe man die Gerade g und nehme
auf derselben die positive Richtung an.

Man konstruiere:

0B = —1};
dann ist:
BA = 1Y17.

Nun schlage man die Kreise B(4), ((4) und C’(A4); es
gelten dann folgende Beziehungen:
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0C =0B+BC=—}—1i="1,

00’ =08 +BC'=—} + 1Y17 = % ,

— 00+ 0D =1 +‘/ +1~z,

00 00+ 0D =" + /() +1=4.
Man mache ferner o
OF = —1,

konstruiere iiber ED als Durchmesser einen Halbkreis
und zeichne o S
FG =300 .
Schlégt man den Kreis G(F), so erhilt man die Punkte H
und H’; es mul} sein:
—OH4+OH =HH =2GH =0D' =z,
—O0OH.-0H =0F"=—0E-0D=2,,
—0E=1.

Die Summe der beiden Strecken —OH und OH’ ist
also gleich z, ihr Produkt ist gleich z,. Diese Strecken
sind daher die Wurzeln y, y, der Gleichung:

weil

22 =fzx 4+l =0.
Dabei ist y = HO und y, — OH'.
Nach obigem ist also:

¥y _ 1
2 17_?HO’

und OH ist die Seite des regelmaBigen 34-Eckes.
Man konstruiere endlich‘ .

und “errichte in L die Normale auf OH; diese Normale
schneidet den gegebenen Kreis in den Punkten 2, 17 des
gesuchten Siebzehneckes.
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3. H.Schubert gibt in seiner ,,Auslese aus meiner
Unterrichts- und Vorlesungspraxis® ebenfalls eine
einfache Konstruktion des regelméBigen Siebzehneckos;
das Gleichungssystem S wird dabei wieder mittels recht-
winkliger Dreiecke gelost, welche zueinander in moglichst
vorteilhafte Lage gebracht wurden.

B) Konstruktion des regelmiBigen Siebzehneckes nach
»Ve Staudt«, i

1. Die Konstruktion des regelmiBigen Siebzehneckes
gelingt durch bloBes Ziehen von geraden Linien unter
Zuhilfenahme eines gezeichneten Kreises.

Als diesen Hilfskreis koénnen wir jenen Kreis be-
trachten, der in siebzehn gleiche Teile geteilt werden soll.

Die Losung dieser Aufgabe geschieht in der Weise,
daB wir die Gleichungen des Systemes S graphisch 16sen,
aber mit unserem jetzigen Hilfsmittel.

In §32,1 wurde gezeigt, wie man die Wurzel einer
quadratischen Gleichung durch bloBes Ziehen von geraden
Linien finden kann, wenn ein gezeichneter Kreis vorliegt.

Auf diese Art miissen wir hier vorgehen. Um aber
in der spéteren Entwickelung nicht gehemmt zu sein,
miissen wir noch zwei Hilfssitze erortern, die im folgenden
von Wert sein werden.

H A E

7]

0

7

F B [7] D
Fig. 146.

1. Hilfssatz. Es seien 4B ein Durchmesser des
Kreises K mit dem Radius Z und C ein beliebiger Punkt
von K (Fig. 146); die Dreiecke EAB und ABD sind
einander dhnlich, also

AE:AB—=AB:BD,
daher AE-BD =4.
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2. Hilfssatz. LEF und GH (Fig. 146) seien zwei
beliebige Gerade, die sich in einem Punkte P von 4B
schneiden; dann ist:

AE:BF = AP: BP=All: BG,
daher
AE-BG=DBF-AH,

dem Werte und Vorzeichen nach.

Wir wenden uns jetzt zur graphischen Auflosung der
Gleichungen des Systemes S.

2. Es handelt sich also zunichst um die Aufldsung
der Gleichung:

x? Lz —4=0.

Wir vergleichen diese Gleichung mit der in Fig. 137

gelosten Gleichung:

22—pax-t+q=0,
und bemerken, daB3
p=—1, g=—4.
Wir tragen daher auf den Tangenten in 4 und B
(Fig. 147) die Strecken

4 =—4 und 2=—|—4

» P
auf, verbinden diese Punkte und projizieren die Schnitt-
punkte dieser Verbindungsgeraden mit dem Kreise aus 4
auf die Tangente #,, wodurch wir die Wurzeln » und 7,
erhalten.

Nun haben wir folgende Gleichung aufzuldsen:
2?—nr—1=0.
Fiir dieselbe ist:
p=xn und ¢=-—1.

Es sind jetzt auf ¢, resp. f, von 4 und B aus die Strecken:

_4_ — é und _q_ _— ,‘,1‘

p n p n
aufzutragen. Das Auftragen dieser beiden Strecken ge-
lingt mittels der beiden Hilfssitze (Fig. 146) in iber-
raschend einfacher Weise.
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Projiziert man namlich
den Schnittpunkt der Ge-
raden a mit dem Kreise K
aus B auf ¢, , so erhilt man
(nach dem ersten Hilfssatze)

auf #, bereits die Strecke 4 .

n
Verbindet man die
Punkte 41 und —4 mit-
einander, ferner den so er-

haltenen Punkt P von AB
mit dem eben konstruierten

Punkte % von £, so erhilt
(

man nach dem zweiten Hilfs-

satze die Strecke — —11— aufi, .

Nun ist aber:

Projiziert man daher die
Schnittpunkte der Linie b
(Fig. 147) mit dem Kreise K
aus A auf?,, so erhilt man
die Wurzeln z und 2z .

Um jetzt die Glei-
chung:

2?2 —nax—1=0
aufzulésen, hat man die
Strecken
4_ 4 g 21
r m yz 7y
aufzutragen.

Dies geschieht genau so
wie bei der Aufl6sung der
vorhergehenden Gleichung.
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Projiziert man die Schnittpunkte der dabei erhaltenen
Geraden ¢ (Fig. 147) mit dem Kreise K aus 4, so erhilt
man die Wurzeln z, und z; auf ¢, .

SchlieBlich ist noch die Gleichung

22 —zx+2,=0
aufzulosen. TFir dieselbe ist
p=2z und g=z2,.

Es sind also auf ¢ und 4, die Strecken 4 resp. %
aufzutragen. z z
Zu diesem Zwecke projiziert man den Schnittpunkt
der Geraden d (Fig. 147) mit dem Kreise K aus 7 und

erhilt (nach dem ersten Hilfssatze) auf 4 die Strecke 4
dem Werte und Vorzeichen nach aufgetragen. o

Verbindet man den Punkt 44 auf ¢ mit dem
Punkte z, von #, und den dadurch erhaltenen Punkt @

von AB mit é— von %, so schneidet diese Linie e
(Fig. 147) (nach dem zweiten Hilfssatze) die Strecke 'Z"

auf £, aus. (Dies erkennt man auch sofort aus der Pro-
portionalitit der entstehenden Strecken, denn es besteht
. . 4 :
die Proportion 4: =& Z; J)
Nun ist aber

il’ = é_ 2y q
z  p z  p’
Projiziert man demnach die Schnittpunkte der Linie e
mit dem Kreise K aus A auf ¢, so erhdlt man die
Wurzeln y und y, der letzten Gleichung.
y, ist bekanntlich die Seite des regelméBigen 34-Eckes;
daraus kann man die Siebzehneckseite konstruieren.

Auch aus y kann man die Seite des regelmifigen
Siebzehneckes bestimmen; es ist bekanntlich (§ 43, 2):

2

= 2 cos
Y .CO8 17
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Zieht man also durch O die Gerade % parallel zu ¢,
und bringt sie zum Schnitt mit der Geraden Ay im
Punkte L, so schneidet die Normale zu % im Punkte L
den Kreis K in den Eckpunkten 2 und 17 des regel-
méfigen Siebzehneckes (Fig. 148).

C) Konstruktion des regelmiBigen Siebzehneckes mit
Hilfe des Zirkels allein.

Es handelt sich um die Auflésung des Gleichungs-
systemes S (S.214) mit diesem beschrinkten Zeichenhilfs-
mittel, also um die Konstruktion von Wurzelausdriicken,
welche man in folgender Weise schreiben kann:

n 1 ) ]/‘I'i T7
2 44 4
m_ 1 17
2 4 4

‘:“z

i
SERN
€
| o=
N
o~

+

Pk

2/ 2\
v=g e =

Um diese Ausdriicke mit Hilfe des Zirkels allein zu
finden, geht man nach Gérard auf folgende Weise vor:

Gegeben sei der Kreis § (Fig. 148) mit dem Radius »
gleich 1. Man nehme den Punkt 4 auf dem gegebenen
Kreise beliebig an, konstruiere:

AB=BC=CD=1,
und beschreibe die Kreise 4(C), D(B); dann ist:
OF =72.
Man schlage um D einen Kreis mit dem Radius J2,
wodurch man die Punkte F, F’ erhilt und die Kreise

G (D), G'(D), welche sich in H schneiden, dabei sind die
Punkte G, (' die Schnittpunkte der Kreise 4(D) und D(B);

es ist dann: e
OH=HA.
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Um den so erhaltenen Punkt H konstruiere man einen
Kreis mit dem Radius 1, welcher den gegebenen Kreis
in K und K’ schneidet.

Nun denke man sich der ganzen Figur ein recht-
winkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt. (Fig. 148).

Fig. 148,
Die Koordinaten des Punktes K sind:
—1, V1—4.

Schligt man um K und K’ Kreise mit dem Radius }2,
so schneiden sich diese beiden Kreise in zwei Punkten
‘ der X-Achse, welche wir mit X und X, bezeichnen wollen.

Die Entfernung des Punktes X von der Linie KK’
ist gleich 1}17 , wie man aus dem entstehenden recht-
winkligen Dreiecke leicht findet. Die Strecke OX selbst
ist daher - 1

0X=1Y171—+ =1,

ebenso findet man:

dem Werte und Vorzeichen nach.
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Nun konstruiere man durch blofles Schlagen von

Kreisbogen die Punkte L , L’ mit der Abszisse ‘2‘ und den

Ordinaten 41, auBerdem bestimme jenen Punkt Y, fir
welchen die Beziehung gilt:

LY=I'Y=XE.
Es ist dann:

ST\
- N =
0Y = +l/(2> +1=2,
denn es ist: .

und: o

Um 2z, zu bestimmen, konstruiere man zunichst die

Punkte M, M’ mit den Koordinaten iy + 1 und bestimme

endlich den Punkt Z so, daB: 2’
MZ=MZ=XE
wird. Dann ist:
0Z =z, ,
denn: o
e 17 2
daher:

0z i /(n\?
=§+‘/ 9 +1,

wobei zu beachten ist, dal #, negativ ist.
Man hat nur noch y zu konstruieren.
Zu diesem Zwecke bestimme man die Punkte N, N’

so, dal S
ON=ON=NY=NY=AZ
wird. Die Abszisse der Punkte N, N’ ist gleich %
—
Die Ordinaten von N, N’ sind gleich _—4:]/(1 4 2,)% — 'Z ,

wie man aus dem entstehenden rechtwinkligen Dreiecke
erkennt.
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Nun bestimme man endlich den Punkt 7' so, daB:
NI =NT=7ZB

0T =y, .
Die Koordinaten von B sind ndmlich —1, 13, jene von
Z (23, 0). Daher ist
BZ =142z, + 2
und: g

wird. Dann ist:

gleich der Seite des eingeschriebenen 34-Eckes.

Nun beschreibe man um 7' mit dem Radius 1 einen
Kreis, welcher den gegebenen Kreis in den zwei Punkten
2 und 17 des regelmaBligen Siebzehneckes schneidet; denn

or 2
5= CoS 7.

2. Man konnte iibrigens auf mehreren anderen Wegen
vorgehen, um mit dem Zirkel allein das Siebzehneck
zeichnen zu koénnen.

Wir haben in Abschnitt III gezeigt, wie man mit
Hilfe des Zirkels allein alle geometrischen Konstruktionen
durchfiihren kann, indem man jene Figur, welche man
bei ungeschrinktem Gebrauche des Zirkels und Lineals
zu entwerfen notig hédtte, durch Inversion an einem
passend gewihlten Grundkreise in eine Figur verwandelt,
welche nur aus Kreisen besteht.

Auf Seite 218 wurde die Konstruktion des regel-
méafigen Siebzehneckes mit Hilfe des Steinerschen
Kreises gezeigt. Diese Konstruktion kann, sobald der
Kreis samt Mittelpunkt gegeben ist, durch bloBes Ziehen
von geraden Linien ausgefiihrt werden, da man auch die
Tangenten an den Kreis und die Strecken 7, 4 durch
blofes Ziehen von geraden Linien finden kann (nach
Abschnitt II).

Denkt man sich nun die Konstruktion des regel-
méiBigen Siebzehneckes auf diese Weise durchgefiihrt und
zu der so gefundenen Figur die inverse gezeichnet, so
besteht dieselbe aus lauter Kreisen, die durch den Mittel-
punkt des gegebenen Kreises gehen.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 15
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9207. Man versuche bei Beachtung des im Ab-
schnitte ITI Erorterten das Siebzehneck auf diesem Wege
mit Hilfe des Zirkels allein zu konstruieren.

208. In § 43, A) haben wir die Konstruktion des
Siebzehneckes mit Hilfe des Zirkels und Lineals gezeigt.
Die Konstruktion selbst enthilt aufler den Kreisen nur
zwei gerade Linien. (Fig. 145).

Nach Abschnitt IIT kann man die Schnitte von
geraden Linien mit Kreisen durch Schlagen von Kreis-
bogen allein bestimmen. Man versuche die Konstruktion
§ 43, A) ohne gerade Linien zu zeichnen. Man fithre
diese Konstruktion durch und vergleiche sie mit der ge-
gebenen Konstruktion von Gérard.

D) Konstruktion des regelméBigen Siebzehneckes mit
Hilfe des rechten Winkels.

Es handelt sich wieder um die Auflésung folgender

Gleichungen:

22 -+ —4 =0 mit den Wurzeln #, 5, , wobei 7>0, 5 <0
z2?—nx—1=0,, ’ z, 2, ,, 2>0,2 <0
22—px—1=0,, ’s 2y 2, o #>0,2 <0
22— xt2,=0 ,, ’ Y Yis o YUY -

Die Auflésung dieser Gleichungen mit Hilfe des
rechten Winkels kann nach § 32 geschehen:
Man zeichne zuerst den Linienzug A BCD (Fig. 149),
wobei -
AB=DBC=1
und o
CD=4.

Nun lege man den rechten Winkel so in die Zeichenflache,
daB seine Schenkel durch 4 und D gehen und sein
Scheitel auf der Linie BC zu liegen kommt. Man er-
hilt dadurch die Wurzeln % und 7, .

Zieht man nun in 5 und %, (Fig. 149) die Linien

nE=1, g3 F=1,

soreprisentiert der Linienzug A By F das Trinom 2* —yz—1
und der Linienzug A By, F das Trinom 22 —w 2 —1.
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Zur Bestimmung von z und 2, (7 und z, wurden in
der Figur nicht gezeichnet) lege man den rechten Winkel
so in die Zeichenebene, dalB3 seine Schenkel einmal durch
A und F, das andere Mal durch 4 und F gehen, und
dall sein Scheitel beide Male auf BC zu liegen kommt.
Man erhdlt die Wurzeln 2z und z,.

i
\m
A

ioN

Fig. 149

Nun errichte man in z senkrecht auf BC die Strecke:
:0— Ba
(Fig. 149). Der so entstehende Linienzug 4B = G stellt
das Trinom 22 — zz + 2, dar.

Legt man nun den rechten Winkel so in die
Zeichenebene, dafl seine Schenkel durch 4 und G gehen

15*

‘

|
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und sein Scheitel auf BC zu liegen kommt, was auf
zwei verschiedene Weisen moglich ist, so erhdlt man die
Wurzeln v, v .

Die groBere derselben y wurde gezeichnet; aus ihr
folgt sofort die Konstruktion des regelmiBigen Siebzehn-
eckes, denn .

¥ 7
2 = % Tn

usw.

§ 44. Sitze iiber die Konstruierbarkeit regelmiiBiger
Polygone.

1. Die Teilung des Kreises in 2, 3, 4, 5, 6, &, 10,
12 gleiche Teile kannte man bereits im Altertum, ebenso
die Zerlegung eines beliebigen Bogens in zwei gleiche
Teile, daher auch die Konstruierbarkeit des 24-Eckes
aus dem 12-Eck usw.

Auch die Teilung des Kreises in 15 Teile war bekannt;
es ist namlich

ho

| - —_
5

2
3

-

Man erhilt demnach 4, des Kreisumfanges, indem man
von 2 des Umfanges # desselben abzieht.
Es gilt allgemeiner der Satz: ,Ist n das Produkt
der beiden teilerfremden Zahlen « und b, so ist
1 x ]

n a b’

wobei x und y ganze positive Zahlen sind.*
Denn die unbestimmte Gleichung

ay—bx=1

ist immer durch positive ganze Zahlen losbar, wenn «
und b relativ-prime Zahlen sind.

9. Frst GauB erweiterte in seinen berithmten ,,Dis-
quisitiones arithmeticae”“ die uns von den Alten
{iberlieferten Kenntnisse betreffs der Moglichkeit der
Teilung des Kreises in gleiche Teile, indem er folgenden
Satz bewies:

,Ist p eine Primzahl von der Form p=22"11,
so ist die Teilung des Kreises in p Teile méglich;
fiir jede andere Primzahl aber und fir jede Prim-
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zahlpotenz, deren Basis groBer als zwei ist, ist
die Teilung des Kreises mittels Zirkel und Lineal
unmoglich.

Setzt man, um diesen Satz ndher zu betrachten,
n—0, so wird p=21+1=3, also eine Primzahl; setzt
man n=1, so wird p=22-+1=>5 wieder eine Primzahl;
setzt man » =2, so wird p*¥+ 1 =1T7.

Die Teilung des Kreises in 17 Teile ist dem Gaul-
schen Satze gemiB mdglich. Wir haben sie oben gegeben.

Ist n = 3, so wird p = 22 = 257. Da 257 eine Prim-
zahl ist, so ist die Teilung des Kreises in 257 gleiche Teile
durch Zirkel und Lineal moglich.

Richelot hat dariiber im Crelle-Journal Bd. 9, 1832
im AnschluB an das GauBsche Werk eine umfangreiche
Arbeit verdffentlicht.

Setzt man # = 4, so wird p = 2% + 1 = 65537 . Diese
Zahl ist wieder eine Primzahl; die Gleichung 257 —1=0
ist daher durch eine Kette von Quadratwurzeln 16sbar,
wozu GaufB die notige Methode angibt.

Fiir n =5, 6,7 wird p =22+ 1 keine Primzahl;
fiir 2 — 8 kommt eine Zahl heraus, von der noch nicht
untersucht ist, ob sie eine Primzahl ist oder nicht.

Aus dem GauBschen Satze folgt auch, dafl die
Teilung eines Kreises fiir jede Primzahlpotenz unmdoglich
ist, sobald die Primzahl grofler ist als zwei.

Es ist daher unméglich, den Kreis z. B. in 9, 25,
27 Teile zu teilen.

3. Die Teilung des Kreises ist also moglich in 2, 3,
4,5, 6,8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24 (gy=3—1), 30 gleiche
Teile; sie ist unmdoglich in 7, 11, 13, 19, 23, 29 Teile, weil
diese Zahlen simtlich Primzahlen sind, welche nicht auf die
Form 22" + 1 gebracht werden konnen; ebenso ist es un-
mdoglich, den Kreis in 9, 25, 27 Teile zu teilen, weil 9,
25, 27 Potenzen von Primzahlen sind.

Es ist ferner unméglich, den Kreis in 14, 21, 28,
18, 22 gleiche Teile zu teilen, denn wire z. B. der Kreis in
14 Teile teilbar, so miiBte er auch in 7 Teile teilbar sein,
was aber nicht der Fall ist. Analog ist der Kreis nicht
in 18 resp. 22 gleiche Teile teilbar, weil es unmdoglich ist,
den Kreis in 9 resp. 11 Teile zu teilen.

!
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VIII. Abschnitt.

Geometrische Konstruktionen dritten und
vierten Grades.

§ 45. Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem).

Ist s die Seite des gegebenen Wiirfels, S die gesuchte
Seite des Wiirfels von doppeltem Inhalte, so ist

S8 =2s3,
also 3,
S=s)2. :
Die beriihmte Aufgabe von der Verdoppelung des

Wiirfels fithrt also auf die Konstruktion von J/2 .
Diese Aufgabe ist ein spezieller Fall der folgenden,
von den Alten auch viel behandelten, Aufgabe:
Gegeben sind zwei Strecken « und b; es sind
zwei mittlere Proportionale z und y, also zwei
Strecken, zu suchen, welche den Gleichungen

a x Y

z oy b
geniigen.
Aus diesen Gleichungen folgt nimlich:

33—
r=7a%d

Yy =%/b2(l s
und ist insbesondere:

80 ist:
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§ 45. Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem). 231

Die Verdoppelung des Wiirfels fordert die Kon-

struktion von i/g oder die konstruktive Bestimmung der
Wurzeln der Gleichung

23 —2=0.
Diese Gleichung dritten Grades hat keine rationalen
Waurzeln und ist daher durch eine Kette von Quadrat-

wurzeln nicht 16sbar (§ 36). Der Ausdruck %/2 ist
also mit Zirkel und Lineal nicht konstruierbar.

Zur Auflosung dieser Aufgabe sind Kegelschnitte
oder noch héhere Kurven nétig, welche punktweise oder
mittels Instrumenten verzeichnet werden miissen.

1. Konstruktive Losung mittels Kegelschnitten.

«) Bringt man die beiden Parabeln

z?=ay,
yr=>bx

miteinander zum Schnitt, so sind die Koordinaten ihres
(nicht mit dem Ursprunge zusammenfallenden) Schnitt-
punktes:

§=Yatb, y—jab?.
a B) Konstruiert man die beiden Kegelschnitte
r’=uay,
zy=ub,

so hat ihr nicht mit dem Anfangspunkte zusammen-
fallender Schunittpunkt die Koordinaten:

3/< N 3/ —
E=YVYab, n—=7Yab?.
y) Bringt man den Kreis:
A 22+ y?—bxr—ay=20

und die Parabel
y=bx

miteinander zum Schnitte, so hat ihr Schnittpunkt die

Koordinaten
3 —
£=Ya?b, y=Yab:.
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232 VIII. Abschnitt. Konstruktionen dritten und vierten Grades,

In allen drei Fillen kann man also die beiden mitt-
leren Proportionalen dadurch finden, daB man zwei
Kegelschnitte miteinander zum Schnitte bringt.

Ist insbesondere ¢ =m , b =1, so wird

3 3 e
&= ]/m2 , = }/m .

Zur Bestimmung der %@ kann man also eine der
drei Methoden «), ), y) anwenden.

Fiir 6 =1 ist die dritte Methode die praktisch vor-
teilhafteste. Die Gleichung der Parabel lautet namlich fiir
diesen Fall y

Yy-=x,
sie ist also unabhiéngig von m und kann daher ein fiir
allemal gezeichnet werden.

Die Koordinaten des Kreismittelpunktes sind dann

) 1 a  m
* 5.

220 272

Da der Kreis durch den Ursprung geht, so ist es
nicht nétig, seinen Radius zu berechnen.

Hatte man eine grofere Anzahl von dritten Wurzeln
graphisch zu bestimmen, so wiirde sich demnach folgender
Vorgang als praktisch erweisen:

Man verzeichne auf einem quadrierten Millimeter-
papiere, welches in der korrektesten Ausfithrung zu haben
ist, die Parabel P(y? = %), suche den Punkt / mit der Ab-

: . m
szisse 1 und der Ordinate - ,

setze in M mit einem Stech-
zirkel ein und spanne denselben bis zum Ursprunge.
Hierauf suche man den Schnittpunkt jenes Kreises,
welcher durch den Ursprung geht, mit der Parabel zu
bestimmen.

Dies ist mit dem Stechzirkel in aller Schirfe moglich,
ohne den Kreis selbst zu verzeichnen. Die ohne weiteres
abzulesende Ordinate des Schnittpunktes ist schon die
dritte Wurzel aus m.

2. Losung mittels der Konchoide des Nikomedes
(ca. 150 vor Chr.).

a) Nikomedes fand eine einfach zu konstruierende
hohere Kurve, welche nicht nur zur konstruktiven Ver-
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doppelung des Wiirfels, sondern auch zur Dreiteilung
des Winkels und zur graphischen Losung von Gleichungen
dritten Grades benutzt werden kann.

Die Kurve selbst entsteht auf folgendem Wege:

Fig. 150.

Gegeben sei der Punkt I' (Fig. 150), die Gerade g
und die Strecke s. Man ziehe durch F eine beliebige
Gerade h und trage auf derselben von ihrem Schnitt-
punkte H mit g die Strecke s auf. Die so erhaltenen
Punkte erfiillen bei verinderlichem % eine Kurve c: die
Konchoide des Nikomedes.

I" nennt man den Pol der Kurve, g die Basis und
s das Intervall.

Es fallt nicht schwer, einen Mechanismus zu kon-
struieren, welcher eine derartige Kurve zeichnen kann.

Nikomedes konstruierte schon einen solchen; der-
selbe ist wohl nichst dem Zirkel das &lteste Instrument
zum Zeichnen krummer Linien.

b) Wir wollen zunéchst die Gleichung dieser Kurve
ableiten.
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934 VIIL. Abschnitt. Konstruktionen dritten und vierten Grades.
Aus den #hnlichen Dreiecken KHM und KFN

(Fig. 150) folgt: Kr B KN
KH KM
oder | A
s Cy—p

Die Lage des Koordinatensystemes ist dabei aus der
Fig. 150 ersichtlich und p ist der Abstand des Poles F
von der Basis ¢.

Aus der Gleichung ersieht man, daB} die Kurve von
der vierten Ordnung ist, /' zum Doppelpunkt hat und
aus zwei Teilen besteht, welche die Basis g zur gemein-
samen Asymptote haben. Die Kurve geht insbesondere
durch die imagindren Kreispunkte.

¢) Es soll nun gezeigt werden, wie man mit Hilfe dieser
Kurve die beiden mittleren Proportionalen zwischen den
zwel Strecken ¢ und b bestimmt: o

Die beiden aufeinander senkrechten Strecken AB

und AC (Fig. 150) seien gleich « resp. b; ferner sei
AG =a,

E der Mittelpunkt von 4 3 und I I die Normale zu 4 B, also

(- 3.

Nun ziehe man die Linie ¥'G: und parallel zu ihr durch
B die Gerade g. Konstruiert man hierauf jene Kon-
choide ¢, welche I' als Pol, g als Basis und % als
Intervall s hat, so schneidet dieselbe die Gerade 4D in
einem Punkte K, aus welchem sich sofort der Punkt L
vermittels des vierten Eckpunktes 1) des Rechteckes A BCD
ergibt.

Es 146t sich nun durch Rechnung unschwer beweisen,
daB BK und CL die beiden mittleren Proportionalen

zwischen AB und AC sind. Wir wollen hier auf den
Beweis der Kiirze halber nicht eingehen*).

*) Siehe F.Enriques, ,Questioni Riguardanti La Geo-
metria Elementare®, Bologna 1900, Seite 423—427.

http:/Amww.dmg-lib.de
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Sind insbesondere

a=1, b=2,
so ist s s
CL =32, BK=Y4.

d) Will man die beiden mittleren geometrischen Pro-
portionalen bestimmen, so ist es nicht notig, die ganze
Kurve zu konstruieren; es geniigt, jenen Teil der Kurve
zu verzeichnen, in welchem man den Schnittpunkt vermutet.

Den Schnittpunkt selbst findet man praktisch vor-
teilhaft mittels eines Papierstreifens, auf dem die Strecke

t N
§ = 9) aufgetragen ist, indem man denselben passend

bewe:gt.
Es verdient dabei hervorgehoben zu werden, dafB

diese Bestimmung mittels des Papierstreifens von T/‘Z
keineswegs eine niaherungsweise Losung ist (§ 22).

3. Losung mittels der Kissoide des Diocles (ca. 150
vor Chr.).

a) Diocle serfand zur Losung g 7,
der in Rede stehenden Aufgabe
eine Kurve, welche sich zwar Vi
nicht durch einen so einfachen
Mechanismus konstruieren 148t,
wie die Konchoide, welche aber §
viel inniger mit der zu lésenden S,{ )
Aufgabe zusammenhéngt.

AB (Fig. 15}) sel ein.e A B
Strecke von der Linge 1. Wir
zichen durch ihre Endpunkte
die Normalen ¢, und g, und
nehmen auf g, den Punkt P,
beliebig an. Diesem Punkte P
weisen wir auf g, jenen Punkt P,
zu, fiir welchen

j?z — E’pf Fig. 151,

(AB als Einheit angenommen). Setzt man also BP, =s,

80 ist _
AP, = s,

&
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936 VIIL Abschnitt. Konstruktionen dritten und vierten Grades.

Nun ziehe man die Linien 4P, und PB,; dieselben
schneiden einander in einem Punkte P, welcher bei
veranderlichem s eine Kurve erfiillt, die Kissoide des
Diocles.

b) Wir wollen zuerst die Gleichung dieser Kurve auf-
stellen (Fig. 151).

Die Gleichung der Geraden 4P, ist

Yy=sx,
die Gleichung der Geraden BF,
y=—s}z—1).
Durch Elimination von s aus beiden Gleichungen er-
halten wir:

3
Y= a
11—z

als Gleichung der Kissoide.
¢) Es soll noch eine Eigenschaft dieser Kurve abgeleitet
werden, welche zu ihrer Konstruktion benutzt werden kann:

Wir schlagen zu diesem Zwecke iiber 45 einen Halb-
kreis und nennen den Winkel BAP, = « (Fig. 151); die
Gerade AP, moge den Halbkreis aufler in 4 in einem
Punkte P, schneiden; es ist dann AP = P, P, .

Um dies nachzuweisen, ist nur zu zeigen, daf
beide Strecken gleich lange Projektionen auf 4.5 haben.

Die Projektion von P, P, auf AB ist:
1 — cos?a = sin’«x .

Die Projektion von A P (gleich der Abszisse von P) findet
man, indem man in die Gleichung der Kissoide y = ztga
setzt und 2 daraus berechnet.

Man erhalt: .
x = sin?x ,

womit der Satz bewiesen ist.

4. Losung von Apollonius (ca. 200 v. Chr.).

ADB, AC seien zwei zusammenstoBende Seiten des
Rechteckes 4 BCD und F der Mittelpunkt desselben.

Bestimmt man auf den Verldngerungen der Seiten 4B
und AC zwei Punkte X, Y so, dal3 sie von F denselben
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Abstand haben und ihre Verbindungslinie durch D geht,
so gelten die Gleichungen:

AC BY (CX

BY ~ CX 4B~
Wir gehen auf den Beweis dieser beiden Gleichungen der
Kiirze halber nicht ein*), und bemerken nur, da X
und Y auf den Verlingerungen der Rechteckseiten 4B
und AC iiber C resp. B hinaus liegen miissen.

\
\

/_' \ \\

Fig. 152.

\,

AN
A\>f

5. Losung mittels zweier rechtwinkliger Dreiecke (Plato,
ca. 400 v. Chr.).

Ts seien zwei aufeinander senkrechte Gerade f und g
gegeben; A sei ein beliebiger Punkt auf f und 4 BCD ein
rechtwinklig gebrochener Linienzug, so beschaffen, daf
4 und C auf f, B und D auf g fallen. (Fig. 152). Es
ist dann

a:x—=2x:y=y:b,
d. h. # und y sind die beiden mittleren geometrischen
Proportionalen von « und b.

*) F. Enriques, a. a. 0., Seite 435—437.
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a) Sind @ und b gegeben, so 148t sich x und y nach
obigem bestimmen, indem man den rechtwinklig ge-
brochenen Linienzug 4 BC'D konstruiert. Von demselben
sind die Punkte 4, 1) gegeben und die Punkte I3, (' zu
suchen.

Dies kann nédherungsweise geschehen, indem man
fir B oder C eine Fehlerkurve konstruiert (Fig. 152):

Man ziehe zu dem Zwecke von 4 aus die Gerade 7
beliebig, ziehe in deren Schnittpunkte mit ¢ darauf die
Senkrechte 2 und fille von D aus auf 2 die Normale.
Der Schnittpunkt C; derselben mit .2 ist ein Punkt der
Fehlerkurve. Analogbestimme man einen zweiten Punkt(), .

Es wird immer moglich sein, die Punkte €, und (',
so zu bestimmen, daf} sie in der Nihe der geraden Linie /'
zu liegen kommen. Die Fehlerkurve wird dann in dieser
kurzen Entfernung fast als gerade Linie zu betrachten sein.

b) Hat man zwei bewegliche rechte Winkel zur
Verfiigung, so kann man die Aufgabe streng lésen.

Man muBl nur die beiden rechten Winkel so in die
Zeichenfliche legen, daB sie lings einer Kathete zu-
sammenstoflen (Fig. 152) und daB die andere Kathete des
ersten Winkels durch 4, jene des zweiten Winkels durch
D geht; ferner mull der Scheitel des ersten Winkels auf g \
und der Scheitel des zweiten Winkels auf /' zu liegen i
kommen.

Die richtige Lage wird man nach kurzem Probieren.
erreichen und dadurch eine strenge Losung der gesuchten
Aufgabe erhalten (§ 22).

Ist insbesondere:

=1,
so ist: 3, 3.
z=7b, y=yb>.
Ist also: =1, b2,
so ist g
z=72.

6. Niherungsmethode von Buonafalce®).
Es sei ABC ein rechtwinkliges, gleichschenkliges
Dreieck mit den Katheten 4B und AC; man teile die

*) Enriques, ,Questioni Riguardanti La Geometrica Ele-
mentare®, Seite 439,
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Hypotenuse in sechs gleiche Teile und suche auf der
Kathete AC von C gegen A hin den Punkt D so, dall

(D =4BC.

Dann ist BD nahezu gleich )1']5’1"5.
Beweis. Es sei 48 =1; dann ist

BC =72
und L 12
AD =1~— ",
daher ‘ i )
BD =V1 + (1 —~ %—) - 3;—T89l/3 = %V?ﬂ — 672
== 125863 ,
wahrend

V2 — 12599
3
BD ist also nahezu /2 ; der Fehler betrigt weniger als 7.
7. Beim praktischen Zeichnen kommt es nicht selten

3
vor, daB man }2 zu konstruieren hat.
Die Methoden der letzten zwei Nummern lassen
sich dann recht vorteilhaft anwenden.

§ 46. Trisektion des Winkels.

1. Die Gleichung, auf welche die Dreiteilung des
Winkels « fiihrt.
Wir entwickeln zu diesem Zwecke den Ausdruck

& A
(cosg +zsm—g> ,

zuerst nach dem Moivreschen Satze, hierauf nach dem
Binomialsatze und erhalten
3
(cos% -+ isin%) = COS«x - ts8inw

—(coss® — “9_) ( 292-3_-32)
((:033 .'Sccos331n3-{—z?)c305351113 sm3.
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240 VIIL Abschnitt. XKonstruktionen dritten und vierten Grades.
Daraus folgt

— cos? & % gin?% — 4cos3¥ — d
(1) cosx = cos’ 3 cos 5 Sin® 4 cos 3 30053 .
Es sei nun « der gegebene Winkel und eine beliebige
Strecke die Einheit; dann kann man cos« als eine gegebene,

cos% als zu findende Strecke betrachten. Man setze:
2cosx = a ,

und erhalt dann aus (1) die Gleichung
(2) ¥ —3x —a=0.

Laft sich nun diese Gleichung fiir ein gegebenes a
durch Quadratwurzeln losen, so ist die Dreiteilung des
zugehdrigen Winkels mittels Zirkel und Lineal moglich;
und umgekehrt: L&a8t sich fiir einen gegebenen Winkel
die Kreisteilung ausfiilhren, so mull die zugehdrige Glei-
chung (2) reduzibel sein.

Dies soll nidher betrachtet werden:

A) Winkel, deren Dreiteilung mit Hilfe von
Zirkel und Lineal mdoglich ist.

a) Solche Winkel sind z. B. die Winkel 90° und
4hH0 (—~ ?—g ) fiir diese Winkel ist ¢ in der Gleichung (2)
Null, resp. J2 .

Die Gleichung selbst geht {liber in

2 —3x2=0,
resp.

23— 3z —12=0.
Die erste Gleichung hat die Wurzeln 0, ¥3, —}3 und die

zweite Gleichung die Wurzeln } Vo + 1/3 —¥2, V2 —v3,
was mit der Dreiteilung der Winkel 90° und 45° voll-
sténdig iibereinstimmt.

b) Es lassen sich leicht noch unendlich viele Winkel
angeben, deren Dreiteilung mit Zirkel und Lineal mog-
lich ist:
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Halbiert man nidmlich den Winkel von 45° so er-

hiilt man wieder einen Winkel, dessen Dreiteilung méglich
0

ist; dasselbe gilt fiir den Winkel % usw. Allgemein ist die
Dreiteilung jeden Winkels von der Form ‘% moglich,
wobei n eine ganze positive Zahl ist.

Man kann noch andere Winkel finden, deren Drei-
teilung mit Zirkel und Lineal gelingt:

Es sei s eine Strecke, welche sich aus der Einheit

durch eine iibrigens ganz beliebige Konstruktion mittels
Zirkel und Lineal ableiten lifit. Setzt man

2cosx =a=8>—3s,

so ist cosa und damit auch der Winkel « konstruierbar.
Die zugehorige Gleichung

2 —32x—a=0

hat die Wurzel s; es ist daher:

d. h. die Dreiteilung dieses Winkels ist mit Zirkel und
Lineal mbglich.

B) Winkel, deren Dreiteilung mit Zirkel und
Lineal unméglich ist.

Derlei Winkel lassen sich unbegrenzt viele angeben.

Es sei z. B. a =1, also

cosa =% und « =60°;

die zugehorige Gleichung
28 —3x—1=0

hat keine rationale Auflésungen, denn dieselben konnten
nur +1 oder —1 sein (§ 36); die Gleichung ist daher
durch eine Kette von Quadratwurzeln nicht 16sbar (§ 36).

Der Winkel von 60° 148t sich also mit Hilfe
von Zirkel und Lineal nicht in drei gleiche Teile
zerlegen; der Winkel von 20° (und somit auch der
Winkel von 409 ist mit diesen Hilfsmitteln nicht
konstruierbar.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 16
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2492 VIII. Abschnitt. Konstruktionen dritteu und vierten Grades.

Dies stimmt auch mit einem frither (§ 42) gegebenem
Resultate iiberein: Der Zentriwinkel, welcher zur Seite des
regelmifligen Neuneckes gehort, ist nimlich 40° und daher
ebenso unkonstruierbar, wie die Neuneckseite selbst.

Es lassen sich noch unbegrenzt viele Werte von «
angeben, fir welche die zugehorige Gleichung durch eine
Kette von Quadratwurzeln nicht 1osbar ist. Es gibt daher
unendlich viele Winkel, deren Dreiteilung mit Zirkel und
Lineal unmoglich ist.

2. Dreiteilung eines Winkels mittels Kegelschnitte.

Die Dreiteilung des Winkels gelingt durch das Zeichnen
eines Kegelschnittes und Aufsuchen der Schnittpunkte
desselben mit einem Kreise.

Es sollen zwei derartige Methoden hier gegeben werden.

a) Methode von Chasles.

Der Winkel 4 0B (Fig. 153) sei in drei gleiche Teile
zu zerlegen.

&) Man schlage um O den Kreis K mit einem beliebigen
Radius und ziehe in A4 die Tangente {. Nun trage man
#on O an OB den beliebigen Winkel o (Fig. 153) und
von 4 an ¢ denselben Winkel o aber im entgegengesetzten
Sinne auf.

Die auf diese Weise bei verdnderlichem « erhaltenen
Schnittpunkte P(Fig. 153)erfiillen eine Kurve, die Chasles-
sche Hyperbel 4.

Ist X einer der Schnittpunkte der Hyperbel & mit
dem Kreise K, so ist

< BOX = L4 B0A;
sind niamlich P, und P, die zum Punkte P gehorigen
Punkte von K, so ist immer (Fig. 153)
X AOP, =2 BOP, .
Fillt nun P, mit #, in X zusammen, so ist
FAOX =2 BOX .
p) Wir wollen die Kurve % niher untersuchen:
Sie ist das Erzeugnis der beiden Biischel O und 4.
Jeder Strahl aus 4 bestimmt einen Winkel o, und es

entspricht ihm daher ein ganz bestimmter Strahl aus O
und umgekehrt.
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Dem Strahle s von O(w = 0) insbesondere entspricht
der Strahl ¢ von 4; dem Strahle g von A4(w = 90° ent-
spricht jener Strahl ! des Biischels O, welcher auf s senk-
recht steht. Rechnet man aber g zum Biischel O, so
entspricht ihm ein Strahl n von 4 und es muB m parallel
zu [ sein.

Die Halbierungslinien des Winkels @ (Fig. 153) mogen
hy und %, heilen; 2, moge mit s (und mit ¢) den Winkel «
einschliefen.

Fig. 153.

Konstruiert man nun jenen Strahl von O, welcher
mit s den Winkel « einschlielt, so ist der zugehdorige
Strahl von 4 zu ihm parallel, ihr Schnittpunkt fillt ins
Unendliche; dasselbe tritt ein, wenn der angenommene
Strahl von O parallel zur Halbierungslinie %, ist.

Die beiden Strahlenbiischel um O und A4 sind kon-
gruent, also auch projektiv, haben aber entgegen-
gesetzten Sinn. Die beiden Biischel erzeugen daher
eine gleichseitige Hyperbel, welche durch 04 ¢ hindurch
geht, in O die Tangente ! und in 4 die Tangente m hat.

16*

http://Amww.dmg-lib.de



944 VIIL Abschnitt. Konstruktionen dritten und vierten Grades.

Da [ parallel zu m ist, so ist der Mittelpunkt M der
Strecke 0A auch Mittelpunkt der Hyperbel.

Die Asymptoten der Hyperbel sind parallel zu den
Linien k, und h, .

») Fiir die praktische Ausfiihrung der Konstruktion
empfiehlt es sich, zundchst den Punkt M und die beiden
Asymptoten zu konstruieren. Zur Bestimmung der
Punkte X, Y, Z ist es vorteilhaft, folgende Eigenschaft der
Hyperbel zu benutzen: ,,Fiir die Schnittpunkte einer Ge-
raden / (Fig. 153) mit der Hyperbel und den Asymptoten
gilt die Beziehung:

TV=08.“
Es ist ferner nicht notwendig, die ganze Hyperbel zu kon-
struieren; es geniigt, sie nur in der Nihe ihres voraus-
sichtlichen Schnittpunktes mit dem Kreise & zu ver-
zeichnen; dies gelingt mittels eines geteilten Lineales
(eines MaBstabes) rasch und sicher.

Die Hyperbel schneidet den Kreis auBer in A in
drei Punkten X, Y, Z; dieselben bilden die Ecken eines
gleichseitigen Dreieckes, wie man leicht erkennt. Daher
ist auch

34 BOY =3¢ BOX + 360° = - BOA + 360°.

8) In dem Winkel 4OB gehéren iibrigenszwei Chasles-
sche Hyperbeln. Die eine haben wir gefunden, indem
wir im Punkte 4 die Tangente an den Kreis zeichneten.
Legt man im Punkte B die Tangente an den Kreis und
verfihrt dann wie frither, so erzeugen die beiden Strahlen-
biischel O und B die zweite gleichseitige Hyperbel.

b) Wir wollen noch eine Methode zur Dreiteilung
eines Winkels mittels eines Kegelschnittes und des
Kreises erwihnen, ihre nihere Ausfithrung aber nur an-
deuten *).

Wir brauchen dazu einen bekannten, leicht zu be-
weisenden Satz:

,,Es sei [ eine gegebene Gerade und A ein gegebener
Punkt, welcher nicht auf 7 liegen moge.

Der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche der
Abstand von A doppelt so groB ist, als der Abstand

* F. Enriques, Questioni . . ., Seite 451-—453.
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von [, ist eine Hyperbel, welche 4 zum Brennpunkte,
I zur Direktrix hat, und von welcher man den zweiten
Brennpunkt, Mittelpunkt und die Asymptoten leicht
finden kann‘.

Bs sei AOB der zu teilende Winkel. Man denke
sich jene beiden Geraden durch O, welche den Winkel
in drei gleiche Teile zerlegen, schon gefunden.

Beschreibt man um O einen Kreis und bringt ihn
mit diesen vier geraden Linien aus O zum Schnitte, so
erhilt man Punkte, welche wir der Reihe nach mit
A, C, D, B, bezeichnen. Es sei nun ! die Halbierungs-
linie des Winkels 40D .

Aus der entstehenden Figur ersieht man, daf der
zu findende Punkt C von A doppelt so weit entfernt ist
als von !. Der Punkt C liegt demnach auf einer
Hyperbel und ist der Schnitt dieser Hyperbel mit dem
Kreise.

3. Dreiteilung eines Winkels mittels eines Papierstreifens.

Es sei (Fig. 154)

AB=B0=0C=BD=r
und £BA0=«;

dann ist
x0BC=2x, ¥COE=3«;

(nebenbei ist
¥0DB =90 —«, d. h. OD ist normal zu A40).

Aus dieser Betrachtung ergibt sich eine einfache
Methode zur Dreiteilung des Winkels COL, die sich am
einfachsten mit Hilfe eines Papierstreifens durchfiihren 1a3t:

Gegeben sei der Winkel COL (Fig. 154). Man be-
schreibe um O mit einem beliebigen Radius » den Kreis K,
welcher die Schenkel des Winkels in den Punkten C und E
schneidet.

Man trage nun auf der Kante eines Papierstreifens die
Strecke AB = r auf und lege den Papierstreifen so in
die Zeichenebene, daB seine Kante durch C geht, der
Punkt A auf g und der Punkt B auf K zu liegen kommt.
Dann ist schon:

< CAE=3COE .
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Die Auffindung der richtigen Lage des Papierstreifens
wird sich nach kurzem Bewegen desselben in aller Schirfe
ergeben.

Die Dreiteilung des Winkels ist auf diesem Wege
(§ 22) streng gelost.

Die Methode ist aber nicht nur praktisch brauchbar,
sondern bietet auch theoretisches Interesse, da sich aus
ihr eine ganze Reihe von Methoden ableiten lassen,
welche zur Dreiteilung des Winkels angegeben wurden.

Dieselben sollen hier dargestellt werden:

Pig. 154

4. Dreiteilung des Winkels mittels der Konchoide des
Nikomedes oder mit Hilfe der Pascalschen Schnecke.

a) Um den Papierstreifen s (Fig. 154) in die richtige
Lage zu bringen, kann man auf folgende Weise vor-
gehen:

Man lege seine Kante durch (', seinen Punkt 4
auf ¢ und bewege den Papierstreifen so lange, bis B
auf K zu liegen kommt. Bei dieser Bewegung wird der
Punkt B eine Konchoide ¢ beschreiben, von welcher
C der Pol, g die Basis und » das Intervall ist (§ 45).

Der Schnittpunkt von ¢ und K ist der gesuchte
Punkt B. Man ersieht daraus, wie man die Konchoide
zur Dreiteilung eines Winkels benutzen kann:

Man zeichne in der Fig. 154 noch die Linie F'C
parallel zu g.
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Gegeben sei nun ein beliebiger Winkel FCO =3 .

Man trage auf dem Schenkel CO die beliebige
Strecke » auf, wodurch man den Punkt O erhdlt und
ziehe g durch O parallel zu FC.

Nun schlage man den Kreis I mit O als Mittelpunk®t,
» als Radius und konstruiere jene Konchoide, welche
(! als Pol, ¢ als Basis und r als Intervall hat. Der
Schnittpunkt B dieser Konchoide mit dem Kreise K
liefert das gesuchte Drittel des Winkels 3 «.

Man bemerkt, da man fiir jeden gegebenen Winkel
eine Konchoide zeichnen muf3, weshalb diese Methode
wohl bloB historisches Interesse besitzt.

b) Wir denken uns jetzt den Papierstreifen so in die
Zeichenebene gelegt, daB seine Kante durch C geht und
sein Punkt B auf K zu liegen kommt; dies ist auf unend-
lich viele Arten moglich. Der Punkt 4 beschreibt dabei eine
Kurve p, eine sogenannte Pascalsche Schnecke(Fig. 155).

Aus der Figur ersieht man, daf man umgekehrt
mittels einer Pascalschen Schnecke einen beliebigen
Winkel in drei gleiche Teile zerlegen kann:

Es sei die Pascalsche Schnecke p gezeichnet
gegeben, auBerdem der Punkt O auf ihr.

Tst ein Winkel in drei gleiche Teile zu teilen, so
ziehe man die Linie 7'C (Fig. 154) so, dall Winkel ¥ CO
gleich dem gegebenen Winkel ist. Zieht man nun durch
0 die Gerade ¢ parallel zu CF, so schneidet g die Pascal-
sche Schnecke p in einem Punkte 4 und es ist, wie man
aus der Figur ersieht:

s FOA=L1xFCO.

Mittels einer ein fiir allemal gezeichneten Pascal-
schen Schnecke kann man daher jeden beliebigen
Winkel in drei gleiche Teile zu zerlegen.

Man erreicht dasselbe, wenn die Pascalsche Schnecke
z. B. aus Holz geschnitten vorliegt oder auf einem durch-
sichtigen Stoffe verzeichnet ist.

5. Instrumente zur Dreiteilung des Winkels.

Zur Ausfithrung dieser Aufgabe sind mehrere In-
strumente erdacht worden. Eines derselben ist jenes,
welches Nikomedes zum Verzeichnen seiner Konchoide
benutzte (§ 45).
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Ein anderes brauchbares Instrument wire jenes,
welches eine Pascalsche Schnecke verzeichnet, was
leicht durchfiihrbar wire.

Es sollen noch einige derartige Instrumente kurz
angegeben werden:

a) Trigt man in Fig. 154 den Punkt D so ein, daB
BD = r ist, dann liegt, wie wir aus Nr. 3 wissen, D auf
jener Geraden A, welche man in 0O auf g mnormal
zeichnen kann.

Aus dieser Bemerkung ergeben sich zwei verschiedene
Methoden, nach denen man die Dreiteilung des Winkels
mit Hilfe eines Papierstreifens durchfiihren kénnte.

«) Man konnte einmal auf dem Papierstreifen die
Strecke

BD=r

auftragen und den Papierstreifen so in die Zeichenfliche
legen, dafl seine Kante durch ' geht, der Punkt B des
Papierstreifens auf & und der Punkt D des Streifens auf b
zu liegen kommt.
f) Man kénnte aber auch auf den Papierstreifen die
Strecke o
AD =2y

auftragen und den Papierstreifen so in die Zeichenebene
legen, daf seine Kante durch C geht, sein Punkt A4 auf g
und sein Punkt D auf kb zu liegen kommt.

In beiden Fillen wiirde man den dritten Teil des
Winkels COFE gefunden haben.

Auf der zuletzt erwihnten Methode beruht ein In-
strument zur Dreiteilung des Winkels, welches von
Amadori*) angegeben wurde.

Das Instrument ist aus Metall, enthilt den Kreis K ,
die Linien ¢, » und einen Metallstreifen, auf welchem
die Punkte 4 und D in der Entfernung 2+ hervor-
gehoben sind; 4 kann sich nur auf der Geraden und
D nur in der Geraden % bewegen.

Der Gebrauch des Instrumentes ergibt sich aus der
Fig. 154 ohne weiteres.

*) Enriques, ,Questioni . . .% Seite 457—459.

http:/Amww.dmg-lib.de



§ 46. Trisektion des Winkels. 249

Wir gehen darauf nicht niher ein, da Instrumente
zur Dreiteilung eines Winkels doch nur theoretisches
Interesse besitzen.

b) Feldblum#*) hat ein Instrument zur Dreiteilung
des Winkels angegeben, welches aus dem in § 27 ange-
gebenen Instrumente zur Winkelhalbierung hervorgeht.

Es ist (Fig. 120)

AB=DBC=CD=D4,
ferner
BE=LEF=FG=GD.

Die in der Figur vorkommenden Linien denke man
sich aus Holz oder Metall und in allen bezeichneten
Punkten drehbar.

Dann ist immer B D die Halbierende des Winkels 4 BC
und OB die Halbierende des Winkels DBG, daher

« ABD = 1< DBG .

Das Instrument kann zur Dreiteilung eines beliebig ge-
gebenen Winkels benutzt werden.

Durch Hinzufiigen neuer Rhomben kann man ein
Instrument herstellen,
welches zur 4-Teilung,
5-Teilung . . ., n-Teilung
eines jeden Winkels be-
nutzt werden kann.

¢) Es sei A DD ein
Halbkreis, ¢ die Tan-
gente desselbenin A und

(A=A40=0B=r.

Nimmt man nun auf ¢
den Punkt P beliebig
an (Fig. 165), verbindet /0 r
ihn mit ¢ und zieht
von ihm aus die Tan-
gente PD an den Halbkreis, so ist

4 CPA=<40P4A=<x0PD=,xCPD.

*) Feldblum, ,Inaugural-Dissertation ... Gottingen
1899
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Bei dem darauf beruhenden Instrumente ist der Halb-

kreis, die Tangente ¢ und die Strecke (/A4 aus Holz und
alles in fester Verbindung.

Ist nun ein beliebiger, jedoch nicht zu grofler
Winkel CPD in drei gleiche Teile zu teilen, so lege man
das Instrument so in die Zeichenfliche, daB ¢ durch
geht, (' auf dem einen Schenkel zu liegen kommt und
der zweite Schenkel den Halbkreis in ) beriihrt.

Dann ist Winkel ("4 P das gesuchte Drittel.

§ 47. Graphische Auflosungen der Gleichungen dritten
und vierten Grades.

Eine geometrische Aufgabe dritten oder vierten Grades
fihrt auf eine Gleichung dritten oder vierten Grades. Die
geometrische Losung der Aufgabe ist daher auch die
graphische Losung einer Gleichung dritten oder vierten
Grades.

Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit der
graphischen Auflésung der Gleichungen dritten und
vierten Grades beschiiftigen.

1. Reduktion einer biquadratischen Gleichung auf eine
kubische.

Die Auflésung einer Gleichung vierten Grades laBt
sich bekanntlich auf die einer Gleichung dritten Grades
zuriickfiithren:

Es sei die Gleichung

(n 2t t+axt b+ cx+d=0

aufzulosen. Man setzt zunichst:

b= Y — ;i
und verwandelt dadurch die Gleichung (1) in die Gleichung
() Y +Ay+By+C=0.

Nun setzt man:
Q2y=u-t+v+w,
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wobei u, v, w noch niher zu bestimmende Groflen sind.
Man kann denselben die zwei Bedingungen:
w4+ 02 w?=—2.4,
wew=—1n0
auferlegen und findet dann 2, o, w? als die Wurzeln
der Gleichung

(3) #2424+ (d—+0)z—B=
Sind &, %, & die Wurzeln dieser Gleichung, welche

die Resolvente der biquadratischen Gleichung (1) heifit,
so gilt fiir die Wurzeln der Gleichung (1):

2x, = V& +VE Ve,

Qxy = & —Va— Ve
2y = — Yoy + V22 — Ves s
2a, = Yo — Va4 -

Aus den Wurzeln der Resolvente kénnen also
die Wurzeln der Gleichung (1) durch rationale
Operationen und durch die Operation desQuadrat-
wurzelziehens abgeleitet werden.

Die allgemeine Gleichung (1) ist daher durch eine
Kette von Quadratwurzeln 16sbar oder nicht, je nachdem
ihre Resolvente (3) durch Quadratwurzeln geldst werden
kann oder nicht.

2. Auflosung mittels Kegelschnitte.

Hier sollen nur die wichtigsten Methoden zur
graphischen Auflésung der Gleichungen dritten
und vierten Grades gegeben werden.

Man kann zu diesem Zwecke zwei verschiedene
Wege einschlagen: Einmal sucht man zu der gegebenen
Gleichung die auflésenden Kegelschnitte, das andere Mal
geht man von zwei Kegelschnitten aus und sucht die
durch sie 16sbaren Gleichungen.

Zwei Beispiele mogen dies erldutern:

1. Beispiel. Es sei die Gleichung gegeben:

(1) 2+ ax?+br+c=0.
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Zwei Kegelschnitte, welche diese Gleichung lésen, sind:

(2) 2=y
und
(3) zy+ay+br4c=0,

denn durch Elimination von y aus den beiden Glei-
chungen (2) und (3) erhilt man die Gleichung (1).

Die Gleichung (2) stellt in rechtwinkligen Koordinaten
eine Parabel vom Parameter 1 dar, also eine Parabel,
welche unabhiingig ist von den Koeffizienten der aufzu-
l6senden Gleichung und daher ein fiir allemal gezeichnet
werden kann.

Die Gleichung (3) stellt eine gleichseitige Hyperbel
dar, deren Asymptoten parallel zu den Koordinaten-
achsen sind; der Mittelpunkt der Hyperbel hat die Ko-
ordinaten —a, —b.

Zur Auflésung von Gleichungen dritten Grades kann
man demnach auf folgende Weise vorgehen:

Man zeichne die Parabel mit dem Parameter 1, am
vorteilhaftesten auf einem quadrierten Millimeterpapiere,
terner die Asymptoten der Hyperbel und auBlerdem noch
einen Punkt der Hyperbel, z. B. den Schnittpunkt, mit der
2- oder y-Achse. Hierauf kann man schon mit aller Schiirfe
den Schnittpunkt der Hyperbel mit der Parabel finden,
ohne die Hyperbel ganz ausziehen zu miissen. (Vgl. § 46,
S. 244.)

2. Beispiel. Wir gehen jetzt von zwei Kegelschnitten
aus, von dem Kreise K :

(4) (@ — m)? 4 (y — m)? = 2
und der Parabel P:

Durch Elimination von z aus beiden Gleichungen erhiilt man
6) y+A+2my?—2ny 4+ (m24+n2—r2)=0,

Wir kénnen also mittels dieser beiden Kegelschnitte Glei-
chungen auflésen von der Form

(7 Z#4a2+bzt+c=0.
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Wir baben zu diesem Zwecke nur
14+2m=a,
—2n="0,
m?4-nt—ri=c
zu setzen.
Die Parabel (p) ist unabhiéngig von den Koeffi-
zienten der aufzulosenden Gleichung, kann also ein fir

allemal auf einem Millimeterpapiere gezeichnet werden.
Die Koordinaten des Mittelpunktes M von K sind:

a—1 B b
9 ] n"“‘_TZ":

und fiir den Radius gilt:
r2=m?+4+n?—c.

n =

Mittelpunkt und Radius konnen demnach leicht gefunden
werden, namentlich mit Zuhilfenahme der Millimeter-
einteilung des Papieres.

Bs wird auch vorteilhaft sein, den Kreis K nicht
auszuziehen, sondern sich zur Bestimmung der Schnitt-
punkte von P mit K des Stechzirkels zu bedienen.

Die unmittelbar ablesbaren Ordinaten der Schnitt-
punkte sind die Wurzeln der Gleichung (7).

Diese Methode muB als eine praktisch verwend-
bare bezeichnet werden. Sie hat aber auch theo-
retisches Interesse:

Die Bestimmung der Wurzeln der biquadratischen
Gleichung (7) (auf die Form (7) kann jede vollsténdige
biquadratische Gleichung durch rationale Operationen
gebracht werden) erfordert aufler der festen Parabel nur
den Gebrauch des Zirkels und Lineales. Wir bendtigen
daher zur Losung einer biquadratischen Glei-
chung nur einen festen Kegelschnitt und aufer
diesem nur Kreise und Gerade.

Die Gleichung (7) kann auch spezielle Formen
annehmen. Ist z. B.

c=0,

so geht (7) in die Gleichung iiber:
B4az+b=0;
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auch die Auflosung dieser Gleichung kann nach obiger
Methode geschehen. Man erspart dabei sogar das Be-
rechnen von r, denn der Kreis A’ muB durch den Ursprung
des Koordinatensystemes gehen.
Ist ferner:
a=0,

so erhilt die Gleichung (7) die Form:
2 40=0.

Die Wurzeln dieser Gleichung kann man auch mittels
der Parabel und dem Stechzirkel finden. Analog kann
man quadratische Gleichungen aufldsen, Quadratwurzeln
bestimmen usw.

3. Konstruktive Losung der Gleichungen dritten und
vierten Grades mitiels eines beliebigen, gezeichnet vor-
liegenden, Kegelschnittes.

Hier soll gezeigt werden, wie man mit Hilfe eines be-
liebig gegebenen Kegelschnittes die Wurzeln jeder Glei-
chung dritten und vierten Grades finden kann, indem man
dabei der Methode folgt, welche Chasles (Comptes ren-
dues, 1880) angegeben hat.

Zu diesem Zwecke miissen wir zuvor einige Be-
merkungen machen, welche mit der neueren Geometrie
und mit dem graphischen Rechnen zusammenhingen.

a) Es sei K ein gezeichnet vorliegender Kegel-
schnitt.

Man nehme in der Ebene von K eine gerade Linie ¢
und auf derselben eine gewdhnliche Zahlenreihe an, so
zwar, dal jedem Punkte von g eine positive oder negative
Zahl entspricht, nimlich die MaBzahl der Entfernung
dieses Punktes von einem beliebig gewihlten Anfangs-
punkte auf g.

Nun nehme man auf K den Punkt 0 beliebig an
und denke sich zu jedem Punkte P von K jene Zahl
hinzugeschrieben, welche bei dem Punkte steht, in welchem
der Strahl PO die Gerade g trifft.

Jedem Punkte P von K entspricht dann eine ganz
bestimmte Zahl, und umgekehrt entspricht jeder Zahl
ein einziger Punkt von K; insbesondere entspricht dem
Punkte O auf K diejenige Zahl, welche zum Schnittpunkte
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von ¢ mit der Tangente in O gehort. Die Zahl Unend-
lich steht bei dem Schnittpunkte jener Geraden mit K,
welche man durch O parallel zu ¢ ziehen kann.

Man kann auch sagen, man habe die Zahlen-
reihe g aus O auf den Kegelschnitt projiziert.

Im folgenden wollen wir uns zwei solche Punkt-
reihen auf K denken. Die Punkte resp. Zahlen der
ersten Punktreihe sollen immer mit &, jene der zweiten
Reihe mit 5 bezeichnet werden.

Ubereinander liegenden Punkten beider Reihen ent-
sprechen dieselben Zahlen.

b) Mit Hilfe dieses festen Kegelschnittes K
sei nun folgende Gleichung zu lésen:

(1) zttazd+ba24cx+d=0.

Wir betrachten zu diesem Zwecke jene Beziehung
zwischen den Punkten beider Reihen auf K, welche
durch die Gleichung
(2) m4an)&2+by2+cn+d)y=0
dargestellt wird.

Zu jeder Zahl & gehoren, wie aus der Gleichung (2)
folgt, zwei Zahlen 5 und umgekehrt zu jeder Zahl y
zwei Zahlen &.

Jedem Punkte & der ersten Punktreihe auf K ent-
sprechen daher zwei Punkte 5 der zweiten Punktreihe,
und jedem Punkte y der zweiten Punktreihe auf K ent-
sprechen zwei Punkte & der ersten Punktreihe.

Es wird auch vorkommen, daB einem Punkte der
ersten Punktreihe infolge (2) jener Punkt der zweiten
Punktreihe entspricht, welcher mit ihm zusammenfillt,
welcher also die gleiche Zahl trigt.

Man findet diese Doppelpunkte, indem man in
Gleichung (2) E—y =z

setzt. Man erhilt dann aus Gleichung (2) die Gleichung (1)
und erkennt, daB es vier solcher Doppelpunkte gibt, und
daB die zugehorigen Zahlen die gesuchten Wurzeln der
Gleichung (1) sind.

Die Auflésung der Gleichung (1) komm#t also
darauf hinaus, diese Doppelpunkte zu kon-
struieren.
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Zu diesem Zwecke miissen wir aber die durch die
Gleichung (2) festgelegte Verwandtschaft der
beiden Punktreihen auf K noch ndher studieren.

c) Es seien 5’ ein beliebiger Punkt der zweiten
Punktreihe auf K und & und & die ihm entsprechenden
Punkte der zweiten Punktreihe (resp. deren Zahlen).

Dann folgt aus Gleichung (2), daB3

g

Dem Punkte ¢ entspricht nicht nur Punkt 7/,
sondern vermdge der Gleichung (2) noch ein zweiter
Punkt 7”. Ebenso entspricht dem Punkte &’ aufler 7
noch ein zweiter Punkt der 5-Reihe, und zwar muBl dies
ebenfalls #” sein, da die Gleichung (2) nur & enthalt,
und daher fiir & und &, die sich nur durch das Vor-
zeichen unterscheiden, dieselbe wird.

Zwei Punkte & und & der ersten Reihe, welche
einem Punkte 5 der zweiten Reihe entsprechen,
entsprechen daherauch einund demselbenzweiten
Punkte #”.

Ebenso sieht man ein, dall zwei Punkte i’
und 7”, welche einem Punkte & entsprechen,
auch noch ein und demselben & entsprechen
miissen.

Durch die Gleichung (2) ist daher nicht nur eine
Verwandtschaft zwischen der Punktreihe £ und der Punkt-
reihe # hergestellt, sondern auch eine Verwandtschaft
zwischen den Punkten der Punktreihe & und eine zweite
Verwandtschaft zwischen den Punkten der Punktreihe 7 .

Und zwar entsprechen zwei Punkte & und &” der
Punktreihe £ einander, wenn sie ein und demselben
Punkte # der zweiten Punktreihe entsprechen.

Da aber zwischen diesen beiden Punkten & und &7
die Beziehung bestehen muf

5//: __5/’ ‘
so ist die Beziehung eine involutorische, d.h. die Ver-
bindungslinien sdémtlicher Punkte & und & gehen
durch ein und denselben festen Punkt S.

Zwei Punkte #’ und #” der Punktreihe » entsprechen
einander, wenn sie ein und demselben Punkte & der
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anderen Punktreihe entsprechen. Aus der Gleichung (2)
erkennt man sofort, daB auch die Verwandtschaft zwischen
7 und %” eine involutorische ist, daBl daher die Ver-
bindungslinien der Punkte % und 3” durch einen
festen Punkt S’ hindurchgehen.

d) Durch die Gleichung (2) sind also in der Ebene
von K zwei Strahlenbiischel S und S’ festgelegt:

Jeder Strahl s aus S schneidet K in zwei
Punkten & und &, welche ein und demselben 3’ der
Punktreihe 7 entsprechen. Sie entsprechen aber auch
(nach fritherem) ein und demselben Punkte »” der
anderen Punktreihe; »" und »” liegen auf dem Strahle ¢
aus §’.

Man erkennt, dafl jedem Strahle von S ein einziger
Strahl von S’ zugewiesen ist und umgekehrt. Die beiden
Strahlenbiischel sind in Verwandtschaft gesetzt, und
zwar erkennt man aus der Gleichung (2), daBl sie zu-
einander projektiv sind.

Die beiden Strahlenbiischel S und S’ erzeugen
daher einen Kegelschnitt X, , der A in vier Punkten
schneidet, welche die gesuchten Doppelpunkte der zwei-
zweideutigen Verwandtschaft zwischen den Punktreihen &
und » auf X sind.

e) Zur Bestimmung von K, gehe man folgendermaBen
vor: Man setze in die Gleichung (2) fiir 5 einen be-
stimmten Wert, z. B. 0 ein; dadurch erhdlt man zwei
Werte & und &”, deren Verbindungslinie s ein Strahl des
Biischels S ist. Nun setze man & in die Gleichung ein
und bestimme daraus den Wert 7”.

Verbindet man #»’ mit »”, so erhdlt man den ent-
sprechenden Strahl s’ des Bischels S’. Auf dieselbe
Weise bestimmt man noch zwei Strahlen des Biischels S
und ihre entsprechenden im Biischel S.

f) Damit ist gezeigt, wie man eine allgemeine
Gleichung vierten Grades mit Zuhilfenahme eines ein-
zigen, gezeichnet vorliegenden Kegelschnittes auflsen
kann.

Die Schnittpunkte von K, mit K kann man da-
durch bestimmen, daB man K, punktweise konstruiert
oder indem man einen Weg einschligt, der in der
néchsten Nummer erwihnt werden wird.

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 17
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4. Resultate der Arbeiten von Kortum und Smith iiber
die geometrischen Konstruktionsaufgaben dritten und vierten
Grades.

Kortum und Smith haben in zwei, von der Berliner
Akademie mit dem Steiner-Preise 1866 gekronten Ar-
beiten gezeigt, dall man jede geometrische Aufgabe
dritten und vierten Grades durch Schlagen von
Kreisbogen und Ziehen von geraden Linien streng
l6sen kann, wenn in der Ebene ein Kegelschnitt,
der aber kein Kreis sein darf, gezeichnet vor-
liegt.

Wir kénnen auf die Darlegung dieser Arbeiten der
Kiirze halber hier nicht eingehen und nur folgendes
erwidhnen:

Diese beiden Arbeiten haben deshalb ein so hohes
theoretisches Interesse, weil sie die direkte Fortsetzung
eines von Steiner betretenen Weges sind. Steiner hat
namlich (II. Abschnitt) gezeigt, da man alle quadratischen
Konstruktionen mit Hilfe der geraden Linie l6sen kann,
wenn ein Kreis samt Mittelpunkt zur Benutzung gezeichnet
vorliegt. Steiner hat also die zur Losung der quadra-
tischen Aufgaben notwendigen hoheren Hilfsmittel auf
das Minimum reduziert.

Zur Losung von Aufgaben dritten und vierten Grades
kommt man, wie wir wissen, mit dem Kreise allein nicht
aus, denn die Bestimmung der Schnittpunkte von Kreisen
fithrt nur auf Gleichungen zweiten Grades.

Zur Losung von derlei Aufgaben sind Kegelschnitte
oder hohere Kurven nétig, und es fragt sich wieder um
das Minimum der notwendigerweise hinzutretenden
Kurven.

Kortum und Smith haben nun gezeigt, daB nur
ein einziger, gezeichnet vorliegender Kegelschnitt zur
Losung simtlicher Aufgaben dritten und vierten Grades
notig 1st.

In der vorigen Nummer kamen wir auf eine solche
Aufgabe. Es war némlich ein Kegelschnitt K gezeichnet
gegeben und ein zweiter Kegelschnitt K; durch fiinf
Punkte (oder zwei >~ Strahlenbiischel); es waren die
Schnittpunkte dieser beiden Kegelschnitte zu suchen.
Zu diesem Zwecke braucht man K, nicht punktweise
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zu bestimmen; nach Kortum und Smith kann man
die Schnittpunkte durch bloBes Schlagen von Kreisen
und Ziehen von geraden Linien erhalten, indem man
den gezeichnet vorliegenden Kegelschnitt benutzt.

Ubrigens haben wir schon auf S. 253 gesehen, dafl
man alle Aufgaben dritten und vierten Grades mit
Hilfe eines einzigen Kegelschnittes durch blofes Schlagen
von Kreisen und Ziehen von geraden Linien l6sen
kann.

Die Parabel P auf S. 253 war ganz unabhingig
von der aufzulésenden Gleichung vierten Grades; die
Auflosung der Gleichung selbst geschieht dort durch
Hinzufiigen eines Kreises und der geraden Linien zu P.

§ 48. Auflosung der Gleichungen dritten Grades
mittels zweier rechter Winkel.

1. Gegeben sei die Gleichung
(1) et a2 a4+ ay =0,

wobei «,, @, , a,, ¢; rationale Zahlen sein sollen. Wir zeich-
nen den rechtwinklig gebrochenen Linienzug ABCDE,
dessen Seiten der Reibhe nach gleich Uy 5 g 5 Uy, sind.

Die ersten zwei Seiten «,, @, miissen aufeinander
senkrecht stehen, konnen aber sonst ganz beliebig an-
genommen werden. Fir die folgenden Seiten mufl nach-
stehende Regel beachtet werden:

»Zwei parallele Seiten des Linienzuges sind
gleich gerichtet oder nicht, je nachdem die ent-
sprechenden Koeffizienten der Gleichung un-
gleiches oder gleiches Vorzeichen haben.«

In Fig. 157 sind 4 B und CD gleich gerichtet, a, und a,
haben daher verschiedenes Vorzeichen. Ebenso sind BC
und D E gleich gerichtet; daraus kann geschlossen werden,
daBl @, und «, verschiedenes Vorzeichen haben.

Den Linienzug ABCDE nennt man den die linke
Seite der Gleichung repridsentierenden Linienzug®*).

*) Cremona, ,,Graph. Calcul®.
17*
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Wir nehmen im folgenden, um die Vorstellung zu
fixieren, a, und @, positiv an; @, und @; sind dann, der
Figur entsprechend, negativ.

Fig. 136.

2. Man trage nun in 4 den beliebigen Winkel o auf
(Fig. 156) und zeichne den neuen rechtwinkligen Linien-
zug AFGH; es ist dann:

B =aytgo =o0,2,
wenn:
tgw ==
gesetzt wird. Ferner ist:
FC =ayz+a,,
CG = (ayz + )z,
DG = ay x4 a2+ a,
(a, ist eine negative Zahl). Endlich ist:
EH=oay2° a2+ a, 2+ ag .
Fallt der Punkt H auf F, so ist
EH=0,
z=1tgw
eine Wurzel der aufzulésenden Gleichung.

also
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Aus dieser Betrachtung erkennt man, wie man die
Gleichung (1) aufzulésen hat: man braucht nur den
Winkel w so zu bestimmen, dafl der Linienzug 4 F'G H
in £ endet.

Einen derartigen auflésenden Linienzug kann man
aber mit Hilfe von zwei rechtwinkligen Dreiecken I
und II (Fig. 156) leicht finden, wie aus der Figur er-
sichtlich.

An Stelle des einen rechtwinkligen Dreieckes muB
in manchen Fillen ein rechter Winkel treten, wie z. B.
in Fig. 157.

3. Ist mit Hilfe der beiden rechtwinkligen Dreiecke
ein aufldsender Linienzug gefunden, so ist noch zu unter-
suchen, ob +tgw oder —tgw der Gleichung geniigt, d. h. es
ist zu untersuchen, in welchem Sinne <cw positiv ge-
zahlt werden mufl. Es la8t sich wohl dafiir eine Regel
aufstellen, doch ist es vorteilhafter, in jedem speziellen
Falle durch eine kleine Uberlegung festzustellen, ob das
gefundene x positiv oder negativ genommen werden mul.

Ist

ay =1,

so ist die Wurzel  durch eine Strecke X B gefunden.

Bemerkung. Damit wurde gezeigt, wie man jede
Gleichung dritten Grades und somit auch jede Gleichung
vierten Grades durch Zuhilfenahme von zwei rechten
Winkeln 16sen kann.

Die Losung selbst ist keineswegs eine ndherungsweise,
sondern eine strenge (§ 22).

Man bemerkt, dall der rechte Winkel das mach-
tigste der gewdhnlichen Zeichenhilfsmittel ist,
machtiger als der Zirkel; denn selbst mit Hilfe mehrerer
Zirkel ist man nicht imstande, hoéhere Aufgaben als
zweiten Grades zu losen.

Beim Zeichnen hat man nicht selten Aufgaben dritten
und vierten Grades zu 16sen. Um dieselben streng durch-
fiuhren zu konnen, hat man oft vorgeschlagen, den ge-
brauchlichen Zeichenhilfsmitteln noch ein hoheres, z. B. eine
Parabel (y2 + x = 0) beizufiigen. Man sieht aber aus
obigem, dall dies nicht nétig ist.
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§ 49. Konstruktion des regelmiiBigen Siebeneckes und
Neuneckes mit Hilfe von zwei rechten Winkeln.

1.Konstruktion desregelméfligenSiebeneckes.
Die Konstruktion des regelméfBigen Siebeneckes er-
fordert die Losung der Gleichung (§ 42, 1)

(1) YAy -2y —1=0.

Fig. 157.

Man zeichne jenen Linienzug 4 BCD I/ (Fig. 157), welcher
die Gleichung (1) reprisentiert, und suche nach vorigem
den auflosenden Linienzug AXYFE. Dann ist schon:

XB=y.

Nun suche man (§ 42,1) den Mittelpunkt H der
Strecke X B und errichte in H die Normale. Dieselbe
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schneidet den Kreis K in den Punkten 2 und 7 des ein-
geschriebenen Siebeneckes (Fig. 157).
2. Konstruktion des regelmédBigen Neuneckes.
Die Konstruktion des regelmiafligen Neuneckes héingt
ab von der Losung der Gleichung (§ 42, 2):

(2) ¥y —3y+1=0.

Diese Gleichung hat bekanntlich zwei positive und eine ne-
gative Wurzel, die groBere der beiden positiven Wurzeln ist:
9
y = 2 cos”. TS,
9
Zur Losung der Gleichung (2) zeichne man (Fig. 158)

den reprisentierenden Linienzug ABCD E und jenen auf-
l6senden Linienzug AXYE, fiir welchen

y=BX>1.
Aus dem Mittelpunkt H der Strecke BX findet man,

wie frither, die Punkte 2 und 9 des dem Kreise ein-
geschriebenen regelmaBigen Neuneckes (Fig. 158).
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§ 50. Visuelle Aufgaben dritten und vierten Grades.

Dies sind Aufgaben welche kein MaB enthalten,
also auch durch Projektion auf eine beliebige Ebene
ihren Wortlaut nicht indern und welche, rechnerisch
behandelt, auf Gleichungen dritten oder vierten Grades
fithren.

Die neuere Geometrie kennt zahlreiche visuelle Auf-
gaben dritten und vierten Grades. Eine Fundamental-
aufgabe vierten Grades ist folgende:

»Gegeben sind zwei Kegelschnitte durch je
fiinf Bestimmungsstiicke; es sind ihre Schnitt-
punkte zu bestimmen.

Diese Aufgabe lalt sich bekanntlich auf die Aufgabe
dritten Grades zuriickfiihren:

»von zwei Kegelschnitten kennt man einen
gemeinsamen Punkt und auflerdem je vier weitere
Punkte; die noch fehlenden drei Schnittpunkte
der beiden Kegelschnitte sind zu bestimmen.*

Letztere Aufgabe ist die Fundamentalaufgabe
dritten Grades.

Alle visuellen Aufgaben dritten und vierten
Grades lassen sich auf diese beiden Aufgaben
zuriickfiithren.

Eine wichtige Aufgabe dritten Grades ist die Be-
stimmung der Doppelpunkte einer ebenen Kollineation,
welche durch je vier Paar entsprechender Punkte ge-
geben ist; sie lafit sich auf die Fundamentalaufgaben
zuriickfiihren.

Jede Aufgabe dritten Grades hat wenigstens eine
reelle Losung und hoéchstens drei, gerade so wie jede
Gleichung dritten Grades mit reellen Koeffizienten immer
eine und hochstens drei reelle Losungen hat.

Die Resultate der Arbeiten von Kortum-Smith
lassen sich auch auf die visuellen Aufgaben dritten und
vierten Grades anwenden. Wir konnen aber auf diese
Aufgaben hier nicht ndher eingehen, sondern miissen auf
die Lehrbiicher der neueren Geometrie verweisen.
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IX. Abschnitt.

Geschichtliche Bemerkungen iiber die

Quadratur des Zirkels; niherungsweise

Rektifikation des Kreises; Regeln fiir
genaues Konstruieren.

§51. Geschichtliche Bemerkungen iiber die Quadratur
des Zirkels.

1. Die Quadratur des Zirkels fordert die Konstruktion
eines Quadrates, welches einem gegebenen Kreise inhalts-
gleich ist.

Man findet dasselbe, indem man ein Rechteck
zeichnet, welches den halben Umfang des Kreises als
Grundlinie, den Radius desselben als Hohe hat, und
dieses Rechteck in ein flichengleiches Quadrat ver-
wandelt.

Es kommt also nur darauf an, den halben Umfang
des Kreises zu konstruieren, den Halbkreis zu rekti-
fizieren. Ist der Radius des Kreises gleich 1, so ist der
halbe Umfang gleich =; die Aufgabe kommt daher
auch darauf hinaus, eine Strecke zu zeichnen,
welche genau gleich = ist.

Die Losung dieser Aufgabe ist ein altberiihmtes
Problem. Schon in dem ,,Papyrus Rhind* 2000 v. Chr.
wird die Aufgabe behandelt, einen Kreis in ein flichen-
gleiches Quadrat zu verwandeln und zu diesem Zwecke
folgende Vorschrift gegeben:
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266 IX. Abschnitt. Rektifikation des Kreises.

,,Man nehme § des Durchmessers als Seite des zu
errichtenden Quadrates.*
Da
$d=1318r und (1%)2= 316

ist, so bemerkt man, dal diese Vorschrift gar nicht so
ungenau ist, jedenfalls fiir alle Zwecke des Feldmessens
ausreicht.

Bei den Griechen ist die Quadratur des Zirkels und
damit die Berechnung von z eine oft behandelte Auf-
gabe. Zu ihrer Losung wurden auch wiederholt Kurven
erdacht.

Archimedes berechnete die Zahl 7 mit Hilfe der
dem Kreise eingeschriebenen und der ihm umschriebenen
Vielecke. Seine Methode wurde von Huyghens aus-
gebaut. Um dieselbe Zeit (1600) berechnete Rudolf
van Ceulen die Zahl » auf 20 Stellen; sie trigt auch
seither seinen Namen.

Ein Jahrhundert spiter werden beim Ausbau der
Differential- und Integralrechnung viele Entwickelungen
und Reihen zur Berechnung von = angegeben.

Besonders merkwiirdig ist die Wallissche Formel:

k14 2 2 4 4 6 6
3

B T T S

971
und die Leibnizsche Reihe:

a 1 1 1 1
it S B R

Es wurden auch Reihen angegeben, welche gestatten,
7 leicht zu berechnen. Gegenwirtig ist = bis auf
700 Dezimalstellen berechnet.

Die ersten zehn Dezimalstellen von = sind:

7= 31415926535 . ..

Lambert zeigte, dafl x irrational ist; Legendre
bewies, daf3 auch #? irrational ist*).

*} F. Rudio, ,Archimedes, Hugghens. Lambert, Le-
gendre. Vier Abhandlungen iiber die Kreismessung®, Leipzig 1892.
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Aber erst der jiingsten Zeit war es vorbehalten,
die Natur der Zahl = zu erkennen und damit das
Problem der Quadratur des Zirkels vollstindig zu er-
ledigen.

2. Man unterscheidet nimlich algebraische und
transzendente Zahlen. Eine Zahl ist algebraisch,
wenn sie die Wurzel einer algebraischen Gleichung mit
rationalen Koeffizienten ist.

Kann eine Zahl nicht als Wurzel einer solchen
Gleichung dargestellt werden, so nennt man sie eine
transzendente Zahl.

Lionville hat 1844 zuerst die Existenz trans-
zendenter Zahlen nachgewiesen. Georg Cantor hat in
einer grundlegenden Arbeit ,,Uber die Eigenschaften des
Inbegriffs algebraischer Zahlen* (Crelle J. Bd. 77, 1873)
die Existenz transzendenter Zahlen auf bedeutend ein-
facherem Wege gezeigt.

Es lag die MutmaBung nahe, dafi = eine solche
transzendente Zahl sei.

Hermite (Compt. r. 1873) bewies, daB ¢ eine trans-
zendente Zahl sei. Lindemann bewies in der Arbeit
., Uber die Zahl = (Math. Ann. 20, 1882) auf Grund der
Hermiteschen Arbeit zum ersten Male, dafl auch = eine
transzendente Zahl sei.

Die Entwickelungen von Lindemann wurden be-
deutend vereinfacht zuerst von Weierstrafl, dann von
Hilbert, Hurwitz, Gordan (Math. Ann. 43), so daf}
gegenwirtig der Beweis ganz elementar gegeben werden
kann.

Mit diesen Arbeiten ist das Problem der Quadratur
des Zirkels vollstindig erledigt, d. h. es ist streng nach-
gewiesen, daBl die Losung konstruktiv unmoglich ist.

Es ist aber damit nicht nur nachgewiesen, dall es
unmdéglich ist, mit Hilfe von Zirkel und Lineal eine ge-
rade Linie zu zeichnen, welche dem Umfange eines
gegebenen Kreises gleich ist, sondern es ergibt sich,
daB diese Aufgabe auch unméglich ist mittels eines
Ellipsenzirkels, Konchoidenzirkels oder iiberhaupt eines
Instrumentes, welches algebraische Kurven zeichnet.

Seine Lésung gelingt nur mittels eines Instru-
mentes, welches transzendente Kurven zeichnet.
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Es fillt nicht schwer, einen Apparat zu ersinnen,

welcher dazu brauchbare transzendente Kurven (z. B.
* y = arcsinx) zeichnet und damit = konstruiert.
' Ein Apparat, der zu diesem und noch manchem
anderen Zwecke dient, ist der besonders sorgféltig aus-
“gefithrte Integraph von Abdank Abakanowitz, Er
gestattet, zu einer gegebenen Kurve

y=r()
(der sogenannten Differentialkurve) die Integralkurve

Y= [f(z)dx
zu zeichnen. ’

§ 52. Niiherungsweise Rektifikation des Kreises.

Fir praktische Zwecke ist es wichtig, Methoden zu
haben, welche auf einfachem Wege Strecken konstruieren,
die dem Umfange eines vorgelegten Kreises nahezu
gleich sind.

Derlei Methoden wurden auch in groBier Anzahl ge-
geben. Es sollen im folgenden einige der wichtigsten
dargelegt, friiher aber eine Bemerkung eingeschaltet
werden.

1. Uber die Genauigkeit einer ausgefithrten Konstruktion.

a) Keines der verwendeten Zeichenhilfsmittel ist voll-
kommen.

Beim Einsetzen der Zirkelspitze in einem gegebenen
Punkte, beim Anlegen des Lineales an einem gegebenen
Punkte, beim Schlagen eines Kreisbogens, beim Zeichnen
einer geraden Linie werden selbst bei grofiter Sorgfalt
Fehler in die Konstruktion hereingebracht.

HEs ist zu bemerken, daf man beim Schlagen eines
Kreisbogens einen kleineren Zeichenfehler begeht als
beim Ziehen einer geraden Linie. Das verwendete Lineal
ist pimlich in seinem ganzen Verlaufe niemals genau
geradlinig; der Zeichenstift wird beim Ziehen der ge-
raden Linie auch nicht immer in derselben Entfernung
vom Lineal gehalten, einmal wegen der Abnutzung des
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Zeichenstiftes, dann wegen der unvermeidlichen Drehung
des Stiftes um seine Achse wihrend des Zeichnens der
geraden Linie.

b) Jeder Punkt einer Konstruktion wird bestimmt
durch den Schnitt von zwei Linien; dieselben haben aber eine
endliche Breite, so daf der mathematische Punkt inner-
halb eines Parallelogrammes, welches als Rhombus an-
genommen werden kann, zu liegen kommt. Daraus ent-
stehen beim Anlegen des Lineales an diesen Punkt und
beim Einsetzen der Zirkelspitze in demselben wieder
Zeichenfehler.

¢) Man kann wohl annehmen, daB beim Zeichnen
J; mm eine noch meBbare und unterscheidbare Strecke
ist und daB demnach der Fehler beim Einsetzen der
Zirkelspitze in einen schon konstruktiv gefundenen Punkt
(Fleck) oder beim Anlegen des Lineales an einen solchen
Fleck, daB endlich die Breite einer diinnen Konstruktions-
linie (Strichbreite) und der Durchmesser eines Fleckes
hochstens 0,1 mm betragen; sorgfiltiges Zeichnen voraus-
gesetzt.

d) Es wire fiir das praktische Zeichnen sehr wichtig
zu untersuchen, in welcher Weise der Fehler des Resultates
einer Konstruktion von den Zeichenfehlern der einzelnen
angewendeten Grundkonstruktionen abhingt, und wie
die ganze Zeichnung angelegt werden miiite, damit der
wahrscheinliche Zeichenfehler mdoglichst klein, die Ge-
nauigkeit des Resultates moglichst grof8 wird.

Derartige Untersuchungen, welche auf Grund der
Erfahrung nach der Methode der kleinsten Quadrate ge-
schehen miissen, wurden zuerst von Chr. Wiener in
seiner ,,Darstellenden Geometriec (Bd. 1, S. 187—190) in
einem speziellen Falle ausgefithrt. Von F. Klein wurde
(Anwendung der Differential- und Integralrech-
nung auf Geometrie, S. 3568ff) auf die Wichtigkeit
einer Fehlertheorie fiir die zeichnende Geometrie ein-
dringlich hingewiesen.

AnschlieBend daran sind in jiingster Zeit Arbeiten
erschienen, welche sich mit dieser Fehlertheorie be-
schiftigen; es sind die Inaugural-Dissertationen von:
F. Geuer (Die Genauigkeit geometrischer Zeich-
nungen, behandelt nach dem GauBschen Aus-
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gleichungsverfahren, Freiburg 1902), P. Béhmer
(Uber geometrische Approximationen, Gottingen
1904), K. Nitz (Anwendungen der Theorie der
Fehler in der Ebene auf Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal, Ko&nigsberg 1905). Letatere
Arbeit enthdlt die eingehendere Literatur der ganzen
Frage.

2. Wir wollen diese Betrachtungen auf die Niherungs-
konstruktionen fiir die Rektifikation des Kreises anwenden.

Da es unmoglich ist, eine Strecke zu zeichnen, welche
dem Umfange des Kreises, streng genommen, gleich ist,
so ist jede Konstruktion, welche diesen Zweck verfolgt,
eine niherungsweise, und das mittels derselben gefundene
Resultat wiirde sich auch bei ideal vollkommenen Zeichen-
hilfsmitteln von dem gesuchten Resultate um eine Strecke i
unterscheiden, welche sich berechnen 1iB3t.

Aufler diesem theoretischen Fehler f; tritt bei
der Ausfithrung der Konstruktion selbst noch ein Zeichen-
fehler f, hinzu. Der gesamte Fehler f ist also

f=h+t.

Soll f ein Minimum werden, so geniigt es nicht,
fi allein moglichst klein zu machen, es muB auch s
wahrscheinlich klein werden; £, ist im allgemeinen um so
grofer, je grofler die Anzahl der verwendeten Zeichen-
operationen ist.

Es gibt nun Néherungskonstruktionen, welche = bis
auf zehn Dezimalstellen theoretisch genau geben, so dafB
also f; kleiner ist als eine Einheit der zehnten Dezimal-
stelle. Da aber diese Konstruktionen sehr kompliziert
sind, so wird f, vielleicht schon eine Einheit der zweiten
Dezimalstelle ausmachen. Eine derartige Konstruktion
hat daher keinen praktischen Wert.

Eine Néherungskonstruktion wird dann prak-
tischen Wert haben, wenn sie méglichst wenig Zeichen-
operationen erfordert; es geniigt dabei, wenn f, kleiner
als 01 mm wird.

a) Eine praktisch meist ausreichende Nihe-
rungskonstruktion folgt aus dem Satze, daB
der Umfang des Kreises nahezu 3! des Durch-
messers ist.
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Da
31 — 314286 ,

so muf man mnoch
fi =—00013

hinzufiigen, um
7=01416

zu erhalten. Ist der Durchmesser des Kreises 10 cm, so
ist also f, ungefihr ! mm, d.h. fiir alle Kreise, deren
Radien kleiner als b cm sind, ist diese Konstruktion
vollstindig ausreichend.

b) Eine zweckmidfBige Methode zur Rekti-
fikation eines Kreisbogens besteht auch in dem
Abtragen kleiner, gleicher Sehnen auf dem Kreis-
bogen und auf einer Geraden.

Man begeht dabei wieder zwei Fehler, den theo-
retischen f;, welcher aus dem Unterschiede zwischen
Sehne und Bogen hervorgeht, und einen Zeichenfehlerf,,
welcher von der Ungenauigkeit des Ubertragens abhingt
und mit der Anzahl der Operationen zunimmdt.

Es wird sich nicht empfehlen, zu kleine Strecken auf-
zutragen, sondern fiir einen Kreis mit dem Radius 5 cm
z. B. eine Sehne von ungefihr b mm, also eine Sehne,
welche sich auf dem Kreise 20- bis 25 mal auftragen 1a6¢.

¢) AuBler diesen Niherungskonstruktionen gibt es
noch einige besonders bemerkenswerte Konstruk-
tionen, welche den ganzen oder halben Umfang oder
den vierten Teil des Umfanges direkt als Strecke ndherungs-
weise liefern.

Wir erinnern zunichst an die Konstruktion von
Mascheroni (§ 20). Sie gestattet, mit dem Zirkel allein
eine Strecke s zu finden, welche gleich 1-5711996 ist,
welche also dem vierten Teile des Kreises

2 = 16707963
nahe kommt.

Der theoretische Fehler f, betrigt dabei tgiqy; die
Konstruktion ist daher vollig ausreichend fiir Kreise,
deren Radien kleiner als 50 em sind.
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Da sie mit Hilfe des Zirkels allein in einfacher
Weise ausgefilhrt werden kann, so diirfte sie zu den
besten bekannten Rektifikationsmethoden zihlen.

d) Specht gibt (in Crelle J. Bd. 3) eine Methode an,
die sehr genaue Resultate liefert:

/D

CirB 4r A
Fig. 159.

Es sei der Kreis K mit dem Mittelpunkte O und
dem Radius r gegeben. Man ziehe den Durchmesser 0A
(Fig. 159), in 4 die Tangente und konstruiere die Punkte B
und C auf dieser Tangente so, daB

AB = Ilr,
BCO =12y

ist. Nun bestimme man auf dem Durchmesser 0.4 jenen
Punkt D, fiir welchen

iD-0F

ist, und ziehe durch D die Parallele zu OC.

Die Strecke A F ist nahezu gleich dem Umfange des
Kreises.

Es ist nidmlich

Daher

AE — %VTMS — . 6283184 ,
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wihrend der berechnete Umfang

u=r-628318H

betragt. ,
Der theoretische Fehler f; ist folglich —— - . Diese

Methode besitzt, theoretisch genommen, eine sehr grofie
Genauigkeit; erst bei einem Radius von 100 m wiirde
fi = +y mm sein.

e) Es soll noch eine einfache Nadherungs-
konstruktion gegeben werden.

K sei der zu rektifizierende Kreis und AB ein
Durchmesser desselben
(Fig. 160).

Man ziehe in 4 die
Tangente an den Kreis,
bestimme den Punkt C /g
so, daB

< C0A = 30°

ist, ferner auf der Tan- i
gente jenen Punkt D,
fiir welchen ¢

D = 3» Fig. 160,

betréigt. L

Dann ist BD nahezu der halbe Umfang des
Kreises.

Es ist ndmlich

daher

und
W” 2
J}‘D=r]/4+~(i—‘/§)=g 120 — 183

=r. 3141533 ,

Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 18

htto://www.dmg-lib.de



274 IX. Abschnitt. Rektifikation des Kreises.

wahrend

;ﬂ — 7. 3141593 .

Der theoretische Fehler f; ist daher gleich 45
also erst fiir einen Radius von 2 m betrigt f; = {; mm.

§ 53. Regeln fiir genaues Konstruieren.

1. Die beiden Punkte 4 und Beiner Konstruk-
tion seien durch eine gerade Linie g zu ver-
binden (Fig. 161); A und B sind dabei (S. 269, b)
durch den Schnitt von je zwei Linien von endlicher
gleicher Breite gegeben.

Fig. 161.

A und B liegen demnach je in einem Bereiche,
der fiir unseren Zweck als Kreis angesehen werden
kann.

Beim Anlegen des Lineales an beide Punkte kann
man demselben nicht nur eine Lage geben, sondern
sehr viele; man kann es in einem Bereiche bewegen,
welcher durch die beiden XKreistangenten £, 7, zum
groBen Teile begrenzt wird, wobei # und #, als Streifen
von der Breite 0-1 mm angenommen werden kénnen.

Sucht man den Schnitt einer zweiten Geraden a
mit dieser gezeichneten Geraden g, so wird derselbe
innerhalb einer Strecke ««’ liegen, wenn die Ge-
rade @ fiir den Augenblick als unendlich diinn an-
genommen wird.

Man erkennt aus diesen Uberlegungen die Richtigkeit
folgender zwei Regeln, welche bei genauem Konstruieren
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§ 53. Regeln fiir genaues Konstruieren. 275

beachtet werden miissen (Wiener, ,,Darstellende Geo-
metrie, 1. Bd. S. 190).

a) Soll eine Gerade g in ihrem ganzen Verlaufe
moglichst sicher bestimmt sein, soist es angezeigt,
die sie bestimmenden Punkte 4 und B tunlichst
weit voneinander entfernt anzunehmen.

b) Soll der Schnittpunkt S von zwei Geraden g
und ¢ moglichst sicher bestimmt werden, so
empfiehlt es sich, beide Gerade durch Punkte zu
bestimmen, welche méglichst nahe dem gesuchten
Schnittpunkte S zu liegen kommen.

2. Gegeben seien zwei gezeichnete Gerade g, und g, ;
ihr Schnittpunkt S liegt in einem Rhombus von der
Breite der gezeichneten Linien.

Schneiden sich die beiden Geraden rechtwinklig, so
geht dieser Rhombus in ein Quadrat iiber; schneiden sie
sich unter einem sehr spitzen Winkel, so wird dieser
Rhombus eine sehr gestreckte Figur sein.

Will man diesen Schnittpunkt mit einem weiteren
Punkte P verbinden, so bemerkt man, daB diese Ver-
bindungslinie sich fiir beliebige Lagen des Punktes P
nur dann sicher bestimmen lafit, wenn der Winkel g, g,
nahezu ein rechter ist; ist dagegen der Winkel ¢, g, ein
sehr spitzer, so ist die Verbindungslinie PS nur dann
scharf zu zeichnen, wenn P innerhalb des spitzen
Winkels liegt.

Daraus ergibt sich eine Regel, welche auch bei ge-
nauem Konstruieren zu beachten ist.

c¢) Soll der Schnittpunkt S von zwei geraden
Linien g, und g, zur genauen Bestimmung beliebig
weiterer Geraden dienen, so miissen sich g, und g,
unter einem Winkel schnelden der wenig von
einem rechten Winkel abweicht. Zwei gerade
Linien g, und g,, die sich unter einem spitzen
Winkel schneiden, konnen aber auch zur sicheren
Bestimmung von geraden Linien dienen, wenn die-
selben nur kleine Winkel mit ¢, und ¢, bilden.

Man kann mit Wiener a. a. O. noch eine zu be-
achtende Zeichenregel aufstellen.

d) Man konstruiere nur mit Zirkel6ffnungen,
welche kleiner als 60° sind, da bei groBerer Zirkel-

18*
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276 IX. Abschnitt. Rektifikation des Kreises.

6ffnung durch das Federn der Zirkelspitze Un-
genauigkeiten in das Resultat kommen.

3. Auf Grund dieser Regeln fithrt Wiener a. a. O.
einige Elementarkonstruktionen aus. Wir wollen
nur eine derselben wiedergeben:

»Die Strecke AB sei moglichst genau zu hal-
bieren.«

Man nehme eine Strecke, welche wenig grofler als
1 AB ist, schlage damit Kreise um 4 und B und ver-
binde die so erhaltenen Schnittpunkte S, und S, .

Die Punkte S, und S, liegen nahe anemander ihre
Verbindungslinie erd daher im weiteren Verlaufe nicht
scharf bestimmt sein; aber ihr Schnittpunkt mit der
Strecke 4. wird sich in aller Schirfe ergeben (Regeln b
und c).
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X. Abschnitt.

Geometrographie.

§ 54. Die Annahmen von Lemoine.

1. Am Schlusse des vorigen Abschnittes wurden
einige Regeln iiber genaues Konstruieren gegeben und
vorher einiges iiber den wahrscheinlichen Fehler einer tat-
séchlich durchgefithrten Konstruktion gesagt.

Es wurde dabei erwidhnt, daB letztere praktisch so
wichtige Frage erst in jiingster Zeit untersucht wurde,
trotz der groflen Reihe von Jahren, in der man schon
geometrische Konstruktionen erdrtert.

Dies hat seinen Grund hauptsichlich darin, daf man
sich immer an die von den Alten iiberlieferte Weise hielt,
wonach eine Konstruktion als geldst betrachtet wird, so-
bald nachgewiesen wurde, durch welche Mittel sie sich
auf andere vorher durchgenommene Aufgaben zuriick-
fithren 1lift; die Konstruktion selbst wurde in vielen
Fillen gar nicht durchgefiihrt. Einfachheit und Genauig-
keit einer geometrischen Losung spielten daher gar keine
Rolle.

Jakob Steiner war wohl der erste, der in seinem
Werke (,,Die geometrischen Konstruktionen, aus-
gefiihrt mittels der geraden Linie und eines festen
Kreises*) ausdriicklich darauf hinwies, daB es etwas
ganz anderes ist, die Konstruktionen in der Tat, d. h. mit
den Instrumenten in der Hand oder bloBl, wie er sagt,
mit der Zunge auszufiihren.

Er sagt: , Es 148t sich gar leicht sagen, ich tue das
und das und dann jenes; allein die Schwierigkeit, und
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278 X. Abschnitt. Geometrographie.

man kann in gewissen Fillen sagen die Unméglichkeit,
Konstruktionen, welche in hoherem Grade zusammen-
gesetzt sind, wirklich zu vollenden, verlangt, dafl man
bei einer vorgelegten Aufgabe genau erwige, welche von
den verschiedenen Verfahren bei der ginzlichen Aus-
filhrung die einfachste sei, wie viel von dem, was die
Zunge etwas leichtfertig ausfithrt, zu umgehen sei, wenn
es darauf ankommt, alle tberfliissige Mithe zu ersparen
oder die grofite Genauigkeit zu erreichen.

Es kommt also mit einem Worte darauf an, zu
untersuchen, auf welche Weise geometrische Aufgaben
theoretisch oder praktisch, am einfachsten, genauesten
und am sichersten konstruiert werden konnen.*

Ein Teil seines Wunsches ist in Erfiilllung gegangen.

Die Theorie der Zeicheninstrumente, d. h. die
Fragen: welche Aufgaben kann man mit dem Zirkel
allein, mit dem Lineal allein, mit dem rechten Winkel
allein losen, ist, wie wir in den fritheren Abschnitten
gesehen haben, zu einem gewissen Abschlufl gebracht.

Die Frage der Einfachheit einer Konstruktion
soll in diesem Abschnitte erértert werden.

2. Gesetzt, es sei moglich, ein und dieselbe Aufgabe
auf mehreren Wegen konstruktiv durchzufiihren; es liegt
dann die Frage nahe, welcher von diesen Wegen der
einfachste sei.

Man wird darauf sofort antworten: Derjenige, welcher
bei der tatsachlichen Ausfiihrung weniger Linien enthilt.

Es ist auch vielfach gebrauchlich (Wiener, Dar-
stellende Geometrie 1. Bd.), bei gelosten Aufgaben
die Anzahl der gezeichneten Kreise und Geraden an-
zugeben.

Lemoine geht etwas weiter; er bestimmt nicht nur
die Anzahl der gezeichneten Linien, sondern zédhlt
dazu noch die vorbereitenden Operationen, wo-
runter er das Anlegen eines Lineales an einen Punkt
und das Einsetzen des Zirkels in einem gegebenen Punkte
versteht.

Er nimmt an: Jede mittels Zirkel und Lineal
zu zeichnende Konstruktion setzt sich aus vier
Elementaroperationen zusammen.

Diese Elementaroperationen sind die folgenden:
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1. Das Anlegen des Lineales an einen ge-
gebenen Punkt.

Lemoine bezeichnet dies mit: Operation R, oder
kurz: op: (R;). Das Anlegen des Lineales an zwei ge-
gebene Punkte bezeichnet er demgemiB mit: op: (2R,).

2. Das Einsetzen einer Zirkelspitze in einem
gegebenen Punkte oder in einem beliebigen Punkte
einer gegebenen geraden Linie.

Er bezeichnet dies mit: op: (C,). Das Einsetzen
der beiden Zirkelspitzen in zwei gegebenen Punkten be-
zeichnet er also mit: op: (2C,).

3. Das Ziehen einer geraden Linie lings des
Lineales.

Er bezeichnet dies mit: op: (R,).

4. Das Beschreiben eines Kreises oder eines
Kreisbogens.

Lemoine bezeichnet dies mit: op: (C,) .

Zu jeder ausgefiihrten Konstruktion gehort dem-
entsprechend ein Ausdruck

LBy 4+ LB, +mC +myC,.
Lemoine nennt diesen Ausdruck das Symbol der

Konstruktion.
AuBerdem setzt Lemoine die Summe

L4l +m +m=38,
L +m =K

und nennt S (Simplicité) den Koeffizienten der Einfachheit
oder auch den Grad der Einfachheit oder kurz die Ein-
fachheit der Konstruktion und E (Exactitude) kurz
die Genauigkeit der Konstruktion.

3. Wir wollen die Lemoineschen Annahmen an
einer Aufgabe erldutern.

,,Ein Winkel sei durch seine beiden Schenkel gegeben;
es ist die Halbierende desselben zu zeichnen.*

Man schligt zu diesem Zwecke gewdhnlich folgenden
Weg ein: Man setzt mit einer Zirkelspitze im Scheitel O
ein (1C,) und beschreibt einen Kreis mit einem be-
liebigen Radius (1C,), welcher die Schenkel des Winkels
in den Punkten 4 und B schneidet. Nun setzt man
in A mit derselben Zirkelofinung ein (1C,), schligt

die Summe
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280 X. Abschnitt. Geometrographie.

einen Kreisbogen (1(,), setzt hierauf mit derselben Zirkel-
6ffnung in B, ein (1) und zeichnet einen Kreisbogen (1),
welcher den Kreis mit dem Mittelpunkte A im Punkte 1)
schneidet. SchlieBlich legt man das Lineal in O und D
an (2.R,) und zieht die Linie OD (1R,).

Das Lemoinesche Symbol fiir diese Konstruktion
ist also:

op: (2R, + I, +3C, +3C))=(9; 5) (1 Gerade, 3 Kreise).

Das Symbol gibt die Gesamtheit der verwendeten
Elementaroperationen an, nicht aber die Reihenfolge, in
welcher sie angewendet wurden.

Die Zahl 9, welche der Gesamtheit der verwendeten
Elementaroperationen gleich ist, nennt Lemoine die
Einfachheit der Konstruktion. Die Zahl 5, welche die
Summe der vorbereitenden Operationen, also die Summe
der Koeffizienten von R, und () ist, bezeichnet Lemoine
als die Genauigkeit dieser Konstruktion.

4. Bei jeder Konstruktion gibt Lemoine das Symbol,
die Zahlen S und 7/, ferner die Anzahl der gezeichneten
Geraden und die Anzahl der gezeichneten Kreise an. ;

Wenn eine Aufgabe auf mehreren Wegen konstruktiv ‘
l6sbar ist, so nennt Lemoine diejenige Lisung, welcher
die kleinste Zahl S zukommt, die geometrographische.

Das Aufsuchen derartiger Losungen bildet die
Hauptaufgabe der Geometrographie Lemoines*).

§ b5. Kritik der Lemoineschen Annahmen
und Erweiterung derselben,

1. Lemoine nennt die Summe S sdmtlicher Ele-
mentaroperationen, welche bei einer ausgefiihrten Kon-
struktion vorkommen, die Einfachheit der Konstruktion.

Dies setzt voraus, dal obige Elementaroperationen
als gleichwertig anzusehen sind, was ihre Einfachheit
anbelangt; dariiber kann man aber verschiedener An-
sicht sein.

1
*) E. Lemoine, ,Géométrographie ou art des con- }
structions géométriques, Paris, Sammlung Scientia Nr. 18.
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Die meisten Zeichner diirften z. B. das Ziehen einer
geraden Linie fiir weniger einfach halten als das Anlegen
des Lineales an einen Punkt.

Aus der Erfahrung 148t sich nicht entscheiden,
welche von vier Operationen (S. 279) die einfacheren sind,
so dafl man sie mit Lemoine als gleichwertig an-
nehmen kann.

Man kann daher die Zahl S insofern mit der Ein-
fachheit in Beziehung bringen, als man behaupten kann:
,»von zwei konstruktiven Lésungen derselben Auf-
gabe ist diejenige die einfachere, fiir welche die
zugehorige Zahl S die kleinere ist.”

2. Die Summe E der vorbereitenden Konstruktionen,
also die Summe der Koeffizienten von I, und C, in dem
Symbol nennt Lemoine die Genauigkeit der Kon-
struktion.

Diese Annahme 148t sich keineswegs rechtfertigen.
Durch dieselbe wird die Genauigkeit der Konstruktion
nur in Abh#ngigkeit gebracht von dem Anlegen
des Lineales an einen Punkt und dem Einsetzen
der Zirkelspitze in einem Punkte; es wird also
angenommen, daB nur durch diese beiden Operationen
Fehler in die Zeichnung hineinkommen und dafl die
weiteren, ausfithrenden Operationen, das Zeichnen von
geraden Linien und das Schlagen von Kreisbogen, keine
Fehler hervorbringen.

Nun wissen wir aber nach friherem, daf3 be-
sonders das Zeichnen der geraden Linie aus mehreren
Griinden Zeichenfehler in die Konstruktion hineinbringt,
die groBer sind als jene, welche das Schlagen von
Kreisbogen erzeugt, und wahrscheinlich auch gréBer
als jene, welche aus dem Anlegen des Lineales an einen
Punkt und aus dem Einsetzen der Zirkelspitze in einem
gegebenen Punkte resultieren.

Die Zahl £ kann daher mit der Genauigkeit
der Konstruktion nicht in Beziehung gebracht
werden; sie hat keinen praktischen Wert fiir die Xon-
struktion. Wir wollen sie im folgenden immer weg-
lassen.

3. Lemoine unterscheidet fiir das Zeichnen mit
dem Zirkel zwei vorbereitende Operationen:
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1. Das Einsetzen der Zirkelspitze in einem gegebenen
Punkte.

2. Das Einsetzen der Zirkelspitze in einem beliebigen
Punkte einer Geraden.

Er unterscheidet beide Operationen durch besondere
Zeichen.

Wir haben sie der Einfachheit halber durch dasselbe
Zeichen C, bezeichnet*).

4. Oben wurde erwihnt, dafl es schon lange iiblich
ist, die Anzahl der gezeichneten Linien als Malfistab fiir
die Einfachheit einer Konstruktion zu betrachten.

Man muB aber zugestehen, daBl erst infolge der
Anregungen Lemoines ein allgemeines Interesse an der-
artigen Fragen der Geometrie entstand, die Losungen
der Aufgaben wirklich durchgezeichnet, ihre Symbole
aufgestellt, ihre Einfachheit aufgesucht wurden und
darnach gestrebt wurde, einfachere Konstruktionen zu
erhalten.

Dabei bestitigte sich das oben zitierte Steinersche
Wort, daB es etwas ganz anderes sei, die Konstruktion
tatsidchlich oder bloB mit dem Munde durchzufiihren.

Es stellte sich heraus, daB selbst die uns iiber-
lieferten fundamentalen, planimetrischen Konstruktionen
zu vereinfachen oder sogar durch einfachere zu ersetzen
sind, natiirlich nur unter der Voraussetzung, dafl das Wort
Einfachheit in dem oben definierten Lemoineschen Sinne
genommen wird.

Auch bei komplizierteren Konstruktionen ergab sich,
daB nicht selten Konstruktionen, die allgemein als die
-einfachsten und elegantesten Losungen der Aufgabe galten,
bei ihrer tatsichlichen Ausfilhrung und nach der genauen
Bestimmung des Symboles der Durchfiihrung hinter Kon-
struktionen zuriicktraten, welche als weniger einfach und
elegant galten, was ihre Einfachheit anbelangt.

So z. B. gilt die in § 7 gegebene Gergonnesche
Methode allgemein als die eleganteste und einfachste
Losung des Apollonischen Beriihrungsproblemes. Fiihrt
man die Konstruktion durch, so bemerkt man jedoch,

*) Ebenso J. Reusch, ,,Planimetrische Konstruktionen
in geometrographischer Ausfithrung¢, Leipzig 1904,
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daB die ihr zugehéorige Zahl S groBer wird als die, welche
aus scheinbar weniger einfachen Losungen dieses Problemes
resultieren *).

5. AuBer dem Zirkel und dem Lineale werden
beim Zeichnen noch das Parallellineal (zwei par-
allele Linien in konstantem Abstande) und der beweg-
liche rechte Winkel (etwa aus Holz) verwendet.
Soll man z. B. zwei parallele, sonst aber beliebige Gerade
ziehen, so wird man dieselben nicht konstruieren,
sondern einfach lings der beiden Kanten des vorhandenen
Parallellineales gerade Linien ziehen und damit das Ge-
wiinschte erhalten.

Soll man, um ein anderes Beispiel zu geben, in dem
Punkte P einer gezeichneten Geraden g die Normale auf g
errichten, so wird man diese Konstruktion nicht mit
dem Zirkel und der geraden Linie durchfiihren, sondern
man wird den beweglichen Winkel (das rechtwinklige
Dreieck) richtig anlegen und die gesuchte Gerade sofort
erhalten.

Das Lineal und der rechte Winkel miissen dabei
moglichst korrekte Zeicheninstrumente sein, um genaue
Resultate zu erhalten; dieselbe Forderung mul} aber fiir
jedes Zeicheninstrument gestellt werden.

Sowohl das Parallellineal als auch der rechte Winkel
geniigen jedes fir sich allein, um jede quadratische Kon-
struktionsaufgabe zu losen, wie im IV. Abschnitte aus-
einandergesetzt wurde. Die Konstruktionen mit dem
Parallellineal haben fiir viele Zwecke, z. B. fiir die Feld-
meBkunst, besonderen Wert, und der rechte Winkel ist,
wie wir in § 48 gesehen haben, sogar ein sehr méchtiges
Zeicheninstrument, da man mit mehreren rechten Winkeln
zusammen auch Aufgaben dritten Grades streng kon-
struktiv 16sen kann.

*) Was die Literatur dieses Gegenstandes anbelangt, so
sind auBer der schon erwihnten Originalarbeit von Lemoine und
der zusammenfassenden auch schon angegebenen Arbeit von Reusch
noch zu nennen: R. Giintsche, Beitriige zur Geometrographie,
Archiv f. M. u. Ph. 3. Reihe, 3. u. 6. Bd.; Sitzungsberichte der
Berliner mathematischen Gesellschaft, 1902; Zeitschrift f. math.
und naturw. Unterricht 1903; Unterrichtsblitter fiir Math., und
Nat. 1902; H. Bodenstedt, Unterrichtsblatter fir Math. und
Nat. 1904.
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Es empfiehlt sich daher, die Grundoperationen
nicht auf die gerade Linie und den Kreis zu be-
schrinken, sondern sie auch auf das Parallellineal
und den beweglichen rechten Winkel zu erweitern,
da diese Instrumente beim tatsichlichen Konstruieren
auch verwendet werden.

Wir wollen demnach die Lemoineschen Ele-
mentaroperationen durch folgende erweitern:

A) Mit dem Parallellineal (zwei parallele Linien in
konstantem Abstande) kann man folgende zwei neue
Elementaroperationen vornehmen:

a) Man kann das Parallellineal so in die
Zeichenfliche legen, dalBl eine seiner Kanten mit
einer schon gezeichneten Geraden zusammenféllt.
(Siehe Aufgabe 166, Fig. 98.)

Wir wollen diese Operation als gleichwertig mit dem
Anlegen des Lineales an zwei gegebene Punkte annehmen
und sie daher mit: op: (2R,) bezeichnen.

b) Bei manchen Konstruktionen (sieche Auf-
gabe 165) ist es notig, das Parallellineal so in die
Zeichenfliche zu legen, daB eine seiner Kanten
durch einen gegebenen Punkt geht, wihrend die
zweite seiner Kanten durch einen zweiten ge-
gebenen Punkt geht.

Diese Operation betrachten wir auch als gleichwertig
mit dem Anlegen des Lineales an zwei gegebene Punkte
und bezeichnen sie daher mit: op: (2L)).

B) Mit einem rechten Winkel (etwa aus Holz)
kann man folgende drei neue Elementaroperationen vor-
nehmen:

a) Man kann den rechten Winkel so legen,
daB einer seiner Schenkel auf eine schon ge-
zeichnete gerade Linie zu liegen kommt: op: (2F,).

b) Beimanchen Aufgabenmufi mandenrechten
Winkel so in die Zeichenfliche legen, da jeder
seiner Schenkel durch gegebene Punkte hindurch-
geht: op: (2R,).

c) Manche Aufgaben (siehe Aufgabe 176) fordern,
den Winkel so zu legen, dafl sein Scheitel auf
eine gezeichnet vorliegende Linie zuliegen kommt.

Wir bezeichnen dies mit: op: (W)).

http:/Amww.dmg-lib.de




§ 5. Erweiterung der Lemoineschen Annahmen. 285

Legt man den rechten Winkel so in dieZeichen-
fliche, daB sein Scheitel auf dem gegebenen
Punkte P der gegebenen Geraden g fallt und
einer seiner Schenkel auf g zu liegen kommt, so
ist diese Operation demnach op: (£, + Wy).

C) Wir nehmen endlich an, es sei n6tig, den
rechten Winkel so zu legen, dafl sein Scheitel auf
einer geraden oder krummen Linie sich befindet,
aullerdem sei die Lage des Scheitels durch einen
hinzugefiigten Punkt zu markieren.

Wir bezeichnen diese Operation durch: op: (P).

4. Ein Beispiel soll diese Annahmen erldutern:

Zum Zwecke der Losung einer geometrischen Kon-
struktionsaufgabe (Aufgabe 176 z. B.) sei der rechte
Winkel so in die Zeichenfliche gelegt worden, dal} einer
seiner Schenkel durch den gegebenen Punkt A, der
andere durch den gegebenen Punkt B hindurchgeht,
aullerdem sein Scheitel auf der geraden Linie g zu
liegen kommt und dal die Lage des Scheitels markiert
werden multe.

Das Symbol dieser Konstruktion ist dann:

op: 2R, + W, + 1) .

5. Wir wollen nun diese (Nr.3) Elementarkon-
struktionen jenen von Lemoine hinzufiigen, ferner
wollen wir sie simtlich als gleichwertig und ihre
Summe S als mafBigebend fiir die Einfachheit der aus-
gefithrten Konstruktion annehmen.

Bemerkung. Es ist nicht moglich, die Gleich-
wertigkeit dieser Operationen nachzuweisen, man kann
diese Gleichwertigkeit nur annehmen.

Wir sind bei der Aufstellung der Bezeichnung der
Elementaroperationen von dem Standpunkte ausgegangen,
moglichst wenig neue Symbole einzufiihren.

Vorausgesetzt wird auch hier, daB alle benutzten
Zeichenhilfsmittel fiir jede vorliegende Konstruktion die
passende GroBe haben, also weder zu grofl noch zu klein
sind. Dieselben Annahmen macht auch Lemoine von
seinen Zeichenhilfsmitteln.

Nicht selten ist jedoch die tatsdchliche Ausfiithrung
einer Konstruktion nach der gewShnlichen angewendeten
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(,,normalen‘‘) Methode durch ungiinstige Lageverhiltnisse
erschwert oder unmoglich gemacht; wie man sich in
diesen Fillen helfen kann, haben: A. Wittihg, Geo-
metrische Konstruktionen, insbesondere in be-
grenzter Ebene (Progr. Nr. 564, Gymn. z. h. Kreusz,
Dresden 1899) und Paul Ziihlke, Ausfiithrung ele-
mentar-geometrischer Konstruktionen bei un-
glinstigen Lageverhdltnissen (Progr. Nr. 150, Ober-
realschule zu Charlottenburg, Ostern 1906) gezeigt.

§ 6. Beispiele und Ubungsaufgaben.

1. In den folgenden Beispielen und Ubungsaufgaben
sollen nicht nur der Zirkel und das Lineal, sondern
auch das Parallellineal und der rechte Winkel als
gleichwertige Zeicheninstrumente angesehen werden,
wie es ja in der Praxis der Fall ist.

Es entsteht folgende zu l6sende Hauptaufgabe.

,»,Essind simtliche einfache und wichtige Kon-
struktionen durchzuzeichnen unter Benutzung
simtlicher Zeicheninstrumente; es ist jedesmal
das Symbol und die Einfachheit der Konstruktion
anzugeben, und insbesondere sind jene Kon-
struktionen zu suchen, deren Einfachheitsgrad
moglichst klein ist.«

Derartige geometrographische Konstruktionen
werden wirklichen praktischen Wert haben.

2. Im folgenden sollen nur einige der einfachsten
Konstruktionen durchgefiihrt werden unter Benutzung
simtlicher Zeichenhilfsmittel, es soll ihr Symbol und ins-
besondere ihr Einfachheitsgrad S bestimmt werden.

Die Zahl S;, welche bei einigen dieser Aufgaben
steht, bedeutet den geringsten Einfachheitsgrad, welcher
bisher bei diesen Konstruktionen erreicht wurde, wenn
man mit Lemoine nur Zirkel und Lineal als Zeichen-
hilfsmittel zuldft.

3. Hilfskonstruktionen.

209. Zwei aufeinander senkrechte, sonst aber
beliebige Gerade sind zu konstruieren.
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Die Losung erfolgt mittels eines rechten Winkels
op: 2R,), 8 =2(S8, = 8).

210. Gegeben sind die Gerade g und auf ihr
der Punkt P; es ist durch P die Normale = auf g
zu zeichnen.

Dies geschieht mittels des rechten Winkels

op: (B, + R, +W,), S=3(5"=8).

211. Gegeben ist die Strecke 4AB; es ist ihre
Symmetrale zu konstruieren.

Klassische Konstruktion. Man schlage die
Kreise A(r)*™, B(r) und verbinde die so erhaltenen
Schnittpunkte ¢ und D.

op: (2R, 4+ R, 4+ 2C, +2C), S=1.

Diese uns iiberlieferte, sogenannte klassische *), Kon-
struktion ist auch gleichzeitig jene mit dem kleinsten
Einfachheitsgrade.

(Wir haben in § 23 gezeigt, wie man eine Strecke
mit Hilfe des Lineales halbiert und in § 24, wie man
die Strecke mit Hilfe des rechten Winkels halbiert; man
stelle das Symbol fiir diese beiden Konstruktionen auf
und bestimme ihre Einfachheit.)

212. Gegeben sind eine Gerade g und auBer-
halb der Punkt P; es ist von P aus die Normale 2
auf g zu fallen.

Die Losung geschieht mit Hilfe des rechten Winkels:
Man lege denselben an g an, verschiebe ihn solange, bis
sein zweiter Schenkel durch P geht und ziehe dann die
gesuchte Normale.

op: 3R, + Ry), S=4(5Y=9).

213. Es sind zwei parallele, sonst aber ganz
beliebige Gerade zu ziehen. Dies geschieht mit
Hilfe des Parallellineales.

op: (2R,), §=2(57=8).

*) Reusch a. a. O,
**) 4(r) bedeutet den Kreis mit dem Mittelpunkte 4 und dem
Radius 7.
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214. Gegeben sei die Strecke ¢ und die Ge-
rade g; es ist eine Gerade z parallel zu g im Ab-
stande d von g zu konstruieren.

Man ziehe mit Hilfe des rechten Winkels auf g eine
beliebige Normale (2 R, -+ R,), trage vom Schnittpunkte
derselben mit ¢ die Strecke d mittels des Zirkels auf
(3C, + C,) und zeichne mit Hilfe des rechten Winkels
in dem so erhaltenen Punkte die gesuchte Parallele
z(W, + B, + R,); zusammen also:

op: (3R, + 2Ry +3C, + Cy +W,), S =10(8") =15) .

215.Gegeben sind die Gerade g und der Punkt P;

es ist durch P die Parallele zu ¢ zu konstruieren.
Wir wollen zunichst zwei Konstruktionen anfiihren,
welche bisher geome-

x P N trographisch waren*):
F a) Man Dbeschreibe

um P den Kreis P(r)

mit nicht zu kleinem

Radius (Fig. 162), auller-

g dem den Kreis 4(r), wo-

¢ durch man den Punkt
Fig. 162. erhilt. Schligt man den
Kreis C(r), welcher den
Kreis P(r) in dem Punkte D) schneidet, so ist PD die
gesuchte Linie x.
op: 2R, + R, +3C, +3C), S§=9.

b) Man schlage einen beliebigen durch P gehenden
Kreis K (Fig. 163), welcher g in 4 und B schneidet;
macht man nun mit dem Zirkel

BC=AP,
so ist PC die gesuchte Gerade z.
op: (2R + R, +4C, +20C), S=9.

Mit Zuhilfenahme des rechten Winkels schligt

man folgenden Weg ein:
Man legt den Winkel so in die Zeichenfliche, daf
einer seiner Schenkel mit ¢ zusammenfillt und der andere

*) Reusch a.a. O.
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Schenkel durch P geht (3 RB,), zieht durch P die
Normale »n auf g(R,), legt ferner den rechten Winkel so
an n, daB sein Scheitel auf P liegt und zeichnet x .

op: (4t +2R, +Wy), S=1.

Fig. 163,

216. Gegeben ist eine Gerade g und auf ihr
der Punkt P; durch P ist eine Gerade zu ziehen,
welche mit g den Winkel von 30° oder 4bH° ein-
schlieBt. '

/K

/

’/

VM

TP /A
\_/

Fig. 164.

a)¥) Man zeichne durch P einen Kreis K mit be-
liebigem Radius + und ferner den Kreis 4(r), wodurch
man den Punkt B erhilt (Fig. 164); dann ist

<+ BPA = 30°
op: (2R, + R, +2C +2C,), S=7.

*) Reusch a. a. O,
Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen. 19
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b) Man zeichne mittels des rechten Winkels eine Ge-
rade » (Fig. 165) normal zu g in beliebigem Abstande von
P, (2R, + R,); nun setze man in O mit dem Zirkel ein
und beschreibe den Kreis O(P), (2 C; + C,); die Linie A P
schlieft mit g den verlangten Winkel von 45° ein.

op: (4R, + 2R, +2C, +C), S=9 (bisher 5§ =13).

™

A

43¢

g P 0
Fig. 165.

217. Es sei die Gerade g und auBerhalb der-
selben der Punkt P gegeben; durch P ist jene Ge-
rade z zu ziehen, welche mit g den Winkel von 30%
einschlief3t.

Fig. 166.

Man beschreibe den Kreis P(r) mit beliebigem, aber
hinreichend groBem Radius (Fig. 166), ferner den Kreis
A(r), welcher P(r) in B schneidet und den Kreis B(r),
wodurch man den Punkt C erhilt; PC ist die gesuchte
Gerade x .

op: (2R, + B, +3C +3G), §=9%).

*) Reusch a. a. O.
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(Man lose die Aufgabe fiir den Fall, da8 die Gerade x
mit g einen Winkel von 45° oder 60° einschlieBen soll
bei Benutzung sémtlicher Zeichenhilfsmittel.)

218. Gegeben sei der Winkel o, auBerdem eine
Gerade g und auf ihr der Punkt S; durch S ist
eine Gerade z so zu ziehen, daB der Winkel (zg)
gleich « wird.

Die klassische Konstruktion ist hier auch die
geometrographische; sie hat das Symbol

op: (2R, + R, +5C, +3C), S=11.

A W, B

Fig. 167.

219. Gegeben sei die Strecke AB; es ist §, 1,
1, 4 ... der Strecke zu bestimmen®*).

Man beschreibt (Fig. 167) die Kreise 4 (r), B(r) mit
beliebigem, aber nicht zu kleinem Radius und erhalt
dadurch die Punkte 1) und 7. Nun zeichnet man die
Linie AD und auf derselben die Punkte D,, D,, D, ...
so, daB

AD =DD, =D, D, = DD, — ...

Daraus erhilt man die Punkte X, , X, ... durch Ver-
binden des Punktes I’ mit D; respektive D), ...; es ist

XB=4AB, XB=}{4B, X,B=}A4B ...

*) Reusch a. a. O.
19*
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Man stelle das Symbol fiir die Konstruktion der auf-
einanderfolgenden Punkte X, X,, X; ... auf; man ver-
gleiche diese Konstruktion mit der in Aufgabe 110
(Fig. b7) gezeigten.

220. Gegeben sind eine Strecke 4B und zwei
beliebige Strecken m und »; es sind jene Punkte X
und Y der Geraden 4B zu konstruieren, fiir welche
die Proportion gilt:

AX: XB=m:n,
oder

AY:BY =m:n.

A ‘B Y
7
», D
’h,

Fig. 168.

Mit Hilfe des Parallellineales ziehe man durch 4 und P
zwei zueinander parallele, sonst aber beliebige Gerade A,
und h, (Fig. 168); (2 R, +2 R,) . Nun trage man mit Hilfe
des Zirkels die Strecken m und » (letztere zweimal) auf,
wodurch man die Punkte C, D, E erhilt; (6 C, + 2 ().
Endlich ziehe man die Linien CD und CE, womit die
Punkte X und Y gefunden sind.

op: (6R, +4R, +6C, +20C,), S=18(8, =20)*).

221. Gegeben sind drei Punkte 4, X, B einer
geraden Linie; es ist jener Punkt Y zu kon-
struieren, welcher von X durch 4 und B har-
monisch getrennt ist.

*) Reusch a. a. O.
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Bisher wurde der Einfachheitsgrad S, = 13 *) er-
reicht. Man trachte diesen Grad noch herabzusetzen
bei Benutzung simtlicher Zeichenhilfsmittel.

222. Zu drei gegebenen Strecken m, n, p ist
die vierte Proportionale zu konstruieren.

Es sei dabei vorausgesetzt, daB

n>p ist.

A) Wir wollen zunidchst die bisher geometro-
graphischen Lésungen angeben, also jene, welche nur
mit dem Zirkel und
dem Lineale ausgefiihrt
werden.

1.Konstruktion.

Man zeichne einen
beliebigen, aber hin-
reichend groflien Kreis K |
(Fig. 169), nehme auf X
den Punkt 4 beliebig
an und beschreibe die
Kreise 4(n), A(p —mn),
wobei p —n aus den
gegebenen Strecken p
und » mit Hilfe des Fig. 169.

Zirkels bestimmt wurde.

Den Schnittpunkt B des Kreises A4 (1 — p) mit K verbinde
man mit 4, wodurch man auf dem Kreise A(z) den
Punkt C erhdlt. Nun suche man auf K jenen Punkt,
fiir welchen

CD =m

ist, und ziehe die Linie CD, welche K in einem zweiten
Punkte F schneidet. Dann ist:

EC=x,
denn nach dem Sekantensatze ist:
MeX="n"p.

op: (4R + 2R, +10C, +5C,), S=21.

*) Reusch a. a. O.
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2. Konstruktion.

Dieselbe beruht auf folgendem Satze: 4 BC sei ein
dem Kreise K eingeschriebenes Dreieck (Fig. 170);
ferner sei 4D parallel BC
und AX eine beliebige
durch A gehende Gerade,
welche K aullerdem in
dem Punkte Y trifft.
Dann ist:

AX.-DY =AB-AC.

(Der Beweis dieses Satzes
ergibt sich aus den &hn-
lichen Dreiecken I’ BY und
ABX.)
Fig. 170. Zur Konstruktion von
zeichne man darnach den
Kreis K (Fig. 170), nehme 4 an und konstruiere:

AB=n, AC=p, CD=AB, DY=m.

Zieht man nun AY, so ist 4AX die gesuchte vierte
Proportionale.

op: (4R, + 2R, +10C, +5GC,), S=21.

Bemerkt sei, daB beide Konstruktionen dasselbe
Symbol S haben.

B) Laft man noch das Parallellineal (zwei par-
allele Linien in konstantem Abstande) als Zeichenhilfs-
mittel zu, so 148t sich diese Zahl S herabdriicken:

Man ziehe mit dem Lineale zwei parallele, sonst
aber beliebige gerade Linien (2 R,), nehme auf einer der-
selben den Punkt 4 an (Fig. 171) und bestimme mit
Hilfe des Zirkels den Punkt I3 so, daBl 4 B gleich » wird;
hierauf ziehe man die Linie AB und konstruiere (wieder
mit dem Zirkel) BC gleich m und CD gleich p.

Verbindet man endlich C mit D und bringt diese
Linie mit der Parallelen durch 4 zum Schnitt, so ist DFE
das gesuchte x.

op: (4R, + 4R, + 90, +3C,)., S§=20.
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Man bemerkt, daB es mit diesen Zeichenhilfsmitteln
gelungen ist, S um 1 herabzudriicken.

(Man trachte mit den erweiterten Zeichenhilfsmitteln
Konstruktionen zu finden, bei welchen S noch kleiner wird.)

4

/]

Fig. 171.

C) Zur Konstruktion der vierten Proportio-
nalen z zu m, n, p sind ferner Methoden angegeben
worden, die sehr einfach sind und nur den einen
Ubelstand haben, dafl sie verlangen, 2m sei gréBer
als selbst das grofere der beiden inneren Glieder der
Proportion:

min=p:r.

Wir wollen diese Methoden jetzt darstellen:

1. Zunichst erinnern wir an die in § 18 gegebene
Mascheronische Konstruktion zur Bestimmung der
vierten Proportionalen. Dieselbe hat das Symbol

op: (9C, +HGC), S=14.

2. Eine andere Konstruktion mit alleiniger Benutzung
des Zirkels hat Lemoine aus folgendem Satze abgeleitet:

,»In jedem Dreiecke ist das Produkt aus zwei
Seiten gleich dem Produkte aus der doppelten
Hoéhe auf die dritte Seite und dem Radius des
umgeschriebenen Kreises.*

(Dieser Satz ist ein spezieller Fall desjenigen Satzes,
welcher bei der zweiten Konstruktion (S. 294) benutzt
wurde.)
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Zur Konstruktion der vierten Proportionalen zu

m, n, p schligt man darnach folgenden Weg ein:
Man zeichnet einen Kreis mit dem Radius m
und nimmt auf demselben den Punkt A beliebig an
(Fig. 172). Nun schligt man
B den Kreis A(n), welcher K in B
B~ » ¢ schneidet, und den Kreis B(p),
welcher K in C trifft. Kon-
struiert man endlich den Kreis
C(p), welcher den Kreis 4 (n)

in D schneidet, so ist

/ AD =z,
denn B D) ist die doppelte Hohe
des Dreieckes 4 B( .
Fig. 172. op: (9C; +40C,), S=13.

Die geraden Linien #, p, z der Figur brauchen
nicht ausgezogen zu werden; man bemerkt, daB daher
die ganze Figur mit dem Zirkel allein ausgefiihrt werden
kann. Sie verlangt aber, daB 2m > p sel.

Fig. 173.

3. Giintsche gibt a. a. O. eine bemerkenswerte
konstruktive Losung der in Rede stehenden Aufgabe.
Sie beruht auf folgendem Satze:

»Sind K und K’ (Fig. 173) zwei Kreise mit den
Radien m resp. p und zieht man durch einen ge-
meinsamen Punkt 4 der beiden Kreise eine be-
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liebige Gerade, welche K in X und K in X’
schneidet, so ist immer:

BX:BX =m:p,

wobei B der zweite gemeinsame Punkt der beiden Kreise ist.
(B AX ist Peripheriewinkel in beiden Kreisen; da-
her ist Dreieck BM X &hnlich dem Dreiecke B M'X".)
Die aus dieser Eigenschaft folgende Konstruktion
hat das Symbol:

op: @R, + R, + 7€, +3C,), S=13.

Man fiihre die Konstruktion durch.

223. Gegeben sind zwei Strecken m und »; es
ist die dritte Proportionale x der beiden Strecken
zu bestimmen; z mul also folgende Proportion be-
friedigen:

min="n:z.

Man wende die in der vorigen Nummer gezeigten Methoden
zur Losung dieser Aufgabe an und suche die geometro-
graphische Konstruktion.

224. Gegeben sind zwei Strecken m und n; es
ist die mittlere Proportionale dieser beiden
Strecken zu bestimmen. Es ist also die Proportion

m:rx=x:n

konstruktiv aufzulGsen.

Man kann immer m > % voraussetzen.

Wir wollen zunéchst die bisher geometrographischen
Konstruktionen angeben; die zweite derselben ist eine
einfache Uménderung der ersten.

1. Konstruktion.

Man ziehe die Gerade g, nehme auf derselben den
Punkt A Dbeliebig an (Fig. 174) und beschreibe den
Kreis A(m), welcher g in B treffen mége. Nun bestimme
man mit dem Zirkel den Punkt C so, dafl BC gleich »
wird und suche dann jenen Punkt D, fiir welchen CD
gleich m ist. Beschreibt man endlich den Kreis D(C),
so ist CL (oder BE) das gesuchte .

Dabei ist folgende Bemerkung nicht unwichtig: Beim
Konstruieren des Punktes ( befindet sich die eine Zirkel-
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spitze in B; hierauf ist der Punkt D zu bestimmen, zu
diesem Zwecke hilt man gleich die Zirkelspitze in O fest
und setzt die zweite Zirkelspitze in 4 ein; auf diesem
Wege wird eine Elementaroperation erspart.

Die Konstruktion hat das Symbol

op: (R, 4+ 9C, +4GC,), S=14.

[
L = ~

— g D
A A —— _'&/_,/B

Fig. 174.

Beweis des angewendeten Satzes:
Der Abstand a des Punktes E der Figur von der
Geraden g ist

«]fmn "
daher ist T
CE = ]/(r’ + o Yman .

9

4

ba

A cC—5 1B

72

Fig. 175.

2. Konstruktion.
Man ziehe wieder die Gerade g, nehme auf der-
selben den Punkt A beliebig an (Fig. 175) und zeichne
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den Kreis A(m), welcher ¢ in B treffen moge; nun be-
schreibe man die Kreise B(n), C(n) und verbinde die
entstehenden Punkte 1), F miteinander. Die Strecke BF'
ist dann x.

op: (2R, +2R, + 70, +3C,), S=14.

225. Konstruktion inverser Punkte beziiglich
eines Kreises.

Gegeben sei der Kreis K (Fig. 176) und ein Punkt P,
etwa auBerhalb von K. Sucht man die Polare p von P
beziiglich X und bringt sie mit der Zentralen OP zum
Schnitt, so ist der erhaltene Punkt P’ der zu P beziig-
lich K inverse Punkt (§ 20).

Fig. 176.

a) Klassische Konstruktion.

Man ziehe OP, halbiere diese Strecke in M, be-
schreibe den Kreis M(0) und verbinde die so erhaltenen
Schnittpunkte B, und B, (Fig. 176).

op: (6R, + 3R, +4C, +3C,), S=16.

b) Man kann die Konstruktion mit Hilfe des
Zirkels allein durchfiihren (§ 20, 1).
Das Symbol wird dann:

op: (6C; +3GC,), S=8.

c) Konstruktion mit Hilfe des rechten Winkels.
Man lege den rechten Winkel so in die Zeichenflache,
daB seine Schenkel durch O und P gehen, sein Scheitel
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auf K zu liegen kommt und markiere diesen Scheitelort;
diese Konstruktion filhre man zweimal durch.

Die Verbindungslinie der markierten Punkte ist die
Polare p; ihr Schnittpunkt mit der Zentralen ist daher
der gesuchte Punkt 7.

op: (8RB, 4 2R, + 2W, + 2P,), S—14.

Die Konstruktion ist keineswegs eine naherungsweise,
sondern eine strenge. (Vergl. § 22,1.)

Auch mit dem Parallellineal allein kann man zu dem
gegebenen Punkte P den inversen Punkt P’ bestimmen,
Man suche diese Konstruktion.

Man findet, dafl die Konstruktion mit Hilfe des
Zirkels allein die geometrographische ist, auch
dann, wenn man Parallellineal und rechten Winkel als
Zeichenhilfsmittel zuldBt.

226. Konstruktion der Polaren eines Punktes
beziiglich eines Kreises K.

a) Klassische Konstruktion.

Die Losung erfolgt ganz wie in der vorigen Aufgabe
(Fig. 176)

op: (61 + 3R, +4C, 4+ 3C,), S=16%*).

b) Konstruktion der Polaren mit Hilfe des
rechten Winkels.

Man geht ganz so vor wie in der vorhergehenden
Nummer, nur erspart man sich das Zeichnen der Zentralen.
op: (6R, + R, +2W, +2P), S=11.

227. Konstruktion der Ahnlichkeitspunkte von
zwel Kreisen.

Lemoine findet dafiir als kleinste Zahl S die Zahl 17.
Dieselbe 1403t sich bei Benutzung des Parallellineales (zwei
parallele Linien in konstantem Abstande) vermindern:

Es seien die beiden Kreise K, und K, mit den Mittel-
punkten O; resp. O, gegeben. Man ziehe zunichst die
Zentrale der beiden Kreise; dann lege man das Lineal
so in die Zeichenfliche, dafl eine seiner Kanten durch O, ,
die andere durch O, geht, und ziehe die parallelen Linien
h, und k, lings der Kanten des Parallellineales. Diese beiden

*) Vergleiche Reusch a. a, O.
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Linien schneiden die Kreise in Punkten, welche richtig
miteinander verbunden (Fig. 177) die gesuchten Ahnlich-
keitspunkte liefern.
op: (8R, +5R,), S=13.
228. Hauptaufgabe.
Aus den wenigen vorgefiithrten Beispielen ersieht man,
daB bei Benutzung des rechten Winkels und Parallellineales

andere und oft einfachere Konstruktionen gefunden werden
als mit Hilfe des Zirkels und der geraden Linie allein.

\ b,

Fig. 177.

Da aber der rechte Winkel und das Parallellineal in
der Praxis als Zeichenhilfsmittel gebraucht werden wie der
Zirkel und die gerade Linie und die Untersuchungen
dieses Abschnittes iiberhaupt nur dann einen
Wert haben, wenn sie mit dem tatsdchlichen
Konstruieren in Beziehung stehen, so entsteht
die Aufgabe:

,Es sind simtliche einfache oder wichtige
Konstruktionen nochmals mit Benutzung sdmt-
licher Zeichenhilfsmittel durchzufiithren, ihr Sym-
bol nach den obigen, erweiterten Annahmen auf-
zustellen, ihr Einfachheitsgrad zu bestimmen;
insbesondere sind die geometrographischen L&-
sungen zu suchen.*
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