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Einleitung

Entropiezahlen und Approximationsgréfien sind reelle Zahlenfolgen, die Eigen-
schaften von Mengen bzw. Operatoren beschreiben. So sind die (dueren) Entro-
piezahlen einer Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) durch

en(A) = inf {5 >0: Jrg,...,2,: AC UUd(xi,e)}
i=1

definiert. Und fiir einen linearen stetigen Operator T € L(FE, F) wird ¢,(T) =
en(T(Ug)) gesetzt. Die Entropiezahlen konvergieren genau dann gegen Null, wenn
der Operator T" kompakt ist. Das Konvergenzverhalten dieser Zahlenfolge kann
als Grad der Kompaktheit eines Operators aufgefafit werden.

Entropiezahlen finden ihre Anwendung in der Analysis, Geometrie, Stochastik
und Approximationstheorie. Beispielsweise kann fiir 7' € L(FE, E) die Eigenwert-
folge A\, (T), die alle Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit und nach dem
absoluten Betrag geordnet enthélt, mit Hilfe der Entropiezahlen abgeschétzt wer-
den:

M(T) < V2 e9na(T),

dabei wird auch kiirzer e, (7") := e9n-1(T") geschrieben.

Im Mittelpunkt der Arbeit stehen fiir 1 < p < 2 p-konvexe Hiillen von abzéihlbar-
unendlichen Punktmengen in Hilbertrdumen. Fiir eine solche Menge M = {z; :
i € N} C H sei die p-konvexe Hiille als Bild der Einheitskugel von £, unter dem
linearen stetigen Operator

T:l,— H:(§)2 — Zfﬂi
=1

definiert. Ziel der Betrachtungen ist es, Zusammenhénge zwischen dem Aufbau
der Menge und gewissen Approximationsgrofien ihrer p-konvexen Hiille zu finden.
Genauer soll das Verhalten der sogenannten Gelfandzahlen der p-konvexen Hiille
untersucht werden. Fiir 7' € L(E, F') sind diese durch

cn(T) :=inf{||T|p]|: M CE A codim(M) < n}

definiert.

Im weiteren sollen die Voraussetzungen verschérft werden, das heifit, es soll eine
Zerlegung T' = SD, in einen linearen stetigen Operator S € L(¢,, H) und einen
Diagonaloperator D, : ¢, — £, mit monoton-fallender nichtnegativer Zahlenfolge
o = (0;) geben.



Ist p = 1 und fallt o logarithmisch, das heift fiir ein « > 0 ist o; < (log(i+1))~,
dann gibt es bereits von Carl, Kyrezi und Pajor ([CaKyPa]) bzw. im Grenzfall
a =1/2 von Li und Linde ([LiLi]) die Abschitzung

() < n=¢ yfir0<a<1/2
Cn ~ ..
n~Y2. (log(n + 1))Y27® | fiir a > 1/2

Fillt dagegen o polynomial (o; < i~%), dann ist nach [CaKyPa] ¢, (T) < n=/2-,
Diese Abschéitzungen sind alle asymptotisch optimal.

Der allgemeine p-konvexe Fall (1 < p < oo) ist bisher nicht betrachtet worden.
In dieser Arbeit werden die Félle 1 < p < 2 untersucht. So gibt es asymptotisch
optimale Abschétzungen sowohl fiir den polynomialen als auch fiir den logarith-
mischen Fall. Interessanterweise vereinfacht sich im logarithmischen Fall (o; <
(log(i + 1))~*) die Abschétzung zu einer Ungleichung ¢, (T) < (log(n + 1))@,
wéhrend im polynomialen Fall (o; < i7%) nach der Grofie von « differenziert
werden muf3

[un

1 ..
nz » ,furoz>1—%

{npzl'o‘ Jira<1 -1
p

Fiir den Grenzfall « = 1 — 1/p konnte keine Abschitzung gefunden werden,

aufgrund der Optimalititsbetrachtungen muf aber n='/2 < ¢, (T) gelten.

Im zweiten Teil werden die von Carl ([Cal] bzw. [Cad]) eingefithrten Entropie-
moduli betrachtet. Da diese aus den Entropiezahlen abgeleitet werden, konnen
sie sowohl fiir Mengen als auch fiir Operatoren definiert werden. Steht also X
fiir eine Menge bzw. einen Operator, dann wird der n-te Entropiemodul als
gn(X) = infren kv - ex(X) definiert. Mit Hilfe der Entropiemoduli sind unter
anderem Volumenabschétzungen moglich, so gilt zum Beispiel fiir eine beliebige
beschrinkte Lebesgue-mefibare Teilmenge A eines Banachraums F die Unglei-
chung (volg(A)/ voly(Up))"/* < g(A).

Fiir Diagonaloperatoren D, : ¢, — £, mit monoton-fallender nichtnegativer Zah-
lenfolge o = (0;) ist bereits von Carl und Stephani ([CaSt]) die Abschitzung

(H Ui) < gr(Dy) <6- <H Ui)

bekannt. Das Ziel ist es, eine Verallgemeinerung dieser Aussage fiir Diagonalope-
ratoren zwischen beliebigen Folgenrdumen zu finden. Diese wird natiirlich von
dem Verhéltnis der Volumina der Einheitskugeln in den beiden Folgenrdumen

abhéngen, das heifit es tritt der Faktor k= ke v auf.

1
k



Es wird gezeigt, daf§ fiir einen solchen Diagonaloperator D, : ¢, — ¢, die
Abschéatzung nach unten folgendermafien aussieht

) (i) o

Bei der Abschitzung nach oben mufl zwischen zwei Féllen unterschieden werden.
Auf der einen Seite ist fiir p < ¢
1
k E
i=1
andererseits gilt fiir p > ¢

H(Uz‘)fikHH : 1 : ‘
gk(Do>§<4+2'o_—k€ k- gai

Zu bemerken ist, dafl in beiden Féllen die Abschétzungen nach oben und unten
nicht asymptotisch gleich sind. Es wird gezeigt, dal die Abschatzung nach unten
asymptotisch optimal ist. Eine offene Frage ist, ob das auch fiir die Abschétzungen
nach oben gilt.

Diese Aussage fiir Diagonaloperatoren 1afit sich auf Operatoren zwischen belie-
bigen Banachrdumen verallgemeinern. Von Carl und Stephani ([CaSt]) existiert
die asymptotisch optimale Abschéitzung der Entropiemoduli durch die Approxi-
mationszahlen:

ge(T) < 10k - (H ai(T)> k .

=1

Die Frage ist nun, ob eine geringfiigige Vergréflerung des Index der Entropiemo-
duli, eine Verbesserung des Vorfaktors 10k ermdoglicht. So wird gezeigt werden,
daf fiir jedes 0 < e < 3

1
%
Jarer(T) S (L+e7" <| [ ti(T )

gilt, wobei t;(T") die Folge der Tichomirovzahlen bezeichnet. Dies widerspricht
nicht der Optimalitit der vorhergehenden Abschiitzung, da der Vorfaktor e~ fiir
¢ — 0 gegen unendlich strebt.

Schliellich werden Entropiemoduli von 1-konvexen Hiillen von préikompakten
Mengen in Banachrdumen vom Typ p betrachtet. Fiir Entropiezahlen gibt es
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das folgende Ergebnis von Carl, Kyrezi und Pajor ([CaKyPa|) bzw. Creutzig und
Steinwart ([CrSt]): Ist A eine prikompakte Menge in einem Banachraum vom
Typ p mit €,(A4) < (log(n +1))~%, dann gilt

n-¢ yfir0<a<1/2
cn(T) S < n~ Y2 log(n + 1) , fiir o =1/2
n~Y2. (log(n + 1))V/2=e  fiir a > 1/2

Ist nun die Ubertragung der bekannten Aussagen fiir Entropiezahlen auf die
Entropiemoduli moglich? Es wird gezeigt, dafl die Entropiezahlen genau dann
asymptotisch logarithmisch fallen (g4 (A) =< (log(k+1))~*), falls sich die Entropie-
moduli g,(A) asymptotisch wie n=* verhalten. Damit gilt fiir eine prakompakte
Menge A in einem Banachraum vom Typ p, deren Entropiemoduli asymptotisch
polynomial fallen (g,(A) < n~%), dal

n-¢ CMir0 < a< 1/p
gn(aco A) < n" ¥ log(n +1) fira=1/p
nv - (log(n + 1))171’_0‘  fir a > 1/p

ist.

Bedanken mochte ich mich bei meinem Betreuer, Prof. B. Carl, fiir seine Anre-
gung zu dem interessanten Thema dieser Dissertation, fiir seine Ratschlage, Hin-
weise und Anleitung. Weiterhin méchte ich dem Graduiertenkolleg ,, Analytische
und stochastische Strukturen und Systeme*fiir die freundliche Gewahrung meines
Stipendiums danken. Ebenso danken mochte ich meinen Kollegen fiir zahlreiche
Diskussionen, insbesondere Dr. I. Steinwart fiir das Korrekturlesen der Arbeit
und viele niitzliche Hinweise.



1 Grundbegriffe

1.1 Raume

Falls nicht explizit etwas anderes vereinbart wird, bezeichnen im folgenden £ und
F immer Banachriume und H einen Hilbertraum. Uy ist die abgeschlossene und

(O] g die offene Einheitskugel im Banachraum F£.

Fiir zwei Banachrdume E und F' wird der Raum der stetigen linearen Operatoren
zwischen ihnen mit L(E, F') bezeichnet. Der Teilraum von L(E, F'), in welchem
die Operatoren zusétzlich noch kompakt sind, wird mit X(E, F') bezeichnet. Jeder
Operator soll im weiteren stetig und linear sein, auch wenn dies nicht explizit
angegeben ist.

Wichtige Vertreter von Banachrdumen sind die Folgenrdume ¢,(1) (p > 1), die
fiir eine endliche oder abzéhlbar-unendliche Menge I aus allen p-summierbaren
Zahlenfolgen = = (&;);cr bestehen, das heifit aus Folgen fiir die die Norm

2]l = (Z I&I”)
i€l

endlich ist. Ferner gibt es den Banachraum (. (/) der beschriankten Folgen mit
der Norm

||| o := sup |&].
el

Ist I = N wird die Indexmenge weggelassen. Ist I endlich und & die Kardinalitét
von I, dann wird auch £} anstatt £,(I) geschrieben.

Zur Vermeidung aufwendiger Fallunterscheidungen soll in den weiteren Betrach-
tungen der Ausdruck 1 fiir 0 stehen.

Firl <p<o bezelchnet p' die Zahl, die den Ausdruck Sty = 1 erfiillt. Dann

gilt fiir 1 < p < oo, daB £,; der duale Raum von /¢, ist. (siche [Pil])

Die Folgenrdume lassen sich zu den Lorentzfolgenrdumen verallgemeinern. Eine
Zahlenfolge gehort zu dem Quasi-Banachraum ¢,, (0 < p,q < o0), falls fiir die
dem Betrage nach monoton-fallende Umordnung z = (§;) die Quasi-Norm

1
z||, = (Zl(l/pl/q |§|)> yfir0<p<oound 0 < g < oo
lpq " =

sup i'/? - |&| ,fir 0 < p < oound ¢ =

ieN
endlich ist. Fiir 1 <p < oound 1 < ¢ < oo ist [|-[|, = #&quivalent zu einer Norm
(siehe [Pil]), damit ist ¢, , in diesem Fall ein Banachraum.
Diese Definition ist eine Verallgemeinerung der Folgenrdume, denn fiir 1 < p <
oo gilt ¢, = £,,. AuBerdem existiert auf diesen Réumen eine lexikographische
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Ordnung, das heifit fiir ¢; < g9 ist £, 4, C €, 4, und fiir p; < py ist €, 41 C £py 0
(siche [Pil] oder [CaSt]).

1.1. Definition. Sei 1 < p,q < oo und o = (0;)$2, eine reelle Zahlenfolge, dann
wird ein Operator

Dy i by — Ly (&)1 (0:6)72,
als Diagonaloperator bezeichnet.

Jeder Diagonaloperator ist durch die Folge (0;)5°, seiner Diagonalwerte eindeutig
bestimmt. In [Pil] werden die Eigenschaften charakterisiert, die diese Zahlenfolge
erfiillen muf}, damit der Diagonaloperator wohldefiniert ist:

1.2. Satz. Seien 1 < p,q < oo und eme Zahlenfolge o = ()2, gegeben. Weiter
sei v so gewdhlt, daf - 1 max{g — 5 ,0} ist. Dann bildet o genau dann einen
Diagonaloperator von Ep in Ly, falls o € ¢, ist. Die Norm des von o erzeugten
Diagonaloperators D, ist gleich ||o]],.

Eine Zahlenfolge (&;) ist asymptotisch kleiner als eine Zahlenfolge (¢;) (& < ),
wenn eine Konstante ¢ > 0 exisitiert mit & < ¢ - (; fiir alle ¢+ € N. Sind die
beiden Zahlenfolgen sogar asymptotisch gleich & < ¢ < &, dann wird & =< (;
geschrieben.

Ein Banachraum E hat die metrische Lifteigenschaft, wenn sich jeder Opera-
tor T, der von E in einen Quotientenraum F'/Fy abbildet, fiir alle € > 0 zu einer
Abbildung T : E — F mit T = Q;OT und ||7|| < (14¢)| 7| liften 1i8t. Zum Bei-
spiel hat [;(7) fiir jede Indexmenge I die metrische Lifteigenschaft. (siehe [CaSt])
Umgekehrt hat ein Banachraum F' die metrische Fortsetzungseigenschaft,
wenn fiir jeden Operator T', der von einem Raum E, C F in F' abbildet, eine
lineare stetige Fortsetzung T : E — F mit ||T|| = || T existiert. Der Raum I, (1)
besitzt fir alle Indexmengen I die metrische Fortsetzungseigenschaft. (verglei-
che [CaSt])

Abschlielend noch einige Anmerkungen zu Abbildungen zwischen Rdumen. Eine
Injektion I : E — F heit metrisch, wenn fiir jedes = € E die Glelchung ||x|| =

||I(z)|| gilt. Ferner ist eine Surjektion S : £ — F metrisch, falls S(UE) UF
ist.

1.2 Entropiezahlen und Approximationsgréfien

Fiir einen Operator T' € L(E, F') ist die n-te (dulere) Entropiezahl (n € N)
definiert durch

5n(T)::inf{5>O:E|x1,..., T(Ug) Qsz—i—e UF}



Héufiger werden im weiteren die dyadischen Entropiezahlen
en(T) = E9n—1 (T)

gebraucht. Mit Hilfe der Entropiezahlen kann ferner der n-te Entropiemodul
definiert werden:

90(T) := inf ki - 4(T).

Weiterhin kénnen fiir n € N noch die Approximationszahlen
a,(T) :=inf{||T — A||: A€ L(E,F) A rank(A) <n}
definiert werden. Ferner gibt es die Gelfandzahlen
eo(T) :=inf {||TI};||: M CE A codim(M) < n}
und die Kolmogorovzahlen
do(T) == inf {||QXT||: NCF A dim(N) <n},

dabei ist IE die natiirliche Einbettung von M in E und Q% die Quotientenab-
bildung von F'in F//N. Ist schliefllich Qg : (1(Ug) — E : (T)vevy = D per, Tob
die kanonische metrische Surjektion und Jp : F' — Loo(Upr) = y = ((y,0))rev,,
die kanonische metrische Injektion, dann sind die Tichomirovzahlen definiert
durch

to(T) := an(JrTQE)

Die Beweise der folgenden Eigenschaften finden sich unter anderem in [CaSt],
[Pil] oder [Pi2].

Der Operator T ist genau dann kompakt, wenn die Entropiezahlen gegen Null
konvergieren. Dasselbe gilt fiir die Gelfand-, die Kolmogorov- und die Tichomi-
rovzahlen. Durch betrachten des Konvergenzverhaltens dieser Zahlenfolgen, ist
es moglich, einen Grad der Kompaktheit eines Operators einzufiihren.
Konvergieren die Approximationszahlen gegen Null, wird der Operator approxi-
mierbar genannt. Jeder approximierbare Operator ist kompakt. Umgekehrt gilt
diese Aussage im allgemeinen nicht (vgl. [En]).

1.3. Definition. Seien E, F'; G und H Banachraume, T,7T,,T, € L(E, F), S €
L(F,G) und R € L(G, H). Dann koénnen folgende Eigenschaften einigen oder
sogar allen obigen Zahlenfolgen zugeordnet werden

1. (Monotonie) Fiir alle s € {e,e,g,a,c¢,d,t} ist s1(T) > s9(T) > s3(T) >
...>0und s(T) = ||T]|.



. (Additivitit) Die Entropiezahlen erfiillen ey, (T} + Ts) < ex(T1) + €,(T2),
wéhrend fiir alle s € {e, a, ¢, d, t} die Ungleichung sgy,_1(T1+7T2) < sx(T1)+
sp(T») gilt. Die Entropiemoduli sind nicht additiv.

Die schwache Additivitdt besagt, dafl s, (T} + Ty) < s,(T1) + ||T3|| ist.
Damit gilt sie fiir alle s € {e,e,a,c,d,t}.

. (Multiplikativitét) Hier miissen vier Fille unterschieden werden. Bei den
Entropiezahlen ist e, (RS) < ex(R)e,(S) und bei s € {e, a, ¢, d} gilt die Un-
gleichung sxi,_1(RS) < sk(R)s,(9), ferner ist g,(RS) < gn(R)g,(S). Ein
Extrafall sind die Tichomirovzahlen, denn es gilt tx,—1(RS) < tx(R)d,(S)
und tgn—1(RS) < ¢k (R)t,(S).

. (Idealeigenschaft) Die Idealeigenschaft oder auch schwache Multipli-
kativitit ist eine Folgerung aus Monotonie und Multiplikativitét. Sie gilt
fir alle s € {¢,¢e,a,c,d,t} und besagt s,(RST) < ||R]| - s.(S) - ||T]|.

. (Rangeigenschaft) Die Rangeigenschaft s,(T) = 0 <= rank(T) < n
gilt fir s € {g,a,c,d, t}.

. (normbestimmende Eigenschaft) Sei s € {g,qa,c,d,t} und dim(E) > n,
dann ist s, (Ig) = 1.

. (Surjektivitét) Ist () eine metrische Surjektion und s € {¢, ¢, ¢,d, t}, dann
ist $,(T'Q) = s,(T'). Die Gelfandzahlen sind nicht surjektiv.

. (Injektivitat) Fiir jede metrische Injektion J gilt einerseits s,(JT) =
sn(T), falls s € {c,t} ist, andererseits ist s,(7) < 2 s,(JT) < 4 - 5,(T),
wenn s € {g,¢e, g} ist. Die letzte Ungleichung wird auch als schwache In-
jektivitit bezeichnet. Die Kolmogorovzahlen sind nicht injektiv.

Eine s-Zahlenfunktion ist eine Zahlenfolge, die monoton, schwach multiplika-
tiv und schwach additiv ist, aulerdem erfiillt sie die Rangeigenschaft und die
normbestimmende Eigenschaft. s-Zahlenfunktionen sind additiv, wenn sie fiir
Ty, T, € L(E, F) der Ungleichung sg1n—1(T1 +713) < s,(17) + s, (1) geniigen. Die
Approximationszahlen a,,, die Gelfandzahlen ¢, die Kolmogorovzahlen d,, und
die Tichomirovzahlen ¢, sind additive s-Zahlenfunktionen (vgl. [Pi2]).

Bei genauer Betrachtung der Definition der Entropiemoduli zeigt es sich, dafl es
gar nicht notwendig ist, den Index auf die natiirlichen Zahlen zu beschrinken. So
kann ein kontinuierlicher Entropiemodul definiert werden: Sei v eine positive
reelle Zahl, dann ist

g, (T) := ]irellfN kv - er(T).

Welche Eigenschaften haben diese verallgemeinerten Entropiemoduli?
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Die Monotonie ist klar, wobei die Gleichung g;(7") = ||T|| schon von den ganz-
zahligen Entropiemoduli bekannt ist. Die Multiplikativitdt, und damit auch die
Idealeigenschaft, folgt unmittelbar aus der Multiplikativitit der Entropiezahlen.
Analog iibertragt sich die Surjektivitiat und Injektivitdt von den Entropiezahlen
auf die Entropiemoduli. Die Proposition 1.3.1 aus [CaSt] liefert die Rangeigen-
schaft. Diese besagt ndmlich, da8 ein Operator 7' € L(E, F) genau dann vom
Rang m > 0 ist, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit

e kT S en(T) < 4-||T)|- ko

fir alle kK € N.

Sei ein beliebiges T" € L(E, F') gegeben. Besitzt F' die metrische Fortsetzungs-
eigenschaft, dann ist ¢,(7) = a,(7T). Hat andersherum FE die metrische Liftei-
genschaft, dann ist d,(T") = a,(T') (vgl. [CaSt]). Zwischen den Approximations-,
Gelfand- und Tichomirovzahlen gilt die Beziehung ¢,,(T") < ¢,(T") < a,(T).

Fiir den dualen Operator gilt nach [Pi2]:

1.4. Satz. Fir jeden Operator T : EE — F zwischen Banachriumen E und F' ist
(T < do(T) und d,(T") = c,(T).

Ist T kompakt, dann ist sogar c,(T") = dn(T).

Speziell fiir Diagonaloperatoren D,, : ¢, — ¢, gilt nach [Pi2] t;(D,) = a;,(D,) = o,

falls oy > 09 > 03 > ... > 0 ist.

1.3 Interpolation

Zwei Quasi-Banachriume Fy und F; bilden ein Interpolationspaar {Ey, E; },
wenn sie beide linear und stetig in einen linearen Hausdorffraum & eingebettet
sind. Die Radume Ey N F; mit der Quasi-Norm

2l o, = max{[|z||g, , [|2llg, }
und
Eo+E ={zxe€: Jxg€ Ey,r1 € By :x =20+ 21}
mit der Quasi-Norm
2| gy, = f{||zoll g, + [l21llg, © 0 € Eo, 21 € Er,0w =20 + 71}

sind ebenfalls Quasi-Banachrdume. Ein Zwischenraum F ist ein Quasi-Banach-
raum fiir den Egy N E; C F C Ey + E; gilt.

Die Menge L({Ey, E1},{Fv, F1}) umfaBt alle stetigen linearen Operatoren von
Ey + E; in Fy + F, deren Einschrankungen auf FE; (fir ¢ = 0, 1) stetige Abbil-
dungen von E; in F; sind.
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1.5. Definition. Eine Interpolationsmethode ist ein Funktor ®, der zu jedem
Interpolationspaar { Fy, F1} einen geeigneten Zwischenraum FEg liefert, so dafl die
Interpolationseigenschaft erfiillt ist:

Sei ein Operator T € L({Ey, E1},{Fo, F1}) gegeben, dann wird durch die Ein-
schrinkung von T auf Fg ein Operator T € L(Eq, Fg) induziert.

Ein Beispiel ist die reelle Interpolationsmethode. Sie liefert zu dem Interpolati-
onspaar {Ey, E1} den Zwischenraum (Ey, E1)y, (0 <Y <1und 0 < g < 00), der
aus allen x € Fy + E; besteht, fiir die

Q=

(f —Tﬂji(ﬂx)'da) , fiir ¢ < o0
0

sup7~? - K(7,7) , fir g = o0

2]l :=

endlich ist, wobei K (7,z) := inf{|[xo|| g, + 7 ||21]|p, : == 20 + 71} ist.
Wie sehen fiir konkrete Banachraume diese Zwischenraume aus? Fiir die Lorentz-
folgenrdume gilt nach [Pe:

1.6. Satz. Seten 0 < ¥ <1, 1 <pyg<p1 <ooundl < qy,q1,q9 < 0co. Dann gilt
; gl _ 19 | ¥
fur p mit 5= o T oo dafs
(gpo,qmgm,ql)ﬂ,q = lpq
1st. Dabei darf auch py = ¢ = oo sein.

Sei 0 < p,q < oo gegeben, dann heiflen die Elemente der Menge

LB F) = {S: E— F| l(sa()Ell,, < o0}

P
Operatoren vom s-Typ ¢, ,. Fiir Operatoren vom s-Typ ¢, , gilt (siehe [Ko]):

1.7. Satz. Sei s eine additive s-Zahlenfunktion. Ferner seien 0 < 9 < 1 und
0 < po < p1 < 00 gegeben, auflerdem p mit % = 11)—_019 + p%, dann ist

(US) (B, F), L9 _(E, F))

Po,00 p1,00

C LB, F).

9,00

1.4 Volumenverhiltnisse in Folgenrdumen

Fiir gewisse Abschétzungen ist das Verhéltnis der Volumina der Einheitskugeln
zweier k-dimensionaler Folgenrdume E’; und 65 von Interesse. Wie héngt diese
Zahl von k, p und ¢ ab?
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1.8. Lemma. Das Verhdltnis der Volumina der Einheitskugeln von ﬂ; und 6’;
(1 <p,q < o0) laft sich folgendermafen durch die Gammafunktion ausdriicken

volp(Ug) T +1)F-T(E +1)
voly,(Up) B F(% + 1)k - T(% +1)

Bemerkung. Genauer wird sogar gezeigt, dafl

L(+ 1"
)

p

vol(Up) = ok .

ist. Fiir p = 2 ist dies die Formel von Jacobi.

Beweis. Zunéchst soll das Volumen von Uy (p < o0) iterativ bestimmt werden.
Dazu wird

Us = {x e th:||z], < 1} - {(gl,... &) el Xk:\@.,p < 1}
i=1

betrachtet. Wenn der Wert von & fixiert wird, dann kann die entstehende Menge
als Teilmenge von E’;*l aufgefafit werden:

k—1
{(51, &) € fl;_l : Z &GlP < 1— |§k|p} =(1- |§k|p>% 'Ue’;*l-
i=1

Das Volumen von U ergibt sich somit als Integral iiber diese ,,Schnitte*

1

VOlk(Uglg) = /VOlk_l <(1 — |§|p)% . UZ1;71> d§
21
1

= [a—1em'F volus (Ug2) e

-1
1

— 2. voly_; (Uegﬂ) -/(1—51?) v de.

0

Tteration liefert nun

voly(Up) = voli(Up ) - DA / (1-— fp

1=2 0

12



Um das Integral zu berechnen, wird & durch ( substituiert
1

/(18)%5%-0/14%1-(10%4

0

Dies entspricht gerade der Eulerschen Beta-Funktion, die sich wiederum durch die
Gamma-Funktion ausdriicken lafit. Da auflerdem voll(U%) = 2 ist, gilt insgesamt

= ()
o TG+
= ok. F(% =y

Schliefllich ist noch vol(Up ) = 2% womit die Sonderfille p = oo bzw. ¢ = o0
abgedeckt sind. .

Dieses Resultat kann bis auf konstante Vorfaktoren durch eine Potenz von k
abgeschétzt werden.

1.9. Satz. Fir 1 < p,q < oo gibt es Konstanten c¢i(p,q) und ca(p,q), die die
Ungleichung

1
a(p,q) - ke

fiir alle k € N erfiillen.

Beweis. Nach der Stirlingschen Formel gibt es zu jeder Zahl 0 < =z € R ein
0 <d(x) <1, soda

F(I + 1) =27 - xm+% et e

gilt. Das Einsetzen der Grenzen von ¥(z) liefert die Ungleichung

[NIE
[NIE

(2m) -xx-x%-e_$§F(m+1)§(27r) 2T gE e et (1.1)

13



Wenn p und ¢ kleiner als oo sind, kann damit das Volumenverhéltnis nach oben
abgeschétzt werden:

IN

(1.2)

Die Abschéitzung nach unten lduft analog ab:

VOlk(Uglg) k (1 3)
VOlk(UgI;) ’

»
v
Y

|

VR

TR

~_

e
N
Q\
ol
)
o
ol
|

Mit Hilfe der Ungleichung

o (3

(SIS
~—
[\
VR

IR
N————
N
INA
=
jav)

"
——
—
VR

IR
N———
[ I
—

das heiBt die Konstanten ¢; = min{1, \/¢/p}-e~ "= und ¢; = max{1, \/q/p}-e'='
liefern fiir den Fall 1 < p,q < oo die Aussage des Satzes.

In den Féllen p = oo bzw. ¢ = oo liefert die Stirlingsche Formel (1.1) folgende
Ungleichungen

g\ =
= ceT1E . k
<27T> €

¥~
x5
Q

14



Analog dem ersten Fall kénnen die Vorfaktoren so abgeschétzt werden, daf} sie un-
abhéngig von k sind. So sind im Fall p = oo die Konstanten ¢; = min{1, \/¢/27}-

e~12 und ¢, = max{1, \/q/27}-e1? - e2¢ eine geeignete Wahl. Und fiir ¢ = oo sind

¢ = min{l, /27 /p} - e 1z - e~2 und ¢y = max{1, /27 /p} - etz Konstanten, die
die Behauptung erfiillen. O.
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2 Gelfandzahlen p-konvexer Hiillen von Punkt-
mengen

Es sollen p-konvexe Hiillen (1 < p < oo) von abzéhlbar-unendlichen Punktmen-
gen in einem beliebigen Hilbertraum H betrachtet werden. Konkret werden in
dieser Arbeit die Félle 1 < p < 2 untersucht. Ist M = {z; : ¢ € N} eine solche
Punktmenge, dann ist die p-konvexe Hiille definiert durch

cop (M) = {Zﬁz% : Z &P <1 A ne N} )
i=1 i=1
Fiir p = 1 ist das die ,,normale“ konvexe Hiille. Diese Definition wird im folgenden

nicht benutzt, stattdessen wird das Bild der Einheitskugel von ¢, unter dem
Operator

T:0,— H: ()7 — Z&mi

i=1
untersucht. Dies ist ausreichend, denn aufgrund der Inklusion
co, (M) C T(U,) € o, (M)

sind die Entropiezahlen von co, (M) und T gleich. In den weiteren Betrachtungen
soll fiir den Operator T eine Zerlegung

T =5D,

in einen Diagonaloperator D, : £, — ¢, mit nichtnegativer Zahlenfolge o = (0;)
und einen linearen stetigen Operator S : ¢, — H existieren.

Wie verhalten sich die Gelfandzahlen der p-konvexen Hiille bzw. des Operators
T in Abhéangigkeit vom Verhalten des Diagonaloperators D,?

Fallt o polynomial (o; < i~ fiir ein o > 0), dann gilt fiir die p-konvexe Hiille
(1<p<2):

1

k3o ,fﬁroc<1—]lo
1
k272 fiira>1-— ;

fir alle £ € N. Der Fall p = 1 wurde in [CaKyPa] gezeigt. Fiir 1 < p < 2 wird
dies im folgenden bewiesen.

Fallt o hingegen logarithmisch, gibt es also eine Konstante o > 0 fiir die o; <
(log(i + 1)) ist, dann mufl zwischen zwei Féllen unterschieden werden. Einer-
seits gilt nach [CaKyPa| bzw. [LiLi| fiir die 1-konvexe Hiille, dafl

k—e , fiir a <
k=2 - (log(k+1))z~® | fiir a >

a(T) S {

N = N

16



ist. Andererseits wird gezeigt, daf fiir die p-konvexe Hiille im Fall 1 < p <2
cr(T) < (log(k +1)) "

gilt. Diese schwache Aussage ist dennoch optimal, wie in Proposition 2.18 bewie-
sen wird.

2.1 Der polynomiale Fall

Im Mittelpunkt steht der Beweis der folgenden Aussage.

2.1. Satz. Seien ein Hilbertraum H wund fir 1 < p < 2 ein Operator T von
¢, in H gegeben, so daf$ eine Zerlegqung T = SD, in einen Diagonaloperator
D, : ¢, — {, mit o; > 0 und einen linearen stetigen Operator S : {, — H
existiert. Gibt es eine Konstante o > 0, so daff o; < i~ ist, dann gilt

k==« L fira<1—1
Ck(T)S{ 1_1 S b

k27~ | fiira>1 —%

fiir alle k € N.

Die Abschéitzungen in diesem Satz sind optimal:

2.2. Proposition. Firl <p <2 und a > 0 gibt es einen Operator T : £, — (s,
der sich, wie im Satz gefordert, zerlegen ldfst und fir den

S

p
i

P ,fdroz>1—1—9

~Y

{k:2' L fira<1—1

qgilt.

Vor dem Beweis des Satzes zunéchst einige vorbereitende Definitionen und Sétze.

2.3. Definition. Ein beliebiger Banachraum FE ist vom Typ p, wenn eine Kon-
stante ¢ > 0 existiert, so daB fiir alle endlichen Tupel (z;)?_; von Elementen aus
E

1

/

0

n

1
e (i)
i=1 i=1
ist. Dabei sind r;(t) := sgn(sin 2'wt) die Rademacher Funktionen. Gegebenfalls
wird das Infimum aller dieser Konstanten ¢ die Typ p Konstante von E genannt
und mit 7,(E) bezeichnet.
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2.4. Bemerkung. Der Folgenraum ¢, hat fiir 1 < p < 2 den Typ p und fiir 2 <
p < oo den Typ 2. (siche zum Beispiel [DiJaTo])

2.5. Definition. Seien E' und F' Banachrdume. Ein Operator T : E — F heifit
absolut p-summierend, falls ein ¢ > 0 existiert mit der Eigenschaft, daf} fiir
beliebige {x1,... ,2,} C F

(ZHT@»HP)p <c sup <Z|<xi,a>|p)p.

Gegebenenfalls wird das Infimum iiber alle méglichen Konstanten ¢ die absolut
p-summierende Konstante 7,(7") genannt.

2.6. Definition. Sei F' ein Banachraum und 7" : /5 — F' ein linearer stetiger
Operator, dann ist die I-Norm definiert durch

2

UT) = / T ()] 2 dra(e)

Dabei ist v, das Mafl der Gauflschen Standard-Normalverteilung auf R". Diese
Definition kann auf jeden beliebigen linearen stetigen Operator T : £ — F
erweitert werden:

U(T) :=sup{l(Tu)| w: 0y — Emit ||ul]| <1 A neN}.

Die [-Norm und die absolut p-summierende Konstante 7, erfiillen die Idealeigen-
schaft (vergleiche unter anderem [LiPi], [Pi2] bzw. [ToJa]), das heifit:

Sindv:E — F,u:F — Fyundw: Ey— E fir beliebige Banachriume Ey und
Fy gegeben, dann ist

Hwvw) < ful] - 1(v) - [Jw]] - bzw.  mp(wvw) < ful] - my(v) - [Ju]]

Mit diesen Grundlagen lassen sich die folgenden Sétze formulieren. Zunéchst eine
Abschitzung aus [PaTo2] in der Préazisierung von [Go]

2.7. Satz. Seien ein Banachraum E und ein OperatorT : E — {5 gegeben, dann
181

sup k2, (T) < V2 1(T").

1<k

In [CaPa] wird aus diesem Satz der folgende abgeleitet.

18



2.8. Satz. Seien E und F' Banachrdume, wobei E' vom Typ 2 sein soll. Dann
gilt fiir jeden Operator T : E — F' die Ungleichung

sup k2ci(T) < ¢ - 1o(E')ma(T),
1<k

wobei ¢ eine universelle Konstante ist.

Das Little Grothendieck Theorem (siehe [Gr]) besagt:

2.9. Satz. Jeder Operator T : {1 — {5 ist absolut 2-summierend und
ma(T) < c- |[T]]
fiir eine universelle Konstante c.

Fiir den Beweis des Falles a > 1 — 117 wird noch folgende Aussage gebraucht
(siche [Cab] bzw. [Cab]).

2.10. Satz. Seien 1 < p<o00,0<q<p und 0 <t < oo beliebig gewdhlt. Au-
Berdem sei D, : £, — {1 ein Diagonaloperator mit o = (0;)2, € {y4. Desweiteren
seien ein Hilbertraum H und ein Operator T' € L({1, H) gegeben. Dann ist

1
n(T'Dy))oey € 4y ir —=-+4-—--.
(ealTDA)is € s fir =2 == 5
SchlieBlich lassen sich nach Théoreme A aus [PaTol] die Gelfandzahlen in geeig-
nete Verbindung zu den dyadischen Entropiezahlen bringen.

2.11. Satz. Flr jedes a > % existiert eine Konstante c(a), welche fir alle kom-
pakten Operatoren T : E2 — {5 die Ungleichung

sup k% - e, (T) < c(a) - sup k* - ex(T)
1<k 1<k

erfillt.

Beweis von Satz 2.1. Im Fall a < 1 — % mufl p > 1 sein, da a > 0 ist.

Sei zunéchst (0;)7%, € {,y, dann 1a8t sich der Operator D, in den Diagonalope-
rator Dy : £, — {1 : (&) — (0&) und die Identitét [ : ¢4 — ¢, zerlegen. Aus
Satz 2.8 folgt

NI

Ck(T) = Ck(SIDl) S Cy - Tg(gp/) kT2 7T2(S]D1>.

Wegen Satz 2.9 und der Idealeigenschaft von 7y ist
mo(SIDy) < my(ST) - [[Dil] < o - |[ST][ - | DAlf,

und damit gilt schlieBlich ¢, (T) < c5 - k2.
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Sei jetzt ¢ 1 b — L((fj),oo(ﬂp, H) der Operator, der eine Zahlenfolge (5;)2, € (o
auf den Operator

SD e LY (¢, H)

abbildet, wobei D : ¢, — L, der von (;)2, erzeugte Diagonaloperator ist. Wie
oben gezeigt wurde ist

Bty) C L3 (b H),
daher gilt sogar

0 € L ({ly: oo} {LE A s H), L (6, H)Y)

Sei nun 0 < ¥ < 1 so gewéhlt, dafl o = 1;,’9 ist. Dann wird mit Hilfe der reellen

Interpolation der Operator

&+ (b Loc)o e = (L52(Cp, H), L8 oo (b H))o o
induziert. Ferner gilt nach Satz 1.6:
(b, o) d,00 = L1
und nach Satz 1.7:

(L8 (b H), 24 (G D)oo © LY (6 H) =LY (6, H).

p/<0¢7

Da ¢<(ai)f§1> = T ist, liefert dies schliefllich ¢, (T') < ¢ - ke,

Analog zum Beweis des ersten Falles wird im Fall o > 1 — % der Operator D, in
den Diagonaloperator D; und die Identitéit I zerlegt, sodafl nach Satz 2.10

ex(SID)) < ¢; - kv "3

ist. Aufgrund der Voraussetzung o > 1 — % ist L s ta— % > %, damit ist aber

S1D; kompakt. Durch anwenden von Satz 2.11 erglbt sich nun die Ungleichung:

sup fev e cx(SIDy) < ¢y - sup kvt ex(SIDy) < ¢ - co.

1<k 1<k

.

Jetzt soll zunéchst eine verallgemeinerte Optimalitdtsabschéitzung bewiesen wer-
den, welche sowohl fiir den polynomialen als auch fiir den logarithmischen Fall
benotigt wird. Folgende Ungleichung aus [Ca3] ist fiir die weiteren Betrachtungen
notwendig.
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2.12. Satz. Sei s € {a,c,d,t}, dann gilt fir jeden Operator T € L(E, F), jedes
n € N und alle 0 < a < 00:

sup ke ek(T> < Cq - Sup ke - Sk(T>7

1<k<n 1<k<n
wobei ¢, nur von « abhdngt.

Daraus kann mit Hilfe einer Beweismethode aus [Ca5] bzw. ihrer Verallgemeine-
rung aus [St] gefolgert werden:

2.13. Lemma. Seien ein Operator T : E — F und nichtnegative Konstanten v,
und vy gegeben, so daff vy +ve > 0 und ¢, (T) Sn~ " (log(n+ 1)) < e, (T) ist.
Unter diesen Voraussetzungen gilt fir n € N

en(T) < cp(T) < n " (log(n + 1)) 7"

Beweis. Im weiteren sei ein beliebiges n € N fest vorgegeben.

Nach Voraussetzung gibt es Konstanten ¢; und cq, so daff ¢;-n=" (log(n+1))™> <
en(T) und ¢, (T) < ¢a-n " (log(n+1))~*2 gilt. Da fiir v := 2-v; +1v» der Ausdruck
kY - k=" (log(k + 1)) 7> monoton wachsend ist, folgt aus Satz 2.12:

cp-n" " (log(n+1))™ < sup k" -ep(T) <
1<k<n
<c¢, - sup k-, (T) < ¢, co-n"""(log(n+ 1))~ .
1<k<n
Woraus sich unmittelbar e, (7') < n=" (log(n + 1)) ™2 ergibt.
Fiir ein beliebiges m € N gilt:

c1 - (mn)" " (log(mn +1))™ <¢,- sup k" -cp(T)

1<k<mn
<e¢,- sup k- -cx(T)+¢,- sup k”-cx(T)
1<k<n n<k<mn

< ey -n" " (log(n+ 1)) + ¢, - (mn)” - e, (T).

Sei jetzt m € N so gewéhlt, daB m > (2-¢co- ¢, - 22 - cl_l)ul}r"z ist. Dann gilt fiir
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allen e Nmitn>m—1

cn(T) > 2_1 < (mn) " (log(mn +1))™ —cy-m™" -n" " (log(n + 1)) ~"*
> (— ™ (log(m) + log(n + 1)) = ¢, - m ™ (log(n + 1))‘”) "
> (% -m~ - (2-log(n+ 1)) — co - m™ " (log(n + 1))_”2> en
€1 4 —v— - - _
= (—-2 2 ey em ”2) -m~" - n " (log(n + 1))
cy

1 _ 1 _ _ _ _
> —=.92772 Loz ) v, vi(] 1 va
(Cy e ) m~" - n " (log(n + 1))

Das heifit mit einem entsprechend gewéhlten ¢ > 0 gilt fiir alle n € N
cn(T) > -n™"(log(n + 1))~
O.

Nun soll ein Operator konstruiert werden, der bestimmte Abschédtzungen der
Gelfandzahlen optimal erfiillt. Der Beweis des Theorems 1.1. aus [BeDo] besagt:

2.14. Satz. Sei 2 < s < oco. Dann g¢ibt es Konstanten ¢, und ¢y, die nur von
s abhdngen, so daf$ fiir jede positive natirliche Zahl n und fir m := [nﬂ eine
isomorphe Einbettung Ty, : 05 — €™ mit ||T,|| < 1 und ||T; || < co existiert.

Weitergehend kann gezeigt werden:

2.15. Lemma. Sei T : E — F ein injektiver Operator und T-' : T(E) — E
sein Linksinverses, auflerdem gebe es Konstanten c¢; und co mit ||T|| < ¢ und
/77| < ¢y. Dann ist T' eine Surjektion mit der Eigenschaft

Cl . UE/ Q T/(UF/) g Cy - UE/.

2

Beweis. Sei a € E’' gegeben, dann ist fiir die Surjektivitit von 7" zu zeigen,
daB es ein b € F’ gibt mit 7"(b) = a. Nach dem Hahn-Banach-Theorem kann
b:=al' € (T(E)) zu b € F' fortgesetzt werden. Dabei ist blrp) = b und
]| = |b]|, das heiBt T'b = bT = bT = oT T = a.

Ist nun a € 1/cy - Upr gegeben, dann existiert nach obiger Vorgehensweise ein
be F'. Und aus ||b]| = ||b]| < ||la]|-|7*|] < 1 ergibt sich unmittelbar b € Up. Die
andere Inklusion folgt sofort aus der Gleichheit ||T']| = ||7”||, damit ist ndmlich
|IT"|| < ¢1 baw. T"(Up) C¢; - Upr. O.

Unter Zuhilfenahme dieser Aussagen kann nun folgender Satz gezeigt werden.

22



2.16. Satz. Seien nichtnegative Konstanten vi und vo mit vy + vy > 0 und die
Funktion 6 : RT — R* : x+— 27 (log(z + 1)) ™2 gegeben.

Auperdem soll fiir jeden Diagonaloperator Dy : €, — £, mit 0 < o; < 5(i%/%") und
jeden linearen stetigen Operator S : {, — {5, die Abschitzung c,(SD,) < d(n)
gelten.

Dann gibt es einen Operator T : £, — Uy, der sich genauso zerlegen lif§t (T =
SD, ) und fir den c,(T) < §(n) gilt.

Beweis. Wird m(n) := [2"P'/?] fiir n € N gesetzt, dann existiert nach Satz 2.14

und Lemma 2.15 fiir jedes n € N eine Surjektion S, : £4'™ — (2" welche fiir
zwei geeignete Konstanten ¢; und ¢y die Eigenschaft

¢1-Ugn C S, (U&T(n)) C ¢y Upn (2.1)

erfiillt. Daraus kann ein Operator 1" : ¢, — {5 konstruiert werden:

T:= éd (2" - S,
n=1

Um die Zerlegung von T" zu erhalten, wéhlt man S : £, — /5 als

S = é Sh
n=1

und den Diagonaloperator D, : £, — £, mit

o

D, = @(5 (2”71) . Z'dg;n(n)_%;n(n). (2.2)

n=1

Nach (2.1) ist fiir alle n € N ||S,,|| < ¢2, das heift |[S|| < co.
Fiir ein beliebiges festes ¢ soll als néchstes o; nach oben abgeschétzt werden. Nach
Gleichung (2.2) gibt es ein j € N mit:

o;=46(2"") und Zm(n) <1< Zm(n)

Damit kann 7 nach unten durch ¢ abgeschéitzt werden, denn aus

J J D
! 2 - r
i< Zm(n) < ZQ%'n = S <2%'j - 1) =:c3- (2%'] - 1)
n=1 n=1

2% _1

folgt unmittelbar 7 > I%-logz (é + 1). Woraus sich aufgrund der Definition von §

>§(5(%-c§;’-iﬂ> S (i)
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ergibt. Damit gilt nach Voraussetzung
a(T) <0 (k) (2.3)

fiir alle k£ € N.
Mit Hilfe von (2.1) kann der Beweis der zweiten Ungleichung gefiithrt werden.

Durch betrachten der Volumina ergibt sich ey (1 @é) > % Somit gilt fiir jedes k € N
eor (1) > eqr (0 (2k_1) - Sk)

>0 (Qk_l) - C1 v €9k ([ng)

G5 (o1
> 50 (27,

deshalb ist

1
en(T) 2 ens1(T) = egopuan (T) = 62—1 -0 (5 - (k+ 1)) > % -6 (k).

Zusammen mit Ungleichung (2.3) kann nun Lemma 2.13 angewendet werden. [J.

Beweis von Proposition 2.2. Der Beweis des Falles o < 1 — 1/p ergibt sich
unmittelbar aus Satz 2.16, wenn vy := « - p’ /2 und vy := 0 gesetzt wird.

ImFallaw >1—= hefert die Wahl o; := i~ einen Diagonaloperator D, : £, — (5.
Nach Satz 3.2 glbt es eine Konstante ¢, so dafi

ey (Ha@) < 64(Dy)

ist. Das heif3t fiir D, gilt

k %
o (Hi_a> < mIan% - en(D).
ne

=1

Aus der konkreten Wahl n := 25! folgt nun

k 3
en(D) > c- 281 |3y (H @'—a)

=1

e ([T )i

1
k27 v ¢

| \/

~
’ﬁ\»—t

Diese Ungleichung ist zum Beispiel in [Ca2] zu finden. Ferner gilt nach Satz 2.1
cx(D) < k275~ Damit kann schlieBlich fiir v = }17 +a— % und v, := 0 das
Lemma 2.13 angewendet werden. .
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2.2 Der logarithmische Fall

Zuerst soll die logarithmische Abschéitzung fiir den Fall 1 < p < 2 gezeigt werden.

2.17. Satz. Seien 1 < p < 2 und der Operator T' von ¢, in den Hilbertraum H
gegeben. Ferner soll eine Zerlegung T' = SD, in einen linearen stetigen Operator
S, — H und einen Diagonaloperator D, : {, — {, existieren, wobei es eine
Konstante o > 0 mit 0 < o; < (log(i + 1))~ geben soll. Dann ist

ealT) S (log(n + 1))

Beweis. Die Definition

Dn_l.épefp.(ﬁz)H{o 7ﬁjr@'2n}

liefert einen Diagonaloperator vom Rang n—1. Also ist der Rang von A := SD,,
kleiner als n, und es gilt

an(T) < ||T = Al

AuBerdem ist nach Voraussetzung ||D, — D, _1|| < (log(n +1))™“, sodafl insge-
samt gilt:

cn(T) < an(T) < |[SDg — SDpa|| S [IS]] - (log(n + 1))
0.

Obwohl dies auf den ersten Blick nur eine schwache Abschétzung ist, ist es nicht
moglich, sie asymptotisch weiter zu verbessern:

2.18. Proposition. Sei 1 <p <2 und a > 0. Dann gibt es ein T : £, — {5, das
sich wie im Satz 2.17 zerlegen lift, so daf c,(T) Z (log(n+ 1))~ fir allen € N
15t.

Beweis. Wird v; := 0 und 15 := « gesetzt, dann 14t sich Satz 2.16 anwenden.
Dabei ist nur zu beachten, dafl fiir alle s € N

2
T

(log(w

gilt. 0.

+ 1))—@ < (log(i+ 1))

Im logarithmische Fall fiir die 1-konvexe Hiille mufl nach der Gréfle von « un-
terschieden werden. Im Fall a # % wurden die entsprechenden Ungleichungen
in [CaKyPa| bewiesen. Der Grenzfall o« = 5 wurde dann in [LiLi] gezeigt. Diese
Aussage aus [LiLi] soll jetzt fiir den gesamten Beweis genutzt werden:
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2.19. Satz. Sei H ein Hilbertraum und T : {1 — H ein Operator fiir den eine
Zerlegung in einen Diagonaloperator D, : {1 — {1 mit nichtnegativer monoton-
fallender Zahlenfolge o = (0;) und einen linearen stetigen Operator S : ¢ — H
existiert. Dann gilt

[NIES

(1) Ist die Folge (log(k + 1))
stante ¢, so dafs

- o monoton-fallend, dann existiert eine Kon-

N|=

con-1(T) < c-n"2-(log(n+ 1))% O

(i) Ist umgekehrt (log(k + 1))% -0y, monoton-wachsend, dann gibt es eine Kon-
stante ¢ mit

Cn<T) S C:-0O9n_1.

2.20. Folgerung. Fiir die Wahl o, := (log(n +1))"% folgt aus diesem Satz un-
mattelbar:

cn(T) <

~

n-“ Cfiur0 < a < %
n~z - (log(n + 1))%_0‘ , fira>1

Die Abschéitzungen in Folgerung 2.20 sind optimal:

2.21. Proposition. Fir jedes a > 0 existiert ein Operator T : {1 — H, der
sich entsprechend Satz 2.19 in D, und S zerlegen lifit. Fir dieses T gilt o; <
(log(i + 1)) und

en(T) 2

~Y

n-¢ L fir0 < a < %
n=% - (log(n+1))2" | fira >

ol

Auf einen Hinweis von Prof. B. Carl 1afit sich der Beweis des obigen Satzes
aus [LiLi] verkiirzen. Zunéchst soll eine Verallgemeinerung von Satz 2.7 bewiesen
werden. Dazu wird folgende Definition gebraucht.

2.22. Definition. Seien F und F' Banachrdume und 7' : E — F ein Operator,
dann ist

an(T,1) :==1inf {{(T'— A) : rank(A) < n}.

2.23. Lemma. Seien ein Banachraum E, ein Hilbertraum H und ein Operator
T : E — H gegeben, dann ist

k2 - cpnt(T) < V2 - an(T,1). (2.4)

Gibt es weiterhin einen Banachraum F und Operatoren R : E — F und S : F' —
H mit T'= SR, dann gilt fir alle k,n € N

k2 - Chyn_1(SR) < V2-1(S) - an(R). (2.5)
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Beweis. Sei zunéchst V € L(H, E) ein beliebiger Operator. Ist J : E — E” die
natiirliche Einbettung, das heifit fir + € F und y € E' ist (J(x),y) = (v, z),
dann gilt V" = JV. Also ist aufgrund der Idealeigenschaft (V') > [(V").

Im Fall I(V') < oo ist unter Beachtung von Satz 2.7 V' kompakt, und damit nach
Schauder auch V. Zusammen mit Satz 1.4 folgt

sup k2dy,(V) = sup k2cp (V') < V2 - 1(V") < V2 1(V). (2.6)

1<k 1<k
SchlieBlich gilt die Aussage sup kz2dy,(V) < v/2 - (V) auch fiir {(V) = co.
1<k
Fiir den Beweis der Ungleichung (2.4) sei nun ein Operator A : H — E’ mit

rank(A) < n gegeben. Damit ist aufgrund der Rangeigenschaft der Kolmogorov-
zahlen

disn—1(T') < dp(T" — A) + d,(A) = dp(T" — A).
Weiter ist nach (2.6)
k2 - dy (T — A) < V2- (T — A).

Die Definition von a,(7”,1) und Satz 1.4 liefern schliefilich

(ST

kz - Ck-i—n—l(T) = k% : dk—l—n—l(T/) S \/§ : an(Tlvl)'

Um die Ungleichung (2.5) zu zeigen, sei ein Operator B : F' — E’ mit rank(B) <
n gegeben. Jetzt ist

an(T', 1) = a,(R'S", 1) = nf {I{(R'S" — A) : rank(A) < n}
<I((R' — B)S)
< |[|R' = BJ|- (5

Aufgrund von Ungleichung (2.4) ist nur noch zu zeigen, da8 a,(R’) < a,(R) ist:
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein A : E — F mit rank(A) < n, so dafl ||R — A|| <
a,(R) + € ist. Damit ist aber

an(R) < [[R' = A'|| = [[(R = A)|| < an(R) +¢.
0.

Fiir den eigentlichen Beweis von Satz 2.19 wird noch folgender Satz aus [LiPi]
benotigt.
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2.24. Satz. Sei ein Diagonaloperator D, : ly — (s gegeben, wobei die Folge
o = (0;) nichtnegativ und monoton-fallend sein soll. Ist auferdem

0 :=sup (log(n + 1))% cop < 00,
neN

dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die nur von oy und g abhdingt, so daffl(D,) < ¢
15t.

Beweis von Satz 2.19. Um (i) zu beweisen, wird D, in zwei Diagonalopera-
toren

N|=

Di+by = bs(6) = ((logli +1)* -0 )

und
1
D2 . 61 — €1 . (51) — <(10g(Z + 1)) 2. &)
zerlegt. Nach Lemma 2.23 ist

< Con_1(SDyDy) < V2 - a,(Dy) - U(DLS) < V2 -an(Dy) - 1(DY) - ||| -

N

n

N

Da (log(n 4+ 1))2 - 0, nach Voraussetzung monoton-fallend ist, gilt
a,(D1) < (log(n + 1))% O

Vervollstandigt wird der Beweis durch Anwenden von Satz 2.24 auf den Operator
D} : by, — Ly, denn damit ist

N|=

n2 o1 (T) < V2-c-||S]| - (log(n + 1))

- Op.

Fiir den Fall (ii) wird der Operator

Dgn.€1—>€1~(§z)'_>{0 ,fﬁri>2n}

durch die zwei Operatoren

(NI

DS oy — 0y (& (log(i +1))2 - 03¢, , fiir i < 2"
W - <£>H{O iz

und

D=

DYty — 11 (&) H{ (og(i-+ )74 - fir i <27 }

, fiir ¢ > 2"

28



faktorisiert. Damit ist nun:
Cn(T> = Cn(SDa-) = CH(S(DU — DQn) -+ SDQn) S HSH - O9n_1 + Cp (SDQn) .

Weiter gilt

e (D) < ¢, (SDR) - HDS) <

N

<ec, (SD%?)) ~(log(2" +1))2 - 090 < ¢, <SD§Z)> -(n+ 1)% - Ogn.

Mit Hilfe von Satz 2.7 ist auflerdem
1 / /
nd - e, (SD&?)) <V2-1 ((Dé?)) S’) <21 ((Dg?)) ) 1191

!/
Nach Satz 2.24 ist schliellich [ <<D§?) ) < ¢, woraus die Behauptung folgt. [J.

Abschlieflend soll noch die Optimalitdt im 1-konvexen Fall bewiesen werden. Die
folgende Asymptotik ist aus [GaGl] bekannt.

2.25. Satz. Sein € N und k < n, dann st

1 , firl1 <k <logn

Ck(ld : Z? - e;) = (log(erl))

k

NI

, fiirlogn <k <n

Beweis von Proposition 2.21. Sei o, = (log(n+ 1)) wie in Folgerung 2.20
gewdhlt. Daraus ergibt sich der Diagonaloperator D, : ¢; — {5. Betrachtet man
jetzt Dy o 077" — 057" 2 (&))" = (0ipn—1&)in,", dann ist zunéchst

cn(D) > co(Dnm) > O - cp(id - 077" — £577).

Seien m und n so gewéhlt, daB log(m —n) <n <m—nbzw. 2n <m < 2" +n
ist. Werden nun n und m — n in Satz 2.25 eingesetzt, dann folgt

1
m 2
ealid : (77" — (7)< <—1Og (n)>

n

Die Wahl m := 2" liefert insgesamt

N |=

cn(D) > c-o9n-n”

on\ 2
. (log —)
n



Und fiir m := n? + n ist

cn(D) > ¢ opeyn -0 - (log(n +1))2
> - n72 - (log(n + 1))%_0“.
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3 Entropiemoduli

3.1 Diagonaloperatoren

Aus [CaSt] ist folgende Abschitzung der Entropiemoduli von Diagonaloperatoren
bekannt

3.1. Satz. Firl <p < oo sei der Diagonaloperator D, : £, — {, die monoton-
fallende nichtnegative Zahlenfolge o = (0;) gegeben, dann ist

1) s (i)

Im weiteren seien 1 < p,q < oo gegeben. Aulerdem sei r so gewéhlt, dafl % =
é — L ist. Kann obiger Satz fiir wohldefinierte (vgl. Satz 1.2) Diagonaloperatoren
D, : {, — ¢, mit monoton-fallender nichtnegativer Zahlenfolge o verallgemeinert
werden?

In Anlehnung an Beweismethoden aus [CaSt] kann gezeigt werden, daf folgendes

gilt:

fiir alle k € N.

3.2. Satz. Seien 1 < p,q < oo und % = %—Il) vorgegeben. Ferner sei D,
¢, — {, ein Diagonaloperator mit monoton-fallender nichtnegativer Zahlenfolge
o = (0;)2, gegeben. Dann gilt fir alle k € N, daff im Fall p < q

c (H az> 1 < gr(D <H az) :

ist. Und im umgekehrten Fall (p > q) folgt

c (Hm) < gx(Dy) <

< <4+2~—H<Ui)ik’“ur> es(p,q) - T - (H@-) k

Dabei hingen die Konstanten c¢q(p,q) und co(p, q) nur von p und q ab.

3.8. Bemerkung. Die Abschitzung nach unten ist asymptotisch optimal, denn
bei vorgegebenem o > max{%, 0} gilt nach [Ca2] fiir den Diagonaloperator D,

l, — L, mit o, =i, daB e, (D,) S nr~ ist. Woraus g(Dy) S fr—e folgt.
Die Frage, ob die Abschédtzungen nach oben optimal sind, konnte nicht geklart
werden.
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Vor dem Beweis des Satzes soll zunéchst eine Abschétzung fiir die Entropiezahlen
gezeigt werden, welche sich anschlieend auf die Entropiemoduli iibertragen 1&t.

3.4. Lemma. Seien 1 < p,q < 00 und  := ; — + gegeben. Dann gilt fir den

wohldefinierten Diagonaloperator D, : {,, — £, mit monoton-fallender nichtnega-
tiver Zahlenfolge o = (0;), daf

L
<=

sup c1(p,q)-n"*k -k

1
. . (H 01) < 5n U)
1<k<oo

fiir alle n € N ist. Dabei bezeichnet c¢1(p,q) die Konstante aus Satz 1.9.

Beweis. Die kanonische Injektion [ : £ — 0, und die kanonische Projektion
Py l,— ék haben beide Norm 1. Also erfiillt D = P, D, I}, die Ungleichung

en(DSY) < || Pell - €a(Do) - [kl = €a(Ds).

Daher geniigt es En(D((,k)) nach unten abzuschétzen. Sei dazu ¢ > 5n(D ) beliebig
aber fest vorgegeben, dann gibt es geeignete (&;)_,, so dafl

D((f)(Uy;) < O {&‘ t+e- Uzg}

ist. Durch betrachten der Volumina folgt daraus unmittelbar:
o1+ ... Ok - volk(ngg) <n-ek. volk(ng;).

Das heif$t fiir alle k£ € N gilt

Eall
~
-

N
N——
==
IN
m

Das Volumenverhéltnis 148t sich nach Satz 1.9 durch ¢ (p,q) - k+ abschiitzen.

Abschlieflend liefern der Grenzwertiibergang ¢ — en(D( )) und die Ermittlung
des Supremums iiber alle 1 < k < oo schliefllich

=
3=

sup ¢i(p,q) -n"k -k

1
: : <H Oz) S 6n cr)-
1<k<o0

[J.

Nun soll die eigentliche Abschétzung der Entropiemoduli von Diagonaloperatoren
D, : ¢, — {, erfolgen.
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Beweis von Satz 3.2. Die Abschéitzungen nach unten folgen, indem die Un-
gleichung fiir Entropiezahlen aus Lemma 3.4 auf die Entropiemoduli {ibertragen
wird. Nach diesem Lemma ist fiir alle n € N

1
1 1
sup ¢1(p,q Tk kT 0; <€n
S cilpa) (H ) o)

das heifit aber fiir beliebige n und k£ aus N ist

k G
ci(p.q) - k- (H Ui) <k eq(Dy).
=1

Die Bestimmung des Infimums iiber alle 1 < n < oo liefert schlieflich
c1 (H al> 1<1TIL1<fOO nk - e,(Dy) = gr(Dy).

Die Abschéitzungen nach oben miissen fiir die beiden Fille einzeln bewiesen wer-
den. Im Fall p < ¢ wird I : £, — ¢, : (&) — (&) die kanonische Einbettung

zwischen ¢, und ¢, betrachtet. Ferner sei DY b, — €, 2 (&) — (0:&;) der wohl-

definierte (vgl. Satz 1.2) Operator von ¢, in ¢, gegeben, so dal D, = 1D st
Aufgrund von Satz 3.1 ergibt sich

9(Ds) < (/1] - ge(DY) (Ha>

Im Fall p > ¢ werden, wie im Beweis von Lemma 3.4, die kanonische Injektion
I : KI; — ¢, und die kanonische Projektion P : ¢, — K’q“ herangezogen, so dafl

sich ein Operator DI = P.D, I} : E’; — E’; ergibt. Aulerdem wird der Operator

Dk:ﬁpegq;(gi),_){gi& ,fﬁrzgk}

,fire > k

gebraucht.
Weiterhin sei ein maximales System von Punkten (y;)Y; aus der Menge DY (Uf’g)
mit |[y; — ||, > 2 oy fiir alle i # j gegeben. Da Up: C Ups ist, gilt die Inklusion

N
U {yj+<7k : Uf’;} C DI (Ug) + ok - Ugs € 2- DS (Uyg).
=1
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Dabei sind die Mengen {y; + ox - U} (j = 1...N) paarweise disjunkt, da
l|ly; — yqu > 2. 0}, ist. Die Betrachtung der Volumina ergibt nun
N -of- VOlk<Uglg> <ok.gy - iop- VOlk(Uﬂ;). (3.1)

Wegen der Maximalitét der y;, bilden die Mengen {y; + 20y - Ugg} (j=1...N)
eine Uberdeckung von ng)(UZ;;). Da sich Up in Uy, einbetten 1&8t, bilden somit

die Mengen {y; + 204U, } (j =1...N) eine Uberdeckung von Dy (U,,). Fiir die
Entropiezahlen heifit das, dafl ex(Dy) < 2-0y, ist. Nach Satz 1.2 ist || D, — Dy|| =
H<‘7@')$ik+1Hr’ Was insgesamt zu der Abschétzung

€ ( )<HD Dk‘||+€N Dk‘ <H 02 k+1H +2- 0y

fithrt. Zusammen mit Ungleichung (3.1) und Satz 1.9 148t sich schlieBlich gx(D,)
folgendermaflen abschéitzen

gu(Dy) < Nt -en(D,)

el

2 VOlk Uglg
< U_k ’ voly( Ugl; (H UZ) H 0i); k+1H +2- ak)
1
oo k %
< (4 +2. —H(U’);‘““H’") cex(prg) kT - (H ai>
k i=1
Was das gewiinschte Ergebnis ist. 1.

3.2 Operatoren zwischen Banachriumen

Gibt es dhnliche Abschétzungen, wie im vorigen Abschnitt fiir Diagonaloperato-
ren, auch fiir beliebige lineare stetige Operatoren zwischen Banachrdumen?

Da beliebige Operatoren keine Diagonalwerte o; besitzen, mufl eine geeignete
Verallgemeinerung gefunden werden. Eine Moglichkeit ist es, die Diagonalwerte
durch die Approximationszahlen zu ersetzen. Diese Wahl ist insofern plausibel,
da fiir Diagonaloperatoren die n-te Approximationszahl gleich dem n-ten Diago-
nalwert ist.

Ist nun 7" ein beliebiger linearer stetiger Operator zwischen Banachrdumen, dann
ist bereits aus [CaSt] die Abschitzung

gi(T) < 10k - (Ha )

bekannt.
Zuerst soll gezeigt werden, dafl der Vorfaktor 10k fiir diese Art der Abschétzung
asymptotisch optimal ist.
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3.5. Satz. FEs gibt Banachriume E und F und ein T € L(E, F), so daf

i K %
% <H Cli(T)> < gx(T)
i=1
qgilt.
Beweis. Fiir den Operator D, : ¢, — {1 mit o; := 27" sei

Dizgoo_>€1 : (51,52,...)i—> (0'151,... ,Jifi,(),(),...)

die Einschréankung auf die ersten ¢ Einheitsvektoren. Aufgrund von Satz 1.2 folgt
a;(Dy) < ||Dy — Diy|| = [[@7)2]], =D 27 =27 =20,
Auflerdem liefert der Beweis des Satzes 3.2

] (i) <no

Nach Lemma 1.8 ist volk(Ug;;O)/volk(Uézf) = I'(k + 1), was nach der Stirlingschen
Formel (siehe Ungleichung (1.1)) grofer als (k/e)* ist. Insgesamt folgt also

(i) =2 (1)

fir alle kK € N. .

volg (U,

VOlk

| =N

i ( Z

Es ist also im allgemeinen nicht moglich, den Vorfaktor weiter zu verkleinern. Was
passiert, wenn der Index der Entropiemoduli geringfiigig vergréfert wird? L&t
sich dann der Vorfaktor verkleinern? Dies ist moglich, wie im weiteren gezeigt
wird.

3.6. Satz. Sei T ein linearer stetiger Operator zwischen den Banachrdumen E
und F', dann ist fir jedes 0 < ¢ < 3:

Ja+ex(T) < (01 + ¢y - (2+3€ ) (Ht )

Wobei ¢1 und cy positive Konstanten sind.

1
E

Um den eigentlichen Beweis fithren zu kénnen, sind noch einige Vorbetrachtungen
notwendig.
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3.7. Definition. Da Entropiezahlen nur fiir positive natiirliche Zahlen definiert
sind, wird die Funktion

kL firk<r<k+4+1(keN
[[xﬂ::{ (k€ N)

1 S firz<l1
bendtigt.

8.8. Bemerkung. Fiir jedes x > 0 gilt die Ungleichung ¢ < [z] < 2 + 1. Ist
groBer als 1, dann ist die Abschitzung [z] < 2 -z richtig. Schlieflich gilt fiir alle
x > 1sogar [x] < x bzw. allgemeiner (fiir beliebige ) formuliert [z] < max{1,xz}.
Die Ganzzahlfunktion, welche die nichstkleinere ganze Zahl liefert, wird im wei-
teren wie iiblich mit [-] : R — R bezeichnet.

Wichtig fiir die weiteren Ausfithrungen ist der folgende Satz aus [Ps].

3.9. Satz. Fiir jedes o > % gibt es eine Konstante C(«), so daf fir jeden n-
dimensionalen normierten Raum E ein Isomorphismus v : (5 — E existiert
mat

max{de(u), co(u")} < C(a) - (%)
firl <k <n. Aufgrund der Rangeigenschaft der c; und dy. gilt diese Ungleichung

sogar fir alle k € N. Auferdem gibt es eine weitere Konstante Cy(«), womit die
Ungleichung

max{ex(u), ex(u™)} < Ci(a) - (%)O‘

fiir alle k € N gilt.

Bemerkung. Im weiteren wird dieser Satz immer mit o = 1 angewandst.

3.10. Lemma. Seien Banachrdume E und F und ein linearer stetiger Operator
T € L(E, F) gegeben, dann ist fir alle 0 < 6 <1 und alle m € N mit m > 2

aran) () (1) = <c1 +ey (%)2 : m2> : Cl ti(T)> % .

Dabei sind ¢; und co positive Konstanten.

Beweis. (unter Verwendung von Methoden aus [CaSt], [DeJu] und [CaMa])
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im weiteren o := —"- gesetzt.

Seien ¢ > 0, die kanonische metrische Surjektion Qg : ¢1(Ug) — E und die
kanonische metrische Injektion Jp : F' — (o (Up) gegeben. Dann existiert fiir

S = JpTQp ein R € L({1(Ug), loo(Up)) mit 7 := rank(R) < [ak], so daB

5= &l < 1+ 2) - a(8) = (1+ &)ty (T) (3.2)
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ist. Daher ist unter Ausnutzung der Injektivitit und Surjektivitdt der Tichomi-
rovzahlen

t(R) < HR . sH FH(S) < (1+8) -t (T) + 6(T) < (2+2) - t:(T)  (3.3)

fir alle ¢ < [ak]. Aufgrund der Surjektivitdt und der schwachen Injektivitiat der
Entropiemoduli ist aulerdem

9a+20)0k(T) <2+ giit26)ak(S). (3.4)

Sei X der Faktorraum /,(Ug)/N(R) und Y der r-dimensionale Bildraum von R,
dann gibt es fiir die kanonische Projektion @ : ¢;(Ug) — X und die kanonische
Injektion I : Y — (oo (Upr) einen Operator R : X — Y mit R = JRQ. Fiir ein
beliebiges n € N ist £,(R) < ||I||en(R) ||Q|| = £,(R) und zusammen mit (3.2)
ist

£ (S) < Hs ~ RH +en(R) < (14 ) o (T) + £n(R). (3.5)

Die Injektivitat und Surjektivitéat der Tichomirovzahlen ¢; fithrt zu der Gleichung

~

Nun seien u : £5 — X und v : £5 — Y Isomorphismen wie im Satz 3.9, dann gilt
fiir beide die Ungleichung (stellvertretend wird sie hier nur fiir v angefiihrt)

Cl (1) T
#fes 1 () = Efony (im0} (V) = [ a7 D] 7 1

wobei n € N beliebig ist. Damit ist aber
_ -1 -1
€ ([(smy]+1)%n D) = € (gm0 2 (V0 Fuw™)
< 8[(8n)5]+1 (U) ’ gn(vilRu) ’ 8[(Sn)‘s]-‘rl (uil) (36)

< Oy(1)?- (

r

flog, ([8m)] + 1)] + 1) en(v™ Ru)

fiir alle n € N.

Der Operator v~ Ru 148t sich nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah-
ren (vgl. [Pil]) durch geeignet gewéhlte isometrische Operatoren U,V : 05 — 0}
und ihren Adjungierten als Diagonaloperator D := U*v~'RuV, der von einer
monoton-fallenden nichtnegativen Zahlenfolge (o;);_; erzeugt wird, schreiben. Da
U, U*, V und V* isometrisch sind, ist

en(vRu) = £,(D) (3.7)
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und t;(v"'Ru) = t;(D). Mit Hilfe von Satz 3.9 und (3.3) folgt daraus, da8 fiir alle
i€ Nmiti <r < [ak]

g; = (IZ(D) = tZ(D) = ti(’l)_lRU)
< ¢ (a—1)i (U_l) s Triga (R) ~d (a—1)i (u)
[“=" (2] 19524

@

< C(1)?- (%)2 7 (R)

«

< C(1)?-16-m? - <§>2 (2++€) -ty (T)

gilt. Die Definition

Gy = C(1)2-16-m- (24 ¢) - (;)2 Hu)(T)

liefert eine monoton-fallende nichtnegative Zahlenfolge, die einen Diagonalope-
rator D : {5 — (3 bildet. Wegen der vorhergehenden Ungleichung ist D(Up) C

D(Ugg), was wiederum bedeutet

en(D) < e,(D). (3.8)

In jedem Fall ist & > 1, deshalb ist fiir alle £ € N

L ﬁﬂ < [[ak]—i—l} < [akz—i—l] _ [k+l] _ (3.9)

« (0%

Daher gilt fiir o := C(1)?-16 -m? - (2 +¢) - tx(T), daB

5,26, > CO)P%16-m>- (242) - (:)Q.t[[akm]m:g

@

fiir alle 7 € N mit ¢ < r < [ak] richtig ist.

Jetzt sei ein maximales System (y;)Y; von Punkten in D(Ugv) mit der Eigenschaft
llyi — y;|| > 20 fiir alle i # j gegeben. Aufgrund der Maximalitét ist einerseits

D(Ug) U{yj + 20U }. (3.10)
7=1
Andererseits ist
N ~ ~
Ay + oUs} € D(Ug) + Uy € 2- D(Usy), (3.11)
j=1
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da ¢ kleiner als &; ist. Aus (3.10) folgt unmittelbar ey (D) < 2p. Zusammen mit
(3.5), (3.6), (3.7) und (3.8) gilt nun
6([(8N)6]+1)2,N(S> < (1 + 6) ’ t[ak ( ) ([ 8N)5]+1 N (R
r

< (14€) - tu(T) + i (1) (uog2 (BNYT+ D]+ 1) v

([10g2 ([(BN)T+ D] +1

< <1 +e+32-m*- (2+¢)C1(1)*C(1)? <[log2 ([(8NT5] y 1) ) 1 (T).

<(1+4¢) -tx(T)+ 01(1)2 .

Das Betrachten der Volumina in (3.10) liefert die Ungleichung

[[6:<N- (20

i=1

Unter Zuhilfenahme der Stirlingschen Formel (siehe Ungleichung (1.1)) ist somit

TG (T)
N2 E 20 H 2- tk
- H rr
T 2e 20 (rl)? (3.13)
T2r

vV

DAY P L
e?r 1 se\2r

NSNS W
27T.e§-22T 8 2

Daher kann [log, ([(8NV)°] +1)] + 1 nach unten durch % abgeschéitzt werden,
denn es gilt

[log, ([(8N)’] +1)] +1 > [log2 ([(2)2&} + 1)} +12 20 log, (5) = %

Dies kann in (3.12) eingesetzt werden. Der anschliefende Grenzwertiibergang von
e gegen 0 fithrt zu der Ungleichung

6([(8N)5]+1)2-N<S) < (1 + 256 - m2 . (%) . 01(1)20(1)2) . tk(T). (3'14)
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Nun soll noch N von oben abgeschétzt werden. Nach dem Vergleich der Volumina
in (3.11) ist N-o" < 2"-6,-...-G,, da die Mengen {y;+oUy; } disjunkt sind. Analog
obiger Abschétzung (3.13) folgt aufgrund der Stirlingschen Formel schlielich

T

N<o . JTZ
i1 ¢
o M
< 97 L=
- 2 2o tp(T)"
[ack]
< 9lokl | 2lak]  i=l " °
ty, (1) k]
[ack] A\
H t[¢+1] (T) a
— olak] | 2lek] | =1 - 2
[ak]
tr(T) =
Im weiteren soll gezeigt werden, dafl daraus
k (0%
[1t(T)

folgt. Dazu mufl nur die Ungleichung
[ock]

Tt (T)= 15[1 t:(T)

- <
ta(T) "5 te(T)¥

gezeigt werden. Wird fiir o der Quotient ™+ eingesetzt, dann ist

[ak] L _—
‘:1_[1t[i+ ](T)E H t[(i+1)7(nm—1)](T) m

1
i e

- [mﬁlk](mfl)

3|
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Z&hler und Nenner des Bruchs in Klammern bestehen aus [-2-k] - (m — 1) Fakto-

ren. Durch Erweitern mit ¢,(7) sind es schliefllich genau m - k Stiick. Der Zéhler
hat dann die Form

i
=
3
>

H t[(i+1)7(nm71)](T)m71 . H tk(T). (3.16)

i=1 i=[72k]-(m—1)+1

m—1

Um aufwendige Fallunterscheidungen zu vermeiden, werden dabei wie iiblich leere
Produkte (Produkte, deren Endindex kleiner als ihr Startindex ist) gleich Eins
gesetzt. Jetzt sollen diese m - k Faktoren in aufsteigender Reihenfolge in Gruppen
von m - (m — 1) Faktoren aufgeteilt werden. Dies geht natiirlich meistens nicht

exakt auf, das heifit es ergeben sich [#k—n] = [%} ,volle“ Gruppen und ein

Rest r. So hat der Zahler schliellich die Form:

[%]_1 jm—+m
( H t[(wl)r(r:nl)](T)m_l)'

=0 i=jm—+1
(k] mik
m—1
H t[<i+1>7(nmf1)] (T) . H tr(T).
i=[Eg ] mt1 i=[ g k] (m—1)+1

In jeder der vollen Gruppen lauft der Produktindex ¢ von jm + 1 bis jm + m.
Fiir einen konkreten Produktindex i = jm +d (1 < d < m), 148t sich der Index
der Tichomirovzahlen folgendermaflen schreiben:

[(H— 1)(m — 1)] [(3m+d+

m

-m -+ 002 1)

m

=+ = 1) | (347
=j-(m—1) +d+1+[ d*ﬂ
Dabei ist
[_%}:{:; :;fifm_l (3.18)

Das heifit, wird der Produktindex ¢ um Eins vergroflert, dann nimmt auch der
Index der Tichomirovzahlen um Eins zu, aufler fiir ¢ = jm +m — 1, da die beiden
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grofiten Produktindizes in der Gruppe (jm 4+ m — 1 und jm + m) den gleichen
Tichomirovzahlen-Index haben:

jm+m m—1
I1 o=y (T)" " = (H t(j-(m1)+d)(T)m_l> m-v+m-) ()™
i=jm+1 d=1

Diese Eigenschaft kann nun ausgenutzt werden, um einige Tichomirovzahlen-
Indizes so zu verkleinern, daf} sich schliellich das Produkt der Gruppe folgender-
maflen abschitzen 1&8t:

m—1 m—
<H t(j-(m—1)+d>(T)m_1> g m-1)+m-1)(T H G-(m-1)+a) (T
d=1

Die restlichen Faktoren r des Zahlers zerfallen in die zwei Produkte

725 k] mk
T = H t[(’H»l)(mfl)] (T)m_l und Trg = H tk’(T)
i=[Eg ] mt i=[ k] (m—1)+1

Zunachst ist

L_(m-1-k_m-k K :{m-k}_{mk ] (3.19)

m—1 m—1 m-1

was zu der Gleichung

i [ 2 o [ e [T

fithrt. Aus der Ungleichung

-k
[—k] +1>—
m — m—1
ergibt sich mit Hilfe von (3.20)
(m—1)>mk— |—" k| m—1)= |-k —m. |
" " m—1 " Cm—1 A ey
Daher folgt aus (3.17) und (3.18), daB
e ][]
re= H t[<i+1>751m—1>](T)m_1 = t([ﬁ]'(mfl)w) <T)m_1
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ist. Die Gleichung (3.20) besagt, dafi die beiden Produkte r; und ry gleich-
grofie Indexmengen haben. Da in r; auBerdem ¢ < [ak] ist, sind nach (3.9)
die Tichomirovzahlen-Indizes in r; immer kleiner gleich k. Somit konnen die
Tichomirovzahlen-Indizes von ry so verkleinert werden, daf3 schlief3lich

[k -[mt ] m

reTy S }_[1 bl mnya) (D)

gilt. Der gesamte Zéhler (3.16) hat nun die Form

(7] e ek

11 ((H t(j-(m—1)+d) (T)m> : 11 b ] meya) (D)™

§=0 d=1

Aufgrund von (3.19) ist dies aber genau das m-fache Produkt der k ersten Ti-
chomirovzahlen. Und aus (3.15) folgt

k 67

[ak] . 2[ak] 'Hlti(T)
N < 2ak . 2[ak . 1=
=0 t5(T)F

Mit dieser Ungleichung und unter Einbeziehung der Abschitzungen (3.4) und
(3.14) folgt schlieBlich

9a+20)ak(T) <2+ gi426)ak(S)

<2 (([(BN)] 1) N)T= e )

(8N)5]+1)2-N(

< 9. (4 .820. N1+25) (1+216)ak - S)

([(8N)5]+1)2-N(
S)

1

2.8. Nak

IA

' éj([(8N)6}+1)2-N<
ﬁ t;(T)*

<16-2-¢2- :;kT (1 + 256 - m? - (%)201(1)20(1)2> 1 (T)

<32-¢%. <1—|—256-m2- (%)2-01(1)20(1)2> -f[ti(T)i.

Durch passende Wahl von m und ¢ fiir ein gegebenes 0 < ¢ < 3 kann nun Satz 3.6
bewiesen werden.
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Beweis von Satz 3.6. Es mufl nur gezeigt werden, dafl sich das vorhergehende
Lemma anwenden laft. Ziel ist es dabei m und 0 so zu wihlen, dafl (1 +¢) =

(14 26) (-2) ist und ¢1 + ¢3 - (%)2 -m? moglichst klein wird. Falls m > 1= ist,
148t sich also & durch m und e ausdriicken:

e-m-1)-1 ¢ e+1
2.m 2 om

Zunéchst wird vernachléssigt, dafl m ganzzahlig sein mufl, und m durch p :=
1+ % + r fiir ein r > 0 ersetzt. Um das Minimum des Ausdruckes

G)“ (e —4[5— 1)?

fiir alle r > 0 zu finden, werden die Nullstellen der Ableitung nach r

d (4(1+%+r)4) B 16(1—1—%4—7‘)3'(€7’>2—4(1+§—|—T)4-287”'8

6:

(3.21)

dr (er)? (er)?

bestimmt. Dies ist genau dann Null, wenn
2 1 2 2 2 1 2
0=16(er)* =81+ =471 |- r=82-r*-8(1+=]-&%-r
€ 3

gilt, woraus sich die Nullstellen 0 und 1 + % ergeben. Davon ist aber nur 1 + %
eine Minimumstelle, da nur fiir r = 1 4 % die zweite Ableitung positiv ist. Die
beste Wahl wiére also u = 2 + g Diese kann aber nicht genutzt werden, da m
ganzzahlig sein muf.

Sei daher m die néchstgroflere ganze Zahl nach p, das heifit

2<pu<m<p+l.

So ist nach Gleichung (3.21)
e+ 1 SE_¢€ +1 _

6—6— €
2 2m T2 2u 4

und
e e€+1 ¢ e+1 €
0= - — < = — = -.
2 2m 2 2u+2 3

Das heiflt es geniigt ¢ kleiner gleich 3 zu wéhlen, damit ¢ < 1 ist. Insgesamt gilt

also
1\N° ., [4\? (3 4 2)2
i <[Z) . 1N2=16. ~— =
(5) = (2) e 55
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3.3 Entropie konvexer Hiillen

Die Entropiezahlen fiir Operatoren sind eigentlich nur eine Spezialisierung der
Entropiezahlen fiir Mengen.

3.11. Definition. Fiir eine Teilmenge A eines beliebigen Banachraums E wer-
den die Entropiezahlen folgendermafien definiert:

en(A) ::inf{a>0: Jxq, ... ,mn:AQU(xi—i—eUE)}.

=1

Die Definitionen der dyadischen Entropiezahlen bzw. der Entropiemoduli gelten
entsprechend: e,,(A) := egn-1(A) bzw. ¢,(A) := ]ignlgk% - ex(A).
€

Der Banachraum E sei vom Typ p (1 < p < 2). Das Verhalten der dyadischen
Entropiezahlen der konvexen Hiille einer prakompakten Teilmenge von E 146t
sich unter bestimmten Voraussetzungen relativ gut abschéitzen. Die relevanten
Ergebnisse sind hier kurz zusammengefaflt:

3.12. Satz. Fir eine prikompakte Teilmenge A des Banachraums E vom Typ
p € (1,2] gebe es ein o > 0 mit e, (A) < n~* fir alle n € N. Dann gilt

n-¢ Cfir0 < a < 1/p
en(aco A) < cup - Al 1 (n+1) fiir a = 1/p/
n S Car” ) n- 7 - log(n 1 , firao=1/p

n * - (log(n+ 1)) " | fira>1/p

Dabei ist ||A|| := sup{||z|| : = € A} und aco A die absolut-konvexe Hiille von A,
diese entspricht der 1-konvexen Hiille.

Der Beweis des allgemeinen Falls aw # 1/p' ist in [CaKyPa] zu finden. Der Grenz-
fall « = 1/p’ wurde fir Hilbertrdume in [Ga] und fiir Banachraume in ([CrSt])
bewiesen.

Gibt es eine dhnliche Aussage fiir Entropiemoduli?

3.13. Satz. Ist A eine prikompakte Teilmenge des Banachraums E vom Typ
p € (1,2]. Und existieren drei positive Konstanten «, ¢, und co, so dafs fir alle
neN

cr-n < gn(A) <cgon®

gilt. Dann ist fiir jedes n € N

n-“ Cfuir0<a<1/p
gn(aco A) < c- n"v -log(n + 1) , fira=1/p
nv (log(n 4+ I)VP'= | fiir a > 1/p/

Wobei ¢ nur von «, ¢1, ¢a, £1(A), ||A|| und p abhingt.
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3.14. Bemerkung. In Analogie zu [CaKyPa] kann mit Hilfe der Menge

= {(log(j+1))*-¢;: jEN} CY,

die Optimalitét der Abschitzung im Fall a0 < z% gezeigt werden, dabei bezeichnet
e; den j-ten Einheitsvektor von ¢,. Einerseits 1afit sich A mit k Einheitskugeln
vom Radius (log(k 4 1))~ iiberdecken. Andererseits ist die Uberdeckung mit &
Einheitskugeln vom Radius 1 (log(k + 1))~ nicht mdglich, das heift

1
)

Woraus schliellich g,(A) < n™® folgt. Und da €;(A) < gx(aco A) ist, gilt auBler-
dem n~* < g,(aco A).

(log(k + 1)) < ex(A) < (log(k+ 1))~

Die Frage der Optimalitét fiir o > ]% ist offen.

Vor dem eigentlichen Beweis des Satzes zunéchst noch einige vorbereitende Schrit-
te.

3.15. Bemerkung. Fir k > 1 und a > 0 sei die Funktion f : Rt — Rt : v —
k~v - v=% gegeben. Aus der Ableitung

1 1
f/(V):longfV'ﬁ'l/ —a-k vyt

1
=k vyt <logk C— = a)
v

ergibt sich die Maximumstelle v,,,,, = k’ik . Im Intervall (0, V,4,) ist die Ableitung
positiv, das heifit f streng monoton-wachsend, und im Intervall (4., 00) negativ,

das heifit f streng monoton-fallend.

Seien die Konstanten 0 < a € R und 1 < v € R gegeben, dann ist fiir alle £ € N
mit £ > 1

1 _ 1 _
TR T Ve

=e “-a% (loghk) . (3.22)

Der folgende Satz zeigt, dafl sich aus den Voraussetzungen des Satzes 3.13 die
von Satz 3.12 ableiten lassen.

3.16. Satz. Seien eine monoton-fallende nichtnegative Zahlenfolge €; und posi-
tive Konstanten «, c¢; und co gegeben, so dafs fir alle n € N

c1-n~® < inf few - e < cg-n® (3.23)
keN

ist. Dann existiert eine Konstante c(a, ¢y, co,€1), die nicht von k abhdngt, so daf
fiir alle k > 1

er < cla, ey, c9,61) - (loghk)™@

18t.
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Beweis. Zunéchst soll gezeigt werden, dafl sich die Ungleichung (3.23) auf die
reellen Zahlen (v € R, v > 1) verallgemeinern 1a8t:

/ —Q : 1 / —«
¢ v <infkv- e, <c-v°. 3.24
1 < inf K< Cy (3.24)

Dazu sei n € N so gewahlt, dal n < v < n + 1 ist, dann folgt

. 1 . 1 _ VN _
inf kv -eg, <infkn-g, <cy-n az@-(—) 7
keN keN n
n+1\% _ _
<CQ'< > < g 2% T
n

Wird umgekehrt n € N so gewéhlt, dal n — 1 < v < n ist, dann ergibt sich

. 1 . 1 _ VN®
1nfkv~5k21nfkn-5k201~nazq-(—) e
keEN keN n

- v @ s 1\“ a
. -I/ . — -I/ .
“a\vr1 =@ {3

Es gentigt demnach ¢} :=¢; - 27 und ¢}, := ¢y - 2% zu setzen.

Fir den weiteren Beweis seien die Konstanten

/
Q:zsup{TZ 1:7=1V eo"7§2-%-e-aa-7a}
1
und ¥ € (1, 2] vorgegeben, dann gilt fiir jedes ¢ > p die Ungleichung
/ /
ea'”>2-C—,2-6-aa~ao‘>19-c—,2~e-aa-aa
4 4

oder anders formuliert:
R N ) (3.25)

Nun soll noch eine Menge konstruiert werden, die fiir den Beweis benotigt wird.
1

Fiir jedes v > 1ist nach (3.24) infyen kv e < ¢4-v~%, das heifit es gibt mindestens

ein k£ € N mit

en <Oy kv (3.26)
Alle k > 1 mit dieser Eigenschaft werden in der Menge

K, ={keN: k>1 A e <9 kv 00}
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zusammengefafit. Die Vereinigung

UKV:{keN: k>1 A WeR:v>1 A ek§19~c’2-k’%-y’a}

v>1

ist nach Ungleichung (3.22) eine Teilmenge von

K:i={keN: k>1 A g, <V-cy-e* - a% (logk)™*}.

Jetzt kann zum eigentlichen Beweis des Satzes iibergegangen werden. Sei also
im weiteren ein m € N mit m > max {e?“*? 1882} vorgegeben. Zu zeigen ist
dann g, < ¢+ (logm)~®, wobei ¢ nur von «, ¢, ¢z, €1 und ¥ abhéngen darf. Fiir
m € K ist aufgrund der Definition von K die Behauptung bereits bewiesen. Sei
alsom ¢ K.

Nun soll gezeigt werden, dafl die Menge

K = U K.

1< < loam

a-o

eine Teilmenge des Intervalls (1,m] ist. Aufgrund der Wahl von m > e> e ist
1 < 2em ynd damit K wohldefiniert.

a-p
Angenommen es gibe ein [ € K mit [ > m, dann miiBte es ein 7 € [1, 1‘?—2}”]
geben mit

1
g <y 77T

Dal>mund o > 1 ist, gilt 7 < % < %. Und da nach Bemerkung 3.15 die

Funktion 7 — [=7 - 7= im Intervall (0 @) streng monoton-wachsend ist, folgt

o«

1 —«
ogm 1 o
e <V-cy- 1 (%) ( 0gm> =1-c- e~ o . o . 0% - (logm)™“.

Umgekehrt besagt Ungleichung (3.24), da8 fiir jedes v > 1
- =% .y < g
lo

ist. Fiir v := Tgl ergibt sich

logl
e a® (logl) ™ < g <Yy e CTmm - o - (logm) .
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Woraus durch umformen

/ a
logm

folgt. Da % > 1 vorausgesetzt wurde, gilt auch die Ungleichung o - 226 > o.

logm

Zusammen mit der Ungleichung (3.25) folgt

/ /

Ao 4 e 1
1<79-e°“-—/2-19 Lo L el g = goovlogar, —
ch c e

Die Funktion oo — «-log o hat im Intervall (0, co) das globale Maximum 1. Damit
liefert die vorherige Ungleichung den Widerspruch 1 < 1, das heifit die Annahme
war falsch und K ist Teilmenge von (1, m].

Gibt es jetzt ein [ € K mit [ > mﬁ, dann ist mit Hilfe von Bemerkung 3.15 fiir

ein 7 < lsm
< o

em < € §19-c’2-l_% T <d e a” - (logl)™
<Y-dy-em - a”- (logmﬁ“e)_a =0-dy-a” 4% 0" - (logm)™“.

Welches die gewiinschte Abschéatzung ist.

_ 1 1
Fiir den Fall, dal K C (1,m®%e¢) ist, sei | € N so gewéhlt, daf [ — 1 < m*ee <
ist. Das heiBt [ ¢ K, daher gilt fiir alle 7 € [1, loag—.;”}

I
g >0y 77T

logm
2-e-a-0

miee + 1, da m > 188¢ ist. Und so ist

a0 1 o
€l > 19 . C/2 . l_2logm . <ﬂ)

gesetzt werden. Aulerdem gilt mTes >

Da m > e*¢%? ist, kann 7 :=

2-e-a-p
Sl (m“%gﬂ)‘zlfé?. _logm ™"
2 2-e-a-p
2-eap —Q
1 " Tlogm ]-Ogm
>0y (i) (2—w>
1 —
:ﬁ.cg.za.(ogm) _
a- o

Damit ist K (lozm) die leere Menge, denn gébe es ein j € K (lzm); dann wire
-0 a-p

5]. Sﬁ.cé.jilc?'im . (IOgm) Sﬁ.CIQ. (IOgm)
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Und nach Wahl von [ ist j € K(loﬂ) CKCcC (1,mﬁ}9) C (1,1), also miuite

1 - 1 -
ﬁ'cé'(ogm> Z€j28l>’l9'cl2-2a'<ogm)
Q-0 Q-0

logm
a0

gelten. Was aber zu der falschen Aussage 1 > 2¢ fithrt. Damit kann fiir nur

noch k =1 die Ungleichung (3.26) erfiillen:

logm
a-o

51319-0’2'( > =9-cy-a* 0% (logm)™®.
Dies ist, wegen ¢, < ¢1, genau das Gewiinschte. Verbleibt noch der Fall, wenn
1 < m < max {e¢*¢ 1882} gilt. Dann ist aber

em < €1 -max {29-e% - a% - % 0% - (log 188)*} - (logm) .

Insgesamt ist schliefllich die Ungleichung e, < ¢(a, ¢y, ¢o,€1,9) - (logm)~® fiir
jedes beliebige ¥ € (1, 2] richtig, wobei das Infimum infye (1,9 c(ev, 1, ¢2, €1, 1) eine
positive reelle Zahl ist. 1.

Jetzt kann der Satz 3.13 bewiesen werden.

Beweis von Satz 3.13. Die Entropiezahlen ;(A) sind eine monoton-fallende
nichtnegative Zahlenfolge, genau wie in den Voraussetzungen des vorigen Satzes
verlangt. Auch die Ungleichung in der Voraussetzung wird erfiillt, da die Entro-
piemoduli als g,,(A) := infrey ko - e,(A) definiert sind. Daher 148t sich der Satz
anwenden, und fiir alle k£ > 1 ist

ck(A) < 2 (log k).

Dies kann, falls i € Nund ¢ > 1 ist, auf die dyadischen Entropiezahlen spezialisiert
werden: e;(A) = eqi-1(A) < ¢ - (log2)~ i~

Fiir die Konstante C' := max {e1(A),¢- (log2)~*} ist damit e;(A) < C - i~ fiir
alle i € N. Das heifit wiederum e;(% - A) < i~®, womit sich Satz 3.12 anwenden

c
1aBt.
Dadurch koénnen nun die Entropiemoduli der konvexen Hiille folgendermaflen
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abgeschétzt werden:

gn(aco A) = C' - gn(aco(é - A))

1 1
<. . — .
<C ’ileljgk 5k(aco(C A))
n—1 1
<(C-2 7% -eon — A
< €9 (aco(C )
1

<C-2-ey(aco(—= - A))

Ql

n-* Cir0<a < 1/p
1

n~# -log(n+1) , fir a=1/p

n=P . (log(n + 1)Y7~  fir 1/p <a

<C-2-cop-

o1
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